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CONSIDERATIONS NOUVELLES

SUR LE

DETERMINANT DE SMITH ET MANSION,

Par M. ERrnEST CESARO_,

ETUDIANT A L'UNIVERSITE DE ROME.

Le déterminant de Smith et Mansion est celui dont chaque élément
égale une fonction quelconque, F(7, 7), du plus grand commun diviseur
des indices ¢ et j. Soit () une fonction généralement nulle, mais égale
A Punité pour @ =1 et & (— 1) lorsque « est le produit de ~ facteurs
premiers, inégaux. Définissons une autre fonction / par la relation

J(z) =H<?> F(r) + p<§>‘F(z) + p<§> F(3)+....

On sait que, inversement, F(z) est la somme des valeurs de la fonc-
tion f, qui correspondent aux diviseurs de x. Par exemple, avec les
notations de Gausset d’'Euler, pour f(x) = ¢(x), ona F(«) =2; pour

((x)=x,onaF(x) = [z, etc. Cela étant, M. Mansiona démontré que le
déterminant :

F(r,1) F(1,2) F(,3) ... F(,n)
F(2,1) F(2,2) F(2,3) ... F(2,n)
F@G3,1) FG3,2) F(3,3) ... F@3,n)
F(n,1) F(n,2) F(n,3) ... F(n,n)

a pour valeur

A=/ f(2) /(3) ... f(n).

Dans le Journal de Battaglini (1885) et dans les Nouvelles Annales,
nous avons poursuivi I'étude du déterminant A,. Nous allons faire d’au-
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tres considérations en cherchant ce que devient A, lorsqu’on y sup-
prime les colonnes et les lignes, dont les indices sont respectivement
Uiy oy oooy By €6 J 1y Juy oo vy Ju. Le déterminant qui en résulte sera repré-

[i, iy Oy ... z:,]m
JuJaJs oo Jy

L’étude de A, est basée sur la propriété suivante :

senté par la notation

La somme
b (2) P02y (5) Pl o)+ p(5) B+

nulle en genéral, est égale a f(nr) lorsque x est divistble par n.
Supposons d’abord v = 2 et, dans le déterminant modifié, ajoutons
a la dernikre colonne toutes les autres, respectivement multipliées par

n n n eme 417 .
y.(r—>, ;J,(;>, {/.(—); -+ Le ritme ¢lément devient

3
"‘[J-(‘:Tll.)F(iu")“”( >|‘(l>,l),

mais on doit, en outre, ajouter f(r) au dernier élément. En opérant
de méme sur les lignes, on trouve que le 7% ¢lément de la derniere

n 7\
— w2\ F(, ) — (ﬁ. T (s, 1),
! <“/1> (Jirr)— /) (Jer 1)

tandis que le dernier élément se change en

a8 i ()3
o) )0l

Il en résulte, en supposnnl 1< 1y, J1 < ]y
]l

g T2 ]
-+ (-—~1)’1*’J11 (;) [

ligne est

l“(lh / )

i‘<"’/ )

(1)

. fr ety
i, i‘u 1)
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Soit Aj}' le complément algébrique de I'élément F(¢, ;) dans A, de
sorte que

O _ i) A
j| = 0mAl.
Apres avoir posé

w(F)e(F)=ro s,

la derniere formule devient

i ‘_[[1 iﬂ'](n)_ [[1 1'2](”‘”
)L Jod 7 LidJe )
_{_(___l)p[()(n) A=t ()in) At ) AR=1) g ()l A1

NS4y T e LEULINY SEV S IO Clajs M

ou, pour abréger, ¢ désigne la somme ¢, + 7, +J, + j,. Dans le Journal
de Battagling, nous avons démontré que 'on peut écrire

A =ai®A,, ol a.&/;’:Z Qi
Nous avons done

. ‘:l', 1-2](71) T I:ll ig](”—‘)
Ay LJ1 /e T AL/ S

-+ (_I)p[()(n) a(u 1) Q(/L_) rx(n:—i)__ Q(n) pln= i)+ Q (n) in-1}

igJs Ig]2 "2y 2]y tl/‘ is]g ll’i

En supposant que ¢, ne soit inférieur & aucun des nombres Z,, j,, so»
on peut changer nenn — 1, n — 2, ..., 7, + 1. Il vient, par addition,

I [z’, ig]‘”')__ 1 [z’i z'g]("a)
AL/ T2 T AL L/ /s .

. r=n
. Y
é ( ( oyl Vgt
-+ (_ ])P [Ql(:l)i aﬁ:ls“ Ql(’l): al;h“ Qi:/, alxrl “+ Q . Je y’jh /]'

re=i,-1

Apphquom les mémes transformatlons au cas de n = 7,.. Nous trou-
vons sans peine
(i3—1)
>A1:zil :

il = o (Gt

\|
w ol
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ou bien, en observant que p.(1) =1,
I i gy olia— (is) ., (ia—1)
A—_i‘[./‘i I'a] (—I)P[ Qi) i ids i vz %o,
2 J 32

(r)

Conséquemment, si nous concevons que la quantité <7 soit nulle
lorsque 7 est inférieur & I'un des indices, ce quiest d’accord avec I’ex-
pression que nous en avons donnée en fonction des quantités Q, nous
pourrons écrire

r=n

L iy iy | (1), gl =11__ (1) glr=1) __ ()(r) ir=1) (r gr-1

A [ ] _(___1)p [th ia]a 01,/ Lisfr Qr RONN -+ Qh/n “iy iy ]
n /1 .I2 :
r=

Or il est évident que

s=r—i S=r—1

Z Y o+ Y EQﬁ 2 ;;—20‘;.;*%-

§=1 $=1 e

H

En conséquence, sil’on observe que

«(5)(5) () (5)
AW EAIEA IS
Qi Qg =—= ARVIARCY SN

) 5 Qg

on trouve définitivement

1[4 L
e I B e A A A

La relation que nous venons d’obtenir se déduit d’une autre plus
générale, que nous fournit immédiatement la théorie des déterminants
réciproques. Observons d’abord que, d’apres les notations adoptées, le
complément algébrique du mineur

F(i,h) Fli,g) F(a,/.) .. F(, )
F(i,/2) Flinge) F(i,j) .o F(é,/h)
F(i,/5) F(inss) Fli,gs) oo F(i,/3)
F(in,jv) F(ann) Fla,n - F(i,/v)
est
Uy Uy 2 (n) . . . . . .
(—-I)P[jt I:J.: ...jv] ] ou P:Ll+Z2+--~'+'lv+.]l+./2+~-~+,/v-
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On sait, d’ailleurs, que le mineur homologue, dans le déterminant
réciproque de A,, est précisemént égal au complément dont il s’agit,
multiplié par la (v — r)*me puissance de A,. On en déduit aisément

(r) (n) (n) (n)
i1 aie]n alah e aivh
7 g gt )
.. . iJe i3]2 igj2 "7 iy]s

(—1)e Ol vo. 4|
NN ST A— Y =| a® g (n) ot
SO ) ()L Je oo Iy hls fals Tials tals
ol gl n) L))

iy “iafy ijy iyfv

Arrétons-nousde nouveau au cas de v = 2, et supposons¢, = j, =1,
1, =j, =2, de sorte que le déterminant résultant est celui qui a
F (7 + 2,7 + 2) pour élément général. On a

w Seoyetis) [ areee(s
PR s el O | e

r=

:E [%.) ”G)“ P (s) HG)]

g ,, ’

1(r)f(s)
ou r et s doivent varier, séparément, de 1 & n. Si’on veul considérer
exclusivement les valeurs de r et de s, qui donnent des termes diffé-
rents dezéro, on doit remarquer qu’elles ne sont liées & par d’autres
conditions que de lui étre inférieures, de sorte qu’il est possible de les

calculer une fois pour toutes, en supprimant, ensuite, celles qui sur-
passent n. Le numérateur

[Mrm(%)——u(w(g)]?

ne peut avoir que les valeurs 1 et o : cherchons pour quelles valeurs
de 7 et s il est égal a 'unité. Si 'on désigne par u,, ., u,, ... les

termes de la série
1, 3, 5, 7, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 29, 31, 33, 35, ..

)

qui sont impairs et privés de facteurs carrés, on reconnait que trois
hypotheses seulement sont possibles :

r= uy, s=2u;; r=uy, s=huy; r=au;, s=hu,.
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Posons, pour abréger,

I
8

N . =¥
T ._Vl./i(“l")y o hiltfh(zllr)’ - v—x'/.({lu'.)

On a
1

‘I 9 () i
il ] —BC - CA - AB,
A/I

I 2

en faisant f(x) = = pour & > n, ce qui est permis, vu qu'il n'y a pas
lieu de considérer, dans le déterminant donné, des valeurs de f(x),
pour lesquelles & surpasse z. Ainsi, dansle cas de n = 5, on (rouve

F(3,3) F(3,4) F(3,5)
]“(1—/]:3) F(‘/l:‘ll) F(~/175)
F(5,3y F(3,4) F(5,5)

S =/3) /(1) /(1) |
=| /(1) S f(2)+/(6)  f(1) ’
S, £ (1) -+ /(5)

— ) o) FO3Y SO £ . 1 5 ! L
=/ SOOI 75773+ o i i

I I
+ R AR |
Soit encore, n étant quelconque, f(x) = «*, et posons

I I I I

On obtient aisément

A =02k =020 = " 225
2K T So

2 ke s ke
’

et, par suite, pour n indéfiniment grand,

Tr oo’
lim — k12 oMok /5 \?
(1. 2. 3...n)% 7 2k(af - 1)2 \ Sy

En particulier, pour £ = 2, on trouve que, si D, est le déterminant, de
degré n — 2, dont chaque élément, aux indices ¢ et J, représente la somme
des carrés des dipiseurs communs ¢ i + 2 et j + 2, on a

e\ 18ge
lim (;) p,—'89¢.

2
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Nous trouvons aussi, en faisantv=3, I'égalité

v 3w - : e

|0 03| g i | T e o [0
Soient ¢,, ¢,, ¢, ... les termes de la série 1, 5, 7, 11, 13, 17,

premiers ou produits de nombres premiers, inégaux, autres que 2 et 3.

Posons
1 1

I
S(mey) - f(mey) + flmegy & 77

GIIL -

En supposant f(x) = =, pour 2> n, on trouve

“(lnx): o+ ooy o, oy = oy,
oY = oyt o+ o+ 010, 2V = — (g3 ),
o = oy oy gy iy, 2V =— (524 54).
Par suite,
1 oo 37
e II 5 2 ] TR 00Tt 01Ty 06 0 01020 01025
2 3
- (U-I ‘1‘0";))(0‘3““ O'(;)(O'[,“""J’lg)+(G‘[+U;;)(U'2+O';;)(79+O'|s)
—+ (g1 Gy =+ 73+ 05) (T T42) (Fg =+ Gp5)-

On voit done que le second membre se réduit & une somme de quan-

tités analogues 2 » ol @, ¥, 5 sont trois nombres non su-

T
(@) f(r) [(3)
périeurs a n, et différents entre eux. Sil'on cherche & généraliser par
induction les propriétés qui précedent, on est conduil a énoncer le
théoreme que voici :

Le déterminant, de degré n — v, dontl'élément général est F (i v, j+v),
est égal a la somme de certains produds, n—v an—v, des nombres
RS VACIIVACIEEVACOR

Pourv = o, on retrouve immédiatement le théoreme de M. Mansion.
On a vu que le théortme estencore vrai pourv=1,v=12,v=23.Dans
le cas dev=n — 1, le déterminant se réduit A F(n), et il doitétre égal
4 la somme de quelques-uns des nombres /(1), /(2); ..., f{n), ce qui
est exact : il suffit que 2 divise = pour que f(x) fasse partie de la
somme en question. On vérifie facilement le théoreme dans les cas de
v=rn—2, n—3,.... Subsiste-t-il en général? Quoi qu’il en soit, on
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aurait tort de croire que, plus généralement, tout mineurde A,, d’ordre
v, est, en valeur absolue, une somme de produits v & v des nombres
f(1), f(2), ..., f(n). Il est, en effet, bien aisé de trouver des mineurs
qui ne possédent pas cette propriété. Il en est ainsi, par exemple, du
mineur

3

F(v/) F(in)
F(n,j) F(n,n)

toutes les fois que » a des facteurs communs avec les quotients de 7 et
dej par leur plus grand commun diviseur. Cependant, les mineurs de
I'ordre n — 1 satisfont toujours au théoréme, ainsi que ceux du pre-
mier ordre. Reprenons, en effet, la formule

#(2)(7)
A(i‘,/"}“:An ‘—L‘—_'/""

S(r)

2

ol 'on suppose f(x) = %, pour 2 >n. Sim est le plus petit multiple
commun de ¢ et de J, et que I'on représente par ' etj’ les quotients de
et dej par leur plus grand diviseur commun, il est clair que I'on peut
éerire

(72) —. o I .
AW = (') )A"E/__'(mr)’

en sous-entendant que les valeurs attribuées i r soient premieéres avec
et ', et n’admettent pas de facteurs carrés. Si /)’ admet des facteurs
carrés, A}/ estnul, quel que soit » : dans le cas contraire, on voit que
A}’;’ est égal, en valeur absolue, a la somme de certains produits n — 1
an — 1 des nombres f(1),/(2), ..., f(r). En particulier,

1 I I I 1
AW": e ’ — - e e - T - = e |-
F=I0SG) 10| 75+ e o e e ]
L’expression de «;} est trés ulile pour répondre & la question posée
plus haut. On devrait étudier, en cffet, le déterminant

a(i.nl) a({zz) 06(4”2 . d(j 1‘1;)
(n) (n) (%) (r2)
Gy [22Y Gyy ‘e Clay
(1) — n )
R I e P T

(n) (n) ni (n
ot alh gl L. ol
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dont la 7®m¢ colonne peut étre écrite comme il suit :

1 1) . 2 2Y . 3 3 £ ('/e\ ‘ny
e 1 - 7 1[4 I)[J‘ 7 Ca~i~ M 1 - I '3-[«..-—1"[*.71‘)["' 7))

w()e()ave(p)e(t)arn()e(?)arwul(i)a(f)a

Pour simplifier I’écriture, nous représentons parZ, I'inverse def(r).
Cela étant, on voit que le déterminant considéré est décomposable en
nvautres déterminants. Si I'on ne considere, dans la i®¢ colonne, que
les termes contenant &, le déterminant partiel correspondant a pour
élément général

Il est donc égal &

. . . e\ /e € €
€ bebe, - &y H<Tl P (7;) H<§3> e H(T") Mg, e ey

oul'on a posé

€1 € g3 . 22

e(3) w(3) »(2) (M)

€ €, & /ey

() #(s) (%) o ol

Me, eo.en= € &, € £y
ween=(g) w(3) w(3) - #(3)
: & ) L (2
e(2) #(3) #(3) - (%)

Si deux quantités  sont égales entre elles, M est nul. Par suite, le

déterminant v est bien une combinaison‘linéaire des produits v & v des

quantités &,, £,, ..., &,; mais il faudrait faire voir que chacun de ces

produits entre dans I'expression de v, avec le coefficient o ou 1. Du

reste, ayant pris v nombres inégaux ¢,, ¢, ..., ¢, non supérieurs a x,

il est facile de chercher le coefficient du produit &, %, ..., &, . Per-
2

5

Ann, de U’Fe. Normale. 3¢ Série. Tome II. — DiceMsRE 1885.
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mutons les indices 1, 2,3, ...,v des quantités ¢« de toutesles manieres

possibles : suivant que la permutation =,, s, %4, ..., 7, obtenue est de

la premiere ou de la seconde classe, on a
Mer, 2y ey = = M, e,

ey

Il en résulte que le coefficient cherché est

M(s,,a,, ...,a,)Zj: H<%> IJ'<%E:> . P(c_:") - MFE,,E;....,E.,;-

Conséquemment

B/[(“,El €9,Eg,.+4,8y)
(n) .— 11 73 78 4
v _Ef(ai)f(%)f(es%--f(sv)’

les nombres < formant, de toutes les manieres possibles, une combinaison.

de v nombres entiers, non supérieurs a n. 1l resterait donc a rechercher

si les déterminants M peuvent avoir d’autres valeurs que o, +1, — 1.
Il serait intéressant d’étudier, plus généralement, le déterminant

WREIR S L(8) (k) (2
gy 112y » o0y Ty J‘ —_ . — J. __'_
wa) w(2) »(2)

qui, probablement, ne differe pas de I'unité, en valeur absolue, & moins

qu’il ne soit nul. En opérant comme ci-dessus, on trouve facilement Ia
formule

L iy Gy oen & | O SO S(2). .. f(R) (240 Zay o0 0 €0) cypy (2158« ey By
(e =X e Moo I

JiJa oee 32) . ,/'(ev) (ig,7ay eenly (s Ty even Ju?

d’apres laquelle tout mineur de A, serait une somme algebrigue de pro-
duits v a v des nombres f(1), /(2), ..., f(n), Uordre du mineur étant v.
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Nous pourrions, d’ailleurs, par lasimple dérivation des déterminants ¥,
relativement & chaque variable £, nous assurer que celle-ci entre linéai-
rement dans le déterminant considéré. Nous reprendrons bientot'étude

des déterminants o, et d’autres déterminants arithmétiques qui s’en
déduisent.

FIN DU TOME II DE LA IIl® SERIE.



