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DÉMONSTRATION ANALYTIQUE
DE L'EXISTONCE ET DES PROPRIÉTÉS ESSEXTIELLES

DES

RACINES DES ÉQUATIONS BINOMES,
PAR M- Cn. MÉRAY,

PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIÎ3NCES DE ÏWW.

1. L'Analyse, qui est la plus abstrai te des Sciences, doi t fournir
des principes à toutes les autres, sans en emprunter à aucune, sinon
ies théories s 'enchaînent mal et perdent tout à la fois de leur clarté
et de l eur cer t i tude . On renverse d o n c absolument l 'ordre naturel
des clioses quand on in t rodu i t des considérations géométriques autre-
ment qu'à t i tre desimpies images, dans la démonstration de faits pure-
ment ana ly t iques , en part icul ier quand on fonde la théorie de l 'équation
binôme sur les propriétés des arcs de cercle et de leurs lignes trigono-
m étriqués.

Pour faire disparaître de l'Analyse cette tache regrettable, j 'ai donné
en 1872, dans mon Nouveau Précis d'Analyse infinitésimale, une dé-
monst ra t ion de l'existence des racines de toutes les équations entières
à une seule inconnue, d o n t les éléments sont tirés exclusivement des
principes les plus simples de l 'Algèbre. Toutefois celte démonstrat ion
devient p lus courte et plus nette quand on en dégage tout ce qui con-
cerne les racines des équations binômes, dont les propriétés offrent
d 'a i l leurs une importance toute spéciale a cause du rôle considérable
qu'elles jouen t dans une foule de circonstances. C'est ce qui m'a con-
dui t à traiter ces équations à part et à en proposer la théorie très
simple que je développe ci-dessous,
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338 Ciï. MKRAV.

Racine positive de l'équation ^-^R, où R est une quantité positive.

2. J ' aura i a m 'appuyer çur les théorèmes généraux suivants , don!
je rappelle seulement les énoncés :

S/ l'on na pas f(a, b, . . . ) = = o, la fonction rationnelle ^^^——

tend vers ^ ' ' ' quand ,r, y, ... tendent simultanément vers a, h, ....
. / ( a ,À , . . . ) / w '

3. Po^r que la variante v, prenant successivement les valeurs en
nombre illimité

^ T 1 ? ^ ' 2 1 ' ' ' f ' flï ' ' ' f

tende vers quelque limite, il est nécessaire et suffisant que la différence
^n^p — ^n tende vers zéro quand n augmente indéfiniment, et cela quelque
relation que l'on établisse entre n et p.

4. Passons à l 'équation

(i) .r-^H,

en supposant R nul ou positif.
Si B == o, cette équation binôme na d'autre racine que o. Si R ^> o, elle

a une racine positive unique qui y en même temps que R, est supérieure,
égale ou inférieure à î .

Le premier point est év ident . Pour é tab l i r le second, supposons
d'abord R ^> s et, appe lan t u une quant i té posi t ive supérieure à ï , for-
mons la progression géométr ique i n d é f i n i e

don t les termes croissent sans limite. Deux lermes consécutifs convena-
blement choisis ^/f", /y^4 1 comprendront ce r t a inemen t R, c'est-à-dire
donneront l ieu aux inéga l i t és

/A;,I:{< /A4-1. 11 ^ 1 -

Cela posé, soient y^ le quotient et p/^ le reste de la division de A'/,
par w; posons u7^ == r^ et faisons tendre u vers ï .
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Les inégalités précédentes donnan t

R __ u^n < u^1 — zA < zA ( // -- i ) < R ( ii — i ),

la quanti té u^ tend vers a. On en conclut que r^ tend aussi vers R ;
car on a

où les deux termes de la fraction tendent s imul tanément , le numéra-
teur vers B, le dénominateur vers T , parce que l 'entier ^ reste infér ieur
au nombre fixe m (2).

Soient maintenant
f\y 7*2, . . . , /'^, . . .

les valeurs, évidemment toutes positives, que î\ acquiert successive-
ment quand u tend vers i . Les relations

R ——— y " 1 1 1 -L. t- ___ l ' " 1 L_ r-— ' il, ' ^n —— ' ,r{~p " i" c/?•+//;»

où £// , E^^, t enden t vers zéro quand n augmente indéfsniment , et cela
indépendamment de toute relation entre p et n, donnent

0/;,-+-// — s,i
' n^p • n— ,,w-i _, ,./1//,-2,.""'

Comme r,^ r^p finissent par surpasser toute q u a n t i t é positive ^
choisie de manière que r^ soit <R, sans quoi r7^ r^ ne pourraient
tendre vers R, le dénominateur du second membre de cette égalité f ini t
par surpasser wr^"1, d'où^ en valeur absolue,

r r <-- £n+p 8"^^p-^n.< ^^ •-

puis
}im(/\^— /^) == o,

parce que s,;, ^i^p tendent s imultanément vers zéro.
On en conclut (3) que r^ tend versune certaine limite r, évidemment

positive, qui est racine de l 'équation ( i ) a cause de r^ == l im /^==R (2);
on a de plus r^> r, sans quoi r1" serait •< R.

Si R <^ r , -.- est ^> i , et i 'équationj^ == -p- admet par ce qui précède
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une racine positive ^ > r . L'équation ( ï ) a donc pour racine la q u a n t i t é
r = ̂  qui est positive, et < ï .s

Si R== ï , l 'équation ( ï ) admet évidemment la racine r= ï .
Cet(e racine positive r, dont nous venons de constater l'existence

dans tous les cas, est la seule que l ' équat ion ( ï ) puisse posséder; car,
pour toute quant i té positive r' non ==r, on a r^ non r^r^ et p a r t a n t
non == R.

3. Des transformations ultérieures, ayant ce théorème pour base,
conduisent aux formules qui servent à combiner , par voie de multipli-
cation, de division et d'élévation aux puissances, les racines des équa-
tions binômes, telles que ( ï ) . Ce sont les régies du calcul des valeurs
arithmétiques des radicaux sur lesquelles nous n'avons pas à reven i r .

Racine spéciale de l'équation ^-^a, où a est une quantité imaginaire
de module i n'ayant aucun élément négatif.

6. L'existence du module u d'une quant i té imagina i re u=(u', u"},
ayant ?/, u" pour premier et second élément, résulte de celle de la racine
positive de l 'équation binôme du second de^ré^2 == u2 -M/'2 ( 4 ) , après
quoi les proposit ions énoncées aux n^ (2), (3) s 'étendent fac i l ement
aux quant i tés imaginaires. Nous aurons, en outre, à uti l iser les obser-
vations particulières qui suivent .

ï . Quand le module de u se réduit à î , chacun de ses éléments u\ u"
est, en valeur absolue, inférieur à ? , égal au plus, ce qui résulte immé-
diatement de la condition

n'^u'^^i.

îi. A une quantité réelle de valeur numérique égale ou inférieure à ï
donnée, répondent dans le premier cas ï , dans le second ^ quantités ima-
ginaires de module ï , ayant cette quantité réelle pour élément de nom
donné.

Quand on se donne, par exemple, pour premier é lément d 'une quan-
tité imaginaire u de module ï la quant i té v? satisfaisant aux con-
ditions — r ^ ^ ^ i , le second élément.^ de u dépend de l ' équa t ion
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binôme

( î ) ^^î—u'^

dont le second membre ne peut être négatif.
Si u'=± î , cette équation se réduit à u//2=o et n'admet d 'autre

racine que o; (± î , o) est donc la seule quant i té de module î qui ait u'
pour premier élément.

Si il! n'est pas == ± t , soit tT la racine carrée positive de la quan t i t é
alors positive î — u'2^). L'équation ( î ) qui s'écrit aussi

(^^ iyH^+U^^o

donne soit u;'' = IT, soit u"1=~ U^ et les seules quanti tés répondant à
la question sont

w • (^in, (^-u^.
itï. Les deux quantités du module î qui ont un même premier élément

donné non = ± î » sont conjuguées^ et chacune d'elles est Finverse arith-
métique de Vautre.

Le premier point est évident, puisque les seconds éléments des quan-
tités (î?.) sont égaux et de signes contraires. Le second résulte de ce que
le produit de deux quanti tés imaginaires conjuguées est égal au carré
de leur module commun, q u i est ici i .

ïv. Si le module de u restant égal à i , l'un de ses éléments décroît de
î a o, puis de o à — î , la valeur correspondante nulle ou positive de
l'autre élément (n) croit de o à î , puis décroit de î à o. La valeur nulle
ou négative de ce même autre élément décroît de o à — î , puis croît de — s
ao. ;

Si, par exemple, c'est u' qui décroît de + î à o, puis de o à -— î ,
z/'2, lié à u' par la relation ( î ) , croît de o à i et décroît ensuite de i ào .
Si donc u" ne devient jamais négatif, il augmente aussi de o à i pour
d i m i n u e r ensuite de î à o. Et de même, s'il s'agit de la valeur nul le ou
négative de u".

v. Si les quantités U===(U\ U"), u = [u\ u"} ont î pour module
commun, la seconde tend nécessairement vers la première quand l'un de
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ses éléments tend vers l'élément de même nom. de la première, pourvu que
leurs deux autres éléments jouissent par n être pas de signes contraires.

Soit , par exemple, l i m ( U ' ~ u ) ==o; de z/2-}- u"1 = [T2-^- U"2 = i ,
on tire

( ir- u1') (ïy-i- u " ) -=- (u^- //) (ir-4- ̂ ).

Si U ^ ^ o , celte re la t ion donne 11 mu" =0=== U".
Si U" non == o, on finit par avoir n u m é r i q u e m e n t ÏT -i- u"'^> \]\ d 'où

numér iquement encore

[j^ ̂ < ̂ ^L ([]/„ ̂ ) < ̂  ̂ y- u')^

parce que le signe f inal de u" est alors i d e n t i q u e à ce lu i de W. On en
conclut t ou jou r s linW === U".

On a donc, dans les deux ça?, l i m u = = U, pu i sque l'on a s imul tané-
ment linn/==U\ l im^=== U".

VL Si les quantités u == (//, ̂ /), ^ == (^, ̂ /) ^0 sont pas nulles et nont
aucun élément négatif, le second élément de leur produit ne l'est pas non
plus et son premier élément croît algébriquement quand, dans l'un des
facteurs, le premier élément vient à croître et le seconda décroître, pou/vu
que le second fadeur soit invariable ou bien subisse seulement une varia-
tion semblable à celle du premier.

Les é léments d u produi t wsout effectivement ^V — ^V7, u'v"+ ^V,
expressions dont la na tu re spéciale rend évidents les points don t i l
s'agit.

vu. Si u == [u'', a") est une quantité imaginaire à éléments positifs et de
module i, cas auquel tous les termes de la progression géométrique

^°-=I, U, U\ .,.

ont \ aussi pour module commun, la différence des premiers éléments de
deux termes consécutifs ne peut surpasser numériquement mod(u — i).

Si, d'autre part, les premiers éléments de

(3) U^=:î, U, U6 .... /V.

ne sont jamais négatifs, leurs seconds éléments et même celui de u1^"1 ne
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le sont pas non plus. En outre, ces premiers éléments (les quantités (3)
vont sans cesse en décroissant par degrés dont les valeurs numériques sont
au moins égales à i — u. Par suite (iv) leurs seconds éléments vont sans
cesse en augmentant.

La différence des premiers éléments de ^, u^1 esl le premier élé-
ment de leur différence uk'Jr{ — u^ = u^^u — i ) : numér iquemen t donc ,
elle ne peu t surpasser le modu le de cette dernière différence qui se
rédu i t à m o d ( ^ — i) , à cause de modî/1^ i .

Si u^ n'a a u c u n é lément négatif, u^^' = i^u a son second élément
positif , pu i sque ceux de u le sont tous deux (v i ) ; u par hypothèse, puis
1^= u.u, p u i s z z 3 , . . . , puis f ina lement u1^1 ont donc leurs seconds élé-
ments tous positifs,

En supposan t / ^<<K, les facteurs des produits u / ( u=u / i + î ,
^'(i, o) = u1' n'ont ainsi aucun élément négatif; d ' a n t r e p a r t , les pre-
miers facteurs sont égaux, et, dans les derniers , le premier é l émen t
de ( r , o) surpasse celui de^, t and is que le second élément de (i , o) est
inférieur à ce lu i de M. Le premier élément de uk est donc supér ieur à
celui de u!^^ (v i ) ou, ce qu i revient au même, les premiers éléments
des termes de la sui te (3) décroissent sans cesse.

Soient enf in h<^k des exposants tous deux inférieurs a K. On
a (m)

^//+i __ ̂  ̂  ̂ .-n (^ L\ =, u/^ ( i — u\ «n,
\ u )

puis de même
^•+1— «/.:=: u^Çi '— u!, M"),

et aucun des éléments de uh^i, i/'"4"1, ( ( — u ' , u " ) n'est év idemmen t né-
gatif. Ces deu-x produits ayant même d e r n i e r facteur p e n d a n t que,'
comme on vient de le voir, les éléments de u^^1 sont , le premier su-
périeur, le second par suite inférieur aux éléments correspondants de
^'M, le premier élément du premier produi t , c'est-à-dire de u!1^ — u11,
est algébriquement supérieur à celui de u ^ ^ — ^ ( v i ) . En d 'au t res
termes, l 'excès dii premier é lément de u^1 sur celui de i/ surpasse al-
gébriquement l'excès correspondant pour ^/t+l et z/''. Ces deux excès
é tan t négatifs, le second est numériquement le plus grand et, dans la
suite (3), la valeur absolue de la différence des premiers éléments de
deux termes consécutifs va sans cesse en augmentant ; elle est donc
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toujours au moins égale a ce qu'elle est pour les deux premiers, c'est-
à-dire a i — uf.

vni. Si v === (c^, (//) est une autre quantité de module \ et à éléments
positifs^ le premier supérieur à u\ le second par suite inférieur à u , les
éléments d'un terme quelconque de la progression géométrique

fi \ (?0 —— T P (»2 (•'K(4)4-/ ' — A ? ' ? ' ' •> • • " » '

sont positifs à partir de ceux de v et, respectivement aussi, le premier supé-
rieur, le second par suite inférieur aux éléments de noms semblables du
terme de même rang dans la progression ( 3 ).

Le point en question étant vrai par hypothèse pour v comparé a u,
supposons-le établi inclusivement jusqu'à V, U termes correspondants
dans les suites (4)? (3). Les termes suivants sont V^, Vu, et, dans le pas-
sage du dernier de ces produits à l 'autre, le premier élément de chaque
facteur croît, tandis que le second décroît; donc (v ï ) le premier élé-
ment de V^ est supérieur algébriquement à celui de Vu, pa r tan t po-
sitif comme ce dernier. Ce premier é lément de V^ est donc aussi nu-
mér iquement supérieur à ce lu i àeVu. Quant au second élément de V^,
il est forcément positif , puisque les é léments de ses f ac t eu r s le sont
touïi eux-mêmes (v ï ) .

7. Soit a = (a', a^) une quantité imaginaire de module i, dont le se-
cond élément est positif et le premier non négatif y l'équation

(5) .^^a

possède quelque racine de module i, à éléments positifs»

En appe l an t u ===(u', u " ' ) une q u a n t i t é de module i à éléments posi-
tifs, formons la progression géométrique indéfinie

r/°=:i, //, u\ ....

dont tous les termes ont i aussi pour module commun.
Si les premiers éléments de ces puissances restent non négatifs jus-

qu'à celui de u0 inclusivement, ils décroissent à partir de i par degrés
au moins égaux a ï — ^(6, vu) et leur diminut ion totale est < i. Il
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faut donc que G ( r — v!] so i l5 i , c'est-à-dire que G ne surpasse pas le
plus grand en t ie r E contenu dans— î—/• De là résulte l'existence d 'un

I — U

certain entier K^ E tel que les premiers, et par suite les seconds élé-
ments de

(6) uQ=i, a, z/2, . . ., ^K",

ne sont jamais négatifs, mais tel aussi que le premier élément de «K"4"1

l'est certainement (6, vn).
Le premier élément a' de a, n 'étant ni <^ o ni ^> s , tombe nécessaire-

ment ent re ceux de deux termes consécutifs de

/ /O—— T „ f.î ,,K,t ,,K«~1-Iu- — î , ( î , u „ . * . , « . , « ,

qui décroissent sans cesse, de î à quelque quant i té négative; ce sera, par
exemple, entre ceux de ukuy uh^i où ^5K^ et l'excès de a! sur le pre-
mier élément de zA est n u m é r i q u e m e n t infér ieur au même excès
pour i/''"4"^ par suite et à plus forte raison à modÇu — î ) (6, vn) .

A présent, fa isons tendre i^ vers î ; u, dont le second élément n'est
pas de signe contraire à celui de s = ( i , o ) , tend aussi vers ï ,
mod [u— î ) , vers zéro, et. aussi, à p lus forte raison, la différence ent re
les premiers éléments de a et ^«; ^""tend donc vers a, pu isque les se-
conds é léments de ces quanti tés sont tous deux posit ifs (6, v).

Si X^ pu désignent le quot ient e l le reste de la division d e ^ p a r w ,
on a

^^^̂
F»

etiimi^^ ï , parce que rentier p^ ne peut surpasser le nombre f ixew;
^w"/" a donc aussi a pour l i rn i te (2) .

Appelons a,, a^, - * ., a^, ... les valeurs successives que prend u^
quand u!, avec Uy lend vers î . Quel que soit n, les termes de la progres-
sion géométrique

(7) >/ 2 -y rnî 5 .̂ .̂ , (A^ , . . . , j^.^a,== i , . a,,, a.,, . . . . a,

ont, comme ceux des progressions analogues à (6) dont ils font part ie ,
leurs modules égaux à r , leurs éléments positifs à par t i r de ceux de y-^,
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les premiers décroissant, les seconds croissant, et, pour n inf ini , on a,
comme nous venons de le voir,

Iima^== a.

Soit m a i n t e n a n t ao=(a'Q, o^) une quant i té invariable de module i
el à éléments positifs dont le premier satisfait à l ' inégalité

a.> i
0 ̂  o \ m / J

d'où mod(cco—i)<^ i z—. à cause de mod(ao ~ !) =\/^(i — a'o).
Comme les premiers éléments des termes delà progression

(8) a°)=:i, ̂  a^ . .., a^'

décroissent à partir de i par degrés égaux numér iquemen t à
. . j _ ^

mod(o^— i) au plus et, par suite, infér ieursà ——-? ils seront tous al-
gébr iquement supérieurs à a\ par tant positifs; de plus leurs seconds
éléments seront également positifs et par suite croissants (6, vu).

Le premier é lément de ̂  f i n i t par rester infér ieur à celui de o^, car
autrement (6, v in) -ce lu i de a^ ne f inirai t pas non plus par tomber
au-dessous de celui de a^ ; il ne tendrait pas vers af qui est inférieur au
premier élément de ^ et, contra i rement à ce q-ti a lieu, o '̂ n'aurait
pas a pour l imite. On en conclut que les éléments des quantités (7)
finissent tous par rester les premiers inférieurs, les seconds supérieurs
aux éléments de noms semblables dans les termes de mêmes rangs de
la suite (8).

Finalement, des relations
/-///l L- f? —— /-//"' .-4- î?c<^ -|- b^— ^-it+p ' ' ^n+pf

où s^ s^p tendent vers zéro quand n augmente indéfiniment, on tire

(9)
^•n^- n — S/2

an^n— ff-^ ̂  ^ „ _ ̂ ^^^^

Chaque terme du dénominateur qui est de la forme v^p o,^, où
r -+" s == m — i, est le produit de deux facteurs dont les éléments sont
positifs et finissent par rester, les premiers inférieurs, les seconds su"
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périeurs aux éléments semblables et aussi positifs du produit
a^'a^== a^""1. Il en résulte (6, vi) que les éléments de ce terme finissent
également par être constamment le premier inférieur, le second supé-
rieur aux éléments semblables de cÇ~1. En appelant donc A" le second
élément de a^~\ celui du dénominateur et, a fortiori, son module fini-
ront par rester supérieurs à mA'\

A partir de ce moment, la relation (9) donne

d'où

rnod(£^ / , — - £ „ )mod ( a^p — a/,) < ———^-^——— ;

lim(a,,4.p— a/J ==o,

quand n augmente indéf in iment , quelque relation que l'on puisse éta-
blir entrer et cet indice. On en conclut (3) que a^ tend vers une cer-
taine l i m i t e a de module î comme a/^ et qui est racine de l ' équa t ion (5)
à cause de y/"^ l ima^ == a (2) .

8. L'équation, (5) possède d'autres racines, comme nous le verrons
plus loin, mais celle-ci s'en distingue par des par t icular i tés qu'il f a u t
noier.

Les termes de la progression géométrique

(10) a°=:i, a, a2. . .., a^r^a,,

l imites des termes correspondants de la suite (7) , ont comme eux desélé-
n'îents non négatifs et a', premier élément de a, est au plus égal à a^,
comme l imite de celui de a^ qu i f in i t , ainsi que nous l'avons reconnu,
par rester inférieur à cette quantité. Les degrés de décroissance des
premiers éléments des quan t i t é s (10) sont au moins égaux numérique-
ment à r — a/ (6, vu) et par suite à î — ̂  qui n'est certainement pas
supérieur a i — a/. Il en résulte ^ue, dans la suite (10), les premiers
éléments décroissent bien réellement de î à a\ les seconds croissant
de o à a!' et tous restant positifs, en particulier ceux de a.

On remarquera, en outre, que l'équation (5 ) n'a aucune racine de
module î et à éléments positifs dont le premier surpasse y/. Effective-
ment, en appelant P une racine de cette espèce, les termes de la progres-
sion

po^i,p,(3^ __^ ^n
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aura ient tous des éléments non négatifs et les premiers ( à partir d e [ B )
supérieurs à ceux des termes correspondants de la suite (10) (6, vin).
Le premier élément de ^ sérail donc supérieur, pa r t an t non égal à
celui de am= a.

Racines de l'éçnation x^-^ i.

9. En appelant i, == (i/, i/7) la racine spéciale de F équation

x'11"^ i,

dont nous avons implicitement constaté U existence aux n05 7, 8, les (\m
quantités de module i
1 1 - O . w

0)

l7"-1-1, . . ., i2^:^: ^ = - : — — f ;

^//H-l^ _ ^ ^W^: ^^:——^

»3//it-+-l »'!/?<,— /'4—— ï(, , . . . , ( , — fc —— J.

sont distinctes et constituent l'ensemble des racines de F équation

(.s) . .r^^i.

Dans la première l igne du tableau ( ï ) les éléments ne sont j ama i s
négatifs et vont les premiers en décroissant de ^ à o, premier élément
de (/"•= i = (o, î ) , les seconds en croissant de ^ à ï , second élément
de i (8). Deux termes quelconques de cette ligne ne peuvent donc
être égaux.

En posant généralement i/'^^» 4)» oîl a

^n+y ̂  ̂  ^ ̂  ^q == ( ~ ̂ , ̂  ),

^rn-rq ̂  ̂ m ̂  ̂  _ ^q-^ ( _ ^^ _ ^^

^îrn+y^ ^m s<7.^:_ ^==(/y, -— iy).

Ces formules évidentes, combinées avec ce que nous savons sur la
première ligne de notre tableau, mon t r en t que les éléments vont : dans
la seconde ligne, le premier en décroissant de — C à — j , le second
en décroissant aussi de i ' à o;

Dans la troisième, le premier en croissant de — i' à o, le second en
décroissant de — C a —• i ;

Dans la quatrième, le premier en croissant de i" à i, le second
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en croissant de — i' à o. Il résulte évidemment de cette discussion que
dans les trois dernières lignes du tableau ( i) les termes diffèrent aussi
les uns des autres et de ceux de la première.

A cause de
^m-q ^q -^ ^.m -^ j ^ ^in+'q ^m- q —— ^m ̂  — j ^

on a (6, in)

{^im-f/f ^'^.m-q) '=::=:: ( ^ y ? ^ r / J y \ ̂ in-n/f l/%4-r/)r=::(— ^m-qî ''m-q)'

Si donc on écrit les quanti tés ( i ) sur un cercle en conservant l e u r
ordre de succession, deux d'entre elles sont conjuguées quand elles
sont équidistantes de i (e t de — i); au lieu de cela, leurs éléments
sont les seconds égaux, les premiers égaux, mais de signes contraires,
quand elles sont équidistantes de z ( e t de — î) .

Toutes ces quantités sat isfont év idemment à l 'équation (2) à cause de
^fc^m ̂ ^m )U-^ ( ̂ yc ̂  i.

Il nous reste ainsi à constater qu'aucune autre Q ==(0^ ô " ) ne peut
j o u i r de la même propriété.

Si (Fabord le module de Q est ^ i, on a aussi

mod ^m ̂  î, d'où ^4W non == i.

Si, en second l ieu , Q a î pour module avec des éléments tous deux
positifs le premier > î/, les éléments des termes de la suite

(9, Q\ ..., ̂ m

sont positifs et, respectivement, les premiers supérieurs, les seconds
infé r ieursàceux des termes correspondant, de la premièrel igne denotre
tableau (6, vm). En part iculier , 6m a des éléments positifs et ne peut
ainsi se réduire à aucune des quantités i, — ï , — i, i ; l 'égalité

(^— (•) (^4--i) (0w-4- i) (ô^—1)=: Q'.m_ 1=0

est donc impossible.
Si, en troisième l ieu, Q a pour module î avec des éléments positifs

tombant le premier entre ceux de e\ z^1"1 racines consécutives de la
première ligne du tableau ( î ) , le second par suite aussi entre ceux des
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mêmes racines, considérons les rapports

^(r/,^)^:^ Ç=(^n=^1^

qui, tous deux aussi, ont ï pour module. Leurs éléments sont tous po-
sitifs; effectivement, 'n étant aussi égal à {9\ Q"} (4» — 4) (6? m)» on a

y/= y 4+ ^/ 4, • ^=-e14 4- 0' 4,

quantités positives parce que 4, ^ 0 /? 0 / / le sont et satisfont aux iné-
galités 0' < 4, ^> 4; de même pour Ç. On a, d'autre part ,

71?==^ croù ri't'—rr^=^

et, par suite,
n'>^ ^>^'

puisque '^\ ̂  sont l'un et l ' au t re < ï . On ne peut donc avoir
(^m•==L\,

car autrement on aurait aussi
,.^m—^_ fj'i'ïn . ihnik ^^ ^

et l 'équat ion ( 2 ) admet t ra i t une racine 75 ayant r pour modu le avec
deux éléments positifs, le premier > r/, ce qui ne peut être comme
nous venons de le voir.

Si enfin 9 estime quant i té de module ï ayant des éléments Fun né-
gatif, l 'autre positif ou négatif , on peut évidemment poser

0 =: 0y i ou = OQ x (-- î ) ou 6<o x (-— Q,

9^ désignant quelque quant i té de module ï à éléments posi t i fs , et •$o
ne peut figurer dans la première ligne du tableau ( ï ) , sans quoi 9 coïn-
ciderait avec l 'une des racines des trois dernières lignes. On a ainsi

Oy11 non •-•=: ï , d'où aussi (^ non == l y

à cause de l 'égalité évidente
(9^=:^.

10. En posant ^ === u, les racines de Véquation

(3) ^=1
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sont les m quantités de module i

(4) v, ̂ , y3, ..., u^-S ̂ =1-

Toute racine Ç de l'équation (3) satisfait aussi à l'équation (2) , à
cause de

^=(^==1;
il en résulte

l=i\

îc désignant quelqu'un des entiers 1,2, ..., (\m.
Soient q le quot ient et r << 4 lô reste de la division de k par 4. On a

1.^=: ^y^", cFoii {^.kY^-==.^mfl ^^^-zzz^.

Si donc ^ est racine de l 'équation (3), il faut que r soit nul, faute de
quoi l'on aurait

rm = ou m, ou 2 m, ou. 3 m, d'où (.J'm = ou z", ou — i, ou — /',

et partant
non -==. i.

Il faut donc que ^ soit de la forme
i^^v^,

q désignant l'un des entiers i, 2, . . .5 m^ c'est-à-dire que '̂  soit l 'un
des termes de la suite (4).

Tous les termes de cette suite satisfont d'ailleurs à l'équation (3), à
cause de

/ 1 \ k \ m. —^ jkmk -—; ir

H. ïl y a plusieurs observations intéressantes à faire au sujet de ces
racines.

L Elles comprennent toujours

ï •— •Um == ^m;

on y trowe en outre
m

_ j ̂ _ y 2 —— ^îm

si m est pair, et de plus
m. 3m.

I^ZV^ ==1^, — ^V^^l.3^ ^

si m est divisible par 4 •
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m—i

IL Z/e^ racines î , u, u2, ... f^ y 2 == î2^-2 si m est impair, ou
j i i

\»2 == ^rrr: — i si m est pair, ont leurs seconds éléments positifs ou du
moins non négatifs, et leurs premiers éléments vont sans cesse en décrois-

m 4-1

saut. Les racines i, u^""^, u^~2, .. et; L» '2 , si m est impair ou u27" === — 3 ,
sont respectivement conjuguées aux précédentes.

Tout ceci résul te de Fé tude que nous avons faite du tableau ( i ) .

in. Cette racine u, dont les m premières puissances donnen t ainsi
l 'ensemble de toutes ies racines et dont aucune puissance d 'exposant
< m n'est égale à i ç esl ce que l'on nomme une vwmç primitive de l'é-
q u a t i o n (3) . Il y a d'autres racines pr imi t ives , mais celle-ci se disl ingue
d'elles et de toutes les racines par cette pa r t i cu la r i t é que de toutes les
racines à seconds éléments positifs, elle esl celle dont le premier élément
est le plus grande ou bien encore dont la différence à l'unité a le plus
petit module.

Effect ivement , si @== (0\ (^)est une q u a n t i t é de module ï , le carré
de mod {9 •— r ) se rédu i t à 2 ( ï — 0 ' } et décroî t ainsi toujours quand , G'
a u g m e n t e .

iv. La racine ^m~'î === u""^ conjuguée de u est également primitive, car
ses puissancesîourmssent aussi, quoique dans l 'ordre circulaire inverse,
toutes les racines de notre équa t ion .

Son premier é lément est égal à celui de 'j et par suite le module de
son excès sur l 'uni té est égal à mod (^ -~ s ) . Elle ne diffère de u que
par le signe da second élément , qui pour elle est négatif.

v. Les racines (4) ayant ï pour module c o m m u n e notent graphi-
quement par des points situés tous sur la circonférence qui a l'origine
pour centre et l'unité pour rayon.

La distance de deux points correspondant à des racines contigués est
constante et égale à

mod (u —1)== mod (u""11 — ï) .
On a effectivement^

mod^4"1—u^) =:mod-.A mocU^ — ï) -.= mod(u "— .1).
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Le polygone fermé de m côtés, obtenu en, joignant chacun de ces points
au suivant, est donc équilatéral^ partant régulier, puisqu'il est inscrit
dans une circonférence.

En jo ignan t ces points de diverses manières, on peut obtenir d'autres
polygones réguliers, mais dont les côtés sont toujours plus grands que
ceux du précédent. Effectivement, l'expression générale de ces côtés
est

mod (u 7 1— i^) -==. mod (u^--^ — i) ;

comme h non = A, elle a sa plas petite valeur quand k —h == ± i (m),
c'est-à-dire quand les extrémités du côté considéré correspondent à des
racines qui sont contiguës dans la suite (4) écrite circulairement.

On peut nommer polygone principal des racines ce polygone régulier
de moindre côté. Il est symétrique par rapport à l'axe des quantités
réelles et l 'un de ses sommets coïncide toujours avec le point i.

vï. En marchant sur le polygone principal de manière à rencontrer
les racines dans l 'ordre où les engendren t les puissances successives
de 7-», on/ait une seule fois le tour de V origine dans le sens de rotation
direct, ce qui résulte immédiatement de la manière dont varient simul-
tanément les éléments des termes des suites ( i ) et (4) - Pour ce motif,
on peut nommer u la racine principale directe de l 'équat ion (3).

Au contraire, on/ait dans le sens de rotation rétrograde le tour de
l'origine, mais toujours une fois seulement, en marchant sur le polygone
principal , de manière à rencontrer les racines dans l'ordre où les four-
nissent les puissances de L>-"\ On peutaussi nommer ^~1 [^racine prin-
cipale rétrograde de l 'équat ion (3) .

Ces propriétés graphiques des racines principales ont une très grande
importance dans la théorie des fonctions qui se forment par des raccor-
dements de séries entières.

12. Quand m augmente indéfiniment^ chaque racine principale tend
vers i et, par suite ̂  le côté du polygone principal vers zéro.

En écrivant i au commencement de la première ligne du tableau
( i ) , on obtient une progression géométrique dans les termes de l aque l l e
les premiers éléments décroissent de i à o par degrés au moins égaux

Ànn. de l'Éc. Normale. 38 Série. Tome Ïï. — OCTOBKE i885. 4^
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à i _ t / (6 , vu). On a donc

i_i/<-1-, d'où lim f.'-^î^lim & = Hm ̂ =lim^
m

parce que i. conserve i pour module (6, v).

13. Chaque racine principale de l'équation (3) est la q1^ puissance
de la racine de même nom de l'équation

^m = i.

En appelant, par exemple, y la racine principale directe de cette der-
nière équat ion et en raisonnant comme nous levons fait pour les
équations ( 2 ) et (3) , on aperçoit facilement que les racines de l 'équa-
tion (3) sont celles des puissances

?,?2, ..., ̂ w

dont les exposants sont mult iples de q et que, parmi les puissances de
cette espèce dont les seconds éléments sont positifs, ^q est celle d o n t
le premier élément est le plus grand.

Racines d'une équation binôme quelconque,

14. Quelle que sou A == (A', A") l'équation Unôme

(i) .z^=:.A.

possède au moins une racine.

Cette proposition a déjà été établie dans le cas où A est une quan t i t é
réelle ^ o (4) et dans ce lu i où, étant imaginaire , elle a i pour module
avec des éléments non néga t i f s (7), II nous reste donc à examiner seu-
lement les cas suivants :

i° Si A se réduit à "- i = r2 ou à — i^'i\ le carré t2 ou le cube ^
de la racine i. de l 'équation (^ ) du n0 9, ou même de toute autre racine
de cette équation, satisfera évidemment à celle dont il s'agit.

2° En supposant toujours m o d A = = i , trois cas peuvent encore se
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présenter :
I . . . . . . . . . . . . . . . . A' < o. A." > o ;
I I . . . . . . . . . . . . . . . A^o, A"<o;
Ï I I . . . . . . . . . . . . . . A^o, A^o.

La division de A par;, i2 ou z3 suivant la circonstance rend ses deux
éléments positifs el, par sui te , (7) donne la cer t i tude que la nouvelle
équa t ion ainsi obtenue possède au moins une racine. En la désignant
par a, il est évident que l 'équation proposée admet pour racines 1.0 dans
le premier cas, ra et ^a dans les deux autres,

3° Si modA non == i, soient R ce module et a la quan t i t é — d o n t le
module est x . Les équations x111 == R, x^ == a on t ce r ta inement une ra-
cine au moins chacune, comme on l'a vu précédemment. Si l'on nomme
r, a ces deux racines, le produit ra est une racine de l'équation, pro-
posée, à cause de

r^a^rrr Ra r= à.

1.5. En appelant p la racine clé l'équation (i) dont nous venons de re-
connaître l'existence [ou même une autre quelconque)^ les racines de cette
équation sont les m quantités

(2) pu, pu2, . . ., pu^^p,

'j, u2 , . . . , u^ désignant toujours les racines de l'équation (3) du n° iû.

A cause 0.10?^== A, l 'équation ( i ) peut s'écrire

( X \ m

x111 =r p ' 1 1 ' ou bien encore — ) == i,
P /

d 'où (-10)
x
— .-= OU u, OU U", . . ., OU v^y
P

et x est égal à l 'une ou à l 'autre des quantités (2) qui, d 'autre part,
satisfont évidemment à l 'équat ion considérée.

16. Les quantités u, u2 , ... ^m ayant i pour module commun, les
racines ( 2 ) ont toutes un même module r qui est la racine /n1"116 positive
de R = modA, car l 'équation (i) entraîne é v i d e m m e n t (nwd œY1 ==B.
On ar| i selon que l 'onaR I i.
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Ces racines se notent donc g raph iquement par des points tous situés
sur la circonférence qui a l'origine pour centre.et r p o u r rayon.

La distance de deux points qui correspondent à deux racines conti-
o-uès de la suite (2) écrite circulairement est constante et égale à
r moelle — i) à cause de

Qj/.-i-i — çrj^' —:.. p-j^' (u -"•- •s ).

En les joignant donc deux à deux dans l 'ordre où les racines sont
écrites, on obtient un polygone équilatéral, partant régulier, puisqu'il
est inscrit dans une circonférence.


