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DEMONSTRATION ANALYTIQUE
DE L’EXISTENCE ET DES PROPRIETES ESSENTIELLES

RACINES DES EQUATIONS BINOMES,

Psr M. Con. MERAY,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE DIJON.

I. L’Analyse, qui est la plus abstraite des Sciences, doit fournir
des principes a toutes les autres, sans en emprunter 2 aucune, sinon
les théories s’enchainent mal et perdent tout a la fois de leur clarté
et de leur certitude. On renverse donc absolument I’ordre naturel
des choses quand on introduit des considérations géométriques autre-
ment qu’a titre de simples images, dans la démonstration de faits pure-
ment analytiques, en particulier quand on fonde la théorie de I’équation
binome sur les propriétés des arcs de cercle et de leurs lignes trigono-
métriques.

Pour faire disparaitre de I’Analyse cette tache regrettable, j’ai donné
en 1872, dans mon Nouveaw Précis d’Analyse infinitésimale, une dé-
monstration de 'existence des racines de toutes les équations entiéres
5 une seule inconnue, dont les éléments sont tirés exclusivement des
principes les plus simples de I'Algebre. Toutefois celte démonstration
devient plus courte et plus nette quand on en dégage tout ce qui con-
cerne les racines des équations binomes, dont les propriétés offrent
d’ailleurs une importance toute spéciale i cause du role considérable
qu’elles jouent dans une foule de circonstances. C'est ce qui m’a con-
duit & traiter ces équations & part et & en proposer la théorie trés
simple que je développe ci-dessous.
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Racine positive de I'équation x” =R, ou R est une quantité positive.

2. Jaurai h m’appuyer sur les théoremes généraux suivants, dont
je rappelle seulement les énoncés :

St l'on n'a pas f(a,b,...)=o, la fonction rationnelle %—E—;l—%-———;

% quand x,y, ... tendent simultanémentversa, b, ....
P s g v

tend vers
3. Pour que la variante v, prenant successivement les valeurs en
nombre illimité
Py oy wvvy Fny ooy
tende vers quelque limite, il est nécessaire et su_[/[sanl que la différence
0, p— v, tende vers zéro quand n augmente indéfiniment, et cela quelque
relation que ['on ctablisse entre n et p.

4. Passons a I’équation
(,) o oe— “’

en supposant R nul ou positif.

Si R =o, cette équation bindme n’a d’autre racine que o. St R > o, elle
@ une racine posilive unique qui, en méme temps que R, est superieure,
égale owinférieure a 1.

Le premier point est évident. Pour établir le second, supposons
d’abord R > 1 et, appelant « une quantité positive supérieure a 1, for-
mons la progression géométrique indéfinie

0 — 2
W ==r, u, ut, ...,

dont les termes croissent sans limite. Deux termes consécutifs convena-
blement choisis &', u**' comprendront certainement R, c’est-a-dire
donneront lieu aux inégalités

whe 2 R <2 wkutt,

Cela pos¢, soient y, le quotient et g, le reste de la division de %,
par m; posons u’« = r, et faisons tendre w vers 1.
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Les inégalités précédentes donnant

R — vhe < ubrt — ybe < tbe(u—1) < R(w—1),

s

la quantité u*« tend vers a. On en conclut que 7 tend aussi vers R;
car on a

P
02 ¢ B Urn

174
wutu

ol les deux termes de la fraction tendent simultanément, le numéra-
teur vers R, le dénominateur vers 1, parce que I'entier g, reste inférieur
au nombre fixe m (2).

Soient maintenant

Py, Pay eony Py owu

les valeurs, évidemment toutes positives, que r, acquiert successive-
ment quand « tend vers 1. Les relations

R — pm ——— -
R= n FEp=1 ni-p -+ Sn-+ps

ol ¢,, ¢,,, tendent vers zéro quand » augmente indéfiniment, et cela
indépendamment de toute relation entre p et 2, donnent

En—e—p T Cn

=1 =2 . ] :
Togp = Vpap e o o= 1y

Ppop—1lp=—

Comme r,, r,., finissent par surpasser toute quantité positive r,
choisic de maniére que 7y’ soit <R, sans quoi 7}/, 7/, , ne pourraient
tendre vers R, le dénominateur du second membre de cette égalité finit
par surpasser mr;" ', d’ou, en valeur absolue,

Ep+p— &

m—1

'.IL'FIJ— 'n < mr
0

puis
Hm(7psp — 7,) = o,
parce que e, ¢,., tendent simultanément vers zéro.
On en conclut (3) que r, tend versune certaine limite r, évidemment
positive, qui est racine de 'équation (1) a cause de 7" =limr; =R (2);
on a de plus > 1, sans quoi " serait <_R. '

SiR<r, % est > 1, etI’équation y" = IL{ admet par ce qui précede



340 CH. MERAY.

une racine positive s >1. L'équation (1) a donc pour racine la quantité
I . . '

r= <> qui est positive, et <Tr.

Si R =1, I'équation (1) admet évidemment la racine r =1.

Cetle racine positive r, dont nous venons de constater I’existence
dans tous les cas, est la seule que I’équation (1) puisse posséder; car,
pour toute quantité positive 7 non =r, on a 7 non = r™ et partant
non = R.

3. Des transformations ultérieures, ayant ce théoreme pour base,
conduisent aux formules qui servent 2 combiner, par voie de multipli-
cation, de division et d’élévation aux puissances, les racines des équa-
tions bin(‘)meé, telles que (1). Ce sont les régles du calcul des valeurs
arithmétiques des radicaux sur lesquelles nous n’avons pas a revenir.

Racine spéciale de l'équation 2”2 —=a, olt @ est une quantité imaginaire
de module 1 n’ayant aucun élément négatif.

6. L’existence du module v d’'une quantité imaginaire u =(u’, u"),
ayaut «’, w’ pour premier et second élément, résulte de celle de laracine
positive de I’équation binome du second degré v* = w'* 4+ u"* (1), apres
quoi les propositions énoncées aux n* (2), (3) s’étendent facilement
aux quantités imaginaires. Nous aurons, en outre, a utiliser les obser-
vations particulieres qui suivent.

1. Quand le module de u se réduit &1, chacun de ses éléments u', u’
est, en valeur absolue, inférieur a 1, égal au plus, ce qui résulte imme-

diatement de la condition
w4yt =1,

1. A une quantité réelle de valeur numérique égale ow inféricure a
donnée, répondent dans le premier cas 1, dans le second o quantités ima-
ginaires de module 1, ayant ceite quantité réelle pour élément de nom
donné. '

Quand on se donne, par exemple, pour premicr élément d’une quan-

tité imaginaire » de module 1 la quantité &' satisfaisant aux con-
ditions —r1Zu'Z1, le second élément «’ de u dépend de I'équation
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binéme

(1) W =1 — u'?

dont e second membre ne peut étre négatif.

Si u'=d=1, cette équation se réduit 3 u”>=o et n’admet d’autre
racine que o; (== 1, o) est donc la seule quantité de module 1 qui ait &’ -
pour premier élément.

Siw n’est pas = == 1, soit U” la racine carrée positive de la quantité
alors positive 1 — w'?(4). L’équation (1) qui s’écrit aussi

(' —U"y (u"+ U =o

donne soit ' = U”, soit u”=— U", et les seules quantités répondant i
la question sont

(2) : (e, UM, (o', —U").

. Les deux quantites du module 1 qui ont un méme premier élément
donné non = ==1, sont conjuguces, et chacune d’elles est l'inverse arith-
métique de I’autre.

Le premier point est évident, puisque les seconds éléments des quan-
tités (2) sont égaux et de signes contraires. Le second résulte de ce que
le produit de deux quantités imaginaires conjuguées est égal au carré
de leur module commun, qui estici 1.

v. St le module de u restant égal @ 1, {'un de ses éléments décroit de
1 ¢ o, puts de o @ — 1, la valeur correspondante nulle ou positive de
Uautre élément (1) croit de o a 1, puis décroit de 1 a o. La valeur nulle
ou négative de ce méme autre élément decroit de o a—1, puis crolt de — i
ao. :

Si, par exemple, c’est &’ qui décroit de +1 4 o, puis de o & —1,
u"?, 1ié h u’ par la relation (1), croit de o & 1 et décroit ensuite de 1 2 0.
Si donc u” ne devient jamais négatif, il augmente aussi de o a 1 pour
diminuer ensuite de 1 3 o. Kt de méme, s’il s’agit de la valeur nulle ou
négative de u”.

v. Si les quanutes U= (U, U"), w==(u, u") ont 1 pour module
commun, la seconde tend récessairement vers la premicre quand ['un de
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ses éléments tend vers ' élément de méme nom de la premiere, pourvu que
leurs deux autres éléments finissent par n'étre pas de signes contraires.

. . 1€ 7y ™ "9
Soit, par exemple, lim(U'— ') =03 de «*+ =07+ U*=1,

on tire
(U— ") (U4 ")y =— (U — ") (U + ).

Si U” = o, cette relation donne limu” =o0=1U".
Si U” non = o, on finit par avoir numériquement U” +u" > U", d’ou
numériquement encore

: U+ , a9
U'— o < _[“J“,—,-(U'—- ()< G (U= ut),
parce que le signe final de «” est alors identique & celui de U”. On en
conclut toujours limz” = U".
On a done, dans les deux cas, lime = U, puisque I'on a simultané-
ment lime' =T, mu"=U".

vi. S les quantités u = (i, u"), v = (¢', ¢") ne sont pas nulles et n’ont
aucun élément négatif, le second élément de leur produit ne ['est pas non
plus et son premier élément croit algébriquement quand, dans un des
Jacteurs, le premier élément vient a croitre ¢t le second & décroitre, pouryu
que lc second facteur soit invariable o bien subisse seulement une varia-
tion semblable a celle du premier.

", r

Les éléments du produit uy sont effectivement w'¢" — w”¢", t'o" + u'¢',
expressions dont la nature spéciale rend évidents les points dont il
s’agit.

vit. St = (u, u") est une quantilé imaginaire a éléments posityfs et de
module 1, cas auquel tous les termes de la progression géométrique

w=r, u, u*, ...

ont 1 aussi pour module commun, la diférence des premiers éléments de
deux termes consécutifs ne peut surpasser numériguement mod (w — 1).
St, d’autre part, les premiers éléments de

(3) =1, u, u ..., ud.

ne sont jamais négatifs, leurs seconds éléments et méme celui de u**' ne
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le sont pas non plus. En outre, ces premiers élémenls des quantites (3)
vont sans cesse en décroissant par degrés dont les valeurs numeriques sont
au moins égales a1+ — u'. Par sutte (1v) leurs seconds éléments vont sans
cesse en augmentant.

La différence des premiers éléments de «*, uf+' est le premier élé-
ment de leur différence w**' — uf=u*(« — 1); numériquement done,
elle ne peut surpasser le module de cette derniere différence qui se
réduit & mod (u— 1), & cause de moduf = 1.

Si &' n’a aucun élément négatif, u**' = u*fu a son second élément
positif, puisque ceux de u le sont tous deux (vi); z par hypothese, puis
u*= w.u, puis *, ..., puis finalement "' ont donc leurs seconds ¢lé-
ments tous positifs.

En supposant £ <K, les facteurs des produits wu = ",
©*(1, 0) = u* n’ont ainsi aucun élément négatif; d’autre part, les pre-
miers facteurs sont égaux, et, dans les derniers, le premier élément
de (1, o) surpasse celui deu, tandis que le second élément de (1, o) est
inférieur & celui de w. Le premier élément de u est done supérieur a
celui de w+' (vi) ou, ce quirevient au méme, les premiers éléments
des termes de la suite (3) décroissent sans cesse.

Soient enfin A< /4 des exposants tous deux inférieurs & K. On
a ()

0
wh+t — = g+l (I — —> =ultt(1—u', "),
w

puis de méme
whtt — ph — k(1 — o', u"),

et aucun des éléments de u+', &+, (1 — ', w”) n’est évidemment né-
gatif. Ces deux produits ayant méme dernier facteur pendant que,’
comme on vient de le voir, les éléments de w**' sont, le premier su-
périeur, le second par suite inférieur aux éléments correspondants de
w', le premier élément du premier produit, ¢’est-a-dire de #*+' — «*,
est algébriquement supéricur a celui de w* — u*(vi). En d'autres
termes, I'exces du premier élément de &**+' sur celui de «” surpasse al-
gébriquement l'exces correspondant pour z**+' et u*. Ces deux exces
étant négatifs, le second est numériquement le plus grand et, dans la
suite (3), la valeur absolue de la différence des premiers éléments de
deux termes consécutifs va sans cesse en augmentant; elle est donc
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toujours au moins égale a ce qu’elle est pour les deux premiers, c’est-
a-dire a1 — ',

vi. 8¢ v = (¢, ¢") est une autre quantité de module 1 et a éléments
positifs, le premier supérieur & w', le second par suite inférieur a v, les
éléments d’un terme quelconque de la progression géométrique

) =1, ¢, ¢ ..., of
sont positifs a partir de ceux de ¢ et, respectivement ausst, le premier supe-
rieur, le second par sutte inférieur aux éléments de noms semblables du
terme de méme rang dans la progression (3).

Le point en question étant vrai par hypothtse pour ¢ comparé & «,
supposons-le établi inclusivement jusqu’a V, U termes correspondants
dans les suites (4), (3). Les termes suivants sont Vo, U, et, dans le pas-
sage du dernier de ces produits & I'autre, le premier élément de chaque
facteur croit, tandis que le second décroit; donc (vi) le premier élé-
ment de Vo est supérieur algébriquement a celui de Uu, partant po-
sitif comme ce dernier. Ce premier élément de Vo est donc aussi nu-
mériquement supérieur d celui de Uu. Quant au second élément de Vo,
il est forcément positif, puisque les éléments de ses facteurs le sont
tous eux-mémes (vi).

7. Soit a = (&', a”) une quantité imaginaire de module 1, dont le se-
cond élément est positif et le premier non négatf, I équation

(5) o =a

possede quelque racine de module 1, a éléments positifs.

En appelant u = («, u”) une quantité de module 1 & éléments posi-
tifs, formons la progression géométrique indéfinie

0 2
wW=r, wu, u* ...,

dont tous les termes ont 1 aussi pour module commun.

Si les premiers éléments de ces puissances restent non négalifs jus-
qu’a celui de u® inclusivement, ils décroissent a partir de 1 par degrés
au moins égaux a 1 — u' (6, vir) et leur diminution totale est <1, Il
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faut done que G (r — «’') soit S1, ¢’est-a-dire que G ne surpasse pas le

. T \ , M

plus grand entier E contenu dans — De Ia résulte ’existence d’un
certain entier K,  E tel que les premiers, et par suite les seconds élé-
ments de

(6) w=r1, u, u? ..., ul,

ne sont jamais négatifs, mais tel aussi que le premier élément de "
I'est certainement (6, vi).

Le premier élément @' de a, n’étant ni << o ni > 1, tombe nécessaire-
ment entre ceux de deux termes consécultifs de

W=, w, u?, ..., afe, Rerl

quidécroissent sans cesse, de 1 & quelque quantité négative; cesera, par
exemple, entre ceux de uf, u'+' ou £, SK,, et 'exces de a’ sur le pre-
mier élément de '« est numériquement inférieur au méme execes
pour u*«*, par suite et a plus forte raison & mod (z — 1) (6, vir).

A présent, faisons tendre v’ vers 1; «, dont le second élément n’est
pas de signe contraire a celui de 1= (1, o), tend aussi vers 1,
mod (z — t), vers zéro, et aussi, 4 plus forte raison, la différence entre
les premiers éléments de a et uf«; uf«tend donc vers a, puisque les se-
conds éléments de ces quantités sont tous deux positifs (6, v).

Si 74, p, désignent le quotient et le reste de la division de £, par m,
on a

Ty Lf—f",
U u
et limuf«= 1, parce que l’entier g, ne peut surpasser le nombre fixem;
w™xa donc aussi @ pour limite(2).

Appelons o,, oy, ..., o, ... les valeurs successives que prend u’
quand ', avec u«, tend vers 1. Quel que soit n, les termes de la progres-
sion géométrique

(7) adl=r, a,, i, ..., ol

ont, comme ceux des progressions analogues i (6) dont ils font partie,

leurs modules égaux & 1, leurs éléments positifs & partir de ceux de «,,
Ann. del’Ec. Normale. 3° Série. Tome II. — Ocrosre 1885, 44
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les premiers décroissant, les seconds croissant, et, pour ~ infini, ona,
comme nous venons de le voir,

lima?=a.

Soit maintenant «, = («,, «,) une quantité invariable de module 1
et & éléments posilifs dont le premier satisfait 4 I'inégalité

s 1 /1—a'\?

o 1— — ;

0 o 3
\

2 m

[ —

/ . —
d’ott mod (e, — 1)< 4 cause de mod(o,— 1) =y2(1 — o).
Comme les premiers éléments des termes de la progression

0— 2 ,
(8) oy ==1, oy, cB, L., o

décroissent & partir de 1 par degrés égaux numériquement a
1—da

mod(x, — 1) au plus et, par suite, inférieursh ——, ils seront tous al-

gébriquement supérieurs & @', partant positifs; de plus leurs scconds
éléments seront également positifs et par suite croissants (6, vir).

Le premier élément de «, finit par rester inférieur a celui de «,, car
autrement (6, vir) celui de «) ne finirait pas non plus par tomber
au-dessous de eelui de «;*; il ne tendrait pas vers @’ qui est inférieur au
premier élément de «f" et, contrairement a ce qui a lieu, «) n’aurait
pas a pour limite. On en conclut que les éléments des quantités (7)
finissent tous par rester les premiers inférieurs, les seconds supérieurs
aux éléments de noms semblables dans les termes de mémes rangs de
la suite (8).

Finalement, des relations

—— m Jo— m
A=, ~+ En== Cpyp+ Entp,

ol ¢, 2, , tendent vers zéro quand n augmente indéfiniment, on tire

—
5,,.:.,, cn

m-1 =3 1"
Opyp & Oy =t o o= Oy

(9) Apeep = Gp == —

Chaque terme du dénominateur qui est de la forme o), , 2, ol
r-+s=m— 1, est le produit de deux facteurs dont les éléments sont
positifs et finissent par rester, les premiers inférieurs, les seconds su-
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périeurs aux éléments semblables et aussi positifs du produit
ay oy = oy "', Il en résulte (6, vi) que les éléments de ce terme finissent
également par étre constamment le premier inférieur, le second supé-
rieur aux éléments semblables de «”'. En appelant donc A” e second
élément de «f'™', celui du dénominateur et, a fortor:, son module fini-
ront par rester supérieurs a mA”.

A partir de ce moment, la relation (9) donne

mod (SIH-[) — &)

mod (e, — et
( n-+p IL) < mA”

dolt

lim (etpsp— o) = o0,
quand n augmente indéfiniment, quelque relation que I'on puisse éta-
blir entre p et cet indice. On en conclut (3) que o, tend vers une cer-

taine limite « de module 1 commee,, et qui est racine de I’équation (5)
a causce de o” = lima], = o (2).

8. L’équation (5) possede d’autres racines, comme nous le verrons
plus loin, mais celle-ci s’en distingue par des particularités qu’il faut
noter.

Les termes de la progression géométrique

(10) =1, e, ..., a"=«,

limites des termes correspondants de la suite (7), ont comme eux des élé-
ments non négatifs et o/, premier élément de «, est au plus égal & o,
comme limite de celui de o, qui finit, ainsi que nous 'avons reconnu,
par rester inférieur a cetle quantité. Les degrés de décroissance des
premiers éléments des quantités (10) sont au moins égaux numérique-
ment & 1 — o’ (6, vir) et par suite & 1 — «; qui n’est certainement pas
supérieur & 1 — o'. Il en résulte que, dans la suite (10), les premiers
éléments décroissent bien réellement de 1 & @', les seconds croissant
de o & a” et tous restant positifs, en particulier ceux de «.

On remarquera, en outre, que I’équation (5) n’a aucune racine de
module 1 et 3 éléments positifs dont le premier surpasse «'. Effective-
ment, en appelant 8 une racine de cette espece, les termes de la progres-

sion
ﬁ":l, ﬁ’ @2’ Ce, ﬁm
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auraient tous des éléments non négatifs et les premiers (2 partir de )
supérieurs 3 ceux des termes correspondants de la suite (ro) (6, vi).
Le premier ¢lément de £™ serait donc supérieur, partant non égala
celui de o™= a.

Racines de l'équation x”—1.
9. En appelant .= (v, ") la racine spéciale de I’ équation
p i — l',

dont nous avons implicttement constaté [’exisience aux n” 7, 8, les fm
quantités de module 1

I N =

Lm-i—l’ .. -" (2 2 I,
(') Lzm-!—-l’ ceey Lanz: L‘:s:_i,

L3m+1, RN L"‘”L: (v—1

sont distinctes et constituent I’ensemble des racines de I'équation
(r,‘) ) .’ZJ""‘ZI.

Dans la premiere ligne du tableau (1) les éléments ne sont jamais
négalifs et vont les premiers en décroissant de v & o, premier élément
de =1 = (0, 1), les seconds en croissant de " & 1, second élément
de ¢ (8). Deux termes quelconques de ceite ligne ne peuvent donc
étre égaux.

En posant généralement * = (¢}, ¢}), on a

) Al e M (= ;1 —— Ly
A N A A s LLI._(‘ Lys by )s
QMG — ,2m e e 4 "
A q =12 e LI—“‘(_LI/)__LI[)7
sm-+q — ,3m o 17— (" 4
I = 3T = — 0T == (L, — 1, ).

Ces formules évidentes, combinées avee ce que nous savons sur la
premiere ligne de notre tableau, montrent que les éléments vont : dans
la seconde ligne, le premier en décroissant de — ¢” & — 1, le second
en décroissant aussi de ¢’ 4 o;

Dans la troisieme, le premier en croissant de — ¢4 o, le second en
décroissantde — " & — 1

Dans la quatrieme, le premier en croissant de ” & 1, le second
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en croissant de — ¢’ a o. Il résulte évidemment decette discussion que
dans les trois dernitres lignes du tableau (1) les termes different aussi
les uns des autres et de ceux de la premiere.

A cause de

Lkm—q 19— L!’m: I et ym+q gm-q — Lﬂnz:__ 1,
on a (6, )
(lem«q; Ll.lwn«q) :(L’,], - LZ]): (L,m%«q, L’I’}H—(]) = (_ Llnz—q) LZn—q)‘

Si donc on écrit les quantités (1) sur un cercle en conservant leur
ordre de succession, deux d’entre elles sont conjuguées quand elles
sont équidistantes de 1 (et de —1); au lieu de cela, leurs éléments
sont les seconds égaux, les premiers égaux, mais de signes contraires,
quand elles sont équidistantes de 7 (et de — 7).

Toutes ces quantités satisfont évidemment a I’équation (2) & cause de

(,‘/c)'c-m____—(Lm)v’n-lc:(If.’»)/c___-I.
Il nous reste ainsi a constater qu’aucune autre ¢ =(0’, 6”) ne peut

jouir de la méme propriété.
Si d’abord le module de @ est Z 1, on a aussi

mod 721, dou F*non—=—1.

Si, en second lieu, 0 a 1 pour module avec des éléments tous deux
positifs le premier >/, les éléments des termes de la suite

9,00 ..., 06m

sont positifs et, respectivement, les premiers supérieurs, les seconds
inférieursi ceux des termes correspondant, de la premiereligne denotre
tableau (6, vin). En particulier, 6™ a des éléments positifs et ne peut
ainsi se réduire & aucune des quantités 7, — 1, — ¢, 1; I'égalité

(Om_ t') (0”‘—!—-1) (ém_+_ i) (9’”—-—-—1): /—]'un___ 1I—o

est donc impossible.

Si, en troisieme lieu, 6 a pour module 1 avec des éléments positifs
tombant le premier entre ceux de ¢f, ¢*+' racines consécutives de la
premiere ligne du tableau (1), le second par suite aussi entre ceux des
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mémes racines, considérons les rapports
n=_(n', n")=0:% {=({, =110

qui, tous deux aussi, ont 1 pour module. Leurs éléments sont tous po-
sitifs; effectivement, » étant aussi égal & (¢, ") (1, — ¢}) (6,m), on a

=00, 0 =—0 G+ 0,

quantités positives parce que ), ¢, 6', " le sont et satisfont aux iné-
galités 6’ < 1, 6" >t); de méme pour &. On a, d’autre part,
n{=1, dott '{'—a"{="
et, par suite,
' '{)I>L,1 C,>L(7

puisque »’, §’ sont 'un et 'autre < 1. On ne peut donc avoir

(em — g ,

car autrement on aurait aussi

.nlrm e L ,_!unk =1,

et 'équation (2) admettrait une racine » ayant 1 pour module avee
deux éléments positifs, le premier >> ¢/, ce qui ne peut étre comme
nous venons de le voir.

Si enfin 0 est une quantité de module 1 ayant des éléments I'un né-
gatif, I'autre positif ou négatif, on peut évidemment poser

O="00¢ ou =0,>X<(—1) ou f,>x<(—1),

0, désignant quelque quantité de module 1 & ¢léments positifs, et 4,
ne peut figurer dans la premiere ligne du tableau (1), sans quoi ¢ coin-
ciderait avec 'une des racines des trois dernieres lignes. On a ainsi

Gimnon =1, douaussi 0*”non =i,
a cause de I'égalité évidente
fem — 03/“-_
10. En posant " = u, les racines de I’équation

(3) xm=—1
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sont les m quantités de module

/ U, L2 ¢ - —
(4) v, v, U3, L., Ty =y,

Toute racine £ de I’équation (3) satisfait aussi & I'équation (2), a
cause de

Elm____ (Em)&z 1

il en résulte
E=1k,

k désignant quelqu’un des entiers 1, 2, ..., 4m.
Soient g le quotient et 7 < 4 le reste de la division de £ par 4. On a
1h— ke L", d’olt (Llc)mz Lmq grm — grm,
Si donc " est racine de 'équation (3), il faut que 7 soit nul, faute de
quoi 'on aurait

rm=oum,ouam,oudm, dol t"™=ouri, ou—1I,o0u—:1iI
) 2 2 J 3

et partant
non —i.

Il faut donc que & soit de la forme

=7,

g désignant I'un des entiers 1, 2, ..., m, c’est-a-dire que £ soit I'un
des termes de la suite (4).

Tous les termes de cette suite satisfont d’ailleurs a I'équation (3), &
cause de
. (ulc)m: pemk — 1,

11. 1 y a plusieurs observations intéressantes a faire au sujet de ces
racines.

1. Elles comprennent toujours

I__—_‘U'".—_‘ LKIIL;

ony trouve en oulre

m

S 2m,
s m est pair, et de plus
n s
{=vrt=1", —i=v* ="

st mest divisible par 4.
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m—1

. Les racines 1, v, v?, ... et v? = 7% si m est impair, ou

WP = ™= — [ si m est pair, ont leurs seconds éléments positifs ou du
moins non négatifs, et leurs premiers éléments vont sans cesse en decrois-

nr--1

sant. Les racines 1,0™~', v™=2 el v * | st m estimpair ou V" = — 1,
sont respectivement conjuguées aux preécédentes.

Tout ceci résulte de 'étude que nous avons faite duo tableau ().

ni. Cette racine v, dont les m premieres puissances donnent ainsi
Pensemble de toutes les racines et dont aucune puissance d’exposant
< mn’est égale h 1, est ce que 'on nomme une racine primutive de I'é-
quation (3). Il y a d’autres racines primitives, mais celle-ci se distingue
d’elles et de toutes les racines par cette particularité que de toutes les
racines a seconds ¢léments positifs, elle est celle dont le premier élément
est le plus grand, ou bien encore dont la différence a lunité a le plus
petit module. .

Effectivement, si 0= (0', 6") est une quantité de module 1, le carré
de mod (6 — 1) se réduita 2 (1 — 0') et décroit ainsi toujours quand 6’
augmente.

wv. La racine v*—' =v~!

conjuguée de v est également primitive, car
ses puissances fournissent aussi, quoique dans ordre circulaire inverse,
toutes les racines de notre équation.

Son premier élément est égal & celui de v et par suite le module de

son excts sur l'unité est égal & mod (v — 1). Elle ne differe de v qué
par le signe du second élément, qui pour elle est négatif.

v. Les racines (4) ayant 1 pour module commun se notent graphi-
quement par des points situés tous sur la circonférence qui a U'origine
pour centre et I'unité pour rayon.

La distance de deux poinis correspondant & des racines contigués est
constante el égale a |

mod (v—1)= mod (v —1).

On a effectivement

mod (vf+! — uF) = mod vt mod (v — 1) = mod (v — 1).
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Le polygone fermé de m cotés, obtenu en joignant chacun de ces poinis
an suivant, est donc équilatéral, partant régulier, puisqu’il est inscrit
dans une circonférence.

En joignant ces points de diverses manieres, on peut obtenir d’autres
polygones réguliers, mais dont les céteés sont toujours plus grands que
ceux du précédent. Effectivement, 'expression générale de ces cotés
est

mod (vF— vy =mod (v " —1);

comme Anon = £, elle a sa plus petite valeur quand £ —% = =1 (1),
¢’est-d-dire quand les extrémités du coté considéré correspondent i des
racines qui sont contigués danslasuite (4) écrite circulairement.

On peut nommer polygone principal des ractnes ce polygone régulier
de moindre coté. Il est symétrique par rapport 4 'axe des quantités
réelles et 'un de ses sommets coincide toujours avec le point 1.

vi. En marchant sur le polygone principal de maniére & rencontrer
les racines dans 'ordre ou les engendrent les puissances successives
de v, on fait une seule fois le tour de I'origine dans le sens de rotation
direct, ce qui résulteimmédiatement de la maniere dont varient simul-
tanément les éléments des termes des suites (1) et (4). Pour ce motif,
on peut nommer v la racine principale directe de I'équation (3).

Au contraire, on fait dans le sens de rotation rétrograde le tour de
Porigine, mais toujours une fois seulement, en marchant sur le polygone
principal, de maniére 4 rencontrer les racines dans 'ordre o1 les four-
nissent les puissances de v='. On peutaussi nommer v~* laracine prin-
cipale rétrograde de I’équation (3).

Ces propriétés graphiques des racines principalesont une trés grande
importance dansla théorie des fonctions quise forment par des raccor-
dements de séries entiéres.

12. Quand m augmente indefiniment, chaque racine principale tend
vers 1 et, par suite, le coté du polygone principal vers zéro.

En écrivant 1 au commencement de la premiere ligne du tableau
(1), on obtient une progression géométrique dans les termes de laquelle
les premiers éléments décroissent de 1 & o par degrés au moins égaux

dnn. de I’Fe. Normale. 3¢ Série. Tome II. — Ocrosre 1883. 45
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31— (6, vi). On a done

—i< L, dou lim ¢'=1=1im ¢ =lim ¢ =1limy,
m
parce que . conserve 1 pour module (6, v).

13. Chaque racine principale de I’ équation (3) est la ¢“™ puissance
de la racine de méme nom de I’ équation

27Mm = 1.

En appelant, parexemple, ¢ la racine principale directe de cette der-
nitre équation et en raisonnant comme nous I'avons fait pour les
équations (2) et (3), on apercoit facilement que les racines de I'équa-
tion (3) sont celles des puissances

2 qm
w. w o
PPy 0 P

dont les exposants sont multiples de ¢ et que, parmi les puissances de
cette espece dont les seconds éléments sont positifs, 97 est celle dont
le premier élément est le plus grand.

Racines d'une équation binéme guelconque.

14. Quelle que soit A = (A', A") l'dquation binéme
(I) xh— A

posséde au moins une racine.

. Cette proposition a déja été établie dansle cas ol A est une quantité
réelle Z o (4) et dans celui ou, étant imaginaire, ellea pour module
avec des ¢léments non négatifs (7). Il nous reste donc i examiner seu-
lement les cas suivants:

1° Si A seréduith —1=17*oud — =72, le carré 2 ou le cube?
de la racine: de I'équation (2) du n° 9, ou méme de toute autre racine
de cette équation, satisfera évidemment & celle dont il s’agit.

2° En supposant toujours modA =1, trois cas peuvent encore se
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présenter:

| O A'<<o, A">o0;
| Al<o, A" <oy
OI.............. A'>o0, A"<o.

La division de A pare¢, 7% ou ® suivant la circonstance rend ses deux
¢léments positifs et, par suite, (7) donnela certitude que la nouvelle
équation ainsi obtenue posséde au moins une racine. En la désignant
par «, il est évident que I’équation proposée admet pour racines 1x dans
le premier cas, *« et «*« dans les deux autres.

3¢ Si modA non =1, soient R ce module et a la quantité % dont le

module est 1. Les équations ™ = R, 2™ = @ ont cerlainement une ra-
cine au moins chacune, comme on I’a vu précédemment. Sil’on nomme
r, a ces deux racines, le produit 7« est une racine de I’équation pro-

posée, a cause de
ritgn — Ra = A.

15. En appelant ; la racine de l'équation (1) dont nous venons de re-
connalitre I’ existence (ou méme une autre quelconque), les racines de cette
équation sont les m quantités
(2) pYs U e, U=,

u, w3, ..., w™ désignant toujours les racines de I’équation (3) du n° 10.

A cause de o™= A, I"équation (1) peuts’écrire

. xo\m"m
a™ = p™ ou bien encore <E> =1,

d’oir (10)

x N
— m==o0uv, OU V3 ..., ouv”,
P

et @ estégal d I'une oua l'autre des quantités (2) qui, d’autre part,
satisfont évidemment 2 I'équation considérée.

16. Les quantités », v*, ... v" ayant 1 pour module commun, les
racines (2) onttoutes unméme module 7 qui est la racine 7™ positive
de R = mod A, car’équation (1) entraine évidemment (mod 2, = R.
On arz 1 selon que l'onaRZ2 1.
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Ces racines se notent done graphiquement par des points tous situés
sur la circonférence qui a I'origine pour centre et 7 pour rayon.

La distance de deux points qui correspondent 4 deux racines conti-
gués de la suite (2) écrite circulairement est constante et égale a
r mod (v — 1) h cause de

Y N Sy S IR
oV puk == ouf (U —1).

En les joignant donc deux & deux dans l'ordre ol les racines sont
éerites, on obtient un polygone équilatéral, partant régulier, puisqu’il
est inscrit dans une circonférence.



