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SUR LE

DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS
S.VriSFAÎS.VNT

A UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE,

PAR M. .GOMES TEIXEIRA,
PROFESSEL'n À L 'UNIVISl lSITÉ DE COÎMIÎTŒ ET A L'ÉCOLE POLYTEClINIQt ' IS 1»K PORTO.

La série
( î ) ao+ a^x + a2.y24-...-)- a/^+...,'

où ao, a,, ^2, ... représentent des fractions réduites à leur plus simple.
expression, ne peut pas être le développement d'une fonction définie par
une équation algébrique relativement à x^ y et y' à coefficients entiers

( 2 ) F^J^^O,

s'il existe une valeur de n déterminée à partir de laquelle les dénominateurs
de <^H-i, ^+.a-> ...• contiennent des facteurs premiers supérieurs respective'
ment à n -h t ? n + ̂ , n ~t- 3» . . . .»

On peut tirer ce théorème de la formule suivante, qu i résul te de
l 'expression analyt ique de la dérivée d'ordre n (les fonctions composées,
et qu i (lonne la dérivée d'ordre n de la fonc t ion y (Journal de Batta-
glim, t . X V I l l ) :

(z\ V iZZî ẑ!!!̂ : ̂ /^ ? (jT ' ( y ' V 1 4 ' (r(/^l) )(t)'(.r(/^) r' _f^^ _,., ̂( .5 ) ̂  _^^^^^^ ,̂̂ ^^ ^ ̂  ^ ,^p^^ ^ ̂  ^ ^_^^^ _ '̂ ̂  _^ -j ̂ Â/ ̂ ^T' ^<l:t d^-ly^ ̂  0'

Dans cette équal ion la somme 2 se rappor te a tou tes les solut ions
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entières positives de l ' équat ion

(• a+ -3p4 -3y4 - . . . - f - ( / ^ .—I ) ) . - ^ -a / 4-âp / 4-3y / + . ..
(4) I + (n -.!))/-+- a!'=- n- i,

et l'on a posé

^ . ^^a+P+.- .+^+^+^+.- .+^+a' ,
(<J>) I a=a-4-p+.. .+^ ^a7-4-^-4-.,.+r, c^a".

Nous avons donc
/ y " \ / v ( I I -1 ) \ 'A4- 0) / /' y ( fi) "\ À ^

(.!^3^4r...^(^^)^/..{;^) (^) _^,

2.< a ! p î • . . ̂  ! ̂ / ! P ! • • . ̂  î ^// ! /̂.y dy1' ~dy'c ~ 0

ou, en séparant le te rme qui contient^^,

/ ,yff\B.4-a/1 / y(^-l) \Â4- (0 /1(!!)!!!̂  -^ .€2^
," a ! y.... / ! y.' \ y ! . . . // ! y/T '" " ̂  ̂  dr^' + //1 ^r' // ! — °'

Si l'on pose maintenant œ === o dans cette fo rmule , on obt ient une
Y" y^1!aut re formule qui donne les valeurs de y^, '—1? . . . — , qu i doivent

coïncider avec les coefficients a^, a^ a^ ..., a^ de la série proposée.
y\'lt)

On voit par cette fo rmule qae le d é n o m i n a t e u r de'-— ne peut con-
tenir que les facteurs premiers suivants:

i° Ceux qui r ésu l t en t du dénomina teur

a! j3! . . . À ! a ' î ^ î . . . À ' i a ' ! ;

2° Ceux qui résu l ten t du dé ymina t eu r de

/ d^'V \
[ d x ^ d ^ d y ^ ' ) ^

3° Ceux qui résultent du numéra teur de

f ^ \ .
\dy1)^
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y " y t ^ - t )
4° Ceux qui résul tent des dénominateurs de jy, —^ ? • • - 5 —^—,;
5° Ceux qu i résul tent de n,
Nous a l lons voir que les facteurs premiers correspondant aux t rois

premiers cas n ' a u g m e n t e n t pas indéf iniment avec n.

L Comme la fonction F(^»j ,y) est entière par r appor t à x , y et r ,
les dérivées de cette fonc t ion d'ordre supérieur à son degré sont nulles,
et par conséquent m ne peut pas augmenter indéf in iment . Donc les
quantités a, jS, y, .. ., 5., a\ ^\ ... )/, a", dont la somme est égale à m,
ne peuvent augmenter i ndé f in imen t , ni par conséquent leurs facteurs
premiers.

II. La dérivée
/ "t c/^F
^dx^dj^ciy0,

qu i esl (onc t ion entière de j'y ety'o et, par conséquent, de a^ et ^, ne
peut contenir évidemment en dénomina teu r que les facteurs premiers
qu i entrent dans les dénominateurs de a^ et a^

I I I . La d é r i v é e f — / ) ^ q u i est une fonction ent ière à coefÏicients\dy'}x^ 1

entiers de ^o et a,, est une fraction déterminée, et ne peut donc con-
tenir en numérateur des facteurs premiers qui a u g m e n t e n t i ndé f in i -
ment .

,, / ( / / )
On voit donc que les facteurs premiers du dénomina t eu r de1--0.- ou

a,t ne peuvent augmenter indéf in iment que par suite de la présence du
facteur n du c inquième cas, et nous avons donc le théorème énoncé.

Exemple. — La fonction définie par la série

x .r2 x^ï -4- -^^ -4-. ^-^ 4-. .. 4-. ———————
à ! 2 3 1 3 n, -{- i. ' ri -4-- ]

ne peut pas satisfaire à une équat ion V [ x , y , y ] == o a lgébr ique par
rappor ta x,y ety', parce que le coefficient ——,——— de x ' 1 peut con-
tenir des facteurs premiers supérieurs à n.
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Donc la fonction cor respondante

f^
ne peut satisfaire a u n e é q u a t i o n algébrique en oc,y et y ' . Elle est donc
différente des fonc t ions algébriques, logar i thmiques , c i rculaires , etc.


