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SUR LA

THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES,
PAK M. R. L1PSCHÏTZ,

P R O F E S S E U R A L'UNI VERS ÎTÉ DE BONN.

Extrait d'une Lettre à M. HERMITE.

Comme j'avais étudié, il y a peu de temps, votre beau Mémoire
Sur quelques applications des fonctions elliptiques y j'ai suivi avec d'au-
tant plus de plaisir les développements de votre Lettre. Un intérêt
par t icul ier me semble attaché à l'expression

2_K I F ( o ) H ( ^ 4 - G ) )
TT H ( ^ ) H ( û ) ) ?

pour laquel le vous donnez les deux développements
^ „ .«r-̂  r "~l nil•'r:^

cet —r 4- y cot — (c») +- 2 m'K/) +• s i \e K ,

où n = Oy ± j , =fc 5 , . . . , s étant i, o, — r , suivant que n est positif
nul ou négatif, et

cot -7T- -i" cot -Tr^ 4- 4 > î2""7 sin ̂ {nz -r- n'^ ), .a li 2 K. .̂,,̂  Iv

où n, 7 i ^ = ï , a , 3,.. ..
La seconde série est distinguée par le fait que l'exposant de q con-

tient, par rapport aux deux nombres n et ri\ la moitié de la différence
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des deux carrés {n + n')2 — [n — n')2, tandis que toutes les générali-
sations usitées de © contiennent dans l'exposant de q des formes essen-
tiellement positives. Un autre résultat se prête au moment où l'on in-
troduit pour ^ et o) deux quant i tés complexes conjuguées :z == x + (y,
r,) =^x — iy, et en même temps, au lieu de la période K^ une expression
K' 4~ gt, où g désigne une quantité réelle constante, t une quanti té
réelle variable.

Si l'on écrit H( .s ,^) au lieu de H(^) , la fonction réelle

TrtK'+ff / 'n " ^TEiEïilH
,, 2K. H o,e K J l ï ^x,e • K J

TC ( K'-t- A"/ ) '1 |1" _ ÎĴ JLL' "
t 'y e hH | .r •+- iy, e K J 8î[.r — l}'y e K

est égale à la série

D + eot71^^-^ + 4.y ̂ 2 ///' ̂ în - [n (.r + Q-) + ̂ (.r -ly)}.
'î î . .̂j Av.

TT (.r 4- ^ y) TT (..y — ^ r) , Y^ --2 ///'' —ir" « 'ÎT >col ̂ _1L-U + cot---:—r—- -4- 4. > <? sin ,7 |/^
2.K ' ' -îK

La dernière a la propriété de satisfaire à l 'équation difFérentiello
partielle, qui détermine le mouvement de la chaleur dans un plan, dont
les points ont, les coordonnées rectilignes ^?,y, le temps é tant désigné
par t.

En effet, cette équation est la suivante

/^ _ ^lï\^^
a {à^ + à y 2 ) —'Jf^

où a désigne une constante physique.
Les deux premiers membres donnent

{ ) ï u <)îu „
Tw + J^ ^i>

et en même temps
()u
Ti ̂  0-

Le terme général de la série, en formant—73 4- "y^? reçoit le facteur

— ~ [(n+T? ' ) 2 - {ri — ^ ) 2 ] ; en fo rman t ^> il reçoit le facteur
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— 2 n n — g . Cela vu, l'équation du mouvement de la chaleurse trouve
rempl ie aussitôt que l'on détermine la constante g par l ' équa t ion

^a^T:
0 "~ K

Or je me suis proposé de trouver le problème du mouvement de la
chaleur, qui est résolu par votre fonction. Le fait qu'el le devient in-
finie dans le rectangle des périodes

-K^K, -(l^+^y^K^^),

seulement pour le point x -+- iy == Oy conduit aux considérations sui-
vantes. Supposez que la température u soit égale a la somme d'une
fonction ç7, qui reste unie et continue dans les environs du point
x - J ^ i y = o , et de l'expression c-logr, où a désigne une constante et
où X+ iy== re^; j 'admets que l'on décrive au poini mi l i eu x -4- iy==. o
un cercle de rayon R, et que l 'on détermine la quantité de chaleur qui
entre dans le plan par le cercle. AlorSy une constante physique posi-
tive étant nommée b, il faut évaluer l ' intégrale

/-* 2 TC ^

„ / , ( ^R^.
Jo àr

Pour une valeur décroissante de R la fonct ion finie et cont inue v
donne une partie inf in iment pet i te , mais la fonct ion criog'r d o n n e la
par t ie f i n i e — 2710"^. Nous avons d o n c le phénomène d 'un orifice, par
lequel s'écoule pendant l 'un i té de temps une quan t i t é constante de
cha l eu r — ^cb. Dans notre caSy la fonction u pour x - ^ i y - ^ o de-
vient égale à h somme d 'une fonct ion finie et continue et de l'expres-
sion

!JY__ 4___V
TT \x -^ ^y ^ — ir

Soit dénotée par a une quant i té positive, ladite expression est la l imite
vers laquel le converge le quotient

4..K -| Ï0g[(x 4- ̂ 4-.y2] - 110^[(.:r - a)^- ,r2]
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pour une valeur décroissante de a. Il faut donc décrire au point mil ieu
,r 4- iy == o un cercle de rayon R, et faire ainsi que les deux quan-
tités a et R décroissent de manière que ^ décroisse aussi. Alors la cha-
leur qui s'écoule par le cercle de rayon R entre dans ce plan de telle sorte
que s'il y a deux orifices, l'un au point x 4- iy = oc, l 'autre au point
x + iy = — a, et que par le premier s'écoule une quantité de chaleur
égale a —-&, par le second une quantité égale à — '— 6, les deux
quantités de chaleur sont égales et opposées, et leur grandeur absolue
devient d'autant plus grande que la distance ^a devient plus petite,
supposition semblable à celle sur laquelle est fondée la définition des
masses magnétiques. D'ailleurs il est clair que, par la définition de
la quantité de chaleur qui s'écoule par les deux orifices voisins, la pé-
riode K est entièrement déterminée.

Évidemment la fonction u est construite ainsi, qu'elle satisfait a u x
deux équations

(i) u(—a',y) =— ̂ ,j),
(-2) ^(.r, —y)=^(.r,y).

De plus les équations

II {x + iy -+- 2 K ) == — H {x -+- // ) ,

H^. ̂  iy + 2 n^)^_^^ (•^y^ T-y^ ̂  ̂ )
(ionneni

H. (^ -h- iy + 2 K ) H,(^ — iy — a K ) ?== II (^ + </ ) H (^ — </ ),
2 '7C

H(.r 4- iy -\-2iK') Ï^x—iy — 2^) =: e^^^^ ïi{x 4- </) ïl(^ -" <r).

La fonction rempli t donc les deux relations

(3) u{x^r^'K,y) == ^(.2*,j),

(4) ^^^4.,(K/+^)]=^^^
—(.y-MÎ^/)1 1 1 1 'C K ! ! ! 1 1

D'ailleurs il est clair que, dans le rectangle

~K^4-K, - K ' — g t ^ y ^ K ' - ^ g t ,
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la fonction s'évanouit aux deux côtés

.:.y •==.—K et ^•==K
par le facteur

r - i î?K' -4-^ / ) jH[_2.r,e h J ;

il règne donc ici la température fixe u=o. Afin de connaître l'étal
de la température dans le côté y= K ' + g t , formons, pour une quantité
positive p, la différence des températures

u (^, 1̂  + gt -+- p ) — u ( x, K7 -i- §t — p ),

qui, suivant (2 ) , est égale à la différence

^K^^+P)—^,—^^^) 4-16]

et, suivant ( 4 ) , égale au produi t

.̂, ̂ (K^^-)+p]/^ ~A.
\e^ )

En d iv i san t par ap et en faisant décroître P, on trouve la l imi te

- ̂  ~ (K^ ̂ )] ̂ ^-u^K^fft) ̂ .

Le quotient différentiel partiel de u pris par rapport à y devient
donc égal au produit delà fonction et du facteur constant ~-p-' Pour

ix

le côté y= — (IT-h^î), le quotient différentiel partiel pris par rap-
port à y donne la fonction u mulîipliée par le facteur opposé—-

Mais, si notre plan est entouré, aux deux côtés y== W + gt et
j== — K'—^ par un gaz de la température zéro, le quotient diffé-
rentiel de la température pris par rapport à la normale de la liû;ne
l imi te doit tenir un rapport fixe à la température elle-même existante
dans la l igne l imite. Donc votre fonction u exprime en forme finie la
température dans un plan rectiligne, où la chaleur entre dans les en-
virons de x + iy = o par deux orifices voisins de la manière exposée,
où, dans les deux côtés ; r = = K , ^ = — K , e s t donnée la température
fixe égale à zéro, où les deux côtés y = K'-î- gt, y == — (Ey^-^) ont
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un mouvement prescrit proport ionnel au temps t, où, dans ces deux

àu_

côtés le quot ient -ÔL a la raison fixe — ^ pour le premier, -h -^ pour le
second côté, conformément à la symétrie, et où, pour t = o, l 'état ini-
t i a l est expr imé par la fonction

/ ^'KVLi\ 1 -^Y

- aK ^u^ K ^ ̂ 'L^—^ — . '
^ _-: ——^ — — — — — — ""^"TC^." / ' "_̂ .""̂ :'~\ '

ïl [x + <r, (? K ^ H ̂ r — <r, e K y

Pendant que le temps procède, le rectangle retient la même hauteur
û K , tandis que la largeur ^K^ g t ) devient de plus en plus grande.
Pour un temps i n f i n i , la largeur devient infinie, et la température, en
équilibre dans le bandeau, est exprimée pa r l a fonction simple

7r(,:z- 4- <y) 7r(;r -- i y ' )coi --,-^__ + col ——^——.


