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SUR UNE APPLICATION
DE LA THEORIE

DES

FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES

DE SECONDE ESPECE,

Par M. HERMITE.

On doit & Jacobi les développements en séries de sinus et de cosinus
des expressions suivantes :

O(zx+a) Hx+a) 0,(zx+a) H(z+a)
O0(x) 6@ =~ 0= = 0=

2

qui se sont offertes dans ses recherches mémorables sur le mouvement
de rotation autour d’un point fixe d’un corps qui n’est sollicité par
aucune force accélératrice. Ces résultats découverls par le grand géo-
metre m’ont paru devoir étre complétés en considérant le systeme
complet des seize quotients qui ont pour numérateurs

O(z+a), H(z+a), 0 (x+a), H(x+a)

et pour dénominateurs
0 (x), H(z), 0,(x), ,(2).

Les quantités qu'on oblient ainsi appartiennent a la calégorie des
1 8

fonctions doublement périodiques de seconde espece, ayant un seul
yole dans le rectangle des périodes 2K, 20K, et elles offrent ce carac-
! 3 ! ’ ’
tere particulier, que I'un des multiplicateurs, celui qui correspond ala
période 2K, est ¢gal & == 1.

Cest au point de vue de la théorie des fonctions doublement pério-
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diques de seconde espéce que je me placerai dans ce qui va suivre, en
me proposant de faire voir comment elle permet de démontrer facile-
ment les formules de Jacobi et celles que j’y ai ajoutées.

Considérons en premier la série

nima

e K
Z ’

LT )
51r12—K(x+zrllK)

ou le nombre entier » prend toutes les valeurs de — o & + oo, @ étant
une constante qui sera représentée par « + i¢; je dis qu’elle est con-
vergente, quel que soit @, pourvu que « soit en valeur absolue inférieur
a 2K'.

En effet, le terme général étant mis sous la forme

niTa
2ie

- T 2
T e2ni K — T rereni k)
K e K

on pourra, au dénominateur, négliger la premiére exponentielle ou la
seconde, suivant que n croit positivement ou négativement, ce qui
donne les quantités

niT . iTx niT s iTx
= (@20 K e —— L (a—2iK ) — —=
— ek 2K’ 2je K 2K

Ecrivons — 7 au lieu de » dans la seconde et prenonsla limite pour
infiniment grand de la racine ni*@¢ des modules, on aura pour résultat,
si "on remplace a par « + i/,

T T .
— = (o 2K") = (%'—2K")
e % , ef .

Ces deux limites seront donc inférieures & ’unité en posant
a'+2K'>0, o—2K'<o,

et la série sera convergente, comme nous 1’avons dit, quand la valeur
absolue de «’ sera moindre que 2K'.
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Soit maintenant

ﬁl'ffll

D (x) —z T 5

sin (z 4+ 2niK')

j'observe que, I'indice n variant de — o & -+ o, on peut changer n
en n +1 et écrire

(n4+-1)iTa niTa

e K inta e K
d)(.‘l") —e X —
2 z LT . .

sm [x+2(n—+—x)zk’] smgﬁ(mq—zzﬁ’—a—anil{’)

De la composition méme de la série résulte donc la relation

iTa
D(x)y=e * O(x+ 2(K'),
ou bien
iTa

O(z+2iK)=e ¥ d(z).
On a d’ailleurs immédiatement
DP(x+2K)=— D(2);

ainsi ®(x) est une fonction doublement périodique de seconde espece
iTa
©'; ses poles s’obtiennent en posant

-

aux multiplicateurs —r et e

. .
sin ?—ihf(x—kme’) = o,

d’ ol
x=2omK —2niK’,

m désignant un entier arbitraire; par conséquent, on n’a & I'intérieur
du rectangle des périodes 2K et 27K’ que le seul pole x = o, auquel

, 12K - cos
correspond le résidu —- Les propriétés que nous venons de recon-

naitre suffisent & la complete détermination de la fonetion ®(z), et I'on
sait construire avec les transcendantes de Jacobi une expression qui les
Ann. de I'Ee. Normale. 3¢ Série. Tome I, — SgpremBre 1885. ) 39
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réunisse : ¢'est la quantité

2K H'(0)0(z +a)
7 H(x)0(a)

b

qui a, en effet, les mémes multiplicateurs et le méme pole x = o avee

, . 2K . .
le résidu —; on a, par suite, la relation
1a

43 I0TEEN I Al
= TH(® 0@ y

LT .
sin ;K(x+ aniK')

et il suffit de permuter x et @ pour e¢n conclure 'une des formules de
Jacobi, a savoir

niw.xy
2K II'(0) 0 (2 + @) *‘2 e
m 8@ H(a) sin:——’-K(a—l— aniK')

Les autres s’en déduisent de la maniere suivante.
Changeons d’abord @ en @ + ¢K’, nous aurons

- nima
2K H' (o) H(z+ (1)(-%1 ¢ K
— z o= e ’

w86 sir)—oEK—[a—%(zn-»kx)il{’]

AT

puis, en multipliant par e **,

2+ iy

2K Ho)H(z+a) QO ¢ K
R TEL VIR

sin ;f—}-{[a - (?,Il--l— 1)iK']

Mettons enfin dans ces deux relations @ + K au licu de a, on obtiendra
les formules qui restaient a établir

SQULINCES I ec
w0 Hi(a) cos ;K(a—i—znil{’)
ntin
2K H' (o) Hi(x +-a) _ ¢ K
©6(x)0,(a) 2

cos -9-7% [a~+(2n-+1) (TK.’]
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Je joindrai immédiatement & ces expressions des quatre quotients
contenant 6 () en dénominateur ceux dont le dénominateur est @, (),
et qui s'en tirent par le changement de « en « + K. Les formules ainsi
réunies ont un méme caractére analytique essentiellement distinct de
celles que nous obtiendrons ensuite; je conviendrai, afin de les écrire
de la manigre la plus simple, de représenter par les lettres n et m tous
les entiers pairs et impairs, tant positifs que négatifs; cela étant, on
a le tableau suivant :

nimTxY
PO @ bll]—(ﬂ-l— nik’)
miTor
(2) ")K H (o) H(x +a) 2 ¢ 2K
' 0(2)0(a) 4u =
sin —= (@ +miK’)
a K
(3) 2K '(0) 8, (x +a) __2 Pt
' 0(1) ux(a) COS;%((Z + ILL'l(’)
7 2K I'(0) H, (x+a) ~2 T
+ T o6 =
04 O(Z) O]((’l) COS—E—:((‘L i 1;l[](’)
2K
(%) e i
©  0O,(xz)H(«a) Sm——(a+ nzI\’
(6) i E_l,i_(ﬂ_nl (z+a) ___E [mp 2k ’
m o Ou(2)0(a) sm ((1—i—nuh )
2o nimy
(7) 2K H’(o)@(a~+c¢)_2 (—1)3¢ 2K
w0 (x)Hi(a) T NE: 7
! cOos ;’K (CZ+’ZL [& )
mitr
g 13 (0] (R NN CD L
* = 0,(2)0,(a)

I -
cos ——(a -+~ miK”"
YN ( )
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11.

Nous considérons en second lieu une série d’'une forme entierement
différente de la précédente, qui est représentée ainsi :

lll‘Nll
coi g —}—}‘e 2 [cot—K— (z+niK') + sz]

Dans cette formule, Uentier » parcourt toute la suite des nombres
pairs de — oo & + oo, et la quantité désignée par ¢ doit étre supposée
nulle pourn = o etégale & I'unité positive ou négative, selon que  est
lui-méme positif ou négatif.

On devra donc, en n’introduisant que les entiers positifs

n=2,4,6,...,

la décomposer en deux séries partielles et I’écrire ainsi
[ I

niTe -
Ta 2K _71_ . S ' hy
co L‘K+COL9K Z(’ LCOLQK(x+IlLK)+L]
" +Ze"'ﬁ‘~[

ou bien encore, au moyen d’une transformation facile,

COtET.EK (v — niK') — L'] ,

—(ll{l+llll\ ) ~~—?(n( ——= iR 4

cot Ta +COt7rm -+ et —+ ¢
2K 2K ’

cos——— (z + niK") cos ——(a:——mK’)

et c’est celte nouvelle forme qui conduit aux conditions de conver-
gence. Remplacons, en effet, pour de grandes valeurs de n, les deux
6 in: ! __E__ vl . Vi3 ’ M\fx—}-ml(
rlenomxnateuxs €0s 5 (2 + nuK') et cos & (@ — mK’) par je
s l—l%(x—-nlli’) ., R
et ye , les termes généraux deviennent

i . i .
eil-ﬁ-(na+2ntK'+‘z.r) »—i—E(nu—?mK’-f-z.r)

Cela étant, si I'on fait encore @ = « + i«’, on obtient pour la limite de



APPLICATION DE LA THEORIE DES FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES, ETC. 30‘(')

la racine ni®= de leurs modules, en supposant n infini, les quantités

T e T
—ST{(C‘-*-QK) e2K(!l 2K")
b

et, par conséquent, les conditions
a'+a2K'>0, o —2K'<o.

Notre seconde série est donc, comme la premiere, convergente, pour
toute valeur de x, lorsque le coefficient de ¢ dans la constante @ est en
valeur absolue inférieur & 2K'. J'ajoute qu’elle définit encore une fonc-
tion doublement périodique de seconde espece, et qu’en posant

O(z)= cotj—:% +Zg";7!:a [cot EEK (z+ niK') +e¢ z R
on a les relations
Mz +2K)=1M(z), M(z+2iK)=e¢ ¥ I(z).
La premiere est évidente et la seconde résulte de Pexpression du

iTa

produit ¢ * T(x + 2¢K’), & savoir

iTa iTa iTa niT Q@
' [

‘ - Ta - - 13 . . .
e " M(z+2/K)=et" cot — +e’ Ve |cot— (w+2 (K +niK')+ei|.

2K
On a, en effet,

Ta Ta < Ly
» K * — - ; K {>
e cot——2K _cot-——2K —“+\e “+1i/,

et si nous changeons, comme il est permis, » en » — 2 dans le terme
général, il viendra
iTa iTa

nima -
—_— A v Y . .
ek H(.I;+2iK'):COlTI—a—+L‘<e K +1)+ e ** | cot — (v + iK'y +¢i|:
2K 2K

mais, sous cette forme et 3 I’égard du nouveau nombre », une modifi-
cation est apportée a la signification de ¢. On doit, en effet, prendre
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maintenant e =1 pour » =4, 6, 8, puisc = o et ¢ = — 1 pours = 2, et
n=0, —2, —4,....0ronvoit qu'en ajoutant aux termes correspondant

iTa
An=2¢tn=o0d une part ie *, de l'autre i, et, par conséquent, en fai-

iTa
sant entrer dans la somme la quantité i(e b |>, on retrouve pour e
précisément la signification qui lui a é(é donnée dans la fonction I(x).
La relation & établir et, par conséquent, le caractere analytique de
fonction doublement périodique de seconde espece résulte donc encore
de la composition méme de la série considérée. Enfin, si I'on remarque
que, dans le rectangle des périodes, il n’existe qu’un seul pole x = o,

i1, 2K . . ‘
auquel correspond pour résidu — oun obtient Uexpression de Ti(2 ) au

!
moyen des fonctions de Jacobi sous la forme 2=~ 2K Ho) Mz +a)
T H(z)H(a)

En prenant x et @, on a, par suite,

Ill’n)

KHORE 0 _ 7 P05

= TH(z) H(a) CO““(“*""‘)*“

2K

c’est le premier exemple et le type du second groupe de huit formules
auxquelles nous allons parvenir.
Changeons d’abord @ en « + ¢K', on obtient, aprés avoir multiplié

T

par e®" et en désignant par m I'entier impair = + 1,

"’HT"

2K H'(0) O (x + a) ";; = ™ e
= TH(z)0a) =e c0t~— +2( [cot-z—K(a—i—le\ )+ el

Il suffit ensuite d’employer la relation

i e I iﬁm
¢ ot KT T - e §Ty

iTx
pour avoir en définitive et en faisant entier le terme ie ** sousle signe ¥,

mimx

2K H' (0) 0
e (Oztl)(g(':)“) — [77:1' -4_20 2K [cot (a +~miK') + ELJ
‘ sin —




(9)

(10)

(1)
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Le nombre m représente, dans cette formule, tous les entiers impairs,
et e doit étre pris égal a -+ 1 ou — 1, suivant que m est positif ou né-
gatif, sans jamais passer par zéro. En y changeant, ainsi que dans la
précédente, a en a+ K, on obtient quatre relations qui, ensuite, en
donnent quatre autres, lorsqu’on y remplace x par & + K. Clest, par
conséquent, le systéme complet des huit formules qu'il s’agissait d’ob-
tenir et que je groupe dans le Tableau suivant :

. mrx
f . — nn't' -
27TK H"%}){‘g(g(:)a):m% L [cot-—(a—l—mzl\)—i—J|
. m‘n:r -
LR G Y [ O

2K H'(0) O,(z +a) __ (o T 2 S
[(2)0,(a) 2K

(12) = TH(2)0, (@) e? [tanrf—m«(a—f—nul&)——ul

o 2K H(©QH(z+a) ot Z_ -—’f—[ T K" I
3) ?W —tang N (—1)%e coth(a iK' +ci |,

mimre

o KH©O(z+a) 12 N S | o T K ﬁ
(14) ?W_ sée ¢ 42} e ALOLQK((I—F})ZLK)—}'»{,

.. 2K H(@H (z+a) } . = )"f;,—‘r o R
(13) ?W"—mnb—— }—2( Nie [au K(a—\-m]\) g

. 2K H (o) O(x~+a) . ©z _Z . ’";K'[ k3 B ]
(16) ?Ww sée 3 i"e _tan K(a—’;—nuK) -

II1.

Depuls longtemps, M. Kronecker a eu I'idée de développer, suivant
les pulssances de ¢. les expressions de Jacobi, et, en 1877, I'illustre
géométre m'a donné communication des résultats extrémement remar-
quables auxquels il s’est trouvé ainsi amené; en raison de leur intérét,
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jindiquerai succinctement comment on y parvient. Il estindispensable
pour cela de séparer, dans les séries dont nous avons donné le Tableau,
les termes qui correspondent aux valeurs positives de ceux qui corres-
pondent aux valeurs négatives des entiers désignés par m et n. Ln con-
venant donc qu’on supposera désormais

m=1,3,5,...; n=2,46, ...,

il suftira, pour effectuer tous les développements suivant les puissances
de ¢, d’employer les formules suivantes, ol s est une constanle posi-
tive, qu’on prendra tour a tour égale Amou a n :

ms

I \_mi‘ﬂ:u
. oK
:—s—mE(/?e k-

sin —-(a-f-sz K")

I ms miTa
:—.—9;2(]2 ek,
(a—— stK")

m=1,3,5,..

LR
ns Ill T

coL—K((¢+¢LK’)+¢~——2¢2q PEL

ns nima

W . . . 3 :
cotz—K(awstK’)—L:+212q‘e e
n=2,4,6,....

Cela étant, si 'on convient encore de désigner par m’et r/, comme on
I’a fait plus haut pour met n, tous les entiers impairs et tous les entiers
pairs, positifs, on aura les seize formules suivantes :

(1) ZI:IS HIE;)() l()) (lf(:)a) (,oscc K ¢+ " Eqmﬁ”sm —=(ma — nx),
(3) %—:E E{—,W =séc 7:—1% -+ 42(—— 1),"~1 5 cos—— (ma — nx),
@ HEOMLELD (B )Ty e T (na— i



(7)

(8)

(13)

(14)

(15)

(16)
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0_,]\_ E(O) 61( o a) — cosée e -+ 42(— 1)1_;.70;1 sin i(m([ — na),

™ 0,(x)Il(a)y 2K a2k

?IE o l)(l;;((?(:)a) = .’;'Z(— 1‘)21’—"’_;1(]”’?,005_‘—)‘% (ma — m'.x),
2‘;!: %T:t )(()":» sécg—% -+ 42(—1 "1-—2" 1(1'" lcos%\ (ma—nx),
ETTK Eg?%ﬁ)ﬂ = ’V(—I)"W: 27’"??,Sin£—i(171((—-/;1.’x);

oK W) H(x~+a) 7o T N T -
T (e (e K T T ‘*2(/ sin S (e,
2K II’(O) @(;I,‘ 4 (() a T m.n-‘ .

T TR 0(a) CK + 42{7 sin - (/m mz),
oK 1 ( )I[l(a',-}_a) T nonn

— oot T (— T .
= (L@ = cot tang +42 1)iqg? mgK(_/m—.- n'x),

2K H(0) 0 (x4a) = , - N
e ll(é;TO 2 = COSEC 5= —+—4E(—— 1)*q * sin K k(/m “+me);
2K I (o) Hy (2 +a) X Lo

- -J——('[)_lﬂa) =—tang —= SKT 0 t—— +4 2 (— 1) q'! am (/w “+n'z),
2K ][’(o) O (x+a) . TT - ";"

. (%) 0(a) _S(,CEK + 4 (—1) g * cos l&(/za—i—m‘z),
oK W(o) H(z+a) ma 2 ‘ O o
p HIW lan '——* —“lang l{+4 ( q SIHQK(N(L—*—II.‘Z‘),
2K (o) O(x +a) . 1z _ e T

= THL(2) 0. (a) — séeog —{—42( 1) q CObQK(IZCZ-i—In.’L').

Ann. de U'Lc. Normale. 3¢ Série. Tome II. — SepTEMBRE 1885. 4o
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On remarquera que dans les huit premigres relations figurent, sous
les signes trigonométriques, des différences d’arguments, tandis que
les suivantes contiennent toutes des sommes. Les développements, sui-
vant les puissances de ¢, conservent donc trace de la différence analy-
tique signalée précédemmententre les fonctions du premier et celles du
second groupe (').

{1) Un Travail important de M. Scheibner, qui a paru dans les Mémoires de I'’Académic
royale des Sciences de Saxe, en 1883, sous le titro : Zur Reduction clliptischer Integredle
in reeller Form, contient dans une note les développements en séries trigonométriques des
mémes fonctions que j’ai considérées. Je m’empresse de signaler ces résullats, dont je n’ai
cu que récemment connaissance, en rcmalqmnt que les formules du savant auteur sont
présentées sous une forme semblable & celle qu'a adoptée Jacobi, (me; ses Recherches sur
la votation, et entiérement différente de la miennc.



