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SUR LES

DIFFERENTIELLES DES FONCTIONS

DE

PLUSIEURS VARIABLES INDEPENDANTES,

Par M. E. GOURSAT,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE TOULOUSE.

Dans son Cours d’Analyse, p. 64, M. Hermite a remarqué que, quand
on développe le radical

Vi+2oaz+2ay+ Bat+ 2By -+ y?

suivant les puissances de x etde y, le groupe homogene des termes du
second degré entre en facteur dans le groupe homogene des termesdu
troisieme degré et des degrés plus élevés. Cette remarque a été le point
de départ d’un intéressant Mémoire de M. Darboux, publié dans le
Bulletin des Sciences mathématiques (2° série, t. V, p. 376-384 el 395-
424), ou Pauteur détermine toutes les fonctions d’un nombre quel-
conque de variables indépendantes pour lesquelles la différentielle
totale d’ordre n + 1 est exactement divisible par la différenticlle to-
tale d’ordre n.

Comme l'indique M. Darboux lui-méme (p. 412), ces recherches
sont encore susceplibles de généralisations étendues. Dans le présent
travail, je me suis proposé de trouver toutes les fonctions d’un nombre
quelconque 1. de variables indépendantes telles que deuax différentielles
totales successives avent un facteur commun, fonction entiere et homo-
gene des différentielles dx,, dz,, ..., dx,. 11 est clair que la question
résolue par M. Darboux n’est qu’un cas particulier de la précédente. Je
traite d’abord le cas de deux variables indépendantes; le probleme est
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alors susceptible d’une interprétation géométrique simple, qui conduit
facilement & la solution complete. Les résultats sont ensuite étendus
aux fonctions d’'un nombre quelconque de variables.

1. Soit == f(«,, ,, ..., @,) une fonction de p variables indépen-
dantes @,, @,, ..., 2,; la différentielle totale d’ordre n d%f est une
fonction entiere et homogene d’ordre n des différentielles dx,, dz,, ...,
dex,, dont les coefficients sont, a des facteurs numériques pres, les dé-
rivées d’ordre n de la fonction /. Nous dirons que cette différentielle
est irréductible s'11 est impossible de la décomposer en un produit de
facteurs entiers et homogenes par rapport aux dz; et de degré moindre.
Dans le cas de deux variables indépendantes, d”/ sera toujours le pro-
duit de » facteurs linéaires en dz,, dz,, égaux ou inégaux. S’il y a
plus de deux variables, d*f sera en général irréductible.

Je désignerai, en général, par les lettres H et K des expressions de
méme forme que d"f, ¢’est-d-dire des fonctions entieres et homogenes
des dz;. On voit tout de suite ce qu’il faudra entendre quand on dira
que d"f est divisible par un facteur H ou que ”f et d"*'f ont un fac-
teur commun. Soit H ce facteur commun; on devra avoir

) d" f = HK,
1 dn1f = HK,;

si 'on suppose que le facteur commun H soit d’un degré déterminé,
I’élimination des coefficients inconnus qui entrent dans H, K, K, entre
les différentes équations obtenues en écrivant que les deux membres
des égalités précédentes sont identiques terme & terme, quels que soient
les dx;, conduira & un certain nombre de relations algébriques entre
les dérivées partielles d’ordre n de la fonetion / et les dérivées par-
tielles d’ordren +1. Il s’agit, en réalité, d'intégrer ce systeme d’équa-
tions aux dérivées partielles; mais la marche que j’ai suivie est tout a
fait différente.

Je commencerai par démontrer le lemme suivant :

Lemue. — Etant donnée une fonction [ de p. variables indépendantes
Ly Loy .oy Ly, SLAf contient un facteur multiple K™, dK est divisible
par K.
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Supposons gue l’on ait

( 2) dnf: HK_m,

H et K étant des fonctions entidres des dz;, et H étant premier avec K.

Désignons par H, et K, ce que deviennent H et K quand on y remplace
dx; par p;, et posons

3, ¢ =HK{

H, et K, sont des fonctions entieres et homogenes des p; de degrés m,
et m, respectivement, avec la condition

(4) : my = mm, = n,

Pour que I'expression HK™ soit la différentielle i»¢ d’une fonction /,
il faut et il suffit que les conditions

(3) | Fo_ _ O
) 0x;0pr ~ 0 dp;

soient identiquement satisfaites, quelles que soient les quantités p;
(voirle Mémoire de M. Darboux, p. 382). On aura

do _ OH, ., ey 0Ky
-J—a}—‘ = b—;: K1 —f= 7711}[11{1 ().l" B
o  0*H, m oH, .,._, 0K, oHy ., 0K,
dz; dpr~ dx; Opy K+ m dx; Ky 0P e opr ki dx;
) 02K A JK, K
L m-1 __ 1 ; . m—2 L1 UM
- mH, K/ ()-—“'("i I “+m(m—r1)H, K/ gz dp

les conditions (5) deviennent

o H,  oH, L /OH, 0K,  oH, 0K,
Ki (c)x; opr Oz ()}71’> K om opr Oy 5;:)

_, (0K, oH; 0K, oH, 7 22K, K,
nm -1 bt Btk SNt a1 m-—1 . X )
(6) -+ mK1 <()xz d[’k dzy d}h) -+=m H1 K1 <()v51 ()PA ¥ 01&1 6P1>
oK, oK, oK, 0&)
()1’[ ()j]k d-ﬂ”k dl)l

+m(m—1)H K} <

Tous les termes, sauf le dernier, contiennent en facteur K7'~'. Comme,

par hypothese, m est >1 et que K, ne peut étre nul, quels que soient
dnn, de ' Ec. Normale. 3¢ Série. Tome II — Aour 1885. 33
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les p;, il suit de la que

11, JK, dK, JK, JK,
dx; dpr  Oxy Op;)

. devra étre divisible par K,. D’autre part, nous avons supposé H pre-
mier avec K et par suite H, premier avec K,; il faudra done que P'on
ait

(7) - dz; dpx  0ry Opi =

W; désignant une fonction entiére des p;. Dans la formule (7), laissons
fixe 'indice £ et faisons successivement ¢ =1, 2, ..., .; on aura une
suite de relations analogues a la précédente

[ 0K dK,  JK, JK,

—..__.< lr‘"

dx, Opi  dxp Opy =K, W,
IK, 0K, IK, IR, _ oy

(8) ( dzy Op dxg Opy 00 7
oK, 0K, 0K, 0K, _ ¢

5. 1 U

Oz, dpr  d%s 9p,

multiplions ces formules respectivement par p,, p,, ..., p, et ajoutons.
Il vient, en tenant compte de ce que K, est une fonction homogene
des p;,

(9) oK, (dK |—~d,—K1[)2+...-{— (il—{‘i/_;lk)_—:l{i(p,

()p/C ()x s azy,
® étant une fonction entiere des p;. Nous pouvons toujours supposér
., . . oK .
que K est irréductible; alors K, sera premier avec 0—/)—‘; par suite
I.v

_()_l_{_1 + 9% ()K, . oK,
dx, P dx 1 2 0-7)11.

Py.

est divisible par K,. En rempla(;,ant p: par dx;, on en conclut que

dx[ -dK

Xy

ﬁ[\ﬂlf
¥l %

est divisible par K. . ¢.Q.F. D
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Il est facile de voir que cela est encore vrai, alors méme que K ne
serait pas supposé irréductible.

Corollaire. — Si la différentielle ni¢m¢ est exactement divisible par un
facteur multiple, la différentielle n + 1ém¢ sera exactement divisible
par le méme facteur, ainsi que les différentielles d’ordre plus élevé.

Soit

dnf=THK",
on aura
A" = dH K = mH K7 -1dK.

Comme dK est divisible par K, d'apres ce qui vient d’étre démontré,
d"*+' [ sera divisible par K™; on démontrera ensuite qu'il en est de
méme de d"*2/, d"+ f, ...

De ce qui précede, résulte immédiatement le théoreme suivant :

TutoreME. — St d*f et d**' [ sont divistbles par un méme fucteur, ce
Jacteur divise toutes les différenielles d’ordre plus élevé.

Pour prendre le cas général, supposons d"f décomposé en facteurs
irréductibles et premiers entre eux,

dnf o= Wi e . HY,

et cherchons d’ou peuvent provenir les facteurs communs & "/ et
a ' /. Nous avons, en premier lieu, tous les facteurs multiples de
d"/. Soit ensuite H; un facteur simple irréductible de d*/; on pourra
éerive
(l’l/.: I[t K,‘,
K; étant premier avec ;. On en déduit
dr f=H,; dK; + K dH

pour que d“+'f soit divisible par I, il faut et il suffit que ZH; soit
divisible par H;. En résumé, les facteurs communs proviennent des
facteurs multiples de d"f et des facleurs simples H; tels que JH;
soit divisible par H; Mais tous ces facteurs diviseront aussi d"+*/,
AP C. Q. F. D.

Remarque. — Si H est un facteur commun a d*/ et a "'/, dH sera
toujours divisible par H. Dans le cas de deux variables indépendantes
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x et y, cetle condition estsusceptible d’une interprétation géométrique
intéressante. Supposons, pour plus de netteté, que nous ayons un fac-
teur linéaire en dx, dy, Adzx + Bdy, tel que dAdx + dBdy soit divi-
sible par Adx + Bdy. Il est aisé de voir que les conditions auxquelles
on est conduit sont celles que I’on obtiendrait en écrivant que les
courbes intégrales de 'équation différentielle

Adr +Bdy =o

ont un point d'inflexion en chacun de leurs points, ¢’est-a-dire que
ces courbes forment un systeme de lignes droites. La remarque
s'étend d’elle-méme 4 une équation différentielle du premier ordre et
de degré quelconque.

2. Laissant de coté ces généralités, je me propose maintenant de
trouver toutes les fonctions /' des deux variables « el y, telles que d"/f
et d*+'f soient divisibles par un méme facteur. Soit S la surface re-
présentée par I'équation

(10) s=/(2£,));

soienl , ¥, z les coordonnées d’un point de cette surface et X, Y, Z
les coordonnees d'un point voisin. On aura, en posant do =X —a,
’{)’ =Y —y,

12 {n f
(11) L=y ‘»-ém-...-r»-‘f S

I.2...n

en admettant que la fonction fest uniforme et continue dans le voisi-
nage du couple de valeurs considérées pour les variables.

Voict quelques dénominations dont je ferai usage pour abréger.
Jappellerai paraboloide d’ordre n — 1 toule surface ayant une équa-

tion de la forme
S == P(Jl‘, )’)

P (2, y) étant un polynome de degré » — 1. Toute droite parallele a
I'axe oz sera dite un diamétre de cette surface. De méme j'appellerai

parabole d’ordre n — 1 toute courbe plane dont I'équation en coordon-
nées reclilignes peut étre ramenée & la forme

Vo= 2+ BX 4 X2 - 42X,
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et toute droite parailele a 'axe oY sera encore un diaméetre. Les équa-
tions générales d’une parabole d’ordre » — 1 ayant ses diametres paral-

leles & 0z seront
y=mx+p,

s=a+Px+.. . 4dxrl

Dans ce qui suit, je supposerai toujours, @ moins de mention ex-
presse, que les diametres des paraboles et des paraboloides dont il sera
question sont paralleles & oz. Une parabole d’ordre zéro sera une
droite parallele aa plan des xy; une parabole du premier ordre sera
une ligne droite queleconque, ete.

Si, dans le développement (11), on se borne aux n premiers termes,
on a I'équation d’un paraboloide d’ordre n — r osculateur & la surface
au point considéré, I'ordre de contact étant n — 1. Toutes les para-
boles d’ordre n — 1 situées sur ce paraboloide et passant par ce point
auront également avec la surface un contact d’ordre n— 1. Mais ce
contact sera d’ordre plus élevé si 'on considere les sections du parabo-
loide osculateur par les plans paralleles & oz, et dont les traces sur le
plan des xy sont déterminées par 1'équation d"f=o, ot 'on a remplacé
dx par X — x etdy par Y -— y. Il y a ainsi en chaque point d’une sur-
face n paraboles d’ordre n — 1 ayant avec la surface un contact
d’ordre n ou d'ordre plus élevé; ce sont les paraboles de cette espece
osculatrices & la surface. Ceci posé, supposons que d” /et d**' fsoient
divisibles par un facteur de la forme Adx + Bdy; d’apres le théo-
reme démontré plus haut, toutes les différentielles d’ordre plus élevé
seront divisibles par le méme facteur. On peut, de plus, supposer que
ce facteur ne divise pas @*~'/. Tous les termes du développement (11
contiendront en facteur A (X -- ) + B(Y — y), & partir du r 4 piéme;
la section du paraboloide osculateur

o df dn=1f
R AN sy

par le plan parallele & 05
AX —2)+B(Y—y)=0

est donc située tout entiere sur la surface. On voit donc que lexis-
tence d’un diviseur commun de d“fet de d"*' f signifie géométrique-
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ment que par chaque point de la surface S passe une parabole d’ordre
n — 1 ayant oz pour direction diametrale et située tout enticre sur la sur-
face. La réciproyue est évidente. Si par chaque point de la surface
passe une parabole de cette espece située surla surface, elle fait partie
en chacun de ses points des n paraboles osculatrices & la surtace en
ce point, et le facteur linéaire correspondant de d”fdoit diviser d*+' f
et toutes les autres différentielles.

Si d*fa un facteur multiple, deux ou plusieurs des paraboles oscu-
latrices en chaque point seront confondues. Le lemme démontré plus
haut nous prouve que, s’il en est ainsi, les paraboles osculatrices con-
fondues sont situées sur la surface. Par chaque point de la surface
passeront autant de paraboles distinctes d’ordre n — 1 que d"fet d"+'f
ont de facteurs communs linéaires et distincts. Il nous reste & montrer
comment on peut distinguer géométriquement les paraboles provenant
des facteurs multiples. Supposons que d*f contienne (Adx + Bdy)’
et ne contienne pas (Adx + Bdy)?*'. Prenons pour origine un point
quelconque de la surface et pour plan des = le plan de la parabole
provenant de ce facteur multiple; dans le développement de s suivant
les puissances de x et de y, ” entrera en facteur dansle groupe homo-
gene des termes de degré n et des degrés plus élevés, et 'on pourra
éerire
' s =Py (e, ) =07 g (2, ),

P, , désignant un polynome de degré n — 5 et ¢(x,)) une fonction
uniforme et continue dans le voisinage des valeurs x = y = o. Consi-
dérons le paraboloide d’ordre n — 1 ayant pour équation
. L="P, (2, ¥),
et soit
u=s5—"7=7yrQ(x ).

Toules les dérivées partielles de la fonction w sont nulles pour y = o,
jusqu’a celles de I'ordre p exclusivement, ¢’est-a-dire que le paraboloide
etla surface ont un contact d’ordre p — 1 toutle long de la parabole du
plan des xz. Remarquons que, si p<n, il y a une infinité de parabo-
loides d’ordre » — 1 jouissant de la méme propriété; ils sont repré-
sentés par I'équation générale

7 = P/z—-t("'(ls )’) - ,,"p (-) ('7-.’ )’)7
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Q(x,y) étant un polynome de degré n — p — 1. Inversement, il
n’existe pas de paraboloide d’ordre » — 1 ayant avec la surface un con-
tact d’ordre supérieur & p — 1 tout le long de la parabole du plan des az.
Il faudrait, en effet, pourcela que ’on puit trouver un polynome P de
degré n — 1, tel que la différence = — P’ contienne en facteur une puis-
sance de y supérieure a p; ce qui est impossible, puisque, par hypo-
these, ¢fx, y) ne contient pas y en facteur.

En résumé, pour évaluer I'ordre de multiplicité d’un facteur commun
a deux différentielles successives, il suffit d’évaluer Uordre maximum
de contact que peut avoir un paraboloide d’ordre n — 1 avec la surface
toutle long de la parabole située sur la surface provenant de ce facteur
commun, et d’augmenter cet ordre d’une unité.

3. Occupons-nous d’abord du cas ou les deux différentielles ¢” fet
d+' f ont un facteur commun du premier degré et un seul, ce facteur
ne divisant pas "'/, La définition de la fonclion f résulte immeédiate-
ment des considérations précédentes. La surface z = f(«, y) pourra,
en effet, étre regardée comme engendrée par une parabole variable
d’ordre n — 1 qui se meut en se déformant d’une fagon arbitraire, mais
en conservant toujours ses diametres paralleles & oz. Cette surface sera
définie par les deux équations

Sy::[.'l;-f-qo(l‘), .
( 5=f(t)+ 2fi(L) +...+ 2" f, 4 (8),

(12)

¢ désignant un parametre variable, et o, /, /i, foy ..o\ f, élantn 4+ 1
fonctions arbitraires de ce parametre. L'équation aux dérivées par-
tielles de ces surfaces s’obtiendra en éliminant le rapport 7&% entre les

deux équations
d" f=o0, dr+'f=o.

Ceci est bien d’accord avec les résultats connus. Posons, suivant
'usage
8 9
03 Y 0s - 0%s - 0%z [ = )z
oz’ 1= 0oy’ "T oz "7 Ozoy T oyt
33 J% 3 . 0%z s

N
0 —

=7 P=gmay 1T amow T oy

pP =
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en éliminant dx et dy entre les deux équations

df = pda + qdy = o,
&f = rdz*-+ 2 sdx dy + tdy* =o,

on aura I’équation aux dérivées partielles des surfaces engendrées par
une ligne droite parallele au plan des zy. Le résultat de I’élimination

est
rg*— aspq 4+ tp*=o,

qui est bien I'équation aux dérivées partielles des surfaces conoides.
De méme, en éliminant dz et dy entre les deux équations

A = rdx® -+ 2 sdrdy + ldy? = o,

A f = adx® + 33dx*dy + 3ydxdy* + ody* = o,

on aura I’équation aux dérivées partielles des surfaces engendrées par
une droite quelconque, ou des surfaces réglées. On est conduit aux
mémes calculs que par la méthode ordinaire (Hermrre, Cours d’ Analyse,
p- 222).

4. Je suppose, en sccond lieu, que d"s et d**'f ont un facteur
commun qui est la puissance p'm¢ d’un facteur linéaire en dz et dy,
ne divisant pas d*~' /. La surface z = f(x, ) n’admet encore qu’un
seul mode de génération parabolique, mais, tout le long d’une para-
bole, il existe un parabodoide d’ordre » — 1, ayant un contact d’ordre
p — 1t avec la surface proposée, quipeut, de cette facon, étre envisagte
comme enveloppe d’un paraboloide, la courbe de contact étant une
courbe plane située dans un plan parallele a. o0z, L’exemple le plus
simple est fourni par les surfaces développables. Pour prendre le cas
général, soient

(13) 2o (u)+yo,(u)+Y(u)=o,
(14) Z="F(z, ¥, u)
les équations de la parabole mobile, I'équation (14) représentant un

paraboloide d’ordre » — 1, qui a un contact d’ordre p — 1 avec la sur-
face lieu de cette parabole mobile. Imaginons que de I’équation (13)
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on ait tiré la valeur du parametre variable «

u=fi(x,r),
et qu'on 'ait porté dans I'équation (14); on aura la fonction inconnue
(15) s=F[z,y, /i(z, )] =/ (2, ).

Il nous faut exprimer que tout le long de la parabole les dérivées
partielles de la fonction z sont égales & celles de Z, jusqu’a celles-de
I'ordre p — 1 inclusivement. On a

df _oF  OF du
92~ 0z " ou da’
df _ OoF  OF du

T oy Tow

v . .. du du g ’
comme on ne peut avoir & la fois — = o, 7 =0 il faudra que l'on
ait )

ar o

du — 77
L OF . i
Or 5 est, commeF(,y, ), unefonction entiere de 2 et de y de degré

n— 1; pour que g—f—j soitnul en méme temps que x ¢, (1)+r o, (w)+¢(u),
il faut et il suffit que g—i soit le produit de @wo,(u) +y9.(w) + b(w) par

an polynéme d’ordre n — 2. On démontrerait ensuite de proche en
9°F 0PI T
dur’ 7 QureT

teur; il en résulte que 'on doil avoir

proche que doivent étre divisibles par le méme fac-

or

Sa = e o1 (u) +y ga(u) + ()]~ Fi (2, )y 0,

F,(x, y, u) désignant un polynome de degré » — p en x et y, dont les
coellicients seront des fonctions arbitraires de «. La fonction inconnue
sera donce définie par ’équation

/:/ [z oy(u) +y ou(u)+ b ()] Fi(x, y, u)du,
0

Ann.de l’Ec. Normale, 3¢ Série. Tome 1. — Aour 1885. 34
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jointe & I'équation (13). 1l est facile de remarquer I'analogie de cette
solution avec la forme Il de M. Darboux (loc. cit., p. 410), & laquelle
elle se réduit pour p = n. Nous verrons plus loin une autre méthode
pour vérifier ce résultat. '

5. Si les différentielles d*f et d"*'font un diviseur commun d’un
degré supérieur au premier, sans que ce facteur soit une puissance
parfaite d’un facteur linéaire en dx, dy, la surface z = f(@,y) admettra
plusieurs modes distincts de génération parabolique. Considérons une
petite portion = de cette surface se projetant sur le plan des zy suivant
une aire ; je suppose qu’a I'intérieur de s = est une fonction uniforme
et continue de « et de . Soient M un point de X el m sa projection sur
le plan des 2y, qui sera & 'intérieur de o; par le point M passent deux
paraboles C, C, situées tout entieres sur la surface et dont les plans ont
pour traces sur xOy deux droites P, P,. Soient M’ un point voisin de M
et m’ sa projection; par M’ passe de méme une parabole €' de la méme
série que C et une parabole C, de la méme série que C,; si P’ et P/, sont
les traces des plans de ces paraboles sur le plan 2oy, P et P| se coupent
en un point ., et P’ et P, en un point p’. Il est clair que les points p
“etp/ serontd Uinlérieur de 5, pourvu que les deux points M et M’ soient
- suffisamment rapprochés. Le point de 2 qui se projette en p. appartient
done a la fois.aux deux paraboles C et C, et de méme le point de la sur-
face qui se projelte en p’ sera commun & €’ et & C,. Autrement dit, la
portion de surface considérée pourra étre engendrée d’une infinité de
manieres par une parabole d’ordre n — 1 ayant ses diametres paralleles
a 0z, assujetlie & rencontrer dans toutes ses positions n + 1 paraboles
de méme degré ayant aussi leurs diamétres paralleles 4 oz.

Considérons n —+ 1 paraboles de la méme série C,, Cy, ..., C,., et
soient

Y ==mux—~+p;,

(16)
5 =o; - 55,2? -+ }’,'.7/"" -+ At

les équations de la parabole C;. Soient, de plus,

{y=mz+p,

(17
7) | s== 0+ B+ yat+t. . hart
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les équations de la parabole mobile C’. Le plan de la parabole C' ren-
contre la parabole fixe C; en un point de coordonnées x;, y;, 5;
[ - mp;—m;p 9 -
(18) &= Lp—'_’ Yi= —][7—;-—7;’—,—/—) S;= o + {3,—xi YT+ R L
4 - i
Les n — 1 points (x,, 7., 5,), (Z2:)as 5a)s - (x,z+,.,y,,+,, Bpiq) de-
vront étre situés sur une méme parabole d’ordre » — 1; ce qui fournit
la relation

~ A= 1 re—2
5 x xy ) 1
3, xyt Xyt oL @y 1
(19) ) ) —=o.

- n—1 n—2
S+t Zper Tpag <t Z pet1 I

Imaginons qu’on ail remplacé x; et z; par leurs expressions (18); on
aura une équation de condition dont le premier membre sera une
fonction entiere de m et de p,

(rg9)’ @ (m,p)=o,

qui exprime la condition nécessaire et suffisante pour que le plan
y = mx + p coupe les n + 1 paraboles fixes C; en z + 1 points situés
sur une méme parabole d’ordre n -—r ayant ses diametres paralleles
2 oz. La condition (19)" étant supposée remplie, la parabole corres-
pondante sera représentée par les équations

y=max -+ p,

3 xn—l xn—? .. x 1
(20) S LA et R 1
-—= 0,
- n—1 n—2
Sn+1 Zpyy Lpyyr o0 Zpyr T

Ecartons d’abord le cas singulier olt @ (72, p) serait identiquement nul;
on obtiendra I'équation de la surface engendrée par la parabole mobile
en éliminant 7 et p entre les équations (19)" et (20). Le résultat de
I'élimination sera évidemment une fonction algébrique entiere de «,
Y %

(21) , F(z,y,5)==0;
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on voit done que la portion de surface = appartient 4 une surface alge-
brigue, soit que F(x, y, z)soit indécomposable, soit que F(x, y, z) soit
le produitde plusieurs facteurs entiers en «, y, z. Dans tous les cas, si
o(z, y,5) = o est 'équation de la surface algébrique a laquelle ap-
partient la portion de surface ¥; il suit des propriélés bien connues
des fonctions analytiques que la fonction inconnue = coincidera, pour
toutes les valeurs de x et de y, avec la fonction algébrique définie par
"équation ¢(x, y, z) = o.

Comme o(x, y, z) est un facteur de F(x, y, z), on peutdire, d’apres
la fagon dont on a obtenu cette derniere équation, que par chaque
point de la surface cherchée passe une parabole d’ordre n —1 sap-
puyant sur n -+ 1 paraboles voisines d’une méme série. On voit de
méme qu’élant donnée une parabole quelconque sur la surface, par
chaque point de la surface passe une parabole qui coupe la premiere.
Le mode de génération donne encore lieu & quelques remarques im-
portantes. Au lieu de prendre pour directrices de la parabole mobile
les n—+ 1 paraboles C,, C,, ..., C,y, On aurait pu prendre n—+ 1 autres
paraboles de cette série ou d’une série différente; en faisant les mémes
caleuls que plus haut, on serait parvenu 4 une équation analogue a
I’équation (21)

(21)’ Fl(x,)’;‘):o-

Les fonctions F et F, ne seraient pas en général identiques; mais,
quel que soit le systeme de paraboles choisies pour directrices, F et F,
devront toujours avoir un facteur commun ¢(z, y, z) qui, égalé a zéro,
constitue la solution cherchée.

6. Il est bien aisé maintenant de découvrir la forme de ce facteur
commun ¢(x, y, z). Commencons par un cas particulier trés simple,
celui olt tous les plans des paraboles d’une méme série passent par une
droite fixe qui sera forcément parallele & oz. Je suppose qu’on ait pris
cette droite fixe pour axe des z et qu’on ait choisi pour directrices r
paraboles C,, C,, ..., C, d’une série différente. Leés équations de la
parabole mobile seront ’

Yy =mux,
s=a4Bayat4. 4 danTl
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de plus, sion se reporte aux calculs faits tout & 'heure, on voitim-
médiatement que o, 8, ..., % seront des fonctions rationnelles de m;
Iélimination de 7 conduira & une équation du premier degré en s.
Donc, dans ce cas, la jonction f est une fonction rationnelle des varia-
blesx et y.

Supposons, en second lieu, que les plans des paraboles d’'une méme
série ne passent pas par une droite fixe. Soient

Cy, Cyy ..., Cypyyy »+1 paraboles voisines d’'une méme série;

P,, P,, ..., P, les traces de leurs plans sur le plan des zy;

m intersection des droites P, el P,;

M, el M, les points des deux paraboles C, et C, qui se projettent en m.

La parallele en oz, menée parm, ne peul rencontrer la surface en un
troisieme point M’ différent de M, et de M,, car il serait impossible de
faire passer par M’ une parabole rencontrant & la fois les deux para-
boles C, et C,. Il n’y aurait exception que si cette parabole se décompo-
sait en un systeme de droites paralleles i o5, parmi lesquelles se trouve-
rait la droite mM, M, elle-méme; mais alors cette droite appartiendrait
tout entiere ala surface. Appelons,, y, les coordonnées du point m,
z, et z, les troisiemes coordonnées des points M,, M,; on voit qu’aua
systeme de valeurs (,, y,) pour les variables et y ne peuvent corres-
pondre pour z que les deux valeurs s, et =,, Amoins que 5 ne soit indé-
lerminé, ce qui ne peut arriver que pour des systemes de valeurs en
nombre limité. Comme les plans des paraboles ne passent pas par une
droite fixe, il ne peut exister d’équation de condition entre x, et y,.
D’ailleurs, nous savons déja que = est une fonction algébrique de x et
de y, et nous en d€duisons que la fonction inconnue est racine d’une
équation du second degré dont les coefficients sont des fonctions ration-
nelles de x et de y.

On peut se demandcr ce qui arrive lorsque I’équation (19)’ est satis-
faite identiquement. Cela signifie géométriquement que tout plan pa-
rallele & oz coupe les n ++ 1 parabolesC,, C,,...,C,,, €n n 4+ 1 points
situés sur une parabole d’ordre 7 — 1. Ecartons le cas qui vient d’étre
examing, ou les plans de toutes ces paraboles passent par une droite
fixe; nous pourrons supposer que 1'on a choisi ces paraboles de fagon

que leurs plans se coupent suivant 2(2 1) droites toutes distinctes.

2
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SoitD la droite d’intersection des plans des deux paraboles C,, C,; ima-
ginons un plan P passant par D et ne contenant aucune autre droite
d’intersection. Puisque la relation (19) est satisfaite identiquement, ce
plan doit contenir une parabole d’ordre » — 1 rencontrant  la fois les
paraboles C,, C, ..., C,.; cette parabole ne pourra se réduire 4n — 1
droites paralleles a oz. Il faudra donc que les paraboles C, et C, cou-
pent la droite D en un méme point; la relation (19) ne pourra donc se
réduire a une identilé que si les » + 1 paraboles considérées se cou-
pent deux a deux.

Inversement, étant données n -+ 1 paraboles d’ordre n — 1 qui se
coupent deux & deux, elles déterminent un paraboloide d’ordre n — 1,
dont la section, par un plan parallele 2 oz, est une parabole d’ordre
n —1 rencontrant & la fois les n + 1 paraboles considérées. En

effet, "'équation de ce paraboloide contient '—l—(wn—ziﬁ parametres arbi-

traires; il suffira d’en disposer de fagon que la surface passe par les
(ii:—fl'f points d’intersection des paraboles données deux & deux. Il est
aisé de s’assurer que le déterminant des coefficients desinconnues dans
les équations linéaires auxquelles on est conduit est différent de zéro;
si ce déterminant était nul, on pourrait, en effet, trouver une courbe
de degré n — 1 dont feraient partie = + 1 droites, ce qui est absurde.

7. Nous avons maintenant & rechercher, parmi les surfaces dont
’équation est de la forme précédente, quelles sont celles qui admet-
tent des sections paraboliques et & évaluer le nombre des paraboles
passant par un point donné. Si la fonction cherchée est une fonction
rationnelle de « et de y, on pourra 'écrire

: ___ Pz )
(22) ST Qe )

b

P et Q étant des fonctions entieres sans facteur commun. Pour que le
plan y = max + p coupe la surface suivant une courbe parabolique, il
faudra que P(x, ma + p) soit divisible par Q(x, ma + p) ou, silon
veut, que tous les points de rencontre de la droite y = max + p avecla
courbe Q(x, y)=o appartiennentaussi a la courbe P(x, y)=o. De plus,
si au pointx = a, y = b, a points derencontre de ladroite y = ma + p
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avec la courbe Q = o sont confondus, il devra y avoir au moins a points
de rencontre de la courbe P = o avec la droite confondus en ce méme
point. Si la courbe Q = o ne se réduit pas & une ligne droite, il ne
pourra y avoir qu'un nombre limité de droites jouissant de la propriété
précédente; ce seront des cordes communes aux deux courbes P = o,
Q= o. Pour qu’il y ait sur la surface une infinité de sections parabo-
liques, il faudra, par conséquent, que la courbe Q = o se réduise 2 une
ligne droite ou que Q soit de la forme

Q(z,y) = (ax + by + c)?;

cela posé, on voit bien aisément que les systemes de droites répondant
ala question seront formés par les faisceaux de droites passant par les
points d’intersection de la droite ax + by +c=o0 avec la courbe
P(x, y) = o, pourvu que ces points soient des points multiples de cette
courbe d’un ordre de multiplicité égal ou supérieur a p; P(x, y) devra
étre de degré n + p — 1. En définitive, la recherche d’une surface de la
forme (22) admettant q séries de sections paraboliques d’ordre n — 1
est ramencde a la détermination d’une courbe plane d’ordre n +—p — 1,
ayant q points multiples d’ordre p situés sur une méme ligne droite.
Les trois nombres n, ¢, p devront vérifier I'inégalité évidente

(23) qpin-+p—i1
ou
n—1
< 5
P= 7—1

qui fournit une limite supérieure pour le nombre entier p lorsque les
deux nombres entiers ¢ et = sont connus, et permet d’énumérer ainsi
toutes les formes possibles de la solution (22).

Sil’on fait en particulier ¢ = n, on aura forcémentp = 1, et la fonc-
tion prend la forme

P(z,y)
ax—~+by—+c

P
& ==

P(x,y) étant une fonclion entiere quelconque de degré n. C'est la
forme de la premiere solution de M. Darboux pour le cas de deux va-
riablés (loc. cit., p. 408). On voit immédiatement d’olt proviennent les
n systemes de sections paraboliques; si, par les » points de rencontre



272 ’ E. GOURSAT.

de la courbe P= o avec la droite aw + by + ¢= o0, on méne des
droites paralleles & oz, ces droites sont situées sur la surface, et tout
plan passant par une de ces droites coupe la surface suivant une
parabole.

Revenons au cas général, et supposons qu’on ait choisi p de fagon
que 'inégalité (23) soit satisfaite. Prenons pour axe des y la droite des
points multiples et soienty =a,,y =a,, ..., y =a, les ordonnées
de ces points. L’équation générale des courbes de degré n+ p — 1
ayapt ces points pour points multiples d’ordre p sera de la forme

Oro+brtox—+.. . +Po,  art4+a? U =o,

ot I'on a posé
P=(y—a)(y—as)...(y—ay),

0, Oy ovo 9py désignant des fonctions entieres de y de degré
n4+p—1—gp,n+p—1—qgp—+q—1,...,et'¥ une fonction en-
tiere de @ et de y de degré n — 1. .

Si, dans'inégalité (23), on faitn = ¢ = 2, on aura forcément p =1,
et 'on retrouve, comme on devait s’y attendre, une surface du second
degré. Sil’on fait n = 3,9 = 2, onaura p <2, et la solution convenable
se composera d’une courbe du quatrieme ordre ayant deux points
doubles avec la droite joignant ces deux points. Prenons encore n = 4;
pour ¢ =4, on a une courbe du quatricme ordre quelconque; pour
g == 2, on a, soit une courbe du sixieme ordre avec deux points triples,
soit une courbe du cinquieme ordre avec deux points doubles. Si I'on
suppose ¢ = 3, I'inégalité (23) donne p =1, et onretombe sur la so-
lution correspondant & ¢ = 4. Ceci nous montre que toutes les combi-
naisons possibles a priori ne peuvent pas étre réalisées par la forme (22);
autrement dit, on ne peut pas toujours trouver de surface de cette
forme ayant ¢ systemes de sections paraboliques et ¢ seulement. C'est
la un fait général ; si, dans U'inégalité (23), on prend pour ¢ un nombre

. ;. N > ? H !
entier supeérieur a — - -, 0n aura forcément p =1, et, par suite, toules

ces surfaces auront n systemes de sections paraboliques. Pour une va-
leur donnée de n, le nombre des valeurs admissibles pour ¢ est égal
an— 1; le nombre des valeurs qui fournissent des solutions distinctes
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sera, en général, beaucoup moindre : il sera au plus égal a g si n est
pair, et a n—j:-l— si n estimpair.

. 8. Pour terminer ce qui est relatif & ce cas, il nous reste & évaluer
I'ordre de multiplicité du facteur commun a &"f et & d"+'f, correspon-
dant & chaque série de sections paraboliques. Considérons un systeme
de sections paraboliques dont les plans passent par une droite fixe et
imaginons que nous ayons pris pour axe des s cette droite fixe, pour
axe des y la droite passant par les points multiples de la courbe P =o,
et pour plan des xz le plan d’une section parabolique quelconque.
[’équation de la surface pourra s’écrire

Uptp-1+ Opipa—t...-+0,
’

p I ——
(22) 5= 7

en groupant ensemble au numérateur les termes de méme degré.
D’apres ce que nous avons vu plus haut, pour évaluer 'ordre de multi-
plicité du facteur linéaire qui correspond aux sections paraboliques
par des plans passant par oz, il suffit de chercher le paraboloide
d’ordre » — 1 qui a le contact d'ordre le plus élevé possible avec la
surface tout le long d’une de ces paraboles, par exemple tout le long
de la parabole du plan des zz. Soit

Z:P1(l‘,_y)

'équation d’un paraboloide d’ordre » — 1; pour que ce paraboloide
ait un contact d’ordre m avec la surface tout le long de la parabole du
plan des «z, il faut et il suffit que

On+p -1+ Pn+p—2 +, .. Qp — ~T"’P1(x:}")

contienne "' en facteur. On en déduit aisément que {'ordre de mul-
tplicité du facteur considere est égal a la plus petite puissance de y qui
Jigure dans le numérateur de z dans I’expression (22) quand on sup-
prime tous les termes contenant une puissance de x égale ou supérieure
a la pieme, .

En particulier, sil'on suppose p =1, la plus faible puissance de y,
quand on supprime tous les termes en z, est égale au nombre des points

Ann.de I’ Ec. Normale. 3¢ Série. Tome Il — Aour 1885, 35



274 E. GOURSAT.

communs & la courbe P == o et a axe des y qui sont confondus a ’ori-
gine; ce qui est bien conforme au résaltat de M. Darboux.

[l est aisé de confirmer et d’expliquer ce résultat.Imaginons quel’on
prenne pour P(z, y) la courbe la plus générale de son degré ayant
g points multiples d’ordre p en ligne droite; la surface correspondante
aura ¢ systemes de sections paraboliques dont chacun correspond & un
facteur linéaire simple commun & d*fet 2 d**'/.Si 'on suppose main-
tenant que les coefficients restés arbitraires dans I’équation de la
courbe varient de telle fagon quer des points multiples d’ordre p vien-
nent se confondre en un seul, les r systemes de sections paraboliques
correspondantes deviendront identiques, et le produit des r facteurs
linéaires communs se changera en la puissance ri®®¢ d'un factleur
linéaire. Cela posé, dans I’équation générale écrite plus haut d’une
courbe ayant ¢ points multiples d’ordrep,supposons que les 7 points a,,
a,, ..., «,.viennent se confondre 4 Uorigine. Tous les termes contien-
dront en facteur soit «?, soit ¥"; ce qui nous donne bien la méme con-
clusion que nous avions trouvée par autre méthode.

Nous sommes donc¢ en mesure d’obtenir, dans chaque cas particulier,
toutes les fonctions rationnelles telles que d"f et d*'f aient ¢ facteurs
linéaires communs, distincts ou confondus.

9. Je suppose maintenant que z soitracine d’une équation du second
degré a coefficients rationnels en z et en y. On en déduira pour z une
expression de la forme

P 4+ QyR

('Zf]) 5= — A—;I,T——y

P, Q, R, T étant des fonctions entieres des variables. Si R est le carré
d’une fonction entiére, on sera ramené au cas précédent; dans le cas
contraire, on pourra admetire que R ne contient pas de facteurs mul-
tiples, et que P, Q, T n’ont aucun facteur commun. Pour que le plan
y = ma+ p coupe cette surface suivant une courbe parabolique, il faut

d’abord que "équation -
R(z,mz +p)=o0

n’ait que des racines d’un ordre pair de multiplicité; autrement dit,
en tous les points communs a la droite ¥ = ma + p el a la courbe
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R(z, y) = o, un nombre pair de points de rencontre doivent étre con-
fondus. Comme il doit y avoir une infinité de droites jouissant de cette
propriété, et que R(x, y) n’admet pas de facteurs multiples, on ne
pourra faire que deux hypotheses :

1° R(z, y)=o représente unecourbe du sccond degré, ety =ma—+p
une tangente i cette conique;

2° R(x, ) = o représente 24 droites passant par un méme point et
Y = max~pune droite passant par le méme point.Cette derniére hypo-
these doit ¢tre rejetée, caril ne pourrait y avoir qu’un seul systeme de
sections paraboliques.

Nous supposerons, par conséquent, que I'équation R(x, y) = o re-
présente une véritable conique, et non un systeme de deux droites.
Soit ¥ = m.x + p I'équation d’une de ses tangentes et x = a 'abscisse
du point de contact. La section de la surface (24) se composera de deux
courbes distinctes ui se projetteront sur le plan des «z, suivant le
systeme des deux courbes

- Ple,ma+p)=Q(z,mz—+p)(x—a) -

T T(x, max—+p) ’
dont I'une devra se réduire a une courbe parabolique. SiT(x,y) ne se
réduit pas a une constante, on voit que toutes les racines de I'équation

T(r,me+p)=o
devront appartenir & ’'une des équations
Plx,mz+p)=Q(x,ma~+p)(x—a)=o.
Cela revient & dire quela courbe représentée par I'équation T(a, y)=0
devra faire partie de la courbe représentée par I'équation
@ Pz, ) EQy)VR(z, y)=o0;

s’il en était ainsi, le cylindre ayant pour base cette courbe ct ses géné-
ratrices paralleles a oz ferait partie de la surface; mais on peut toujours
supposer que, dans I'équation mise sous forme entiere, on ait supprimé
tout facteur commun aux coefficients de z* et de z et au terme constant.
Il faudea done que T(x, y) se réduise & une constante, Il faudra en-
suite que toute tangente & la conique R(w, y) = o coupe la courbe
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P{x,y)=o0 en n— 1 points seulement a distance finie et la courbe
Q(x,y)=o0enn — 2 points, ce qui exige que P et Q soient respective-
ment de degrésn— 1 et » — 2. Il est évident que tout polyndéme d’ordre
n — 1 est une solution du probleme, puisque d"/= o pour une pareille
fonction, et que, si I'on ajoute ce polyndme a une soluation, on obtient
une nouvelle solution. Nous pouvons donc faire abstraction de P(x, y),
et la fonction cherchée sera de la forme

(25) s=Q(z, y)VR(z, »),

Q(«, y) désignant un polyndme arbitraire de degré n — 2 et R(z, y)
un polynome du second degré qui, égalé & zéro, représente une co-
nique indécomposable. Les seuls plans qui coupent la surface suivant
des paraboles d’ordre n — 1 sont les plans dont les traces sur le plan
des xy sont tangentes & la conique R(«, ) = o. Par chaque point de
la surface passent donc seulement deux paraboles.

Il nous reste 4 évaluer 'ordre de multiplicité du facteur correspon-
dant a ces deux modes de génération. J’emploierai pour cela la méthode
dont s'est servi M. Darboux pour le cas analogue (loc. cit., p:4og).
Danslepolynéme R{z, y), remplacons x par « + Adx, y par y + hdy,

et soit
R(x+hdxe,y+hdyy=A -+ 2Bh+ CL%

on a évidemment
A=R(x,y), B= Sl?/—\, C= d—)/&

L’équation B* — AC = o peut étre regardée comme I’équation différen-
tielle des tangentes & la conique R («, y) = o, et elle admet la conique
elle-méme comme intégrale singuligre. 1l suit de la que le facteur
commun & d"feta d™'f ne pourra se composer que d une puissance
entiere de B> — AC ou de dA® — 2A d*A.

Pour prendre le cas général, supposons que Q(x, y) contienne R(x, )

a la puissance p. — 1, de telle sorte qu’on ait

s=F(2,0) 0(2,0);

en posant
21

v(x, y)=R(z,y) R >
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F(x,y) étant un polynéme de degré n — 2y qui n’est plus divisible
par R(x,y), on aura

IR it h /L he .
(A+2Bh+Ch?) * =9+ -do+ —do+...4+ ———d*¥o+...,
I 1.2 I.Q...Q[J. !
F(o+hdz, y+hdy)=F(z,y) + L dF + M ey
') )= & X "'+1.2...(n——3y) o
Toutes les différentielles d**o, d***'g, ... contiennent en facteur

(B* — AC)*, comme I'a fait voir M. Darboux. Donc, si I'on fait le pro-
duit des deux développements, tous les coefficients 2 partir de celui
de A" contiendront en facteur (B*— AC)*. Jajoute que le coefficient
de A* ne contient pas de puissance de B* — AC supérieure a celle-la.
Observons pour cela que d**¢ est égal, & un facteur constant pres, a
et
(B2— AC)#A™ 2

ou, sl l'on veut,
‘2{)-—4—1

Ao =K(dA*— 2A 2AA 2,

D’ailleurs
d(dA*—2A d*A)=—2Ad*A =o.

On en déduit successivement

Aot = — K 2ZE L (g s A@2A)AT T dA,
2P+t
ot g = K(?'M_i_I)ZEZH—'_B)(dA?—zAd‘-’A)Pg TTaa
2041 —-‘ﬂ}i;f \
—K 2 (dA2—2Ad2A)A 2 d?A,
ce qui peut encore s’écrire
wrrg — g (2 1) (28 +2) -5
dwrrg =K . (dA*—2Ad2APA” T dA?
‘7[.L+1 o —22:5
+K2ZED (AT — A deA)HIA

En général,
2L+2i+1

D) s A@ApAT T

g2+ (ep+2)..

AL oy -
d o= Y
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plus unesuite de termesqui contiendront des puissances dedA2—2A d*A
d’exposant supérieur & .. Quand on fera le produit des deux dévelop-
pements qui précedent, le coefficient de A*(dA®* — 2 A d*A)* sera de la
forme

241

—_————n+2 . [A N\ / n—2—1 ) .
A E " [po I (22—&) “+ Py <(—ié> AdE +.. s Preap AR AL - ll] ,
N / “ -
Pos Pis + > Py désignant des coefficients numériques qu’il serait aisé
de calculer et H une suite de termes qui contiennent tous en facteur
dA* — 2Ad*A. Pour que d*f fut divisible par (dA* — 2A &2 AP+, il
faudrait que
) (l_,\‘\ n—2, ) .
J2%t (—-—) B /;,,_gy‘A"“‘W(l"'“?l*]f

2

fut divisible par dA* — 2A d*A. De équation

dA®— oA d?*A =0

on tire
A

2 A
dPA T dN?
il en résulte que

PoldEA) 2L - p (A =20 AN AR - - py (dA Y2 =20

devra aussi étre divisible par dA* — 2A d*A. Imaginons maintenant
que le point (2, y) se déplace sur la conique A = o; on aura aussi
dA =0, mais d*A 0. Comme tous les termes de I'expression précé-
dente, & partir du second, contiennent dA en facteur, il en résulte que
on devrait avoir aussi F = o ou que F serait divisible par R(z, y), con-
trairement i I'hypothese. Done I’ ordre de multiplicite du facteur commun
adfetad™ festégalal exposant deR(x, y) dans Q(x, y) augmenté
d’une unite.

Pour que ce facteur commun soit "/ lui-méme, il faudra que Q(x, y)
soil une puissance parfaite de R(«, y) et, par suite, que » soit pair. On
retombe ainsi sur la seconde solution de M. Darboux.

10. La méthode précédente suggere un certain nombre de remar-
ques. En premier licu, j’ai déja fait observer rapidement que (outes
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les combinaisons imaginables dans le nombre des facteurs communs
a d"fetad™' fne donnaient pas lieu & des solutions distinctes. En
d’autres termes, si d”f et d"*'f ont plus d’'un certain nombre de fac-~
teurs communs, il arrivera, sous certaines restrictions, que 4! fsera
forcément divisible par 4*f. Reprenons I'exemple déja considéré et sup-
posons que l'on cherche une fonction de deux variables x et y, telle
que la dérivée quatrieme et la dérivée cinquieme aient un facteur
commun du troisieme degré cn dx, dy. Si ce facteur commun n’est pas
le cube d’un facteur linéaire et si d°f n’est pas divisible par d'f, la.
fonction inconnue ne pourra étre prise que parmi les solutions de Ia
premiere forme. Or, parmi les surfaces de cette espece, nous avons vu
qu’il n’en existe pas admettant sculement trois modes de génération
par des paraboles du troisieme degré. Donc, si d*/ et d°/ ont un fac-
teur commun du troisieme degré¢ en dx, dy, ce facteur est le cube ¢’un
facteur linéaire, ol d°fest divisible par d*/.

La méthode que j’ai employée pour démontrer que toute surface
susceptible de plusieurs modes distincts de génération paraboligne
était du premier ou du second degré en = n’exige pas au fond que les
paraboles des deux modes de génération soient du méme-degré; élle ne
repose en réalité que sur cette propriété des-courbes génératrices d’étre
du premier degré en z. Je laisse de coté les applications qui en sont
faciles.

11. Je me propose maintenant d’étendre la question aux fonctions
d’un nombre quelconque de variables indépendantes x,, x,, ..., x,.
Il est commode, pour faciliter le raisonnement, d’employer certaines
expressions empruntées au langage de la Géométrie. Ainsi’ensemble
des solutions d’une équation entreles . + 1 variables z, z,, 2,, ..., 2,
sera regardé comme une surface dans un espace a . + 1 dimensions.
Une courbe sera 'intersection de deux surfaces; un plan sera une sur-
face représentée par une équation du premier degré, un céone desommet
1> ..., @, aura une équation homogene en z — z,, &, — x, ...,
2z, — x,. On appellera de méme paraboloide d'ordre n — 1 toute sur-
face ayant une équation de la forme

Boy X

s=P(x;, 2y, ..., 2u),
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P désignant une fonction entiére des x; de degré » — r; 'intersection
de ce paraboloide par un plan paralléle & oz sera une parabole d’ordre
n—ri.

Ceci posé, soil z = f(x,, «,, ..., 2,) une fonction satisfaisant & la
question; solent z), ), ..., ) un systeme particulier de valeurs
pour les variables «;, telles que = soit uniforme et continue dans le
voisinage de ces valeurs. On aura, en posant x; — &} = dx;,

a . &f

. dn/’ dn-f—l/‘
20 I=3 - —_— : . —t
(20) o+ 1 +1.2+ +l.2...n+1.2...(n+r)

Si toutes les différentielles 3 partir de d*fsont divisibles par un facteur
du premier degré, tel que

a Az —+ ayde, +. ..+ ay dry,
le plan

=

S (
Z ﬂ,‘(.l‘,‘ — .Y’i’) O

i=1
coupe la surface (26) et le paraboloide

.d ? dr—1
(27) ’/4=:~0+—;Z+Ij{+...+ T_)"{TIT/:T}
suivantla méme courbe. Donc, parchaque point de la surface passe une
parabole d’ordre » — 1 située tout entiere sur la surface. On verrait
de méme que, si ce facteur commun entre & la puissance p, la sur-
face (26) et le paraboloide (27) ont un contact d’ordrep — 1 en tous
leurs points communs appartenant a cette courbe; ou, ce qui revient au
méme, toutes les dérivées partielles de /et de Z sont égales respective-
ment jusqu’a celles de 'ordre p exclusivement, en chacun de ces points.
Il estaisé de déduire de 1a 1a forme la plus générale dela fonction /,
lorsque d”fet **'font un diviseur commun qui est linéaire par rap-
port aux da; ou qui est une puissance parfaite d’un facteur linéaire.
Dans le premier cas, la fonction fs’obtiendra par I’élimination du para-
metre variable u entre les deux équations

(28) iy (1) + 2305 () +. ..+ 2you(w) +d(w) =o,

(29) 3:F(.T1,.Z‘2, -~-yx|1,)7
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Dir oy -0y 9y Ydésignant des fonctions quelconques dex, et F étantun
polynome de degré n — 1 par rapport aux «;, dont les coefficients sont
des fonctions arbitraires de «. Dans le second cas, on aura

(30) /= [ (2 0y (@) 2y 95 (U) o 2y 0y (1) + L (@) ]P1F (2, 22y ..., 2 ) dut,
0

F, élant une fonction enticre des a; de degré n — p dontles coefficients
sont des fonctions arbitraires de z, et la fonction « étant toujours dé-
finie par équation (28). On peut I’établir par un raisonnement exacte-
ment pareil & celui du n° 4; il est clair, d’ailleurs, que la premiere
forme n’est qu’un cas particulier de la seconde. .

On peut véritier ce résultat comme il suit : désignons par dF,,
A*F,, .... les différentielles totales de F, prises en regardant & comme
une constante. En appliquant & la fonction fla regle ordinaire de dif-

férentiation sous le signe /; on en déduit successivement

a fl
df=(p— x)f (19129242 0p )P (0 d gy Ayt -0y, day)F du
0 :

’ s
-+ f (210, 239y 4. ..+ a2y oy + U)P1dF du,
0

dr=\f=(p—1)(p—2)...2.1 J (g1dai 4+ gadry .. .4 gpdry )~ Fidu
0

p—1
1

+

(p—1)(p—2)... :'a./ (e +d) (9, day -+ )P 2dF du
0

+(1)—1)(/}~~2)
1.9

(p—1)(p—2)...3
x/' (2301 o U) (91 4 . .- Gy )o=3 B it + ..
)

73
+f (2191 2y gy = Y)P! dr—F,du.
0

Apres n différentiations successives, on aura deux sortes de termes :
‘1° Des termes finis dont chacun contiendra une des différentielles
Ann. de I'Fie. Normale. 3¢ Série. Tome 1. — Aovr 1885. 36
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totales successives de I'expression

(oydr + vydas 4. . == 0 dxy)P,

ou cefle expression elle-méme:
2° Des termes qui s’exprimeront encore au moyen d’intégrales défi-

nies, la forction sous le signefc_ontenant une des différentielles

dr-p+ ¥, d"-P+2F,, .... Ces termes sont nuls identiquement, puisque
F,estun polynome de degré n—p.
Posons, pour abréger,

U= (o;dz,+ 92 dx, 4-.. .+ oy dry)’;

on aura

AU =p(@,de,+ 0, dx, +. ..+ @ dey)P 1 (¢ dry 4+ oy dry +4-. . .- gpday) du.
Mais de I’équation (28) on déduit
o de gy dry 4. o dry = — (2 0] 2y 0, 4o 2y op V) du

ceci nous montre que dU sera divisible par U. Par suite, il en sera de
méme de d*f et de toutes les différentielles de fa partir de celle-li.

12. 1l nousreste a traiter le cas ou d"fet d"*'fadmettentun diviseur
commun non linéaire par rapport aux da;, sans que ce facteur soit une
puissance exacte d’un facteur liné¢aire ; soit H ce diviseur commun. Si
on attribue a toutes les variables ;, sauf A deux d’entre elles, 2,
et xy, des valeurs constantes quelconques, tous les dx; seront nuls,
sauf dx,, et day, et H se réduira & une fonction homogene de dr, etdxy,
que je désignerai par Hy,. D’un autre c6té, fdeviendra une fonction
S des deux variables a;, et xy, telle que d*fy; et d*'f); aient le diviseur
commun Hy;. Comme H n’est pas par hypothese une puissanee parfaite
d’une expression linéaire par rapport aux da;, il en sera de méme en
général de H,, par rapport a dw, et dx, et la fonction f;; devra, d’apres
ce que nous avons va plus haut (n% 5 et 6), se réduire 2 une fonction -
rationnelle de a, et de x; ouvérifier une équation du second degré
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dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de ces deux va-
riables. .

Le raisonnement serait en défaut si H,; était une puissance exacte
d’un facteur linéaire; mais il est aisé de faire disparaitre cette difficulté.
Pour fixer les idées, supposons qu’on ait sealement trois variables «,,
Ty, Xy, et soit

H=Adx}+ Adri+ A'de} + 2Bde,dr,+ 2B deydr, + 2B dxda,;

on aura
H,, =Adx? + Alda? + 2B dedux,.

SiB”* — AA’=o, H,, sera un carré parfail. Géométriquement, sil’on
regarde dw,, dx,, dx, comme les coordonnées d’un point, I'équation
H = o représentera un cone ayant son sommet a 'origine et la condi-
tion B”* — AA" = o exprime que ce cone est tangent & ’un des plans de
coordonnées. Mais, si le cone H = o ne se réduit pas i un plan double,
¢’est-a-dire si H n’est pas un carré parfait, on peut toujours, par une

substitution linéaire .
(Zi=2a 1 +L ys+7 s
(31) 5 zy=0' y1-+ L ye 7 2
( P ar/yl —+ r@//l).‘l -+ 7//‘1,3?

prendre pour plans de coordonnées trois plans non tangents i ce eone,
de sorte qu’aucune des expressions H,,, H,;, II,; ne soit un carré par-
fait. On leve de méme la difficulté dans le cas général. Nous avons
done, en premier lieu, & résoudre le probleme suivant :

Trouver la forme la plus générale d’une fonction de v. variables indé-
pendantes, telle que, st 'on attribue des valeurs constantes quelconques
a p. — 2 de ces variables, elle devienne une fonction rationnelle des deux
variables restantes ou ne renferme d’autre irrationnalité qu'un radical
carré portant sur une fonction entiere de ces deux variables.

Nous voyons, de plus, que, si I'on effectue sur les variables x; une
substitutipn linéaire de la forme

i

P

.«z'[:Za,-,‘,y,‘. (f==1,9,...,4),
k= i
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la méme propriété devra subsister par rapport aux variables y;. On
apercoit immédiatement deux catégories de fonctions répondant a la
question : ce sont les fonctions rationnelles de toutes les variables ;
et celles qui ne contiennent d’autre irrationnalité qu’un radical carré
portant sur une fonction entiére de ces variables. J'ajoute qu’il n’y en
a pas d’autres en dehors de ces deux catégories. Pour plus de netteté,
supposons qu’il n’y ait que trois variables x,, «,, x,; le raisonnement .
est, du reste, tout a fait général. Admettons d’abord que, quand on
attribue a une des variables une valeur constante quelconque, la fonc-
tion fdevient une fonction rationnelle des deux autres. Alors la fonction
inconnue f sera de la forme
_ Plry,ry)

/= Q(zy, 1)’

P et Q étant les fonctions entieres de x, el de «, dont les coefficients
sont des fonctions de «,. Mais, d’autre part, quand on suppose x, con-
stant, / devient une fonction rationnelle de x,; il faut donc que ces
coefficients soient eux-mémes des fonctions rationnelles de x; et, par
suite, fsera le quotient de deux fonctions entieres par rapport aux
trois variables.

Si la fonction f contient un radical carré quand on fera x, = const.,
elle sera de la forme

. E’_—}_— Q \/[{

- T

P, Q. R et T étant des fonctions entieres de x, et de x, dont les coeffi-
cients sont fonctions de «,. Supposons que R contienne x,; quand on
fera en second lieu @, = const., f'ne pourra dépendre encore que d'un
radical carré, ce qui exige que ces coefficients dépendent rationnelle-
ment de x,. Une fois la proposition établie pour le cas de trois variables,

on peutremonter de proche en proche au cas d’un nombre quelconque
de variables. '

13. Supposons d’abord que fsoit de la forme /= ]—)—+1(-‘—)—'\/—R—’ P, Q,

R et T étant des fonctions entieres de toutes les variables, telles que R
n’est pas carré parfait et ne contient aucun facteur carré parfait, et que
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P, Q, T n’ont aucun facteur commun. D'apres une remarque faite plus
haut, on peut supposer, en outre, que R contient toutes les variables
et ne se réduit dans aucun cas a un carré parfait, quand on suppose
que l'on attribue des valeurs constantes & toutes les variables, sauf
deux.

Cela posé, si 'on donne & tous les a; des valeurs constantes quel-
conques, sauf aux deux variables x;, et o, T devra se réduire 2 une
constante (n°9). Il en résulte que T se réduit & une constante par rap-
port & toutes les variables; on verrait de méme que P, Q, R sont des
polynomes de degrés n — 2, n, 2 respectivement. Abstraction faite du
polyndme P, on voit que la fonction sera de la forme

JS=Q (2, 2, ..., 2y) \/RK;L'“ Ly, o ey Ly,

Q étant un polyndme arbitraire de degré n—2 et R un polynome du
second degré. Pour trouver le facteur commun a d*feta d"*'f, on n’a
qu’a reprendre exactement le raisonnement du n° 9. Soit

R(z;+lde)=A+2Bh+ CL?,

s1 Q(a;) est divisible par [R(a;)]*~" sans 'étre par [R(x;]*, le facteur
commun a d”feta d"*' f sera

(B2— AC).

i

14. Si f est une fonction rationnelle des variables x;, on pourra
écrire

~
ll
1
Sl

P et Q étant des polyndmes entiers par rapport a ces variables sans
aucun facteur commun. D’apres ce que nous avons vu plus haut, quand
on attribue des valeurs constantes quelconques & toutes les variables,
sauf deux, Q deviendra une puissance parfaite d’une fonction linéaire
de ces deux variables. A plus forte raison, sil'on attribue & toutes les
variables, sauf une, des valeurs constantes quelconques, Q deviendra
une puissance parfaite d’une fonction linéaire de cette variable. La
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méme propriété subsistant quand on effectue la substitution linéaire
la plus générale de la forme précédente, on en conclut que Q est une
puissance parfaite d’'une fonction linéaire de toutes les variables

Q= (a,2+ aszy+...+ agzey~+ a)’.

On verrait de méme que P serade degré n + p — 1. Par une substitu-
tion linéaire, on pourra mettre f sous la forme

l)

{32) JS= l_'f’
imaginons qu’on ait ordonné P suivant les puissances croissantes dex,,
P=Py+x, P+ 2iPyt...-- 2Py~ . .2 P .

Voyons comment on devra prendre le polynome P pour que d*fet &' f
aient un diviseur commun d’ordre ¢ par rapport aux différentielles.
Attribuons aux variables a,, 2,, ..., #, des valeurs constantes; 1'équa-
tion P = o représente alors une courbe plane qui, d’apres ce que nous
avons vu, devra avoir ¢ points multiples d’ordre p sur I’axe Oz,. Il en
résulte que P,, Py, ..., P,_, devront étre divisibles respectivement
par R?, R?=', ..., R, R désignant une fonction entiere de x, de degré 4.
On reconnait bien aisément que R sera une fonction entiere de degré ¢
de toutes les variables «., @, ..., 2, de sorte que finalement la forme

générale de P est la suivante :
(33) P=o R+ oz R 4. .+ 20 o) R+ 20 (2, 24,y .0, 2y),

¢ désignant une fonction entiere de degrén — 1.
Inversement, considérons une fonction de la forme

. R\” . R /""_ R
J =% m -+ 91 W free o Qpy M -+ ©p,

ou les ¢ sont des fonctions entiéres, R une fonction entiere de degré ¢
et w une fonction linéaire. Je dis que toutes les différentielles & partir
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de d"f sont divisibles par un méme diviseur, de degré ¢ par rapport aux
différentielles. [ Par hypothese, ¢; estde degré n+p—1—q(p—i)—7].

. R oo N ) .
Posons = = —; toutes les différentielles d9+'=, d9+2=, ... seront di-

visibles par d?z. Il en résulte que, si &%= = o, le développement de /.
quand on remplacera x; par x;+ % dx;, se réduira 2 un polynome de
degré n — 1 en A; donc toutes les différentielles & partir de d?f seront
nulles quand on aura d’= = o. Comme d’= est en général indécompo-
sable, toutes ces différentielles seront divisibles par d?=. On peut aussi
le voir en calculant les coefficients de % dans le développement.

En définitive, les fonctions quirépondent au probleme appartiennent
- A trois catégories.

I. Les fonctions de la forme

J= / [zi0(@) + 2apa(e) 4. . .4 pop () 4 G ()P E (2), 24, . ., 2y)du,
“0

avec la condition

2y 9y () + 2y 03() ...+ 2y gp (@) + b () =0,

F, désignant une fonction entiere des a; de degré n — p dont les coefti-
cients dépendent de .

II. Les fonctions de la forme

S=Q(x, 25, ..., 2y) VR (2, 2y, ..., 2),

Q étant un polynome de degré n— 2 et R une fonction entiere du
second degré.

»

III. Les fonctions rationnelles de la forme suivante

R\7 R\7—! R
f:.::c.ao( > —i—cp;(—> —}-...—l—:p,,-,(;)—}—gv,,,

\ ¢ u

ol 9, est une fonction entiere de degré n +p—1—¢g(p—i)—1, ouR
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est une fonction entiere de degré ¢ et u une fonction linéaire. 1l est
bien entendu qu'a chaque solution on peut ajouter un polynome arbi-
traire de degré n — 1.

On a vu plus haut comment le diviseur commun & "/ el & d"*'f
pouvait &tre obtenu dans chaque cas particulier.



