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SUR LES

D I F F É R E N T I E L L E S DES F O N C T I O N S
DE

PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES,

PAR M. E. GOURSAT,
P R O F E S S E U R A LA F A C U L T E D E S S C I E N C E S D E T O U L O U S E ,

Dans son Cours d'Analyse, p. 64, ^1. Hermite a remarqué que, q u a n d
on développe le radical

\1 i -H 2 a. x + 2 a 'y -4- ;6 a?2 -i- 2 p^z'y 4- (3 y

su ivan t les puissances de x et dey, le groupe homogène des termes dis
second degré entre en facteur dans le groupe homogène des t e rmesdu
troisième degré et des degrés plus élevés. Cette remarque a été le po in t
de départ , d'un intéressant Mémoire de M. Darboux, publié dans le
Bulletin des Sciences mathématiques [^ série, t. V, p. 376-384 et 39,5-
4^4)» où l ' au teur détermine toutes les fonctions d 'un nombre quel -
conque de variables indépendantes pour lesquel les la différentielle
to ta le d^ordre 714- i e,st exactement divisible par la dif férent ie l le to-
tale d'ordre n.

Comme F ind ique M. Darboux lui-même ( p < 4 1 2 )» ces recliereb(is
sont encore susceptibles de généralisalions étendues. Dans le présent
t rava i l , je me suis proposé de trower toutes les fonctions d'un nombre
quelconque [j. de variables indépendantes telles que deux différentielles
totales successives aient un facteur commun, fonction entière et homo-
gène des différentielles dx^ dx^, , . , , dx^. Il est clair que la question
résolue par M. Darboux n^est qu^un cas particulier de la précédenie.Je
traite d'abord le cas de deux variables indépendantes; le problème est
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alors susceptible d'une interprétation géométrique simple, qui conduit
facilement à la solution complète. Les résultats sont ensuite étendus
aux fonctions d'un nombre quelconque de variables.

1. Soit 3= /(o-i, a-,,...,^)une fonction de y. variables indépen-
dantes x,, ^,'..., x~^ la différentielle totale d'ordre n d-f est une
fonction entière et homogène d'ordre n des différentielles dx,, dx^, ...,
dx^ dont les coefficients sont, à des facteurs numériques près, les dé-
rivées d'ordre n de la fonction /. Nous dirons que cette différentielle
est irréductible s'il est impossible de la décomposer en un produit de
facteurs entiers et homogènes par rapport aux dx, et de degré moindre.
Dans le cas de deux variables indépendantes, c^/sera toujours le pro-
duit de n facteurs linéaires en dsc,, dx^, égaux ou inégaux. S'il y a
plus de deux variables, d11/ sera en général irréductible.

Je désignerai, en général, par les lettres H et K des expressions de
même forme que d"/, c'est-'a-dire des fonctions entières et homogènes
des do;,. On voit tout de suite ce qu'il faudra entendre quand on dira
que d'1/ est divisible par un facteur H ou que d'1/ et d'^f ont un fac-
teur commun. Soit H ce facteur commun ; on devra avoir

(')
rf"/--=tIK,

d'^f-^ II.KI;

si l'on suppose que le facteur commun H soit d 'un degré déterminé,
l 'élimination des coefficients inconnus qui entrent dans H, K, K, entre
les différentes équations obtenues en écrivant que les deux membres
des égalités précédentes, sont identiques terme à terme, quels que soient
\esdxi, conduira à un certain nombre de relations algébriques entre
les dérivées partielles d'ordre n de la fonction/ et les dérivées par-
tielles d'ordre n 4-1. Il s'agit, en réalité, d'intégrer ce système d'équa-
tions aux dérivées partielles; mais la marche que j'ai suivie est tout a
fait différente.

Je commencerai par démontrer le lemme suivant :

LEMME. — Étant donnée une fonction/ de y. variables indépendantes
x,, se.,, ..., a?n, si d'1/ contient un facteur multiple K7", dK. est divisible
par K,
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Supposons que l'on a i t
( 2 ) ^/^HK^

H et K é t an t des fonctions entières des dx^ e£ H étant premier avec K.
Désignons par H, et K, ce que deviennent H et K quand on y remplace
dxi par p^ et posons
(3) ^ (p-rrï-I^;

HI et K^ sont des fonctions entières et hornog'ènes des p ^ de degrés m,
et m^ respectivement, avec la condition

(4) ' 771.1 -+- mm^ '=- n.

Pour que l'expression HK^ soit la différentielle T^1110 d 'une fonct ion y,
il faut et il suffi t que les conditions

(P o à'1 o
ô^'i àpk ~ àxi, api

soient iden t ique i ' nen t satisfaites, quelles que soient les quanti tés pi
(voirie Mémoire de M. Darboux, p. 382). On aura

^^fllK^+^H.Kr1^. ! ' .àsci àxi 1 à^i
àîo ^- K"- + ̂  K"-1 ̂  + -. ̂  K',"-1 ̂àx, àpk àxi à p / , 1 àxi l à p / , àpk 1 àxi

Tï- •S-r ni 1 u " K.1 , . y,- -.t^n, q <y-K,1 </K.l-}- mH.iK^'"1 -,——— + m m — i.)H.iK.^--2 —- —— ;1 à x f à p k / i i ^^^. ̂ '

les conditions.(5) deviennent

, / .^H, àm, \ ,, /^î, ^K, à^ ôKAy^ i ^^———,—— —— -^———-— i —^- JY^ jp^ i ——— --,,—— — -,—— ——— ii \àxiàpk à o c k à p i ) l \àx, ôpk à^/c a p i }

(^ -^rnK^ (ÔKi à^ ÔKi ^A^-mn Km^( ^Kl ^Kl ^1 0) 4- Ïïï JiY i t -,—— -v—— — -i—— •~i— ) -t-77îtl-i JY.i \ -,———--— 1— ~i-~v---— .v / 1 \ôcci àpk à x ] , à p i ) 1 \()^iàpK!'''à•^î,'âFï)
. ,,. ,.-,„ ,/Mi ^KI ^Ki MA4- m (m— i)HiK^~2 -.— .—" — -.—- -,— == o.v ' 1 l \^ àpk àyf, a p i )

Tous les ternies, sauf le dernier, contiennent en facteur K^"'1. Comme,
par hypothèse, m est >i et que K< ne peut être,nul , quels que soient
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les /?,-, il su'il de là que
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H f0^ àK! —àKl ̂
^Ar, àpk ^À d/?/,

. devra être divisible p a r K i . D 'autre par t , nous avons supposé H pre-
mier avec K et par sui te H, premier avec K , ; il f audra donc q u e l 'on
ai t

(7)
àK! ÔK! _ àK! àK!
àxi api, àxf, api

— K W-—— IV ^ 1 / ,

y/désignant une fonct ion entière des p^ Dans la formule ( 7 ) , laissons
fixe l 'indice k et faisons successivement i == ï , 2, . . . , ^; on aura une
suite de relations analogues à la précédente

(8)

àK,
àx,
àK^
àx^

àK,
à'^

àK,
api,
àK,
àpk

àK,
àpk

àK, àK,
àxf, àpt
àii, àK,
àxf, àpî

cm, ÔK,
àxf, àp^

==K,V,,

=K,ir,,

=K,^;

mult ipl ions ces formules respectivement par p^ p ^ , . . . , / ? « et a jou tons .
Il vient, en tenant compte de ce que 'K.^ est une fonct ion homogène
des/?,,

àK,/àK, àK, ()K^ \p
ox^ } :Ki<I>,~ P î -(9) />i-hôp/c \ àx^ àx^ '

<ï> étant une fonction entière des pi. Nous pouvons toujours supposer
que K est irréductible; alors K, sera premier avec —1; par suite

<Xi àK, ÔK,
àx, ̂ i 4-^/^4-...-h j^^

est divisible par K, . En remplaçant p , par doc,, on en conclut que
i=tjLy àK

à.Vi dûCi ==: dK

est divisible par K, C. <}. F. U.
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II est facile de voir que cela est encore vrai, alors même que K ne
serait pas supposé irréductible.

Corollaire. — Si la différent iel le /^ié^ltî est exactement divisible par un
fadeur mu l t i p l e , la différentielle n + i"1"36 sera exactement divisible
par le même facteur, ainsi que les différent iel les d'ordre plus élevé.

Soit
^/^HK^,

on aura
cl^1 y"=. dît K/'1 4- w H K^ -1 clK.

Comme dK. est divisible par K, d'après ce qu i vient (Fêtre démontré,
rf^/sera divisible par K7'2; on démontrera ensuite qu ' i l en est de
même de d^f, d'^f, ....

De ce qui précède, résulte i m m é d i a t e m e n t le llléorème su ivan t :
THÉORÈME. — Si d'1/et d'^'f sont divisibles par un même facteur, ce

facteur divise toutes les différentielles dordre plus élevé.

Pour prendre le cas général , supposons d1/ décomposé en facteurs
i r réduc t ib les et premiers en t re eux,

^/=:H^H^...HS%

et cherchons d 'où peuven t p roven i r les facteurs communs à r^/et
à r/^y. Nous avons, en p remie r . l i eu , tous les facteurs m u l t i p l e s de
d'1/. Soit ensuite H/ un facteur simple i r réduc t ib le de d11/', on pourra
écr i re

^/=H,K,.,

Ki é tan t premier avec H^. On en dédui t

€ln^/=^,dKf^'K.,dH,;

pour que d'^f soit divis ible par H/, il faut et il suf f i t que r/H/ soit
d iv i s ib le par H/. En résumé, les facteurs c o m m u n s p r o v i e n n e n t des
facteurs mul t ip les de d11/ et des facteurs simples II/ tels que ^/H/
soit divis ible par H,. Mais tous ces facteurs d iv iseront aussi d'^f,
d11^/, .... c. Q. F. D.

Remarque. — Si H est un facteur c o m m u n à d\f d à y/724"1/, diï sera
tou jou r s d iv i s ib l e par H. Dans le cas de deux var iab les i n d é p e n d a n t e s
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x ety, cette condition est susceptible d 'une in terpré ta t ion géométr ique
intéressante . Supposons, pour plus de netteté, que nous ayons un fac-
teur l inéa i re en dx, dy, Adx 4- Brfy, tel que dKdx 4- dBdy soit divi-
sible par Adx 4- Bdy. Il est aisé devo i r que les condit ions auxque l les
on est condu i t sont celles que l'on ob t i endra i t en éc r ivan t que les
courbes intégrales de l ' équa t ion d i f férent ie l le

k.dx --{- B dy ==. o

ont un point d'inflexion en chacun de leurs points , c'est-à-dire que
ces courbes forment un système de lignes droites. La remarque
s'étend d'elle-même à une équation différentielle du premier ordre et
de degré quelconque.

2. Laissant de côté ces généralités, je me propose m a i n t e n a n t de
trouver toutes les fonctions/des deux variables^ etj, telles que d"/
et ^•y soient divisibles par un même facteur. Soit S la surface re-
présentée par l ' équat ion

(10) ^y-(^^

soient x , y , z les coordonnées d 'un point de cette surface et X, Y, Z
les coordonnées d'un po in t vois in . On aura , en posant dx = X — x,
d y ^ V ^ - y , -

/ ^ ry . df d^t d^f(n) Z =/ H- -L + _Z. 4.,... . . + „——,/_ ̂  .
ï i .2 i . 2. . . n

en admettant que la fonction/est uniforme et cont inue dans le voisi-
nage du couple de valeurs considérées pour les variables.

Voici quelques dénominat ions dont je ferai usage pour abréger.
J 'appellerai paraboloïde d'ordre n — ï toute surface a y a n t une équa-
tion de la forme

^=P(^j),

P (^y) étant un po lynôme de degré n — r . Toute droite para l lè le à
l'axe oz sera dite un diamètre de cette surface. De même j 'appellerai
parabole d'ordre n — s. toute courbe plane dont l 'équation en coordon-
nées rectii ignes'peut être ramenée à la forme

, 'Y=--;a+.pX+7X2+...4-AX / ^-- l ,



DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. ^6 l

et toute droite parallèle à FaxeoY sera encore un diamètre. Les équa-
tions générales d 'une parabole d'ordre n— i ayant ses diamètres paral-
lèles à oz seront

>'==: mx 4-7-?,
z =. a + ̂  -h.. . -f-L.^-1.

Dans ce qui suit , je supposerai toujours, à moins de mention ex-
presse, que les diamètres des paraboles et des paraboloides dont il sera
question sont parallèles à os. Une parabole d 'ordre zéro sera u n e
droi te parallèl'e au p lan desrry; une parabole du premier ordre sera
u n e ligne droi te q u e l c o n q u e , elc.

Si, dans le déve loppemen t ( î ï ) , on se borne aux n premiers termes,
on a l ' équat ion d'un paraboloïde d'ordre n — r osculateur à la su r face
au po in t considéré, l 'ordre de contact é t an t n— ï . Toutes les para-
boles d 'ordre n — ï situées sur ce paraboloïde et passant pa r ce po in t
auron t également avec la surface un contact d'ordre n — ï . Mais ce
contact sera d'ordre p lus élevé si l 'on considère les sections du parabo-
loïde oscu la îeur par les plans parallèles à oz, et dont les traces sur le
plan des xy sont déterminées par l 'équat ion rf^/^o, où l'on a remplacé
dx par X — x Gidy par Y —y. Il y a ainsi en chaque point: d 'une sur-
•face n paraboles d'ordre n — i ayant avec la surface un contact
d 'ordre n ou d'ordre plus élevé; ce sont les paraboles de celte espèce
osculatr ices à la surface. Ceci posé, supposons que rf^/et ^M /soient
divis ibles par un f a c t e u r de la forme Aûte+Bcfy; d'après le théo-
rème démont ré plus haut, toutes les différent iel les d'ordre plus élevé
seront divisibles par le même facteur. On p e u t , de plus, supposer que
ce fac teur ne divise pas ̂ ~1/ Tous les termes du développement ( r 1}
cont iendront en facteur A ( X -- x} -+-B(Y — y ) , à p a r t i r d u n-^-i'1^;
la section du paraboloïde osculateur

df cl11-1 f^^y.^_ -+-.. . . -.|-,
~•/ 1 ' " ï .2 .. .( n — ï )

par le plan parallèle à oz
A ( X - ^ ) + B ( Y — y ) r = o

est donc située tout entière sur la surface. On voit donc que l'exis-
tence d'un diviseur commun de ^/et de d ' 1 ^ / signifie géométrique-
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ment que par chaque point de la surface S passe une parabole cFordre
n — i ayant oz pour direction diamétrale et située tout entière sur la sur-
face. La réciproque est év iden te . Si par chaque point de la surface
passe u n e parabole de cette espèce située sur la surface, elle fai t partie
en c h a c u n de ses poin ts des n paraboles osculatrices à la sur lace en
ce point , et le facteur l inéaire correspondant de â?"/"doit diviser d ' ^ ^ f
et tou tes les au t r e s différentielles.

Si rf^/a un facteur m u l t i p l e , deux ou plusieurs de3 paraboles oscu-
latrices en chaque po in t seront c o n f o n d u e s » Le leim-ne .démontré plus
haut nous prouve que, s'il en est ainsi, les paraboles osculatrices con-
fondues sont si tuées sur la surface. Par chaque po in t de la surface
passeront autant de paraboles distinctes d'ordre n — ï que d^fet d'^^f
ont de facteurs communs linéaires et distincts. Il nous reste à montrer
comment on peut dist inguer géomét r iquement les paraboles provenant
des facteurs mult iples . Supposons que o^/contienne [ K d x -4- Ïïctyy
et ne cont ienne pas {Adx • J ^ ' Q d y ) p + • { . Prenons pour origine un point
quelconque de la surface et pour p l a n des xz le p l an de la parabole
provenant de ce facteur m u l t i p l e ; dans le d é v e l o p p e m e n t de z su ivan t
les puissances de x et dey,^'7' entrera en facteur dans le groupe homo-
gène des termes de degré n et des degrés plus élevés, et l 'on pour ra
écrire

^,-=IV..i(,.^,r) -i-y^ 9(.r, y),

P^ .„..„< désignant un polynôme de degré n — ï et y(^,j') une fonction
uniforme et c o n t i n u e dans le vois inage des valeurs^ ==y == o. Consi-
dérons le paraboloïde d'ordre n — ï ayant pour équation

Z=P,^(^,7),
et soit

a=^~Z=^Q(.y,j).

Toutes les dérivées partielles de la fonction u sont nulles pourj- === o,
jusqu 'à celles de l'ordre p exclusivement» c'est-à-dire que le paraboloïde
et la surface ont un contact d'ordre/? — ï t o u t l e l ong de la parabole du
plan des xz. Remarquons que, si j?<n, il y a une in f in i té de parabo-
loïdes d 'ordre n — ï jouissant de la même p r o p r i é t é ; ils sont repré<
sentes par l 'équat ion générale

Z=P^(.r,7)4~r^Q(.r,y),
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Q(^,j") é t an t un polynôme de degré n — p — \ . Inversement , il
n'existe pas de parabolo ïde d'ordre n — i ayan t avec 1a surface un con-
tact d'ordre supérieur à p — i tout le long de la parabole du plan des^.
Il f audra i t , en effet, pour cela que l 'on pût trouver un polynôme P' de
degré n — i , tel que la différence z — P' cont ienne en facteur une puis-
sance de y supérieure à/?; ce qui est impossible, puisque, par hypo-
thèse, (p(^,j) ne cont ient pas y en facteur.

En résumé, pour évaluer l 'ordre de m u l t i p l i c i t é d 'un facteur commun
à deux différentielles successives, il suff i t d 'évaluer l 'ordre m a x i m u m
de contact que peut avoir un paraboloïde d 'ordre n •— i avec la surface
tout le long' de la parabole située sur la surface provenant de ce facteur
commun, et d'augmenter cet ordre d'une uni té .

3. Occupons-nous d'abord du cas où les deux différentielles d^fel
d^^foïit un facteur commun du premier degré et un seul, ce facteur
ne divisant pas ^"y.La défini t ion de la fonction/ résulte imméd ia t e -
ment des considéralions précédentes. La surface z -==f^x,y) pourra,
en effet? être regardée comme engendrée par une parabole var iable
d'ordre n — i qu i se meut en se déformant d'une façon arbitraire, mais
en conservant toujours ses diamètres parallèles à oz. Cette surface sera
définie par les deux équations

( 1 2 )
( y ~=.tx ^- y {f),
] z ==/(Q -h xf,{t} -4-. . . + ̂ ~V,,-i(^),//, — i

«

£ désignant un paramètre variable, et ^./»/o./2» ' " " J n . -i é t an t n 4- ï
fonctions arbitraires de ce paramètre. L'équation aux dérivées par-
tielles de ces surfaces s'obtiendra en él iminant le rapport —r en t re les
deux équations

d'1 •/=- o, d^f •==. o.

Ceci est bien d'accord avec les résultats connus. Posons, s u i v a n t
l 'usage,

— ^ - = ̂ i • • =: àî^ ç =: ....<j2^ /. =: ^£
à^ à y ? <^-•<•t? '" àxày'1 ' à y ' ^

— Èll p. - Ĵ JL — _ à^_ , _ à^ ' - , •
^^ 'à^' ^ • ̂  à^à/ y "~" àx àr^ 0 ̂  à^ ;
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en é l i m i n a n t doc et dy entre les deux équat ions

cïf-= pdx 4- qdy =r- o,

^/'rrr rû^12 -f- 2 .ç<^r <^}' -4- td}^ ••=. o,

on aura l 'équation aux dérivées partielles des surfaces engendrées par
une l igne droite paral lèle au plan des xy. Le résultat de l ' é l imina t ion
est

rq2 — ^spq ~l- tp^ =. o,

qui est bien l 'équat ion aux dérivées part iel les des surfaces conoïdes.
De même, en é l iminant dxet dy entre les deux équa t ions

c/y.- î rdx'1 — 2.'sd.r dy 4- (.dy^ =. o, " '

^/== ad^ + 3^d^€ty -h- Ïydxdy^ -4- Oû?j3 = o,

on aura l 'équat ion aux dérivées partielles des surfaces engendrées par
une droite quelconque, ou des surfaces réglées. On est conduit aux
mêmes calculs que par la méthode ordinaire (HERMÏTE, Cours d''Analyse,
p. 222).

4. Je suppose, en second l ieu , que d'1/ et d'^^f ont un facteur
commun qui est la puissance J?î<>me d 'un f a c t e u r l inéai re en d x ^ d y ,
ne divisant pas d'^f. La surface z =f[x, y ) n ' admet encore qu 'un
seul mode de générat ion parabolique, mais, tout le long d'une para-
bole, i l existe un paraboloïde d'ordre n — i, ayan t un contact d 'ordre
p — i avec la surface proposée, qui peut, de cette façon, être envisagée
comme enveloppe d'un paraboloïde, la courbe de contact étant une
courbe plane située dans un plan parallèle à -os. L'exemple le plus
simple est fourni par les surfaces développables. Pour prendre le cas
général, soient

( I3) .T9i(M)-i- j 'y2(</)--h'^(^) 1=0,

04) Z==F(,^J,M)

les équations de la parabole mobile, l'équation ( i4) représentant un
paraboloïde d'ordre n — i , qui a un contact d'ordrep — i avec la sur-
face lieu de cette parabole mobile. Imaginons que de l 'équation ( i3)
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on ait lire la valeur du paramètre variable u

u^f^x.y'),

et qu'on l 'ait porté dans l 'équation ( i 4 ) ; on aura la fonction inconnue

(i5) --=F[^j,/i(^y)]=/(^,j).

Il nous faut exprimer que tout le long de la parabole les dérivées
partielles de la fonction z sont égales à celles de Z, jusqu 'à cel les-de
l 'ordre p — i inclusivement . On a

àf_ à¥_ àV du
àx àx au cLr^

àf àF àF du
__v_ ——— ____ 1_ _____ ______ •

àv à y au cl y )

, • ^ i p • du dû ' î r i i »comme on ne peut avoir a la tois "y-, == o, ~, == o, il f aud ra que 1 on
ait

à F
àa^0-

Or -j- est, commeF(.r,y, u), unefonc t ion entière de x et deydedegré

n —• i ; pour que — s o i t n u l e n même temps quecry^(^)-{-7<yJ^)-^-^(^),
rîV

i l fau t et il suff î t que -y- soit le produi t de x(f^u} +jç^(^) +• ^(^) P^
un polynôme d 'ordre n — 2. On démontrerait ensui te de proche en
proche que —2-? • • • ? .—^y- doivent être divisibles par le même fac-
teur ; il en résulte que l 'on doi t avoir

àV̂
 .==l>9i0) -+-792(^) "-{-^(^^[^"^^(^^r, if),

Fi (.r, y, u} désignant un polynôme de degré n — p en oc et y, don t les
coefficients seront des fondions arbitraires de u. La fonct ion inconnue
sera donc définie par l 'équation

r 1 1

/== i [.r9^(</)•-^-ycpâ(^/)•+-4/(a)]^~ lFl(.^,J, u)du,
Jo
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j o in t e à l 'équation ( î 3 ) . 11 est facile de remarquer l 'analogie de cette
solution avec la forme III de M. Darboux [loc. cit., p. 4io), à laquelle
elle se rédui t pour? == n. Nous verrons plus loin une autre méthode
pour vérifier ce résultat.

5. Si les différentielles d " / e t d^^font un diviseur commun d 'un
degré supérieur au premier, sans que ce facteur soit une puissance
parfai te d'un facteur linéaire en dx, dy, la surface z == /(^\y) admet t ra
plusieurs modes distincts de génération parabolique. Considérons une
petite portion Z de cette surface se projetant sur le plan des xy suivant
une aire G', je suppose qu'à l ' intér ieur de G- z est une fonction un i fo rme
et continue de.r et dejr. Soient M un point de 2 et m sa projection sur
le p l a n des ocj", qui sera à l ' intérieur de ç; par le po in t M passent deux
paraboles C, C^ situées tout entières sur la surface et don t les plans ont
pour traces sur <r0jdeux droites P, P) . Soient M' un point voisin de M
et m' sa projection; par M' passe de même une parabole C de la même
série que C et une parabole C\ de la même série que G, ; si P' et P\ sont
les traces des plans de ces paraboles sur le plan xoy, P et P\ se coupent
en un point ^, et P' et P^ en u n point [ L . Il est clair q u e les points [L
et ^/ seront à l ' intérieur de ^, pourvu que les deux points M et M" soient
suffisamment rapprochés. Le point de 2 qui se projette en [j. appartient
donc à la fois-aux deux paraboles C et C^ et de même le point de la sur-
face qu i se pro je t te en (A' sera commun à C' et à C^ Autrement di t , la
portion de surface considérée pourra être engendrée d'une infinité de
manières par une parabole d'ordre n — i ayant ses diamètres parallèles
à 02, assujettie à rencontrer dans toutes ses positions n + i paraboles
de même degré ayant aussi leurs diamètres parallèles à oz.

Considérons n-h- ï paraboles de la même série (^, C^ . - . , C/^,, et
soient
(^ y~^m,x^

2 = a, -l- j3,.y + y^s 4- . . . ~h X^"1

les équations de la parabole C^. Soient, de plus,

^7)
y === mx + p,
s =r a 4" p X 4- y x^ -4- . . , -+- \ .̂ -1
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les équations de la parabole mobile (7. Le plan die la parabole CY ren-
contre la parabole fixe C^ en un poin t de coordonnées ^, j/, z^

( 18 ) ^•= Pi—P
m — rîif' yi-==-

mpi—jnjp
m— mi

, ^, == a, + (3^- -4-y^;2 4-... + ̂ r?-1.

Les n — i. points (^<,J^ 2^), (^Ja» -^)» • • • » (^^J/M-n -s^) de-
vront être situés sur une même parabole d'ordre n — i ; ce qui fourn i t
la relation

(19 )

^i
^â

^n-+l

X^~1

^fi~i
^'î

yfi-1w /Î4-1

/yi^-2
^1

^n—î
^2

/y^-â
^n+i

. . . ^i

. . . 0!^

• • • ^n-^-l

I

1

1

Imaginons qu'on ait remplacé x^ et ^ par leurs expressions (18); on
aura une équation de condition dont le premier membre sera une
fonction entière de 772 et de/-?,

(^r <!>(m,p)=:ô,

qui exprime la condit ion nécessaire et suffisante pour que le plan
y = mx -(- p coupe les n 4- i paraboles fixes Ci en n •+- r po in ts situés
sur une même parabole d'ordre n — i ayant ses diamètres parallèles
à oz. La condi t ion ( i 9 V étant supposée remplie, la parabole corres-
pondante sera représentée par les équat ions

(9.0)

y ==: mx -}- p,

z ^n•-~î

^.n-\
"'2 JL' î

^ ^n-l
"^-4-1 •^/î+l

xn•
^nX^

^,n,—î
t"/î+l

g

-2

. . . X

.2?2

• - • ^n-hl

î

S

Ï

Ecartons d'abord le cas singulier où <D(w,/?) serait ident iquement nul ;
on obt iendra l 'équation de la surface engendrée par la parabole mobile
en é l iminant m et p entre les équations (19)' et (20). Le résultât de
l ' é l imina l ion sera évidemment une fonction algébrique entière de x,
y. ̂  ' • ! 1

(21 ) F(^J,^)=0,-
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on voit donc que la port ion de surface 2 appartient à une surface alge-
brique, soit que F(<r, y, z ) soit indécomposable, soit que F(a?,y, z} soit
le produi t de plusieurs facteurs entiers en o c ^ y , z. Dans tous les cas, si
ç ( ^ , y , ^ ) = = o est l 'équation de la surface algébrique à laquel le ap-
par t ient la portion de surface I; il suit des propriétés bien connues
des fonctions analyt iques que la fonction inconnues coïncidera, pour
toutes les valeurs de oc et dey, avec la fonction algébrique définie par
l'équation <p(.T, y , -s) ==o.

Comme ç(^, y, s) est un facteur de F(^, y, z), on peut dire, d'après
la façon dont on a obtenu cette dernière équat ion, que par chaque
point de la surface cherchée passe une parabole d'ordre n — i s'ap-
puyant sur n-t-i paraboles voisines d 'une même série. On voit de
même qu 'é tan t donnée une parabole quelconque sur la surface, par
chaque po in t de la surface passe une parabole qui coupe la première.
Le mode de génération donne encore l ieu à quelques remarques im-
portantes. Au lieu de prendre pour directrices de la parabole mobile
l e s n + r paraboles C,i, C^ - . . , C,^, on aurai t pu prendre n-^r i autres
paraboles de cette série ou d 'une série différente; en faisant les mêmes
calculs que plus haut, on serait parvenu à une équation analogue à
l'équation ( 2 1 )
(ai/ , Fi(^y,^)=o.

Les fonctions F et F^ ne seraient pas en général identiques; mais,
quel que soit le système de paraboles choisies pour directrices, F et F,
devront toujours avoir un facteur commun y (a?,y, -s) qui, égalé à zéro,
constitue la solution cherchée.

6. Il est bien aisé main tenan t de découvrir la forme de ce facteur
commun y(,r, y, z). Commençons par un cas part iculier très simple,
celui où tous les plans des paraboles d 'une même série passent par une
droite fixe qui sera forcément parallèle à oz. Je suppose qu'on ait pris
cette droite fixe pour axe des z et qu 'on ait choisi pour directrices n
paraboles C^ Cs, ..., C,̂  d 'une série différente. Les équations de la
parabole mobile seront

y :== mx,

z == a -r i3^ 4- y^'2 -+-... -h )..:r̂ -1 ;
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de plus, si l'on se reporte aux calculs faits tout à l 'heure, on voit im-
médiatement que a, [3, ..., 'X seront des fonctions rat ionnelles de m;
réi iminat ion de 77% condui ra à une équation du premier degré en s,
Donc, dans ce cas, la jonction f est une fonction rationnelle des varia-
bles x et y .

Supposons, en second l ieu , que les plans des paraboles d 'une même
série ne passent pas par u n e droite fixe. Soient
C^ , €3, ..., C,^i, n 4- i paraboles voisines d 'une même série;
P^, P^, . . . , P^i les traces de leurs plans sur le plan des xy\
m l ' in tersec t ion des droites P, e tP^ ;
M, et Ma les points des deux paraboles C, et Ça qui se projettent en 772.

La parallèle en oz, menée parm, ne peut rencontrer la surface en un
troisième point M' d i f f é ren t de M^ et de AL, car il serait impossible de
faire passer par W une parabole rencontrant à la fois les deux para-
boles Ci et C^. Il n'y aurait exception que si cette parabole se décompo-
sait en un système de droites parallèles à os, parmi lesquelles se trouve-
rait la droite w M i M a elle-même; mais alors cette droi te appa r t i endra i t
tout entière à la surface. Appelons^» Vo l^s coordonnées d u point m,
ZQ et z^ les troisièmes coordonnées des points M.i, ML; on voit qu 'au
système de valeurs [x^, yo ) pour les variables x et y ne peuven t corres-
pondre pour z que les deux valeurs ZQ et ̂ , à moins que z ne soit indé-
ïerminé, ce qu i ne peut arriver que pour des systèmes de valeurs en
nombre limité. Comme les plans des paraboles ne passent pas par une
droi te fixe, il ne peut exister d 'équat ion de condition ent re x^ etjo.
D'ailleurs, nous savons déjà que z est une fonction algébrique de x et,
dey, et nous en déduisons que la fonction inconnue est racine fFune
équation du second degré dont les coefficients sont des fonctions ration-
nelles de x et de y .

On peut se demander ce qui arrive lorsque l ' équat ion (19)' est satis-
faite ident iquement . Cela signifie g é o m é t r i q u e m e n t que tout plan pa-
rallèle à oz coupe les n -h i paraboles C , , Ça, » . . , C/^.i en n -+" i points
situés sur une parabole d'ordre n — i . Ecartons le cas qui v ien t d'être
examiné, où les plans de toutes ces paraboles passent par une droite
fixe; nous pourrons supposer que l'on a choisi ces paraboles de façon
que leurs plans se coupent suivant —^—x- droites toutes distinctes.
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SoifcD la droite d'intersection des plans des deux paraboles C < , C^; ima-
ginons un plan P passant par D et ne contenant aucune autre droite
d'intersection. Puisque la relation (19)' est satisfaite ident iquement , ce
plan doit contenir une parabole d'ordre n — î rencontrant à la fois les
paraboles C ^ , C^, . . . . C^-M; cette parabole ne pourra se réduire à n — î
droites parallèles à os. Il faudra donc que les paraboles C^ et C^ cou-
pent la droite P ça un même poin t ; la relation (19)' ne pourra donc se
réduire à une identi té que si les n -+-1 paraboles considérées se cou-
pent deux a deux.

Inversement, étant données n -+-1 paraboles d'ordre n — î qui se
coupent deux à deux, elles déterminent un paraboloïde d 'ordre ri — ï ,
don t la section, par un plan para l lè le a 02, est une parabole d 'ordre
n — î rencontrant à la fois l e s / z + i paraboles considérées. En
etFet, l'équation de ce paraboloïde contient /—Ln—ï- paramètres arbi-
irairCsS; il suffira d'en disposer de façon que la surface passe par les

- n ' — ' / ~ n points d'intersection de? paraboles données deux à deux . ïl esî
aiséde s'assurer que le dé te rminant des coefficients des inconnues dans
les équations linéaires auxquel les on est conduit est différent de zéro;
si ce déterminant était nul , on pourrait , en effet, trouver une courbe
de degré n — î dont feraient partie n + î droites, ce qui est absurde.

7. Nous avons maintenant à rechercher, parmi les surfaces dont
l 'équation est de la forme précédente, quelles sont celles qui admet-
tent des sections paraboliques et à évaloer le nombre des paraboles
passant par un poin t donné. Si là fonction cherchée est une fonct ion
rat ionnelle de x et dey, on pourra l'écrire

• "&
P et Q é t a n t des fonctions entières sans fadeur commun. Pour que le
plan y == mx +p coupe la surface suivant une courbe parabolique, il
faudra que P(^, mx +/?) soit divisible par Q^w^-f- p ) ou, si l 'on
veut, que tous les points de rencontre de la droite y = mx -h p avec la
courbe Q(«r,j)=o appartiennent aussi àlacourbeP(^,j)===o. Déplus,
si au points == a, y = 6, a points de rencontre de la droite y == mx + p
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avec la courbe Q ==- o sont c o n f o n d u s / i l devra y avoir au moins a points
de rencontre de la courbe P == o avec la droite confondus en ce même
point . Si la courbe Q == o ne se réduit pas à une l igne droite, il ne
pourra y avoir qu 'un nombre limité de droites jouissant de la propriété
précédente; ce seront des cordes communes aux deux courbes P = o,
Q== o. Pour qu'il y ait sur la surface une infinité de sections parabo-
liques, il faudra, par conséquent, que la courbe Q ==o se réduise à une
ligne droite ou que Q soit de la forme

Q0,j) -=:(a^-i- b y - } - c ) P ;

cela posé, on voit bien aisément que les systèmes de droites répondant
à la question seront formés par les faisceaux de droites passant par les
points d'intersection de la droite ax -+- by 4- c= o avec la courbe
P(^,y) r==o, pourvu que ces points soient des points mul t ip les de celte
courbe d 'un ordre de m u l t i p l i c i t é égal ou supérieur à p ; P(;r, j) devras
être de degré n + p — i . En défini t ive, la recherche d'une surface de la
forme (2*2) admettant q séries de sections paraboliques d'ordre n — i
est ramenée à la détermination cFane courbe plane d'ordre n-\-p — ï ,
ayant q points multiples d'ordre p situés sur une même ligne droite.

Les trois nombres n, q, p devront vérifier l ' inégalité évidente
(28) qp^n-+-p—i

OU
n — ip < ——— •' - q— i.

qui fourni t une limite supérieure pour le nombre ent ier p lorsque les
deux nombres entiers q et n sont connus, et permet d 'énumérer ainsi
toutes les formes possibles de la solution (22).

Si l'on fait en particulier q == n, on aura forcément/^ = i, et la fonc-
tion prend la forme

^ P(^.r)
a x 4- b y -+• c5

P(^,y) étant une fonction entière quelconque de degré n. C'est la
forme de la première solution de M. Darboux pour le cas de deux va-
riables (/oc. cit., p. 4°8). On voit immédia tement d'où proviennent les
n systèmes de sections paraboliques; si, par les n points de rencontre
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de la courbe P = = o avec la droite a a 7 + & J / - 4 ~ c = = o , on mené des
droites parallèles à oz, ces dro i tes sont situées sur la surface, et tout
plan passant par une de ces droites coupe la surface suivant une
parabole.

Revenons au cas général , et supposons qu 'on ait choisie de façon
que l ' inégalité (23) soit satisfaite. Prenons pour axe des y la droite des
points m u l t i p l e s et s o i e n t y = = ^ , y = = a ^ , . . . , j = = = 0 y , les ordonnées
de ces points. L'équation générale des courbes de degré n 4- p — i
a y a n t ces points pour points mul t ip les d'ordre? sera de la forme

^ o -h <Iï^-1 œ.i x 4-. .. + ̂  y^-i ^•/)-1 -+- xi' W -==. o,

où l 'on a posé
^ = (r — a,) (}' — a,) .. . (j — ay),

y, ( p i , ..., y^ désignant des fonctions entières de y de degré
n -4" p — r — y p , n —\-p — i — qp -l- q — i , ..., et Y une fonction eïi-
tière de x et de y de degré n — i.

Si, dans l ' i néga l i t é (23), on f a i t ^ == y == 2, on aura forcément^ '=== i,
et l'on retrouve, comme on devait s'y a t tendre , une surface du second
degré. Si l'on fai t n == 3, q == 2, on aara^? ^ 2, et la so lu t ion convenable
se composera d'une courbe du quatr ième ordre ayant deux po in t s
doubles avec la droite jo ignant ces deux points. Prenons encore n == /I ;
p o u r y = 4 » on a une courbe du q u a t r i è m e ordre q u e l c o n q u e ; pour
q -==- s, on a, soit une courbe du sixième ordre avec deux points triples,
soit une courbe du c inquième ordre avec d e u x points doubles. Si l 'on
suppose q == 3, l ' inégal i té (a3) donne/? == ï , et l 'onTetombe sur la so-
lut ion correspondant à q = 4« Ceci nous mont re que toutes les combi-
naisons possibles a priori ne peuvent pas êire réalisées pa r l a forme (22) ;
autrement dit, on ne peut pas toujours trouver de surface de cette
forme ayant q systèmes de sections parabol iques et q seulement. C'est
là un fait-général ; si, dans l ' inégali té (^3), on prend pour q un nombre
entier supér ieur à /^: l-, on aura forcément p == ï , et, par suite, toutes
ces surfaces au ron t n systèmes de sections paraboliques. Pour une va-
leur donnée de n, le nombre des valeurs admissibles pour q est égal
a n.— r. ; le nombre des valeurs qui fournissent des solutions distinctes
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sera, en général, beaucoup moindre : il sera au plus égal à ^ si n est

pair, et à n—I si n est impair^

. 8. Pour terminer ce qui est relat if à ce cas, il nous reste à évaluer
l'ordre de multiplicité du facteur commun à d'1/ et à rf^y, correspon-
dant à chaque série de sections paraboliques. Considérons un système
de sections paraboliques don t les plans passent par une droite fixe et
imaginons que nous ayons pris pour axe des ^ cette droite fixe, pour
axe des y la droite passant par les points mult iples de la courbe P === o,
et pour plan des xz le plan d ' u n e section parabolique quelconque.
L'équation de la surface pourra s'écrire

(22/
Ç^4-p--1 -4- <?n-+-p~ï -4- . . . -i- ^p

a'11

en groupant ensemble au numéra teur les termes de même degré.
D'apres ce que nous avons vu plus haut , pour évaluer l'ordre de mult i -
plicité du facteur l inéai re qu i correspond aux sections paraboliques
par des plans passant par oz^ il suffit de chercher le paraboloïde
d'ordre n—î qui a le contact d'ordre le plus élevé possible avec la
surface tou t le long d 'une de ces paraboles, par exemple tou t le long
de la parabole du plan des xz. Soit

Z=Pi(.-r,y)

l 'équation d 'un paraboloïde d'ordre n — î ; pour que ce paraboloïde
ait un contact d'ordre m avec la surface tout le long de la parabole du
plan des œz, il faut et il suffî t que

ç/, .+^i -l- ^n^-p—i +... 4- Op — ^ p Pi ( x, y )

contienney7"^ en facteur. On en déduit aisément que l'ordre de mul-
tiplicité du facteur considéré est égal à la plus petite puissance de y qui
figure dans le numérateur de z clans l'expression (sa) ' quand on sup-
prime tous les termes contenant une puissance de oc égale ou supérieure
àlap^.

En particulier, si l'on suppose p == ï , la plus faible puissance de y,
quand on supprime tous les termes en ̂ , est égale au nombre des points
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communs à la courbe P •-= o et à l'axe des y qui sont confondus à l'ori-
gine; ce qu i est bien conforme au résultat de M. Darboux.

Il est aisé de confirmer et d 'expl iquer ce résultat. Imaginons quel'on
prenne pour P(.r,j^) la courbe la plus générale de son degré ayant
q points multiples d'ordre^ en ligne d ro i t e ; la surface correspondante
aura ^systèmes de sections paraboliques dont chacun correspond à un
facteur linéaire simple commun a û^/et à rf^y.Si l'on suppose main-
tenant que les coefficients restés arbitraires dans l 'équation de la
courbe varient de telle façon que r des points multiples d'ordre p vien-
nent se confondre en un seul, les r systèmes de sections paraboliques
correspondantes deviendront identiques, et le produit des r facteurs
linéaires communs se changera en la puissance r"5111® d'un fadeur
linéaire. Cela posé, dans l 'équation générale écrite plus h a u t d 'une
courbe ayan te poin ts m u l t i p l e s d'ordre/?, supposons que les r points a^
a^, ..., a,, viennent se confondre à l 'origine. Tous les termes contien-
dront en facteur soit^, soUy; ce qui nous donne bien la même con-
clusion que nous avions t rouvée par l 'autre méthode.

Nous sommes donc en mesure d'obtenir, dans chaque cas par t icu l ie r ,
toutes les fonctions rationnelles telles que d^f et d11^ \f a ien t q facteurs
linéaires communs, distincts ou confondus.

9. Je suppose maintenant que-s soit racine d'une équation du second
degré à coefficients rationnels en .yefc en j*. On en déduira pour .s une
expression de la forme

(..) ^P-t^,
P? Q» R» ï étant des fonctions entières des variables. Si Res t le carré
d'une fonction entière, on sera ramené au cas précédent; dans le cas
contraire, on pourra admettre que R ne contient pas (îe facteurs mul-
tiples, et que PrQ, T n'ont aucun facteur commun. Pour que le plan
y== mx 4-p coupe cette surface suivant une courbe parabolique, il faut
d'abord que l'équation

R(.y, inœ -^p) •== o , • , ,

n'ait que des racines d'un ordre pair de multiplicité; aut rement d i t ,
en tous leâ points communs a la droite y = mx -\-p et à la courbe



DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. 2-75

R(.-r,j/) == o, un nombre pair de points de rencontre do iven t être con-
fondus. Comme îl doi t y avoir une inf in i té de droites jouissant de cette
propr ié té , et que R(.y,j) n 'admet pas de facteurs multiples, o'n ne
pourra faire que deux hypothèses :

i° Rf^,j-)=o représente u n e c o u r b e d u second deg ré , e t r==wz<r+p
une tangente à cette conique;

2° R(.r, y) = o représente ^k droites passant par un même point et
y = mx-^r-p u n e droi te passant par le même point . Cette dernière hypo-
thèse doi t être rejetée, car il ne pourrai t y avoir qu 'un seul système de
sections paraboliques.

Nous supposerons, par conséquent , que l 'équat ion R(.r,y) == o re-
présente une véri table conique, et non un système de deux droites.
Soit y = mx -h? l ' équa t ion d 'une de ses tangentes ei^=a l'abscisse
du poin t de contac t . La section de la surface (^4) se composera de deux
courbes dis t inctes qui se p r o j e t t e r o n t sur le p lan des^s, su ivan t le
système des deux courbes

_ P (.•r, m x 4- p ) dz Q ( x, m x -)- p '} ( x — a ) -
T (<:z.', mx '+:?)

dont l 'une devra se rédui re à une courbe pa rabo l ique . SiT(^,y) ne se
rédu i t pas à une cons tan te , on voit que toute? les racines de l ' é q u a t i o n

T ( .r, m x -4- p ) -=~- o

devront a p p a r t e n i r à l 'une des équat ions

F ( ,T , m x -h- p ) ±: Q ( x, m x 4- p ) ( x — ci ') == o.

Cela revient à dire que la courbe représentée par l ' équa t ion ï(c^, y)==-o
devra faire partie de la courbe représentée par l ' équat ion

« P (.r, j) ± Q (^, y) v/R (.^ j ' ] == o ;

s'il en était ainsi , le cylindre ayant pour base cette courbe et ses géné-
ratrices parallèles à oz ferait partie de la surface; mais on peut toujours
supposer que, dans l ' équa t ion mise sous forme entière, on ait supprimé
tout facteur commun aux coefficients de -s2 et de .s et au terme constant .
Il faudra donc que T(;r,y) se réduise à âne constante. II faudra en-
suite que toute tangente à la conique R( . r , j )===o coupe la courbe
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P(<r,j) ==o en n — i points seulement à distance finie et la courbe
Q(.r,y) == o en n — 2 points, ce qui exige que P et Q soient respective-
ment de degrés n— i et n — 2. Il est évident que tou t polynôme d'ordre
n — i est une solution du problème, pu isque d/l/= o pour une pareille
fonction, et que, si l'on ajoute ce polynôme à une solution, on obtient
une nouvelle solut ion. Nous pouvons donc faire abstraction dePf.r.jy),
et la fonction cherchée sera de la forme

(a5) ^QC^WR^r),

Q(.r,y) désignant un polynôme arbitraire de degré n — 2 et R(a?, j)
un polynôme du second degré qui, égalé à zéro, représente une co-
nique indécomposable. Les seuls plans qui coupent la surface suivant
des paraboles d'ordre n — i sont les plans don t les traces sur le plan
des xy sont tangentes à la conique R(o?,y) = o. Par chaque point de
la surface passent donc seulement deux paraboles.

Il nous reste à évaluer l'ordre de multiplicité du facteur correspon-
dant à ces deux modes de génération. J 'emploierai pour cela la méthode
dont s'est servi M. Darboux pour le cas analogue (/oc. cit., p. 409).
Dans le polynôme K(^?,y), remplaçons <rpar x 4- hdx^ y par y -h hdy,
et soit

R (,r 4- h dx, y -h h dy) ̂  A -1- 2 B // 4- G A2;

on a évidemment
* fy , . ,. dk ^ d^ A.A -=: R ( x, y ), B = -^, G ̂  —— '

L'équation B 2 — AC = o peut être regardée comme l 'équation différen-
tielle des tangentes à la conique R(^,y) ̂  o, et elle admet la conique
elle-même comme intégrale singulière. Il suit de là que le facteur
commun à d^f et à d^'f ne pourra se composer que d'une puissance
entière de B2 - AC ou de ^A2 - 2Â ^A. 11

Pour prendre le cas général, supposons que Q(^,j) contienne R(^j)
à la puissance ;x — T , de telle sorte qu'on ait

en posant
z^ F (^y)y(^y) ;

!ïr̂ .
9(^j)==R(^) ^ ,
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F ( x , y ) é tant un polynôme de degré n—2;x qui n'est plus divisible
par R(^,y), on aura

IIL—1 A A3 /,2(JL

(A 4- aBA •+ ÇA 2 ) 3 = 9 -h ~ ^0 4- —— ^9 4-. . .4- ——~——— cl^ 4- . . . ,
' ' I 1 I . 2 ' 1 . 2 . . . 2 ^J.

/, 7^-2(A
F 0 4- h dx, y 4- /? dy ) •= F (..̂ , j) 4- - <-ZF 4-. .. 4- -^———rT"^ ^~^-F.

Toutes les différentielles d2^^, d2^^, ... contiennent en facteur
(B2 — AC)^, comme l'a fait voir M. Darboux:. Donc, si l 'on fait le pro-
du i t des deux développements, tous les coefficients à part ir de celui
de À" cont iendront en facteur (B 2 —AC)^. J 'ajoute que le coefficient
de h'1 ne contient pas de puissance de B 2 - — A C supérieure à celle-là.
Observons pour cela que d^(f> est égal, à un facteur cons tan t près, à

2J-L-+-1

(B^—AC^A'""2'""'
ou, si l'on veut,

2p.+l

d^ 9 == K(<AV— 2A ̂ A^A""2"".
D'ailleurs

dÇdA^— aA ̂ A) =— aA r^A = o.

On en d é d u i t successivement
2p.-4-3

d2^1 y == — K ̂ tl ( JA2 — 2 A ̂ A ̂ A"" ~ï~' ̂ A,

^^^ ^^±^^±^(^-2A^A)^A'^^

sy.-i-s

_ K 2 f•A+I ( AV2 - a A ̂ A )?• A" --f- rf2 A,

ce qui peut encore s'écrire

^+»y = K ( 2^+ ^ ) ( 3F-+ 2 ) (^ï - aA^A^-A" "2-- rfA2

2 [A 4-S

+K3^^" ' (JA2—aA^2A)!J-l- lA~"~^-.

En général,
l̂-.y =- K ̂ ^4-i)(^^)...(^4^) ^ ̂ ,_ 3A ̂ A)P-A-â!^,
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plus une suite de termes qui contiendront des puissances de d^—i^d^A.
d'exposant supérieur à y.. Quand on fera le p rodu i t des deux dévelop-
pements qui p récèden t , le coefficient de /^(^/A2 — ^A^A)^ sera de la
forme

-. '•iiiJ.'J: -- n -h ^ a r / r/ \ \ n -2 P- //r/\\ n - '•î F---1 "1
A î '-' 7^F(— +7M-) ArfF+..,+^-.,A"-^rf»-^F+H,

L \ 2 / \ " / -I

PQ, p \ , • • • » pji-^ désignant des coefficients nuiTiériquesqu^l serait aisé
de calculer et H une suite de termes qui contiennent tous en fac teu r
rfA2— û A r f ' A . Pour que d11/ fût divisible par (rfA2- ^A^A)^ ' , il
faudrai t que

/ 7 l \ //-.au

A F ( ̂  \ +... -+- p^M~^' cl^-F

fût divisible par rfA2 —- sA rf^A. De l'équation

on tire
^--aÀ^A^o

<^A
JL— A.
^A ~' ^A.'

i l en résul te que

^(^A^-^F -+ ̂ i (^A)^-2!"--1 ^A rfF -i-... -\~-p^(dA y^'d11-^^

devra aussi être divisible par rfA2 —• 2 ' A d 2 A. Imaginons main tenan t
que le point {oo^y} se déplace sur la conique A ==o; on aura aussi
dA ===o, mais ^PA^o. Comme tons les termes de l'expression précé-
dente, à partir du second, contieiï3nent €ÎA. en facteur, il en résulte que
l'on devra i t avoir aussi F == o ou que F serait divisible parR(.r,j), con-
tmi remen t a l 'hypothèse. Donc l'ordre Je multiplicité du fadeur commun
à d^fel à rf^/ est égal à l'exposant de R(.r, y ) dans Q(^, y) augmenté
d^une unité,

Pour que ce facteur commun soit ^/lui-même, il faudra que Q(<y,j)
soit une puissance parfaite de R(o?,y) et, par suite, que n soit pair. On
retombe ainsi sur la seconde solution de M. Darboux.

10. La méthode précédente suggère an certain nombre de remar-
ques. En premier lieu, j 'ai déjà fait observer rapidement que toutes



DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. 279

les combinaisons imaginables dans le nombre des fadeurs communs
à d^fet à d'^f ne donnaient pas lieu à des solut ions distinctes. En
d'autres termes, si d^fei d'^1/ ont plus d 'un certain nombre de fac-
teurs communs , il arrivera, sous certaines restr ict ions, que ^"^/sera
forcément divis ible par<^/. Reprenons l'exemple déjà considéré et sup-
posons que l'on cherche une fonction de deux variables x et y, te l le
que la dér ivée quatr ième et la dérivée c i n q u i è m e aient un facteur
commun du troisième degré en doc, dy, Si ce facteur c o m m u n n'est pas
le cube d'un facteur l i néa i r e et si d^f n'est pas divisible par d ' ' f , la
fonct ion inconnue ne pourra être prise que parmi les solutions de la
première forme. Or, parmi les surfaces de cette espèce, nous avons vu
qu'il n'en existe pas a d m e t t a n t seulement trois modes de génération
par des paraboles du troisième degré. Donc, si d'^f et d10/ ont un fac-
teur commun du troisième degré en dx^ dy, ce facteur est le cube ( l 'un
facteur l inéaire, où û^/est divisible par d^f.

La méthode que j 'ai employée pour démontrer que toute surface
susceptible de plusieurs modes dist incts de générat ion parabolique
était du premier ou du second degré en ^ n'exige pas au fond que les
paraboles des deux modes de génération soient du même degré; elle ne
repose en réali té que sur cette propriété des "courbes génératrices d'être
du premier degré en z. Je laisse de côté les appl icat ions qui en sont
faciles.

11. Je me propose main tenant d'étendre la question aux fonct ions
d'un nombre que lconque de variables indépendan tes x^ ^, ...,^.
Il est commode, pour fac i l i t e r le ra isonnement , d'employer certaines
expressions empruntées au langage de la Géométrie. Ainsi l'ensemble
des solut ions d ' une équation entre les ^ 4- i variables .s, x^ ^2, .. .,^
sera regardé comme une surface dans un espace à [M -hi dimensions.
Une courbe sera l 'intersection de deux surfaces; un plan sera une sur-
face représentée par une équation du premier degré, un cône de sommet
ZQ, x^\, ..., ^° aura une équation homogène en z — Z Q , x^ — ^), ,..,
x^— x^. On appellera de même paraboloÏde d'ordre n — i toute sur-
face ayant u n e équation de la forme

£ == P («^D ^Zf • « • ) ' y ' ^ , ) y •
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P désignant une fonction entière des o^'de degré n — i ; l ' intersection
de ce paraboloïde par un plan parallèle à oz sera une parabole d'ordre
72 — T .

Ceci posé, soit z ==/(.r,, a^, . . ., x^) une fonction satisfaisant à la
question; soient x^ ^, . . . , x^ un système particulier de valeurs
pour les variables ^-, telles que z soit uniforme et continue dans le
voisinage de ces valeurs. On aura, en posant <r,— ^° ̂ =zdx^

df d^f d.^f d^f
(20) 3=^o+- •' ' • ' ' - • ' "• '" i l. à ï . 2 . . . ri i. 2... (/2 -+- r )

Si toutes les d i f férent ie l les a par t i r de rf^/sont divisibles par un facteur
du premier degré, tel que

ai dx^ 4- a..^ dx^ +. . .-+- a^ dx^,

i=^
^ a,{,r~.r^^:.o

le plan

coupe la surface (26) et le paraboloïde

, , ,, .df d^f d'1-^
(27) X == --0 -\~ — -1- —— "+-...+ ————-A———

• ' î î . '2 1 . 2 . . . ( / <— J )

suivant la même courbe. Donc, par chaque poin t de la surface passe une
parabole d'ordre n — î située tout entière sur la surface. On verrait
de même que, si ce facteur commun entre à la puissance p , la sur-
face (26) et le paraboloïde ( 2 7 ) ont un contact d'ordre/? — î en tous
leurs points communs appartenant à cette courbe; ou, ce qui revient au
même, toutes les dérivées partielles de/et de Z sont égales respective-
ment jusqu'à celles de l'ordre? exclusivement, en chacun de ces points.

Il est aisé de déduire de là la forme la plus générale de la fonction/,
lorsque ^/et rf^yont un diviseur commun qui est l inéaire par rap-
port aux rf^/ou qui est une puissance parfaite d'un facteur linéaire.
Dans le premier cas, la fonction/s'obtiendra par l'élimination du para-
mètre variable u entre les deux équations

(28) .^iÇi Çu) 4-.y2Ç2(^) +. . .4- ^x9p,(^) -+- ^O'') ^=-Q,

(29.y 1 . 1 1 1 , : 1 1 1 ! 1 : ^^V\x^dc^.. .,^^, 1 1 1
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y^ ç^, . . . , <p^, ^dés ignant des fonctions quelconques âeu, e t F é t a n t u n
polynôme de degré n — i par rapport aux x^ dont les coefficients sont
des fonctions arbitraires âeu. Dans le second cas, on aura

r 1 1

(3o) f-=. l [̂  ̂ i(u) 4- .•r̂  ̂ î(if) 4-...4-.2^9;j.(//-) -(-ri(^)]^- ^FiC.ri,^,...^"?,)^,
^o

Fi étant une fonction entière des ̂  de degré n — p dont les coefficients
sont des fonctions arbitraires de u, et la fonction u é t a n t tou jours dé-
finie par l 'équat ion (28). On peut l 'établir par un ra i sonnement exacte-
ment parei l à ce lu i du n° 4; il est clair, d 'ai l leurs, que la première
forme n'est q u ' u n cas par t icu l ie r de la seconde.

On peu t vérif ier ce résul tat comme il su i t : désignons par rfFi,
r^F,, ..., les différentiel les totales de F, prises en regardante comme
une constante. En app l iquan t a la fonct ionyia règle ordinaire de dif-
férentiation sous le signe f ? on en déduit successivement

r "
df=^.(p— i) j (.z•^yl-4-.-2"292-^-•••+«'rp-<Pp--^-t-^)^~2 (91^1-+-92 û^r2~^-•••+9iJ.^•2:\uJ FI ̂ u

^o
^

4- \ (^ i îp i+ ^92 •"+-. • .4-^s?^4- ̂ ^-^Fi du,
Jo

d^-^f-^ {p — l) {p — 2 ) . . . 9.. l f (9.1 dx^ -+- cpâ dx^ 4- . . . + Q^dx^Y"^ V^du
«^o

/.M

_j_ E.Zll (p -— i) (ĵ  — 2 ) . . . ^. ^ (,y^^^-i-...4-.^)(y^/,t•^-^-,..)/ï--'^Fl ^/a
1 i/o

( p — l) (/-? — 2 ) , „ . . ^
+-————^—————• (^- - , i ) (^-3) . . .3

X ^ (.^1 9i 4- . . . 4- +)2 (/fi ̂ i 4- ... 4- ̂ ^p.)7'"3 ̂ Fi ̂  4- . . .
Jo

^/
+ / (^i î?i 4-. . . 4- ^p/f^ 4- ̂ )p-l dP-1^, du.

^o

Apres 72 différentiations successives, on aura deux sortes de termes :
i° Des termes finis dont chacun contiendra une des différentielles

Afin. de FÈc. Normale. 3° Série. Tome II. — AOUT i885. 36
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totales successives de l'expression

(^i^z'i + cp^-fc -4- . . . 4- îp^-^V,

ou cette expression elle-même;
2° Des termes qui s'exprimeront encore au moyen d'intégrales défi-

nies, la fonction sous le signe Ç contenant une des différentielles
^-^F^, ̂ -^Fi, .... Ces termes sont nuls ident iquement , puisque
Fi est un polynôme de degré n —p.

Posons, pour abréger,

U -=: ( ©^ cl^\ -4- Op2 (^3 4- . . . -4" ©a < '̂a )^ î

on aura

c/U -=/?( Ç4 dx.^ 4- 9â ^'2 -+•..."+- 9^ ̂ ^)p''"l (y'i ̂ i 4- 92 dx^ -I- . .. ~r 9^ dx^) du,

Mais de l 'équation (28) on déduit

r^'dx^ -i- 92 ^2 -h • . . + y^ .̂.̂ ^ •= — ( ..î'-'i O'i -4- .^'3 92 •+ . . . + ^'(A yp- 41- 4// ) ^^ ;

ceci nous montre que d\! sera divisible par U. Par sui te , il en sera de
même de d^f et de toutes les différentielles de/à partir de celle-là.

12. Il nous reste à traiter le cas ou ^/et^^yadmettent un diviseur
commun non linéaire par rapport aux dx^ sans que ce facteur soit une
puissance exacte d'un facteur l inéa i re ; soit H ce d iv iseur commun. Si
l'on attr ibue à toutes les variables cc^ sauf à deux d'entre elles, x / ,
et <r/,., des valeurs constantes quelconques, tous les doci seront nuls ,
sauf^A et dx^ et H se réduira à une fonction homogène de dx^ et^r/^
que je désignerai par H/^. D'un autre coté,/deviendra une fonction
f^k des deux variables^/, et xj,, telle que d1/^ et d'^'f^ al eut le diviseur
commun B^. Comme H n'est pas par hypothèse une puissance parfai te
d'une expression linéaire par rapport aux dxi, il en sera de même en
général de H^ par rapport à dx^ et dx^ et la fonction^ devra, d'après
ce que nous avons vu plus haut (n08 5 et 6), se réduire a une fonction
rationnelle de ̂  et de ^/y ou vérifier une équation du second degré
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dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de ces deux va-
riables.

Le ra isonnement serait en défau t si H^- était une puissance exacle
d 'un facteur l inéaire; mais il est aisé de faire disparaître c e t t e difficulté.
Pour fixer les idées, supposons qu'on a i t s eu l emen t trois variables x^
.r^, ^t, et soit

H == Aci^ -}- A^j 4- A'û^rj 4- 2"B<^2 ̂  4- 2. Wcîx^dx^ -4-- iWdx^dx^

on aura
lïn = A^r2 4- A^j 4- aB^r^r,.

Si B"2 — AA'^ o, H^ sera un carré parfai l . Géométr iquement , si l 'on
regarde dx^ doc^y dx^ comme les coordonnées d'un point, l 'équation
H = o représentera un cône ayant son sommet à l'origine et la condi-
tion B"2 — AA' = o exprime que ce cône est tangent à l 'un des plans de
coordonnées. Mais, si le cône H == o ne se rédui t pas à un plan double,
c'est-à-dire si H n'est pas un carré parfai t , on peut toujours , par une
substitution linéaire o

x\ == a ji 4~ (3 ./g 4- y } ' s ,
( 31 ) • ̂  = a! ji 4- ̂  ra -h y'rs,

x^ == ̂ ri 4- (S^.rs + '/Vs?

prendre p o u r plans de coordonnées t rois p lans non tangents à ce cône,
de sorte qu 'aucune des expressions H^, ILg, H^ ne soit un carré par-
fai t . On lève de même la difficulté dans le cas général . Nous avons
donc, en premier l ieu, à résoudre le problème suivant :

Trouver la forme la plus générale crime fonction de [M variables indé-
pendantes, telle que, si /'on attribue des valeurs constantes quelconques
à p. — i de ces variables, elle devienne une fonction rationnelle des deux
variables restantes ou ne renferme (Vautre irratio nnallté qu'un radical
carré portant sur une fonction entière de ces deux variables.

Nous voyons, de plus, que, si l'on effectue sur les variables ̂  une
substitution linéaire de la forme

A=(I
y ot/Â-j/.- ( ^ = - 1 ^ , . . . ? ^),-^•== > ci ff, y/,

/ 1 k^
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la même propriété devra subsister par rappor t aux variables y,. On
aperçoit immédia tement deux catégories de fonctions répondant à la
question : ce sont les fonctions rationnelles de toutes les variables^-
et celles qu i ne contiennent d 'autre irrationnalité qu 'un radical carré
portant sur une fonc t ion entière de ces variables. J 'ajoute qu ' i l n'y en
a pas d'autres en dehors de ces deux catégories. Pour plus de netteté,
supposons qu'il n'y ait que trois variables x^ x^, ^3; le raisonnement .
est, du reste, tout à fait général. Admettons d'abord que, quand on
attribue à une des variables une valeur constante quelconque, la fonc-
tion/devient une fonction rationnelle des deux autres. Alors la fonction
inconnue / sera de la forme

1 • /̂ JiLtî
•/ Q^,.:^)5

P et Q étant les foliotions entières de a^ et de x^ dont les coefficients
sont des fonctions de oc^. Mais, d'autre part, quand on supposera con-
stant, / devient une fonction rationnelle de ^3 ; il f a u t donc que ces
coefficients soient eux-mêmes des fonctions rationnelles de oc^ et, par
suite, /sera le quotient de deux fonctions entières par rapport aux
(rois variables.

Si la fonct ion/cont ient un radical carré quand on fera ^== const. ,
elle sera de la forme

/= ̂ Jh ,̂

P, Q, R et 1 étan t des fonctions entières de cc^ et de x.^ dont les coeffi-
cients sont fonctions de oc.^ Supposons que R cont ienne x^ ; quand on
fera en second lieu x^ == const . , /ne pourra dépendre encore que d'un
radical carré, ce qui exige que ces coefficients dépendent rationnelle-
ment de ^'3. Une fois la proposition établie pour le cas de trois variables,
on peut remonter de proche en proche au cas d 'un nombre quelconqii t"
de variables.

13. Supposons d'abord que/soit de la forme /== p ^Q^R> P, Q,
R et T étant des fonctions entières de toutes les variables, telles que R
n'est pas carré parfait et ne contient aucun facteur carré parfait, et que
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P, Q, T n 'ont aucun facteur commun. D'après une remarque faite plus
h a u t , on peut supposer, en outre, que R contient toutes les variables
et ne se réduit dans aucun cas à un carré parfait , quand on suppose
que l'on a t t r i b u e des valeurs constantes à toutes les variables, sauf
d e u x .

Cela posé, si l'on donne à tous les ^ des valeurs constantes quel-
conques, sauf aux deux variables .27, et .̂, T devr<i se rUâuire à une
constante (n° 9). îl en résulte que T se réduit à une constante par rap-
port à toutes les variables; on verrait de même que P, Q, R sont des
polynômes de degrés n— 2. n, i respectivement. Abstraction faite du
polynôme P, on voit que la fonction sera de la forme

f~=. Q (^-i, .z-2, . . ., x^) ̂ R (.r,i, x^ . . . , x^

Q étant un polynôme arbitraire de degré n — 2 e t R un polynôme du
second degré. Pour trouver le facteur commun a d'1/ ^i à rf724"^/, on n'a
qu'à reprendre exactement le raisonnement du n° 9. Soit

, , , R ( ,̂ . -{- h dxf) = A. 4- à B h -4- C À2, • •

81 Q(^/) est divisible par [Rf^/)]^"1 sans l'être par [Rf^J^ le facteur
commun à d^/el à d'^f sera

(BS—AC)^ .

14. Si/ 'est une fonction rat ionnelle des variables xi, on pourra
écrire

P
^Q'. • .

P et Q étant des polynômes entiers par rapport à ces variables sans
aucun facteur commun. D'après ce que nous avons vu plus haut, quand
on at t r ibue des valeurs constantes quelconques à toutes les variables,
sauf deux, Q deviendra une puissance parfaite d 'une fonction linéaire
de ces deux variables. A plus forte raison, si l'on attribue à toutes les
variables, sauf une, des valeurs constantes quelconques, Q deviendra
une puissance parfaite d 'une fonction linéaire de cette variable. La
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même propriété subsistant quand on effectue là substitution l inéaire
la plus générale de la forme précédente, on en conclut que Q est une
puissance parfaite d 'une fonction linéaire de toutes les variables

Q === (^I-TI -4- ^2^2 + • • • -+" ^^^[J.-^ CÏ.Y.

On verrai t de même que P sera de degré n +p — r . Par une subst i tu-
tion l inéaire , on pourra mettre / sous la forme

(3^) /=^;.z ^

imaginons qu'on ai t ordonné P suivant les puissances croissantes de^r , ,

P == P,+ x, I\+ ̂ ?Pa+. . . -h ̂ Pp-^. . .4-"<4-p•-•l P.-,,-,!.

Voyons comment on devra prendre le polynôme P pour que ^feid^^^f
aient un diviseur commun d'ordre q par rapport aux différentielles.
At t r ibuons aux variables x.^ x,^ ..., oc^ des valeurs constantes; l'équa-
tion P== o représente alors une courbe plane qui , d'après ce que nous
avons vu, devra avoir q points mul t ip les d'ordre p sur l'axe O^a. Il en
résulte que Pô, Pi, . . . , P^ devront être divisibles respectivement
par R^, K^~1 , . . . , E-, R dés ignant une fonction entière de oc^ de degré q.
On reconna î t bien aisément que R sera une fonction entière de degré q
de toutes les variables c^a, .^3, . . . , x^ de sorte que finalement la forme
générale de P est la suivante :

(33) P -= yo'1^4- 9^IV-<-1 +-.. .4- ,z'r1 ̂ -i Rl -+- ̂ W^ x^ • • • » l 2>^)»

^ désignant une fonction entière de degré n — i .
Inversement, considérons une fonction de la forme

/,RV /Ry-1 /R\/=y,^+9,^ +...+y^(^+^

où les 9 sont des fonctions entières, R une fonction entière de degré q
et u une fonction linéaire. Je dis que toutes les différentielles à partir
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de d11/ sont divisibles par on même diviseur, de degré q par rappor t aux
différentielles. [Par hypothèse, ç^ est de degré n'-}-p—ï—cj[p—i}—-i].

Posons TC=== —; toutes les différentielles d^^, d^^, ... seront di-
visibles par dq^. Il en résulte que, si d^r: = o, le déve loppement de /,
quand on remplacera oc, par ^•-4- hàx^ se réduira à un polynôme de
degré n -— i en À; donc toutes les différentiel les à partir de doseront
nulles quand on aura dqT.= o. Comme cV^ est en général indécompo-
sable, toutes ces différentielles seront divisibles par d1^. On peut aussi
le voir en calculant les coefficients de h dans le développement.

En définitive, les fonctions qui répondant au problème appart iennent
à trois catégories.

I. Les fonctions de la forme

/= ^ Oi®^) -{- œ^^u) -i-. . .4- x^^{u) 4- ̂ (^P^Fi^'i, ̂ 2,. . ., ''v^du,
^ o

avec la condi t ion

'̂i Cl ( ̂  ) + ̂ 2 ^â ( ̂  ) + - ' • + ̂ "(i ?[i ( « ) 4- ^ ( ̂  ) == 0,

F, désignant une fonction entière des x^ de degré n — p dont les coeffi-
cients dépendent de u.

II . Les fonctions de la forme

/=Q(.ri,^, ...,^^)v/R(^i,^2, .. .><^),

Q étant un polynôme de degré n— a et R une fonct ion entière du
second degré, •

III. Les fonctions rat ionnel les de la forme suivante

/BV /KV-1 /R\
f^^(^) +c?^ +...+cp^(^J+9/.

où vfi est une fonction entière de degré n ^r p— i — y(/? — < ) — ?', où R
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est une fonct ion entière (le degré q et u une fonction l inéaire , 11 est
bien entendu qu'à chaque solution on peut ajouter un polynôme arbi-
traire de degré n — i.

On a vu plus haut comment le diviseur commun à d'1/ et a d'^f
p o u v a i t être obtenu dans chaque cas part iculier .


