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APPLICATIONS DE LA THERMODYNAMIQUE

AUX

PHENOMENES CAPILLAIRES,

Pir P. DUHEM,

ELEVE A L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

I. — Introduction.

Laplace et Gauss ont fondé la théorie des phénomenes capillaires sur
les hypotheses suivantes :

Un liquide en équilibre est formé de particules immobiles; deux
quelconques de ces particules s’attirent avec une force F qui est égale au
produit des masses m et m’ des deux particules et d’une fonction f(7)
de la distance r qui les sépare

F=mm'(f)r.

Cette fonction f(r) devient sensiblement nulle aussitot que la dis-
tance muluelle des deux particules surpasse une longueur extrémement
petite % qui porte le nom de rayon d’activité moléculaire.

Cette hypothese est devenue, entre les mains des deux grands géo-
metves, le point de départ de I'une des théories les plus belles et les
plus fécondes de la Physique mathématique.

Poisson, reprenant une idée de Young, éleva des objections contre la
supposition, admise par Laplace et par Gauss, de ’homogénéité du
fluide. I chercha & montrer que les particules liquides, voisines de la
surface terminale du fluide, placées par conséquent dans des condi-
tions différentes de celles quiregnent a 'intérieur méme du fluide, n’ont
pas laméme densité que les particules éloignées de la surface terminale.
Apres avoir ainsi compliqué le probleme, Poisson en donna la solution.
Cette solution est conforme aux résultats de analyse de Laplace.
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Récemment, M. E. Mathieu (') a résolu & son tour, d’une maniére
beaucoup plus simple, le probleme posé par Poisson. Il a montré que
’on pouvait, sans compliquer beaucoup les raisonnements de Gauss,
les modifier de maniére & tenir compte de la variation supposée de la
densité au voisinage des surfaces terminales. Toutefois, ’application
méme des principes de la Mécanique rationnelle au probleme dont il
s’agit laisse subsister certains doutes dans I'esprit. La légitimité de
cette application repose sur les hypotheses suivantes :

1° Le travail effectué durant une modification du liquide par les
forces qui le sollicitent est égal a la variation que la fonction des forces
subit par I'effet de cette modification;

2° Le principe des vitesses virtuelles s’applique aux modifications
que ’on considere.

Ces hypotheses sont-elles admissibles lorsqu’on tient compte du
changement de densité que les liquides subissent au voisinage de leur
surface terminale? C’est ce que nous allons examiner.

Lorsqu’a Ia méme température, sous la méme pression, un méme
corps se présente sous deux formes ayant des densités différentes, on
dit qu’il éprouve un changement d’état. La vaporisation de I'eau, la
fusion de la glace sont les exemples les plus connus de ces change-
ments d’état.

I’étude des changements d’état conduit aux conséquences suivantes :

1° Le travail qui les accompagne n’est pas égal a la variation de la
fonction des forces calculée & la maniere de Gauss.

2° Le principe des vitesses virtuelles n’est pas applicable aux états
d’équilibre qui limitent ces changements d’état.

Deux cas, en effet, peuvent se présenter: ou bien, sousles deux états
que le corps considéré peut affecter, I'attraction qui s’exerce entre
deux molécules de masses 7 et m’, situées a la distance r, est représen-

tée par la méme formule
F=mm'f(r);

ou bien, selon que I'on considere I'un ou I'autre de ces deux états, on
doit employer pour f(r) deux fonctions différentes de la distance r.

(') E. Marniev, Theoric de la capillarite; 1883.
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La premiere hypothese est-elle admissible? Si elle était exacte, le
travail effectué par les forces intérieures, pendant un changement
d’état, serait positif ou négatif suivant que le changement d’état serait
accompagné d’une contraction ou d’une dilatation. Or I’expérience
dément celte proposition. La fusion de la glace est accompagnée d’un
travail intérieur négatif, et cependant ce phénomene correspond &
une contraction.

Nous devons donc admettre qu’a tout changement d’état du corps
correspond un changement de forme de la fonction f£. Mais, pour que la
variation de la fonction des forces représente le travail effectué par les
forces F, il faut que cette variation de la fonction des forces soit due &
un changement de valeur des quantités r, et non a un changement de
forme de la fonction /. Si la forme de la fonction / vient & changer, la
variation subie par la fonction des forces n’a plus, en Mécanique, au-
cune signification.

En résumé, le travail interne qui accompagne un changement d’état
ne peut étre représenté par la variation de la fonction des forces cal-
culée & la maniere de Gauss.

Pour trouver I’état d’équilibre d’un systeme susceptible d’éprouver
un changement d’état, peut-on lui appliquer le principe des vitesses
virtuelles? Il n’en est rien. L’eau et la vapeur saturée, par exemple,
sont en équilibre. Cependant, certaines modifications virtuelles du
systeme, par exemple la condensation d’une petite quantité de vapeur,
entrainent un travail positif. ’

Appliquons ces remarques aux phénomenes capillaires.

Concevons une masse liquide, et, pour simplifier, supposons-la sous-
traite & I'action de la pesanteur et soumise 2 une pression extérieure
normale et uniforme. Prenons ensuite cetle méme masse, a la méme
température, sous la méme pression, mais apres lui avoir donné une
autre forme correspondant & une plus grande surface. Certaines parties
du liquide qui, dans le premier cas, étaient & une distance sensible de
la surface sont, dans le second cas, au voisinage immédiat de cette sur-
face; leur densité a changé, bien que la température et la pression ex-
térieure soient restées invariables. Le liquide a subi, dans certaines de
ses parties, un changement d’état.

Nous n’avons @ priori aucune raison de supposer que des principes

Ann. de U'Ee. Normale. 3° Série. Tome II. — Juix 1885. 27
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qui, engénéral, nes’appliquent pasaux systemessusceptibles d’éprouver
des changements d'état, deviennent d’une application légitime dans
les cas particuliers qu’étudie la théorie des phénomenes capillaires.

Done, si I'on veut tenir compte du changement de nature qu’un li-
quide peut éprouver au voisinage des surfaces qui le limitent, on se.
heurte aux difficultés suivantes :

1° Le travail qui accompagne un changement de forme du liquide
n’est plus égal & la variation que subit, par I'effet de cette déformation,
la fonction des forces du liquide.

2° Pour trouver la figure d’équilibre d’un liquide, il n’est plus permis
de faire usage du principe des vitesses virtuelles.

En un mot, si 'on suppose que les liquides éprouvent une modifica-
tion au voisinage de leurs surfaces terminales, la Mécanique ration-
nelle devient impuissante a traiter le probleme de la capillarité.

Si donc on veut traiter d’'une maniere logique le probleme de la ca-
pillarité, au moyen des seules données de la Mécanique rationnelle, on
doit négliger, comme Uont fait Laplace et Gauss, les modifications que
les liquides peuvent éprouver au voisinage de leurs surfaces terminales.
Si, au contraire, on veut tenir compte de ces modifications, il faut, &
I'exemple de Th. Young et des physiciens qui ont adopté la théorie de
Ia tension superficielle, partir d’un principe non justifié par la Méea-
nique rationnelle.

Ity ala une regrettable lacune. La Thermodynamique permet heu-
reasement de la combler. Ses principes, qui completent ceux de la Mé-
canique rationnelle,s’appliquentaux changements d’état, qui échappent
aux prises de la Mécanique. Nous verrons, dans ce Mémoire, qu’ils per-
mettent d’édifier la théorie des phénomenes capillairesen tenant compte
des changements d’état qui peuvent se produire au voisinage des sur-
faces terminales.

La théorie des phénomenes capillaires, fondée sur les principes de
la Thermodynamique, présente d’ailleurs un avantage qu’il est peut-
¢tre bon de signaler; elle affranchit cette partie de la Physique de
I'hypothese de l'attraction moléculaire. Cette hypothese a donné, dans
I'étude des phénomenes capillaires, de magnifiques résultats; mais elle
s'est montrée moins heureuse et moins féconde dans plusieurs autres
parties de la Physique mathématique. Bien qu’elle ait tout d'abord servi
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a édifier la théorie de I'élasticité, Lamé a cherché i I’éliminer des
principes de cette science, en attachant une grande importance a celte
tentative. De nos jours, les idées des physiciens sur la constitution de
la matiere ont subi des changements encore plus profonds. Ils ont été
amenés a regarder les molécules qui constituent les corps, non comme
des points matériels en repos, mais comme des mobiles animés de
tres grandes vitesses, et cette hypothese a recu des développements
importants qui constituent la théorie cinétique des gaz. Il y a done in-
térét a donner & la théorie des phénomenes capillaires un fondement
indépendant de I’hypothese de I'attraction moléculaire aujourd’hui si
vivement combattue. .

On a déja fait, avant le Travail que nous avons entrepris, plusieurs
applications de laThermodynamique aux phénomenes capillaires. Mais
ces applications poursuivent un but fort différent de celui que nous
venons d’indiquer (*).

Sir W. Thomson, qui avait fait un si heureux usage du théoréme de
Carnot dans V'étude de la compressibilité des liquides et de la traction
des solides, appliqua le méme théoreme & I’étude de la quantité de
chaleur mise en jeu lors de I’extension d’une lame liquide (). M. Mou-
tier soumit & des considérations analogues l’ascension des liquides
dans les tubes capillaires(®). L.e méme mode de raisonnement fut em-
ployé par M. Lippmann dans I’étude des phénomenes électrocapil-
laires (*). Enfin, M. Van der Mensbrugghe (°)a complété la relation
donnc¢e par sir W. Thomson en y introduisant un terme qui avait été

(1) M. J. W. Gibbs, dans la deuxitme Partic de son Mémoire : On equilibrium of hete-
rogencous substances ( Trans. Connecticut dead., L. 11, p. 343; 1880), a fail une applica-
tion de la Thermodynamique aux phénomenes capillaires analogue a celle qui sert de point
de départ a notre travail.

(2) W. Tuomnson, On the thermal effect of drawing out a film of liquid (Philosophiceal
Magazine, 4° série, t. XVII, p. 61; 1859).

() J. Mourier, Chaleur de capillarite ( Bulletin de la Socicte philomathique, L. X, p. 75;
1873). 7

(%) G. LIPPMANN, Relations entre les phenoménes dlectriques et capillaires (1875, thése
de Doctoral, ¢t Annales de Chimie et de Physique, 5° série, t. 'V, p. 494)-

(3) G. VAN DER MENSBRUGGHE, Applications de la Thermodynamique & Uetude des va-
riations d’cnergic potenticlle des surfaces liquides. Conscquences diverses. Communica-
tion prelininaire (Bulletin de 1’ Academic de Braxelles, I Parlie, t. LI, p. 769; 1876).
Deuxiéme Communication preliméinaire (11° Partie, t. LII, p. 215 1876).
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négligé. M. Van der Mensbrugghe a fait de nombreuses applications
de la relation ainsi modifiée.

La théorie des phénomenes capillaires que nous allons exposer con-
duit & la relation de sir W. Thomson et de M. Van der Mensbrugghe.
Elle relie donc deux parties, jusqu’ici entierement isolées, de Ia théorie
des phénomenes capillaires : les équations d’équilibre des liquides,
d’une part, et la chaleur mise en jeu dans les modifications capillaires
d’autre part.

Elle s’applique encore & d’autres phénomenes physiques, que I'on
a cherché a relier de diverses manieres a la capillarité; nous voulous
parler des phénomenes de surfusion, de sursaturation, des retards d’é-
bullition, qui ont fait autrefois I'objet des travaux de Donny, de Du-
four, et qui, plus récemment, ont pris une si grande importance, grace
aux expériences de M. Gernez. :

M. Moutier (*) a cherché a rendre compte des retards d’ébullition en
regardant la vaporisation comme un simple mélange du liquide avec
Patmosphere ambiante, et en appliquant & ce phénomene un théoreme
du 2 Athanase Dupré. Mais les raisonnements de M. Moutier condui-
sent & I'impossibilité de la vaporisation d’un liquide dans le vide.
M. Van der Mensbrugghe (?) attribue la surfusion des gouttes d’eau,
observée par M. Dufour, & 'influence exercée par les surfaces sur la va-
leur de la chaleur spécifique de U'ean liquide. Mais cette explication
ne rend pas compte des phénomenes de surfusion présentés par I’eau
en grandes masses. Sir W. Thomson (*) a montré que la courbure des
surfaces liquides exercait une influence sur la tension de vapeur
saturée; il a donné, & cet égard, un curieux théoreme reproduit au-
jourd’hui dans tous les Traités de Physique. Enfin plusieurs physi-
ciens, parmi lesquels je citerai M. H. von Helmholtz (*), attribuent
les retards d’ébullition & la pression capillaire qui se produit au sein

(1) J. MouTieR, Sur le formation des vapeurs (Bulletin de la - Sociéte philomathique
7 série, t. 1V, p. 245; 1880). .

(2) G. VAN pER MENSBRUGGHE, Deuzicme Communication preliminaire (loc. cit.).

(3) W. Tuomson, On the equilibrium of vapour at a curved surface of liquid ( Philo-
sophical Magazine, 4° série, t. XLII, p. 448; 1871).

(*) H. vox HeEwmBoLTZ, Zur Thermodynamik chemischer Vorgange, U (Sitzungsber. der
Akad. der Wissensch. zu Berlin, t. 11, p. 662; 1883).
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des bulles de vapeur. En présence de cette divergence d’opinions, il
ne. semblera peut-étre pas inutile de tenter une solution nouvelle de
cet important probleme.

II. — Equations générales de I'équilibre des fluides
soustraits a4 l'action de la pesanteur.

Les fluides que nous avons en général a étudier sont soumis & des
forces extérieures : ainsi tous les fluides que nous observons a la sur-
face de la terre sont pesants; mais, dans beaucoup d’expériences, les
forces extérieures n’ont qu’une influence secondaire, ou méme tout
a fait négligeable. L’étude d’un systeme qui leur serait entierement
soustrait peut donc présenter quelque utilité. Cette étude étant beau-
coup plus simple que la théorie des fluides soumis a des forces quel-
conques, il convient de la faire en premier lieu.

Nous étudierons donc tout d’abord un systeme soustrait a toute force
extérieure, sauf & une pression normale et uniforme agissant sur la
surface qui le limite. Nous désignerons par P la valeur de cette pres-
sion par unité de surface.

Si le systeme que nous considérons a en tous les pointsla méme tem-
pérature absolue T, il admet un potentiel thermodynamique (*). Dési-
gnons par U I’énergie interne, par S 'entropie, par V le volume total
du systeme, par B I’équivalent mécanique de la chaleur. Le potentiel
thermodynamique du systeme sera défini par I'égalité

(1) ¢ =E(U—TS)~+ PV.

Le systeme est composé d’un certain nombre de corps solides ou
fluides, que nous désignerons par les indices 1, 2, ..., p, ..., 7.
Soient U, I’énergie interne du corps désigné par I'indice p, S, son en-
tropie, V, son volume. Nous aurons les identités

p=n p=n

. p=n
[J:ZUI,, SZESI), szvp-
p=1 p=1

p=1

(1) P. Dunem, Théorie du potentiel thermodynamique (Comptes rendus, t. XCIX,
p. 11135 1884). ‘
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Si nous posons

(DI’ :E(Up _— I‘b,,) '+‘ PVp,
nous aurons

Jr=n
¢ = E ®,,

p=1

en sorte que, pour connaitre @, il sulfira d’avoir déterminé @,,.

Le corps p présente la méme densité, la méme constitution chi-
mique et physique, en tous les points pris & une distance des surfaces
qui le limitent supérieure & une certaine longueur, d’ailleurs insen-
sible, que nous désignerons par . Au contraire, I’éLat d’une particule
située 2 une distance x, inférieure & %, de I'une des surfaces qui limi-
tent le corps p, dépend non seulement de I’état sous lequel le corps p
se présente & distance des surfaces terminales, mais encore de I'é(at
sous lequel se présente, & une distance suffisante des surfaces, le corps ¢
auquel le corps p confine le long de la surface considérée, et aussi de
la distance « de la particule ala surface.

Le corps p peut étre en contact par une certaine surface dontf,, ve-
présentera 'aire avec la surface qui limite le systeme; il peut étre en
contact avec un corps quelconque ¢ du systeme par une sarface dont
I’aire sera représentée par f, ,.Sinous désignonspard,la surface totale
du corps p, nous aurons

Oy :2 Op,as
q

le signe Z s’étendant aux valeurs snivantes de 'indice ¢ :
G=0,1,% ..., p—1, P41, ..., .

Par tous les points de la surface 6,, menons, vers l'intérieur du
corps p, des normales & cette surface, et sur chacune de ces normales
portons une longueur égale a %. Les extrémités de toutes ces normales
dessineront une deuxieme surface 6, parallele 4 6,. Le corps p se trou-
vera séparé par la surface 6, en deux parties: un noyau interne com-
pris & l'intérieur de la surface 6, et une couche superficielle d’épais-
seur %, comprise entre les deux surfaces 6, et 0.

Puisque % est extrémement petit, le volume de cette couche a poar
valeur 6,; si nous désignons par ¢, le volume du noyau interne, nous
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aurons

V,‘:""/l"‘;ﬂl’:"p*‘)‘z Opg (=0, 1,2, ..., p—1,p+1,...,10).
7

En tousles points du volume ¢,, le corps se présente sous le méme état
physique et chimique; soit D, la densité qui correspond & cet état;
soient u, 'énergie interne, s, I'entropie de I'unité de masse du corps
pris dans cet état. Le volume ¢, fournira & la quantité @, un terme
égal a

[ED,(u, —Ts,) + P]e,.

Considérons maintenant la partie de la couche superficielle qui a
pour base la surface ,,, ¢g étant un des indices o, 1, 2, ..., p —1,
p—+1, ..., n Cette partie a pour volume 29, .. La constitution du
corps en un point M de ce volume dépend, comme nous I’avons dit, de
la nature du corps ¢ et de la distance « du point M & la surface ), ,.

Sur la surface 6, ,, prenons un élément db, ,; sur cet élément pris
comme bhase, construisons un cylindre droit de hauteur %, traversant
toute ’épaisseur de la couche externe; & la distance « de la surface, ,,
menons une section droite de ce cylindre; tracons une deuxiéme sec-
tion droite  la distance @ -+~ do de la méme surface. Ces deux sections
découpent dans le cylindre un élément de volume qui a pour valeur
dh,,dz. En un point de cet é¢lément de volume, le corps p se présente
sous un état qui dépend de et de la nature ducorps ¢. Soit A, la den-
sité du corps en ce point; soient Y, et X, 'énergie et I'entropie de
I'unité de masse du corps pris dans I'état dont il s’agit. L’élément de
volume que nous considérons fournira & la quantité ®, un terme égal &

[EA,(Y,—TZX,) + P]di,,,dz.

Y,, 2,, A, sont des fonctions de , dont la forme dépend de I’état sous
lequel les corps p et ¢ se présentent & une distance suffisante de la sur-
face terminale 6,,. Les divers éléments du cylindre droit ayant pour
bhase df,, fourniront & la quantité @, des lermes analogues dont la
somme aura pour valeur

W h A
dfp.q / [EA,(Y,—T3,)+Pldz=di,, / EA,(Y,—T3,)dz +Phdi,,.
Jo Jy
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La somme des termes fournis & la fonction @, par tous les éléments de
volume compris & I'intérieur de la partie de la couche interne qui a
pour base la surface 4,, a pour valeur

2
N [f EA,(Y,—T3,)de + Pl] 9,
0

Le signe S indique une sommation qui s’étend & tous les ¢léments
db,,, de la surface 6,,. Cette sommation équivaut en réalité a une inté-
gration double. La quantité

W
P1+/ EA, (Y, — T3,)dx
0
a une valeur indépendante du point de la surface 6,, ol se trouve
situé I’élément df,,. La sommation précédente s’effectue donc immé-

diatement et nous donne pour valeur du terme que la considération de
la couche ayant pour base 6, , introduit dans @,

X
[P A+ f EA, (Y, — 'rz,,)dx] Op.q-
0

Nous aurons des lors
. - L.
@, = [ED, (t,— T5,) + Plo,+ [” + [ Ba,(r,—T%,) d”] I
4 <o

(g=o, 1,2, ..., p—1,p=+1, ..., n).

Remarquons maintenant que
\7,,:‘1,,4—7\2 Opy (q=0,0,2, ..., p— 1, p+1,..., 1),
q

et nous pourrons écrire
«b,,:ED,,(u,,—q*sp)+an,,,,, f "BA,(X, T2,y ds - PY,
(g =o0,1, 2, ...,p~—-‘:,1) + 1, ., ).
La quantité
(2) A,,,,,:—_f)'EA,,(Y,,_'rzp)dx__E(u,,-_'r.s-,,)f'k,, A
b 0

dépend uniquement de 'état que les corps p et ¢ présentent loin de la
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surface 6, ,; mais elle ne dépend pas de la méme maniere de I'état du
corps p et de I'état du corps ¢, en sorte que A,, n’est pas égal a A, .
Nous admettrons, dans ce qui va suivre, que cette quantité a une valeur
sensible, en général, malgré 'extréme petitesse de 2, ce qui est possible
si la quantité
EA,[(Y, —TX,) — (t, —Ts,)],
qui est une fonction de x, prend de trés grandes valeurs pour certaines
valeurs de x, comprises entre o ¢t 1. Et, comme u, — Ts, a une valeur
fixe, si I'on admet que A, ne peut pas prendre de tres grandes va-
leurs, parce qu'un corps ne saurait étre indéfiniment compressible, on
est amené h supposer que (Y, — TZ,) prend de tres grandes valeurs
pour certaines valeurs de « comprises entre o et X, ce qui n’offre au-
cune impossibilité.
En vertu de la définition de la quantité A, ,, nous pouvous écrive

; . s
Enl g 1 7
(I)/: —-—.I‘L(LII,—— l Sp) ("pl)p+ 0,),4/[ A[;d(L'> -+ P\’p -+ ; ]\/1,1[9/;.4[
Zq 0 dimad ¢/

(g =o0,1,2, ..., p—1,p~+1,...,0).

Sinous désignons par M, la masse du corps p, nous aurons

et, par conséquent,

) \ |
] ®,=EM,(«,— Ts,) = l)V')+Z Ay
(3) a
(g=0,1,2, ..., p— I, P 1, ..., ).
Nous en déduisons immédiatement I’expression du potentiel thermody-
namique du systeme

p=n -
‘ " 1—_—2 [EM,,(u,, —Ts,) 4PV, +2 Aps O l
y q ]
p=1 - .
'. (g=0,1,2, ..., p— 1, P+ 1,...,0).

Nous serons assuré que I'élat du systeme est un état d’équilibre
stable, si toute modification isothermique virtuelle compatible avec les
liaisons du systeme fait croitre la quantité ®.

Ann. de ’Ec. Normale. 3° Série. Tome II. — JurLLer 1885. 28
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‘Nous obtenons ainsi la condition générale d’équilibre du systeme au
moyen d’une seule hypothése qui est Ia suivante : si les divers corps
qui constituent le systeme éprouvent des changements de densité et
d’état au voisinage des surfaces terminales, ces variations n’affectent
qu’une couche dont I'épaisseur 2 a une valeur insensible.

[ extréme petitesse de % permet souvent d’introduire dans le caleul
certaines simplifications. Nous allons en indiquer un exemple. '

On peut remplacer, lorsqu’on le trouvera utile, le volume V, occupé
par le corps p par le volume ¢, du noyau intérieur. On a, en eflet,

V= ¢, + 7.2 Opg (q=0, 0,0, o, p—1, 1, ...0),
'1 .

et la différence AZ f,, qui existe entre les deux volumes qu’on sub-
q

stitue 'un 4 'autre est une quantité de Pordre de 7, c’est-a-dire une
quantité négligeable. : N
On peut encore remplacer le volume V, par le volume 7+ quoceu-
S D,
perait le corps p s'il avait en tous ses points la densité D, qu’il possede
loin des surfaces terminales. On a, en effet,

2

~ R

Vo, ==, - )S 7l M,=¢,D —!»—> Ul / A, dr
r r N V2RV S p pPEIp P »

domnd (f ! eed (f ’

0

(qg==0, 1, 9, ..., P, p1, ..., n).

De ces égalités, on déduit

M, 3 A, D
NV':Z G, / i 7
l)/, ! q I)7l., I)h

0

s A,—D o ‘ '
La quantité =#—=F a forcément une valeur finie pour toutes les
/1

valeurs de x comprises entre o et 2. Le second membre est done une
quantité de 'ordre de %, ¢’est-a-dire une quantité négligeable.

Désignons par 5, le volume spécifique du corps p dans P'état sous le-
quel il se présente loin des surfaces terminales. Nous aurons

1
Q',,::'——'-

D,’

d’apres ce que nous venons de démontrer, nous pourrons remplacer
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<

V, par M,s,, et donner au potentiel thermodynamique la forme sui-
vante:

/ p=n \
. " e {
3) S ¢ = 23]\11,“&(1/,, — Ts,)+ [)G"]+'§_, Apy 9,,,(/\*
’ p:l‘ !
(g=o0, 1,0, ..., p—1,p-1, ..., ).

Celte forme ‘donnée au potenticl thermodynamique met en évidence
deux propositions importantes :

1° Le potentiel thermodynamique du systeme se compose de deux
parties. L’une de ces parties est une fonction linéaire et homogene des
masses des divers corps qui constituentle systeme; 'autre est une fone-
tion linéaire et homogene des aires des surfaces qui limitent les divers
corps du systeme. Supposons que, sans rien changer & la constitution
du systeme, on augmente ses dimensions dans un certain rapport 4. La
premiere partie sera multipliée par A%, tandis que la seconde partie
sera multipli¢e seulement par £2. On concoit donc que, dans 'étude
des systemes formés par des corps ayant des masses suffisamment
grandes, il est permis de négliger la seconde partie devant la premicre.
C'est ce qu’on fait ordinairement en Thermodynamique.

2 La premiere partie représente l'expression que ['on aurait
trouvée pour le potenticl thermodynamique en ne tenant pas compte
des variations que I’é¢tat de chacundes corps qui composent le systeme
éprouve au voisinage des surfaces deséparation. La seconde partie nous
représente alors le résultat de la considération de ce changement
d’état. Elle a simplement pour effet d’introduaire dans I'expression du
potenticl une fonction linéaire et homogene des aires des surfaces que
renferme le systeme. Les coeflicients de cette fonction dépendent de
- I’état interne des deux corps que sépare la surface a laquelle chacun
d’eux est affecte.

ITI. — Influence de la pesanteur.

Il serait maintenantfacile de traiter le cas ol le systeme, au lieu d’étre
soumis uniquementa I’action d’une pression normale et uniforme, serait
soumis non seulement 4 une telle pression, mais encore a4 d’autres
forces extérieures admettant un potentiel W. Il suffivait, en effet, d’a-
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jouter & I'expression de @, que nous venons d’obtenir, Ie potentiel W
des forces extérieures nouvellement introduites pour obtenir Uexpres:
sion du potentiel thermodynamique du systeme soumis a 'action de
ces forces.

Mais cette maniere de procéder suppose :

1° Que Vintroduction des nouvelles forces ne trouble pas 'homogé-
néité de chacun des corps qui constituent le systeme;

2” Que la pression extérieure reste une pression normale et uni-
forme.

En général, ces conditions ne sont pas remplies. Si, par exemple, les
nouvelles forces introduites sont les actions de la pesanteur, chaque
couche de P'un des fluides que le systeme peut renfermer sera com-
primée par toutes les couches situées au-dessus d’elle; elle subira
donc une compression variable suivant la hauteur a laquelle elle sera
située dans le fluide; par conséquent, le fluide aura une densité va-
riable d’un point & un autre. De plus, la pression extérieure ne pourra
plus étre uniforme. Elle devra varier d’un point & un auntre, en vertu
des principes de 'Hydrostatique.

Toutefois, Gauss, dans sa Theoria generalis figure flurdorum in statu
“wquilibrii, n'a pas hésité & négliger ces deux influences perturbatrices.
Si nous adoptonslaméme approximation, il nous suffira, pour obtenir
le potentiel d’un systeme soumis & I'action de la pesanteur, d’ajoutera
Pexpression précédente de @ le potentiel W des poids des diverses
parties de ce systtme.

Si nous désignons par dM une masse élémentaire du systeme, par =
sa hauteurau-dessus d’un plan horizontal arbitraire, et par g l'intensité
de la pesanteur au lieu considéré, nous aurons

A\ . o ey . (14
[.e symbole b désigne une sommation qui s’étend & tous les éléments
dM de la masse du systeme. Ce symbole équivaut, en réalité, d une
intégration triple. Nous pouvons écrire

p=a

S:(]M::E \ sdM,,
»

n=1
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lesymbole S désignant une sommation qui s’étend  tous les éléments
4

dM, du corps p. Ayantainsi trouvé I'expression de W, il ne nous reste
plus, pour trouver ‘I'expression du potentiel d’un systeme soumis &
action de la pesanteur, qu’a ajouter cette valeur de W & I'expression
de ® trouvée dans Particle précédent. Si nous faisons usage de I’ex-
pression de @ dounée par I'égalité (4), nous trouverouns

’):Il -
((D: EM,(«, —Ts,)+ PV, + & sdM, + A,,’/,,\
6y E[ M, (e, Sp) K ), i, Eq pa?ra

(g=o0,1,2, ..., p—1,p~+1,...,n).

Si, au contraire, nous faisons usage de I’expression de ¢ donnée par
I’égalité (5), nous trouverons

/ p=n

\ d):ZSi\'l,[l*](u,»~'l's,) + Po,] -+ "S .-.fm,+‘; A, 0]
(7) ) ) 1 7 z 7 o » bz ‘_J’, Psq Iv/}

' p=1

L’extréme petitesse de 1 permet de remplacer ’expression de W i la-
quelle nous sommes arrivés par d’autres expressions plus commodes
dans certains cas. Nous ne nous arréterons pas a ces transformations,
analogues a celles que nous avons fait subir & la quantité PV, i la fin
de Particle précédent. ‘

Nous alions maintenant appliquer les divers résultats que nous
venons d’obtenir & 'étude des divers problemes dont I'ensemble cou-
stitue la théorie de la capillarité. Nous commencerons par examiner
les lois des phénomenes capillaires proprement dits.

(g=o0,1,2, ..., p—1,p 41, ..., n).

IV. -— Phénomeénes capillaires proprement dits.

Dans les problemes qui constituent, & proprement parler, la théorie
de la capillarité, 'objet que I'on se propose est le suivant : on se
donne I'état que les divers corps qui composent le systeme présentent
loin des surfaces terminales, et 'on cherche les figures que doivent
prendre, pour étre en équilibre, les divers fluides que renferme le
systeme.
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Pourréscudre ces problemes, il suffira, en maintenant constant ["état
que les divers corps présentent loin des surfaces de séparation, de
donner & la figure de chacun des fluides, ou de quelques-uns d’entre
cux, une déformation infiniment petite compatible avec les liaisons
auxquelles le systeme est assujetti, et d’écrire qu’il en résulte pour @
une variation nulle.

Dans cette déformation, les quantités M,, D, «,, s,, 5, demeurent
invariables pour chaque corps. On peut donc, en désignant par C une
quantité qui reste constante dans ces déformations, écrire

p=n

€= ZM,,[F(H,, Ts,) +Ps,].

p=1
Le potentiel thermodynamique du systeme aura alors pour expression

po=a

(8) 43;::(,.[ }. Spu/“/, Z Apqf ,,,/
|

(f ==0, 1,0, oo, p— 1,1 Y e en I
si le systeme est soumis & l'action de la pesanteur, el

p=n

, ‘ e
(9) LU P Z Z Apdpg (g=0, 1,0, ., p—1,p+1,..., 1)
7
p=1

si le systeme estsoustrait & celte action.

De plus, puisque I'état que les corps p et ¢ présentent & une distance
suffisante de la surface 6,, qui les sépare est supposé invariable, la
quantité A, est une quantité constante. Si donc on désigne par le sym-
bole 0 la variation qu’une quantité quelconque éprouve par suite d’une
déformation virtuelle opposée au systeme, on obtiendra, pour expres-
sion de la variation 00 que @ t,pr'ouve a la suite d'unc telle défor-
maltion,

=n

(10) ol > (" (/M,, 0s -+—Z A,,,,o/,,
‘-J P
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si le systeme est soumis & 'action de la pesanteur, et

p=n

%
(1) ) -_—Z 2 Apy30p,
q

p=1

s le systeme est soustrait & cette action.

Ces valeurs de 0® nous permettront aisément d’exprimer que & est
minimum, ce qui est la condition pour que I’état du systéme soit un
état d’équilibre stable.

Nous allons en déduire les principales lois des phénomenes capil-
laires, en supposant tout d’abord qu’il s’agisse d’un systéme soustrait
aux actions de la pesanteur.

Nous remarquerons tout d’abord que les variations ), ,, imposées
aux surfaces 0,,, doivent étre compatibles aveclesliaisons du systeme.
Parmi celles-ci se trouve la condition que la masse M, de chacun des
corps p demeure invariable; comme d’ailleurs D, est aussi supposé
invariable, le volumeV,, qui est sensiblement égal & %#: doit demeurer

»
sensiblement invariable. Les déformations imposées aux surfaces qui
séparent les divers corps du systeme doivent laisser invariable le vo-
lume de chacun des corps qui le composent. ‘

Supposons que les deux corps p et ¢ soient tous deux a I'état fluide,
de telle sorte qu’on puisse déformer la surface 6,, quiles sépare. Dé-
formons cette surface sans altérer son contour. Supposons, en outre,
que, par cette déformation, une partie de la surface refoule le fluide p
de maniere d augmenterlevolume occupé par le fluideg, tandis qu'une
autre partie refoulera le fluide ¢ de maniére & augmenter le volume oc-
cupé parle fluide p d’une quantité égale & celle dontla premiere défor-
mation avait diminué ce volume. Laissons enfin invariables toutes les
autressurfaces que renferme le systeme. Nous aurons imaginé une défor-
mation virtuelle compatibleavec les liaisons du systeme. Dans cette dé-
formation, nons aurons

oW == (A +Ay,p) 00p,qe
Deux cas sont alors & considérer : si (A, + A, ,) est positif, le mini-

mum de @ correspondraauminimumde 6, ,; au contraire, si(A,,+ A, )
est négatif, le minimum de ® correspondra au maximum de 6,,. Or il
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est bien facile de voir -que 6,, ne saurait admettre de maximum;
quelle que soit la forme de la surface 6,,, on peut toujours la déformer
de la maniere que nous avons indiquée, de telle fagon que son aire
augmente. Si donc (A, ,+ A, ,) est négatif, ® n’admettra pas de mi-
nimumn, le systéme n’adwmettra pas de position d’équilibre stable.

La possibilité, pour le systeme, de présenter une position d’équilibre
stable est donc soumise & la restriction suivante : si p et g désignent
Jdeux fluides du systeme en contact 'un avec 'autre, Uinégalité

(12) Apg+Agp>o0

est vérifiée.

Il va sans dire que I'on peut raisonner de méme lorsque I'indice ¢
a la valeur o, c’est-a-dire lorsque la surface considérée est une des
surfaces qui limitent le systeme; dans ce cas, on a I'égalité

'AO,]) =0,
et la condition précédente se réduit a
(13) Apo > o.

Si la.condition (12) est vérifiée et si I'on désigne par Ret R’ les deux
‘ayons de courbure principaux en un point de la surface 9, ces deux
rayons étant comptés positivement d’un coté déterminé de la sur-
face,,, al'intérieur du fluide p, par exemple, la surface 9, , est définie
par I'équation différentielle
(r4) L = const.

R

Les méthodes employées par Gauss ou par M. J. Bertrand s’appli-
quent, sans modification, & la théorie actuelle. Elles permettent de
trouver les valeurs des angles de raccordement qui jouent, dans I'in-
tégration de I'équation différenticlle précédente, le role de eonditions
aux limites.

Si un solide » plonge dans deux fluides p et ¢, si 'on désigne par ¢
'un des angles du plan tangent a la surface de séparation des fluides
avec le plan tangent & la surface du solide en un point commun & ces
deux surfaces et si 'on choisit celui de ces angles qui, au voisinage du
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point considéré, renferme & son intérieur le fluide p, on aura

(Agyr+Arg) — (Aprt+A,,)
Ap,q -+ A,,,,,

(15) cosi =

La méthode employée par M. E. Mathieu permettra aussi de déduire
de nos formules la valeur des angles sous lesquels trois fluides se rac-
cordent. Si nous désignons ces fluides par les lettres p, ¢, r, et si nous
représentons par les mémes lettres les angles diedres formés par les
plans tangents aux trois surfaces de séparation en un point commun &
ces trois surfaces, nous aurons

sin p sing . sinr

16 = = -
(16) Agrt Ay Avop+Apr ApgAgp

Si nous supposons le liquide soumis a P'action de la pesanteur, toutes
ces équations subsisteront, sauf I'équation différentielle de la sur-
face 6,, qui deviendra plus compliquée et prendra la forme suivante :

. B 1A+ A,,.,,<r I
(17) 2D, =D, \R -+ [i’) = consl.

Telles sont les équations fondamentales qui reglent les phénomenes
capillaires. On les obtient par une méthode calquée sur la théorie de
Gauss. La théorie mécanique de la chaleur conduit donc aux mémes
conséquences (ue la théorie de Gauss. Mais, pour obtenir ces consé-
quences, elle ne fait qu’ une seule hypothese, dont la légitimité ne peut
étre révoquée en doute par personne; cette hypothese est la suivante :
si les divers corps éprouvent des modifications au voisinage de leurs
surfaces terminales, ces modifications n’atteignent qu’une couche infi-
niment mince.

Nous avons indiqué comment on pouvait obtenir les équations fon-
damentales de la capillarité; mais les conditions qu’elles expriment
ne suffisent pas & assurer l'équilibre d’'unc maniere complete. Elles
’assureraient si I’état que chacun des corps du systeme présente a une
distance suffisante des surfaces de séparation était invariable comme
on I’a supposé dans les modifications virtuelles qui ont fourni ces con-
ditions; mais, en réalité, cet état est variable. Quel que soit cet état,

Ann. de UFie. Normale. 3°$érie. Tome 1. — JuiLer 1885, 29
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" I’6quilibre ne peut étre assuré que si les conditions précédentes sont
réalisées; mais il faut, en outre, pour I'assurer, d’autres conditions ex-
primant que I’état des divers corps qui constituent le systeme n’est pas
susceptible de changement. :

Cherchons d’abord la condition qui exprime que chacun des corps
qui constituent le systeme, gardant son état physique et chimique,
n’est plus susceptible de se comprimer ou de se dilater, qu’il a acquis
la densité correspondant a I’équilibre.

Considérons un des fluides du systeme que nous désignerons par I'in-
dice p et que nous supposerons en contact le long de 'aire 6,, avec la
surface qui limite le systeme. Cette surface supporte une pression nor-
male uniforme que nous avons désignée par P. Lorsqu’on déforme le
fluide p sans faire varier son volume, il se produit un travail non com-
pensé. Si ce travail se réduisait au travail de la pression P, qui est nul
dans ce cas, le fluide serait soumis aux lois de 'Hydrostatique, et la
pression en un point quelconque pris & U'intérieur du fluide aurait pour
valeur P. La densité du fluide aurait une valeur ®,, li¢e & P parla loi
de compressibilité du fluide.

En réalité, il n’en est pas ainsi. La déformation de la surface 6,,
engendre un travail non compensé qui ne se réduit pas au travail de
la pression P. La pression & l'intéricar du fluide peut alors avoir une
valeur Il différente de P; la densité D,, que le fluide présente au sein
du noyau interne cst liée par la loi de compressibilité, non pas a la
pression P, mais a la pression II. Nous allons chercher la relation qui
existe entre P et II.

Soit L, ds, la qnantité de chaleur équivalente au travail interne ffec-
tué lorsque le volume de I'unité de masse du corps p, supposée prise
sous I'état qu’elle présente au sein du noyan interne, augmente de ds,,
a la température constanteT. Les principes fondamentaux de la théorie
mécanique de la chaleur nous fournissent les deux égalités suivantes :

du, = —L,ds),,

1

T

dsp = —

(L — ATL) do,,

A élant I'équivalent calorifique du travail, c'est-a-dire la quantité if'
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De ces deux relations, nous déduisons

3 9
(18) Ez_;E(up——Tsp):—H.
Remarquons maintenant que nous pouvons remplacer V, par M,s,,

ce qui nous donne

ds, I
. av, — Mm,’
et nous aurons
) _ 0 ds, Tl
;)—V;E(u,,——TS,,) = Z)—;'_,,E(”’)_TS'))CZ—V‘, —_ M_,,
Nous en déduisons
. J .
(18 bis) W—p [EM, (), —Ts,)] =—1IL

Cette formule va nous permettre de trouver la relation qui existe entre 11
etP. Supposons que la surfacef,, se déforme; que toutes les autres sur-
faces 0,, qui limitent le fluide p demeurent invariables; que, par suite
de cette variation, le volume du fluide p augmente de3V, et son volume
spécifique de 3s,. Cette varviation du volume spécifique du fluide p fait
varier toutes les quantités telles que A, et A, ,. Le potentiel thermo-
dynamique du systeme, pris sous la forme donnée par I'égalité (4),
éprouve donc la variation suivante :

vy 0
= 5v

JdA, ,+A N JA, 0 & N
+z 01’,(1 ( I),'I() q,p) 0o, + 61,’0 250 9o, -I—Ap’o 06},,0
q

[EM, (u,—Ts,)] 8V, + P aV,

op dop
(g=1,2,..., p— 1, p+1,...,n).
ou

e i [ » Qf}gﬁf +Y. ns "_.___(Ap’gr: AM)J LoV,-+ Aps
Pour I'équilibre, cette quantité doit étre égale 4 zéro.

Un théoreme important, di a M. Bertrand, nous fournitune relation
entre les deux variations 6V, et 09, .

Soit d8,, un élément de la surface 6,,. Cet élément se projette nor-
malement sur la surface déformée 6, , suivant un second élément qui a



228 P. DUHEM.
pour aire
A p.o+3(d0p0).
Ona alors
30,0 = Sam,,,o),

le signe S désignant une sommation qui s’étend & tous les éléments

dh,,, de lasurface 0,,.

Soit = la distance normale, au point considéré, des deux surfaces
O, €t 6, , comptée positivement lorsque la surface déformée est,
au point considéré, en dehors du fluide p. Soient R et R’ les deux
rayons de courbure principaux de la surface 9,,, au point considéré,
ces deux rayons élant comptés positivement lorsque les centres de
courbure correspondants sont & 'intérieur du fluide p. Le théoreme de

M. Berirand consiste dans la relation suivante :

1

3(df,,) = Gi 4 ﬁ> el

. 1 1
30,, = S <-ﬁ + E) Ay .

Mais nous supposons que le fluide p a pris sa figure d’équilibre. On a
done, en vertu de la relation (14),

On a done

1

1
R =7 == const.,

R

ce qui nous permet d’écrire, en désignant maintenant par R et R’ les
rayons de courbure en un point arbitrairement choisi sur la surface 6,,,,

0bp,0 = <{¥ —+ I%—,) SE dip..

D’ailleurs il n’est pas difficile de voir que

3V, = S edi, .

On adone

N 1 1Y\
0= <ﬁ -+ R—,) ov,.
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En reportant cette expression de 39, , dans I'expression de 3 et éga-
lant a zéro le coefficient de 3V,, on obtiendra la condition d’équilibre.
Cette condition est la suivante :

1 1
(19) H:P+AP,O<E+W>+HD>

relation dans laquelle ¢ est défini de la manitre suivante :

I 0A : 0(A, ,+AL )
= — 10 P,0 Z Is . P,.q q, 0
(20) g v M,,[ 2 9, - ,,j”” ED ]

(q=1,2,. ..., p—1,p+1,...,0).

Considérons de méme deux fluides p et ¢ en contact; désignons par
11, la pression en un point a U'intérieur du fluide p, et par1i, la pression
enun point du fluide g. SoientR et R’ les rayons de courbure principaux
en un point choisi arbitrairement sur la surface-6,, de séparation des
deux fluides. Supposons ces rayons complés positivement lorsque les
“centres de courbure correspondants sont & I'intérieur du fluide p. En
raisonnant comme nous venons de le faire, nous trouverons la relation
suivante :

L

i 1
(21) I, — I, = (Ap,g+Agp) <ﬁ -+ ]“"/> + b — by

b
Y

relation dans laquelle U, et ¢, sont définis de la maniere suivante :

I JA N (A, -+ Ay)
. —_— {' 9,0 /‘ , \ 2,7 ”rp
br= s [)f’v" Js, +Z,. e P

(r=1,2,...,p—1,p=+1,...,n),
(22) "
by = I ‘21‘:{1.1_ E) ’)(Arz»‘*"\w/)l
M, | "?° dg 7 day
(.s_._x,t,,...,(/-—l,(/—kl,...,n).

Si, dans les relations (1qg) et (21), on remplace les quantitésd, 4, 4,
par des constantes, on trouve les relations que Laplace avait déduites
de la théorie de I'attraction. Mais une semblable transformation ne
saurait étre permise, car ces quantités varient avec les masses M, et M,
et s’annulent lorsque ces masses deviennent tres considérables.
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V. — Chaleur dégagée durant un phénoméne capillaire.

La connaissance du potentiel thermodynamique d’un systeme nous
permet d’exprimer la quantité de chaleur mise en jeu par I'effet d’une
modification du systeme. Rappelons & ce sujet quelques principes gé-
néraux de la théorie du potentiel thermodynamique.

Considérons un systeme dont I’étatest défini par la température abso-
lue T et par un certain nombre d’autres parametres o, x,, ..., %,, ..., %,.
Soient ’

U I’énergie interne;

S I’entropie;

V le volume total de ce systeme.

Supposons que la surface qui limite ce systeme supporte une pression
normale, uniforme et constante que nous désignerons par P. Ce systeme
admet un potentiel thermodynamique @, et’on a

(1) ®=E(U—-TS) -+ PV.

La condition d’équilibre du systeme est la suivante : quelles que
soient les variations d«,, on doit avoir

p=’l
0P
(23) Zméap_o,
p=1

ce qui revient aux égalités suivantes.:

L e _ 0

=0, — — cery =—m =0, ..., — —o0
doey T Qaty ’ T day, ’ > da, ’

(23 bis)

Remarquons maintenant que 'on a

o0 /U 08 oV
Supposons que, tous les parametres étant maintenus constants, on
fasse croitre la température de dT. Le systtme dégagera une quantité
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de chaleur dQ,, et I’on aura

40, — — gg ar— AP oY "V

En vertu des égalités (23 &is), le systeme est en équilibre. La modifi-
cation considérée est donc réversible, ce qui permet d’écrire

— 9 r——_ a0,

a8 = 57 T

En remplacant dans cette égalité dQ, par sa valeur, nous trouvons

OT " TOoT " T 9T’

2P
» mous trou-

En reportant cette valeur de dans Iexpression de == 5T

vons
0P

5T = —ES.

En substituant cette valeur de — ES dans l'expression de @, on

trouve
L)

EU+PV=0— Td

Supposons que le systeme éprouve une transformation sous la pres-
sion constante P. La température T variera de dT; les parametres «,,
Ly wevy Upy vny &, croitront de du,, do,y, ..., dop, ..., do,; le systeme
dégagera la quantité de chaleur de dQ,, et I'on aura

dQ = —dU — AP dV,
ou bien

p:ﬂ
EdQ = — 0‘—)1 (EU + PV)dT —2 Jg; (EU + PV) dezy.

p=1
En remplacant (EU + PV) par son expression en fonction de @ et

de 0P on trouve
T’

p=n

9 - 9 b
dQ=—A or(d}-——Ta—F> a1 —AE(-);; <(I)-- T )T>dccp
pr=t
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clo—1)=—155

Mais on a

or JaT or?’
J 0D\ 00 . 00
02, <‘I?“T5T> ~Oa, 0T oa,

En vertu des égalités (23 bis), cette derniere égalité se réduit a

p N
M(qf“f?F)‘“’"raTaa,,

On a done finalement

dQ —= Al I -+ 5"1‘-00:—,,

p=1

20 A o >
7

ou, en désignant par < une différentielle totale par rapport aux varia-
bles T, oy, @y vy %py ovny %y
BL

(2 dQ0=ATd( % ).
(24) J i

Cette équation est générale. Elle suppose seulement que le systeme
a la méme température T en tous ses points, et est soumis a une pression
normale, uniforme et constante P. Nous allons appliquer cette égalité
aux systemes étudiés précédemment.

Pour ces systemes, on a, en vertu de I’égalité (5),

}),.".fll
' V; S m 5 N i
d’:QIMPU‘*(”/)_‘ I'sp) +Pop] + Ap,aOpq|
P=1 1
(g=o0,1,2, ..., p—1, p+1,...,0).

Nous supposerons que, parmi les parametres indépendants qui ser-
vent a définir ’état dusysteme, se trouvent la température T, la masse M,
de chacun des corps qui-constituent le systeme, le volume spécifique 5,
de chacun d’eux, enfin les diverses surfaces 6, .. Il se peut que les para-
metres ne suffisent pas & définir I'état du systeme; mais, pourvu que
ces paramétres soient choisis comme variables indépendantes, ce que
nous allons dire pourra s’appliquer.
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Nous avons
N
2= Z 9N, [E(, —Ts,) + Pa,] +2q,\,,,q s
p:l

(g=o0,1,2, ..., p—I1,p+1,...,n).

En général, on a, en désignant par IL, la pression a lintériear du
corps p,
dsp 1 du,, A, 07,

oF =T o1 — T o1

Jd7 .
Mais, 5, étant une variable indépendante, ”,’ = o. Par conséquent

)()lw { RI[)[E((/])"’"FS‘]}) - l) G'[,] } - — EN[IIS,}.

D’autre part, 0, , étant une variable indépendante, on a
0Ap.y

)l‘ (Ap q //) r/) — 011 q ()'.l"_
On a done

p=n p=n

o ()A,,
;)-T:——EZM,,s,,-}—EE <JI,,/ 'i’/>
p=1
el
I):_.Il II—II \
AdQ=—Td ZM,s,, —i—ATd(EZ Opq ‘)3’,-—!>
=1 p=t
(g=o0,1,2, .., p—1,p—4+1,...,n).

St les divers corps qui conslituent le systeme avaient au voisinage des
surfaces terminales I’élat sous lequel ils se présentent & une certaine
distance de ces surfaces, I'entropie du systeme aurait pour valeur

]J:Il
§ = E M,,.S'!,.

p=1

La modification considérée dégagerait alors une quantité de chaleurdy,
Ann. de I'Ee. Norm. 3¢ Série. Tome [I. — Juier 1885. 30 '
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el 'on aurait

Sop=n

dy=—Tds =—Td ( EM,,S,, )

p=1 /

On peut donc écrire

p=n
A
( 1Q — dg = ATd SE ), L
dQ q \lc< IIO,,,, JT

p=1

—~
©

514

~—

'\ (g=o0,1,2, .., p—1,p41,.., 1)

Cette relation nous montre I'influence que les changements d’état
qui se produisent au voisinage des surfaces terminales exercent sur
les phénomeues thermiques qui accompagnent une modification quel-
conque du systeme. Cette relation est due a M. Van der Mensbrugghe.
Avant lui, Sir W. Thomson avait donné la relation

p=n

e INpq
dQ —dg = AT 2 2[7)‘1“" A0y 4.
p=1
Celte relation n'est pas complete. Il faut, pour la compléter, ajouter
au second membre le terme

ENAN A,
" O7p.q
A r; Zq 0, 4d (71‘«) .
Nous renverrons aux Mémoires de Sir W. Thomson, de M. Moutier et
de M. Van der Mensbrugghe pour Uexamen des conséquences que I'on
peut tirer de U'égalité (25). Nous avions simplement pour but de mon-
trer comment cette égalité peut se déduire de la théorie du potentiel
thermodynamique, et aussi de prouver qu’clle n’est pas modifiée par
les complications que I’étude des changements d’état superficielsintro-
duit dans la théoric des phénomenes capillaires.

VI. — Changements d'état. — Vaporisation.

Nous allons maintenant appliquer les principes précédents a la
théorie des changements d’état; nous nous occuperons, en premier
lieu, de la vaporisation.



APPLICATIONS DE LA THERMODYNAMIQUE AUX PHENOMENES CAPILLAIRES. 235

Considérons un systeme composé de la maniére suivante :

Une masse liquide extrémement grande, que nous désignerons par
I'indice (1), entoure une bulle de vapeur que nous désignerons par I'in-
dice (2). La surface 0. qui limite le liquide, a en tous ses points des

courbures - ; et ~ infiniment petites. Les courbures de la surface 6, , qui

sépare le llqllldc de la vapeur sont, au contraire, des quantités finies.

Soient M, et M, la masse du liquide et la masse de la vapeur, s, et o,
le volume spécifique du liquide et le volume spécifique de la vapeur.
En vertu de I’égalité (5), le potentiel thermodynamique du systeme
aura la valeur suivante ‘

®=M,[E(u,— Ts,) 4 Pa,] +M[E(tty—T5,) =P o]+ Ay 00t (Ara - Aay) Oy

ou bien, en posant
o == E(uy, — Ts)) 4 Poy,

(

(a6 )
)) '

© =M g, -+ Moy Ay (71,0 + (Ape -+ Aa1) 0

e

5o w2 B (ty — Tsy) -+ Pay,

-Q

Supposous qu'une quantité infiniment petite du liquide passe & 'état
de vapeur. M, augmentera de oM,; M, diminuera de la méme quan-
tité; @ augmentera de
o0 == (0, — @) M, — M, 9, + M,dg,
-+ AX,O 501,0 -+ (Al,g"l" 1\2’1‘) 601’-2"1"‘ Ol,OaAI,o"f“ 01,2 ()(Aj,g-}'“ A-_)_![ ).

livaluons toutes les variations qui figurent au second membre en fone-
tion de M, et des parametres qui définissent I'état du systeme.

Le volumespécifique du liquide, quiavait pour valeur s, est devenu
s, -+ 05, ; le volume spécifique de la vapeur, qui avait pour valeur s,,
est devenu o, -+ dg,. Soient I, la pression initiale & Pintérieur du li-
quide, et I, la pression initiale & I'intérieur de la vapeur. Nous avons
vu, au Chapitre IV (égalité 18), que

oE (w; —Ts))=—1,07,
0B (uy —Tsy) = —,07;.

Nous pourrons done écrire

6:.&1::_ (P - H1)r T15
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Si nous comptons positivement les rayons p et ¢’ lorsque les centres de
courbure correspondants sont du coté de la surface 0, , olt se trouve le
liquide, nous aurons, en vertu des égalités (19) et (20),

1

U 4. S I S B S A S S S N
IL=P+A, (p —+ p,> -+ A [01,0 . Ao+ 045 e (A, 2+ .\2,1)“

. \ . <, I T I .
Mais, d’apres ce que nous avons dit, les quantités —» —, = sont infi-
e M,

niment petites. L’égalité précédente nous donne donc
I, ="P.
Il en résulte que

N
d9;==0.

Il en résulte aussi que II, est invariable, ce qui nous donne

(o3

7, == 0.

Soient R et R’ les rayons de courbure en un point de la surface 6,,,
ces rayons étant comptés positivement lorsque les centres de courbure
correspondants sont & I'intérieur de la vapeur. Nous aurons, en vertu
des égalités (24) et (23),

N\

He"—lL:(Al,z"‘A’ )< 1;,) M |./120 (A12+Ae,1)l

)
- l “,) A10+01qd; (A,,z—r-Az,l)T
1 -
Malsm—est infiniment petit; de plus, I, =P; nous déduisons donc
1
de 12
) — Ao (2 2) = Lo, 2
P—T,= (Al,f_,-;—Aﬂ,])(l{ + R,) v ‘“Jm - \M+A,1)|

et
’\

N 1 SN 1 [ 0 1 A
0y == — <A1,2+ A2’1> (i{‘ -+ l{/) 0Ty — m ‘.01,.2 ;)——I_TQ_ (Ai,t_)—'— A2’1)/l o]

De la nous tirons

N N J
M10<P1+M20CP2:—§N12(A1 o~ ’&2 1)<[{ I> [612() (A~1f7+
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Calculons maintenant

A0005,0+ (A =+ Ay y) 00y 0.

Le volume du liquide augmente de 3V,, celui de la vapeur de 8V,. Le
volume limité par la surface 8, , augmente donc de (3V,+3V,). On a
alors, d’apres le théortme de M. Bertrand, que nous avons déja in-
voqué,
Y 1 I\ ~ YT
00,0 = <— -+ —,) (0V,; =+ aVy).
PoF

La quantité (3V, + 8V,) est évidemment de 'ordre de dM,; d’autre
oy T 1 . . e
part, la quantité <E -+ P_'> est infiniment petite. Nous pouvons donc
écrire
’ 391,0:20.
Le volume embrassé par la surface 9, , augmente de 3V,. Nous pou-
vons done éerire

30y = (l‘—{ + I%) 3V,

La quantité
Ao 01,0+ (A Ay0) 00,

a donc pour valeur
I 1\ .
(Al,g—}‘ A2,1) <l—{‘ -+ 'F\",) ()V-.z.
Calculons enfin les termes

01,0 0A1,0+ 01,5 a(_Al,:' + As);
nous avons

Y _____()»'\10\
04,0~ e 0T,
1
N (A o+ As ) o O(Ay o+ Ay )
(A Agy) = ( 1’:)7 ’1)051—&— '()g L 0a,,
1 2

el comme nous avons, ainsi que nous I’avons vu,

Oz = o0,
nous pouvons écrire

()( A.l,:_y“‘)_ 1\2’] )
()Tg

N
075.

U0 0A1 0+ 91,0 8(41,2"' Ao ) =0y,



238 P. DUNEM.

En réunissant tous les résultats ohtenus el en réduisant les termes
semblables, nous arrivons au résultat suivant : ‘

3 = (93— 01) M+ (Aya+ Ay ) <IIE + ‘,) (8Vy— M, da).

R

Remarquons maintenant que Uon peut écrire

et, par conséquent,

el nous aurons
Y 1 T ~
(57) 30 = [ (o9 + (Mot An) (g o )7 oM.

Cette équation renferme la théorie complete de la vaporisation.
Supposons en premier lieu la surface de séparation du liquide et de

. . . , N 1 I , .
la vapeur tres faiblement courbée. La quantité ('i'{ -+ W) élant extre-

mement petite, nous pourrons négliger Ie terme dans lequel elle entre
comme facteur. L’équation précédente deviendra done

(28) o = (o, — g,) 6M,.

Quelle est, dans le cas actuel, la signification des quantités ¢, et 9,?
Ces quantités sont définies par les égalités (26)

o,= E(wu;—~Ts;) +Poy,
v, =E(u;—Ts,) 4 Po,.

u,, s,, 5, sont 'énergie, Uentropie, lc volume spécifique de 'unité de
masse du liquide, sous la pression II,, en supposant que le liquide
n’éprouve aucun changement d’élat au voisinage des surfaces termi-
nales. De méme u,, s,, 5, sont I'énergie, entropie, le volume de 'unité
de masse de la vapeur prise sousla pression II, et en supposant que son
état ne subisse aucune variation aupres des surfaces terminales.

Mais nous savons déja que II, = P: de plus, nous savons que

1 A

)
P—Th=— (Ao Au) (§ + ) = 51 [B0 o Arat Au) |
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1 I I

Or, dansle cas actuel, R B ML

sontinfiniment petits; nous avons done

aussi I, = P.

Il en résulte que o, est le potentiel de I'unité de masse du liquide
supposé homogene dans toute son étendue, méme au voisinage des
surfaces terminales, et soumis & la pression P; ¢, est, dans les mémes
conditions, le potentiel de I'unité de masse de la vapear. L’égalité (28
est alors I'égalité qu’on trouve directement en négligeantles modifica-
tions qui se produisent au voisinage des surfaces terminales. Nous
avons montré dans un autre travail (') comment on pouvait en déduire
la plupart des théorémes connus sur fa vaporisation.

Supposons maintenant que R et R’ soient (rés petits et positifs; en
d’autres termes, envisageons une tres petite bulle de vapeur entourée
par le liquide. Soit f, le potentiel thermodynamique de l'unité de
masse de vapeur supposée homogene jusqu’aux surfaces et soumise &
la pression P. Si nous nous souvenons que

99: _p _
p) =P —1I,,

T3

nous pourrons écrire

Ty

Qs = fo-+ (P —1)ds,

Sq
s, étant le volume spécifique de la vapeur sous la pression P et s le vo-
lume spécifique de la vapeur sous une certaine pression II comprise
entre P et II,.
En intégrant par parties, nous (rouvons

NN 11,
f ([’—-—T[)(.lo*:::az(P——Hg)—l‘f s dIl.

g

La quantité s est toujours positive. Soit ¢ une valeur de cette quan-
tité comprise entre s, et s,. Nous pourrons écrire

A

(') P. Duugm, Theorie du potenticl thermodynamique (en cours de publication).

I, -
g dll = — ¢ (P — II,),
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et, par conséquent,
0s = o+ (e2—¢) (P —IL);
mais

I I 9.0
l)_‘ng:_(A!Q—*-AQ'[) <E+E‘,> \Il 067(&10+A71)

on a donc

g
(09) 0= [ fim 1 s+ 8a) (§ + o ) (5= 70) 3 75 (St A oM.

Noussavons, en vertu de 'inégalité (12), que (A, .+ A, ,) est positif;

I . ,
il en est de méme de ¢ et de <R 1{’>; 'expression précédente ne ren-
ferme que deux quantilés dont le signe est inconnu; ces deux quantités

sont (¢—a,) et =— (A, .+ A, 3). Mais, quel que soitlesigne de ces deux

()
quantités, il est facile de voir que

(it Aa) () (6= ) 3 o (At As)
est toujours positif. Nous pouvons, en effet, distinguer trois cas :
d
P
rieur & s,, et, comme ¢ est compris entre s, et s,, ¢ — a, est positif. La
quanlité que nous considérons est done posilive. ‘
)

l()

Ao+ Ay, ) est positif, I, est alors supérieur & P; s, est infé-

2° (A”—i— A, ) est nég (A, o+ A, ) est moindre

7\«1 PER
1

RT I
core supérieur & P; ¢ — o, est encore positif; mais cette quantité est in-

0,9 0O
1\112 pEN (A, .+ As,)est

, . . . ). 1 1
done négative, maisinférieure en valeur absolue d ¢(A, ,+A4, ) <l_{ -~ -,)-

en valeur absolue que (A, ,+A,,) < > Dans ce cas, 11, est en-

férieure & ¢ en valeur absolue. La quantité (¢ — a,)

R
La quantité que nous considérons est donc encore positive.

e 0 06 0 .
30 — o (A, .+4A,,) estnégatif, mais 1\1120 (A, .+A,,)estsupérieuren
valeur absolue & (A, ,+ A“)<R ) Dans ce cas, II, est inférieur 2 P;
01,0 0

¢ —ay est une quantité négative. La quantité (¢ —a,) 7= M, J 2(A4,2+ A,
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est donc positive, et il en est de méme de la quantité que nous consi-
dérons.

Done, dans tous les cas, la quantité

G5 0

Shiat A () + (5= o) 3 g (At Au)

est positive.

Si la bulle de vapeur est tres petite, les quantités —[%, I%’ ?\‘T sont
toules trois infiniment grandes. La quantité f, — o, est donec négli-
geable devant la précédente, et il en résulte immédiatement que d® ale
signe de SM,. Or une transformation n’est possible que si elle corres-
pond & une valeur négative de 30; donc 3M, ne peut étre que négatif.
Par conséquent, lorsqu’une tres petite bulle de vapeur se trouve en
présence du liquide générateur, la vapeur qu’elle contient peut se con-
denser, mais elle ne saurait croitre aux dépens du liquide environnant.
Elle ne peut croitre aux dépens du liquide environnant que si ses di-
mensions sont supérieures & une certaine limite. Cette proposition dé-
montre I'impossibilité, pour une bulle de vapeur, de prendre naissance
au sein d’un liquide, dans quelque condition que ce soit.

On a prétendu que le contact d’un solide pouvait rendre possible
cette formation d’une bulle de vapeur, qui ne saurait se produire au
sein méme du liquide. [’expérience a depuis longtemps fait justicede
cette idée. Nous allons montrer que la théorie vient confirmer, sur ce
point, les résultats obtenus par I'expérience.

Noussupposerons qu’un solide, auquel nous réserverons 'indice ( 3),
soit en contact avec le liquide par la surface 6, , et avec la vapeur par
la surface 0, ,; en faisant usage de notations analogues a celles que
nous avons adoptées dans le cas précédent, nous aurons

= M, [E (g — Ts,) + Py +Ma[E (@ — Tsy) - P o] -+ My[ E (4 — Ts,) + Pa,]
+ Aq o004 (Mg As 1) O+ (Ay s+ As1 ) 915+ (Ags -+ Aga) Oaye

Posons
1=E(u;—Ts) -+ Poy,

-©

vs=E(u;—Ts,) + Po,,
o3 =E(uy — Ts;) + Pa,.

Ann. de I'Ec. Normale. 3¢ Série. Tome 1. — JuiLLer 1885. 31
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Nous aurons
‘‘‘‘‘ \I] “i—l\lg(‘gg—i— DI;«)CP_;—F A|’061’0
+ (A A ) Or0+ (As+ As) P+ (As s+ Ay ) Oase

Supposons qu’une certaine quantité de liquide passe a I’état de va-
peur; M, augmente de 3M,; M, diminue de la méme quantité; ® aug-
mente de

~+ Aq,000,0+ (Ap o+ A2,1)801,2+ (Ars+Ay1)09 5+ (Ags+ Ay s) 06as
A= Oy 000+ F12 0 (A e+ Agr) + 01,38(A1,3+ Ay) + 02,38(»'42,3'*— Asa).

Comme dans le cas précédent, en supposant la masse du liquide tres

considérable, nous aurons
do, =0, dgy=0, A= o.

La pression supportée par le solide au point ou se trouve la hulle de
vapeur varie avec les dimensions de cette bulle. Mais la pression sup-
portée par toutes les autres parties de la surface du solide, que nous
pouvonssupposer tres grand, demeure invariable. Nous pouvons donc
supposer que 'état interne du solide n’éprouve pas de variation sen-
sible, ce qui nous donne

~ N
0Qy == 0, 003 == 0,

D’une maniere ¢ wnerale nous avons

S(Agy— Ayn) == A Alé%“_ﬁ\i,?_) Sy J (A, :):' Ay2) don,
) T
6(A3,l-'r" /\17:;) ™= ()(A.}—l()-:._"—_.\_i__l_). —+ ()(A3 :):— \l i) O'“
1
St Ay = Lt dead o Jhiat had 5,

En vertu des égalités
dgy== 0, 0gy;= o0,

les derniéres égalités deviennent
0(Ag s+ Aypn) = Q(—l}‘?‘b‘};“é“‘w‘z 003,
3(As,1+ Ay 3) =o,
3(Agat Ay,) = L0A (A1 s+ Ay q) oo

PN 2
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Supposons une déformation quelconque de la bulle. Nous aurons
toujours
592,3:“ '3‘9,13:
égalité qui exprime que la surface Lotale du solide ne change pas.
Supposons, en outre, que la bulle augmente de volume en restant
semblable & elle-méme; nous aurons

Il nous suftit donc de calculer la quantité 0, ,. Or on vérifie tres
aisément que, si I'on désigne par z 'angle de raccordement des sur-
faces 6, , et 6,4, en prenant angle qui renferme le liquide 4 son inté-
rieur, on trouve

1 I
N N < by
00,2005, €080 = = =+ = | 0V,.
b2 23 <l{ I{’) -

Les diverses relations que nous avons écrites nous donnent

60y,0=0,
= 0}_00————%5; (ﬁ + i;‘) 3V,
36, = 5}{_09%5 (‘f{‘ + [;—> 3V,

Nous pouvons alors écrire

6‘1) = (CPQ—' C?l) 61\42“" [Mg (Jﬁ ~- 01,2

N
00,
(}0'2 Ty - ()’Jg :

()(!\112‘}— .‘\2’1) + ‘9‘) s 0(4A2,3+ A:i,?)J

I I 1N ar
A (A Ag )01 [(Asn+ Ay ) — (Ag s+ Ay, )] 02 ( a:;“”‘@;::z@ (R -+ E‘,) oV,.

Cette expression se simplifie d’une maniere notable lorsqu’on rem-
place cosz par sa valeur

(A s+ Ay ) —(Ay s+ A:x,‘z)'

CcoSl =
A1,2+ A'.’,x

En effet, on a alors

1 ._~ Ap+Ay, S
B Gos V(Aga= Agg) 010+ [(Ags+ Age) — (A + As )]0 :
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et, par conséquent,

O(Ay+ Asy) + 0y, O(Ay 3+ Az’ o

0P = (9, — ¢1) Mz + [Mi’ dz, T2 0o 00 17

+ A+ A ( + )3V
Mais, d’auotre part,

()(PZ fu— l)“' Ho

()G’g - b

et

P—1IL=—(A2+ Azn) <—|% - ﬁl)

I

7]
— i [91’2 Jo, (A, + A2,1)]

) J —
— ﬁ; [91,2 (f);z'(f\x,z -+ A‘-’,l) + 62’3372 (A2’3+ A:,,Q)J

1

0 0
M, [9:,3 PN (A3 +Asy) + Gay 9o (Asy+ As,‘z)]-

Mais, si nous supposons le solide et le liquide tres étendus, les termes

01,2 91,3 02,3
M, M, M,

deviennent infiniment petits, et nous pouvons écrire

P — M= — (A)p+ Asy) <T[{ - %>

) ) ]
SR [91,2 2 (Ao A1) + Oas 5= (Ag s+ Asn) |,

M, das day

ce qui nous donne
I I

o = ((Pz—— CPI) 6W]2 -+ (.A],Q"‘*‘ .’\2,1) <'—{' -+ [—"‘,> (6‘72—‘ le 60'2).

Enfin la relation
Vy= Mo,
nous donne
;)\Vg—:]\lgaﬂ'g—gzaMz
et, par cons¢quent,

80 = | (93— 1) + 02 (Ag0+ Auy) <'1]¥ + ﬁ-)J M.



APPLICATIONS DE LA THERMODYNAMIQUE AUX PHENOMENES CAPILLAIRES. 245

Cette égalité est identique a ’égalité (27), que nous avons obtenue
dans le cas ol la vapeur n’était pas en contact avec un solide. On la
traitera exactement comme 1’égalité (27), et 'on arrivera aux conclu-
sions suivantes :

1° Lorsque la surface de contact du liquide et de la vapeur est tres
peu courbée, la présence d’un corps solide n’influe en rien sur le phé-
nomene de la vaporisation.

2° Une tres petite bulle de vapeur, adhérente a un corps solide, et
en contact avec le liquide générateur, ne peut augmenter de masse:
elle ne peut que se condenser. La présence d'un corps solide ne peut
done empécher les retards d’ébullition.

La théorie de la capillarité rend done compte de ces phénomenes
en apparence exceptionnels, lorsqu’ils furent découverts, et reconnus
aujourd’hui comme tout a fait généraux. Il va sans dire que I'analyse
précédente s’appliquerait, moyennant de légeres modifications, aux
phénomenes de la sursaturation des solutions gazeuses et & la décom-
position de certains composés, tels que 'acide azoteux, susceptibles
de donner des produits gazeux. Nous n’insisterons pas sur ces phéno-
menes, dont I'analogie avec les retards d’ébullition est trop évidente.

VII. — Changements d’état (Suite). — Surfusion.

Il n’est pas possible de traiter les questions relatives & la fusion avec
autant de rigueur que les questions relatives & la vaporisation. En
voici la raison : la pression & I'intérienr d'une masse fluide dépend de
la courbure des surfaces qui limitent cette masse, et nous savons ex-
primer la dépendance qui existe entre ces quantités. Au contraire,
lorsqu’il s’agit des corps solides, nous ne savons pas si la forme des
surfaces terminales influe sur ’état interne du corps, et, en admettant
I'existence de cette influence, nous ne savons pas I'évaluer. Cette im-
puissance nous empéche d’appliquer aux corps solides des considéra-
tions analogues & celles que nous avons appliquées aux fluides dans le
Chapitre précédent. '

Mais, si nous ne pouvons donner des phénomenes de la fusion une
théorie aussi complete que celle que nous avons donnée des phéno-
menes de la vaporisation, nous pouvons du moins en donner une
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théorie approchée, en admettant, ce qui ne s’écarte probablement pas
beaucoup de la vérité, que I’état interne d’un solide est le méme que
si ce corps était homogene jusqu’au voisinage des surfaces terminales
et soumis a la pression qu’il supporte réellement.

Considérons un solide en contactavecun liquide qui peut, en se soli-
difiant, lui donner naissance. Réservons I'indice (1) au liquide, que
nous supposerons indéfini, et 'indice (2 ) au solide.

Le potentiel thermodynamique du systeme a pour expression

B =M,0; + Moy -+ Ay 01,0 + (A2 + Ag 1) Oy 0
v, el o, étant définis par les égalités
o, =E(u,—Ts;)+Poy
@2 = E(uy — Tsy) + Po,.

Supposons qu'une masse infiniment petite du liquide passe & I'état
solide; M, augmentera de dM,; M, diminuera d’une quantité égale;
¢ augmentera de

o = (CPQ — CP1) 61\]_} +Ml 6@1 -+ MQ 8(;)-3
- ‘Aj’()aol,o —+ (A1,g+ /\2’1>601,2+ 91’08A|’0+ OI,QB(AI,Q—}" 1\._)v1).
Le liquide étant supposé indéfini, nous avons, comme dans le Chapitre

précédent,
d¢,=='0, doy=o0, 86y ,0=o0.

D’autre part, en vertu de ’hypothese que nous avons faite, I’état in-
terne du solide ne change pas. Nous avons donc

D’une maniere générale,

aALO == 631’0 (35'1 ”

O(A12+A21)__ 0(Ay, ‘2()+A21) S, ()(A12d:' \21)
a1 2

Dans le cas actuel, ces égalités deviennent

.aAl’(): 0,
0(Aq,+ Ay ,y)=o0.
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On a done
6‘1’ = ((P:l — (Pl) 0\1\{[2 -+ (ALQ -+ A?,l) 661'2.

Evaluons 6, , en fonction de 6M,.

Soit o un point de la surface, ,. Supposons qu’une certaine quantité
de liquide se soit congelée, en déposant sur le solide une couche dont
I’épaisseur a pour valeur ¢ au point «. Soient R et R’ les rayons de
courbure de la surface 6, , au point «, ces rayons étant comptés positi-
vement lorsque les centres de courbure correspondants se trouvent du
méme coté que la surface 9, , que le solide. Soit &6, , un élément de la
surface 6, , pris autour du point «. Nous aurons, en vertu du théoreme
de M. Bertrand,

[\
8(db, ) = <R i ) edb, .,

56, .= LN
Ojl,Z"‘ S <I{ -+ l{/) (l]l,i‘

le signe S indiquant unesommation qui s’étend a tousles élémentsdt, ,

et, par conséquent,

de la surface 6, ,, ou du moins de la partie de cette surface sur laquelle
la solidification s’est effectuée.
I I < e . ,
Supposons cette surface convexe; [+ v sera positif. Si nous dési-

1 1 s .
gnons par - + = une quantlte comprise entre la plus grande et la plus

-

petite des valeurs que l{’ prend aux divers points de la partie de

la surface en lesquels la solidification est censée s’effectuer, nous
pourrons écrire

n/ I 1 1 1 Y7
001,2’: <-E -+ -P—7> S Edei,i.: <; —+- ?)0\ 2

Mais on a, en général,
. 6V2 =M230'2 -+ '7231\’12,

gallte qui se réduit, dans le cas actuel, &

6Vg = O';v‘}Mz.
On a donc

(30) 00 = | (5= 5) + 22l Aua - A0) (5 = 37) | M
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Si la surface de séparation du solide et du liquide est tres peu
, 1 . . . , ., , .
courbée, le terme = + 7 est infiniment petit, et cette égalité se réduit
aI’égalité
00 = (93— ¢;) OM,,

de laquelle, comme nous ’avons montré dans un auatre travail, on peut
déduire toute la théorie de la fusion.

Si, au contraire, les courbures de la surface 6, , sont extrémement
prononcées, le signe de 0@ est celui de

oo (Ara - Any) (% + E}> M.

Deux cas sont alors & considérer :

1° Ay, + A, , est positif; 00 a alors le signe de &M, ; une trés pelite
particule solide ne peut s’accroitre aux depens du liquide, ni a fortior:
prendre naissance au sein du liquide;

2° A,,-+ A,, est négalif; /0 a un signe contraire a celui de 3M,;
une tres petite particule solide peut s’accroitre aux dépens du liquide
ambiant.

En général, lorsqu’on abaisse la température d’un liquide ao-des-
sous de son point de fusion, ce liquide reste d’abord surfondu; mais,
lorsque la température est devenue asscz basse, il se solidifie sponta-
nément. On explique ce fait en supposant que A, , + A, ,, positif & Ia
température du point de fusion, devient négatif & une plus basse tem-
pérature.

Si la surface du solide était concave au point o la solidification est

1 . ) op TS . .
censée s'cffectuer, — ; - o serait-négatif. La solidification serait alors

possible si la courbure était trés prononcée en ce point. Mais cette
solidification aurait pour effet de combler cette concavité, et, une fois
celle-ci disparue, les raisonnements précédents deviendraient appli-
cables.

Les raisonnements précédents supposent la particule solide terminée
par une surface courbe. Ils nes’appliquent plus & une molécule polyé-
drique, car I'expression de 36, ,,donnée parle théoreme de M. Bertrand,
devient inexacte dans ce cas. Mais ce cas peut étre traité directement.

Supposons gu’une particule solide polyédrique croisse en restant
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semblable & elle-méme, de telle sorte que chacune de ses dimensions
soit multipliée par 1 + X. Il est évident que nous aurons

Qo

f)

91,9:27.’91,;;’ Ol\N[g—l" 371\1—2-

De 1a nous déduisons

N . a Ol ‘2- o
00 = | (ga— o)+ 2 (Ay0+ Ayy) = | OM..

Ol,‘l

Si la masse du corps solide est trés grande, M

est extrémement petit,

et égalité précédente se réduit a

o0 = (; — @,) OM,.

Si, au contraire, la masse du corps solide est trés petite, 3= est ex
trémement grand, et I'égalité précédente se réduit a

0 = F(Ara -+ Agr) 252 OM,,

Des deux égalités que nous venons d’écrire, on déduit, pour les par-
ticules solides polyédriques, les conséquences que nous avons trou-
vées pour les particules terminées par une surface courbe.

On peut, de la méme maniére, rendre compte des phénomenes de
sursaturation que présentent les dissolutions salines; P'indice (1, étant
réservé a la dissolution, nous avons encore

i) :1\]1% -+ M‘_)(Pg -+ Al,(,()17(y —+ (Ai’g -+ Ai,l) 01,2.

La dissolution renferme une masse m de sel el une masse v d’eau.
Si nous posons

D, =M, @1y
o _
om
oD, .
—_— = (3,
Jp

nous aurons (')
O, =mF + pG

(1) P. Duuem, Thiorie du potenticl thermodynamique. (En cours de publication.)
Ann. de l’Ec, Norm. 3¢ Série. Tome II. — Ju et 1885. 32
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et, par conséquent,

O =mF <+ (J-Cl -+ NIg Q2 -+ 2\1’0 91,0 -+ (1\1,2 -+ _A2’1)61’2

LY. N YyN ()F ()G N A ()@2 A
30 = (0, — () oM, —|-<m;)—ﬂ—1+y dl_l,> o, -+ M, 52 o,

4+ Apo00 =+ (A =+ Ayy) 091, + O1,00A1,0 + 01,50 (Ays + Ay ),

¢t

I, désignant Ja pression a I'intérieur de la solution, etIl, la pression &
'intérieur du solide.

Mais, de ce que le liquide est supposé indéfini, on déduit II, =P, et
I, = o; d’autre part, en vertu de ’hypotheése que nous avons faite au
commencement de ce Chapitre, on a I, =P, et 9ll, = o. Les termes
qui figurent & la premiere ligne de 3¢ se réduisent donc simplement a

(¢ — F)0M,.
Le fluide étantsupposé indéﬁni, on a
00,9 = 0.
Les quantités A, o, A, 5, A, , dépendent non seulement de la pression
a U'intérieur dela dissolution et de la pression a I'intérieur du solide,

. . m .
mais encore de la concentration 2 = = de la solution. On a donc

~ . ()A,," A
)}\1,0 = —;)'I"[l— JI[] -+

A1
ol

N | , o 0(As Ay o CO(Agys = Ay o O(Ay s+ Auy) o
(A, s+ Ayy) = oIl oll, -+ I oll, + P /S— ol

ah,

Mais on a déja

D’autre part,

N oh
= G O™ = G M
et
oh 1
am T

La masse de la solation étant supposée tres grande, on peut négliger
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celle quantité. On a donc
oAy0 =0,
9(A,.+As,)=o,
et, par conséquent,

B(I) = (f?;;-— F)allz‘ﬁ- (A“g -+ "X'Z,l‘) 6[71,2.

Celte égalité est analogue & celle que nous avons obtenue en étu-
diant le phénomene de la surfusion. Elle conduit donc & des consé-
quences entierement analogues.

Quelle influence peut exercer sur la solidification la présence d’un
solide étranger? C'est ce que nous nous proposons d’examiner cn ter-
minant cette étude.

Supposons tout d’abord le solide étranger en contact avecleliquide,
avant qu'aucune solidification se soit produite. Le potentiel thermo-
dynamique a la valeur suivaunte:

D =M, 0, +Mygs+ Ay o010 + (A1, + As,1) 91,5

Peut-il se faire qu'au bout d'un certain temps le liquide se soit en
partie congelé au contact de ce corps solide? Supposons qu’une
couche d’épaisseur « du solide que le liquide produit par sa congé-
lation ait recouvert le corps étranger. Désignons par D, la densité du
solide. 1l est aisé de voir que le potentiel sera devenu

(1) -+ 5(1) = (M1 -_— 801’3])2) CPI -+ M3\"ﬁ;; -+ 501,3 Dg CIQQ -+ Ai,()ol,() -+ (1\172 -+ :\3,1) 01’3.
Nous aurons donc
00 = [(@s— ¢1) Dae + (Ayo + Agyy) — (Ay s+ As,0) 04,5

Le phénomene dont il s’agit n’est possible que si 30 est négatif,
quelque petit que soit e. Il sera donc impossible si I'on 4

(Ag -+ A1) — (Ay s+ Ayy) >0,

Ainsi, un corps étranger vérifiant cette inégalité ne saurait faire cesser
le phénomene de la surfusion. C'est ce que ’on constate - cn général.
Au contraire, un corps étranger vérifiant I'inégalité '

(A, +Agy) — (A + Agy) <o
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jouirait de la propriété de provoquer la congélation d’une mince

couche liquide, alors méme que o, — 9, serait positif, ¢’est-a-dire alors

méme que la température serait supérieure au point de congélation.

Jamais l'expérience n’a présenté aux physiciens de semblables corps.
Entre les deux cas généraux caractérisés par les inégalités que nous

venons d’écrire, il existe un cas particulier intéressant; ¢’est celui ol

I'on a

(31) (AL + A0 — (A + Ay ) =o.

Dans ce cas, on a

o0 = (93— 9y) e Dy 0,3 = (92— ;) IM..

Cette égalité conduit, nous I'avons dit, aux lois de la fusion telles
qu'on les énonce en général en laissant de coté le phénomene de la
surfusion. Ainsi, un corps qui vérific 'égalité (31) peut faire cesser
Iétat de surfusion d’un liquide.

Connaissons-nous certains cas o cetle égalité (31) soit vérifiée ?

Elle est tout d'abord vérifiée dans le cas ol le solide (3) introduit
dans le liquide est identique avec le solide (2) auquel le liquide peut
donner naissance par sa congélation. Mais elle est encore vérifiée dans
un aulre cas extrémement intéressant.

Soient deux corps solides caractérisés par les indices (2) et (3);
désignons par =, ¢t =, leurs poids atomiques; dans un travail précé-
dent ('), nous avons été conduits & comparer les propriétés de ces
corps dans le cas ol

(33) T30y = T3 @3

Nous avons montré alors que, dans les mémes conditions, ces corps
avalent méme volume atomique, mémes coefficients de dilatation,
méme coefficient de compressibilité, mémes chaleurs spécifiques ato-
miques. Nous avons vu que leurs dissolutions présentaient certaines
propriétés paradoxales, que M. Radorff avait cons(atées expérimenta-
lement, et nous avons été amenés a conclure de cet ensemble d’analo-
gies que les deux solides qui vérifient I’égalité (33) sont isomorples.

(1) P. Duney, Theorie du potentiel thermodynamique (en cours de publication ).
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Cette conclusion peut s’énoncer de la maniere suivante : poids ato-
miques égaux de corpsisomorphes ont, dans les mémes circonstances,
le méme potentiel thermodynamique; ou bien encore, a cause de I'é-
galité des volumesatomiques des corps isomorphes : volumes égaux de
deux cerps isomorphes ont, dans les mémes conditions, le méme poten-
tiel thermodynamique.

Si done, dans un systeme, on remplace un certain corps solide (2
par un autre corps isomorphe (3), le potentiel du systeme ne devra pas
changer; en d’autres termes, ce potentiel ne change pas lorsqu’on
remplace I'indice (2) par’indice (3); en particulier, on aura

Ae+As = A+ Ay

Les corps isomorphes véritient done 'égalité (31). Par suite, on
pourra faire cesser I'état de surfusion d’un corps en y jetant une par-
celle d'un corps isomorphe a I'état solide. '

On gsait que M. Geruez a trouvé par I'expérience gcette remarquable
proposition. Il a montré qu’elle s’appliquait non seulement aux phé-
nomenes de surfusion; mais encore aux phénomenes de sursaturation.
Les raisonnements précédents peuvent s’appliquer textuellement aux
phénomenes de sursaturation et servir & retrouver théoriquement la
loi établie par M. Gernez. L’égalité (33) renferme donc toutes les pro-
priétés qui caractérisent les corps isomorphes.

Nous n’examinerons pas plus longtemps les corrélations qui peuvent
exister entre les changements d’état et les phénomenes capillaires.
Toules ces corrélations pourraient étre étudiées par des raisonnements
analogues a ceux que nous avons développés dans ce qui précede.

Les considérations que nous avons exposées’ dans ce Mémoire mon-
trent que, grace h la Thermodynamique, il est possible d’affranchir la
théorie des phénomenes capillaires de I'hypothese de I'attraction molé-
culaire; la théorie a laquelle on parvient reproduit tous les résultats
obtenus par Gauss et Laplace, mais elle donne en méme temps 'expres-
sion de la quantité de chaleur misc en jeu dans les phénomenes capil-
laires; elle permet de relier ceux-ci aux changements d’état, et, par ce
nouveau rapprochement, elle explique dans tous leurs détails les phé-
nomenes si singuliers de la surfusion, de la sursaturation et des retards
d’ébullition.



25[; P. DUHEM. — APPLICATIONS DE LA THERMODYNAMIQUE, ETC.

- L’application de la Thermodynamique aux phénomenes capillaires
tournit donc une nouvelle preuve de la fécondité de cette Science, et
de la puissance avec laquelle elle parvient & établir des liens d’étroite
parenté entre certaines parties de Ia Physique qui semblent, au premier
abord, s'occuper de phénomenes essentiellement différents. Les corré-
lations qu’elle découvre ne sont pas fondées sur des hypotheses plus
ou moins plausibles; elles sont des conséquences rigoureuses du prin-
cipe de I'équivalence et du principe de Carnot.

Les Mémoires de sir W. Thomson, en montrant comment le principe
de Carnot s’applique aux phénomenes capillaires et relie ces phéno-
menes aux changements d’état, ont ouvert a la théorie de la capillarité
une nouvelle voie & laquelle on peul, semble-t-il, appliquer ces paroles
de Lamé : « Lorsqu’une branche de la Physique mathématique est
ainsi parvenue a écarter tout principe douteux, toute hypothese res-
trictive, elle entre réellement dans une phase nouvelle. Et cette phase
parait définitive, ear la série historique, et en méme temps rationnelle,
des progres accomplis, signale une tendance constante vers 'indépen-
dance de toute loi préconcue ».



