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APPLICATIONS DE LA THERMODYNAMIQUE
A U X

PHÉNOMÈNES CAPILLAIRES,
PAU P. D U H E M ,

E L E V E A L ' É C O L E N O R M A L E S U P E R I E U R E .

I. — Introduction.

Laplace et Gauss on t fondé la théorie des phénomènes cap i l l a i res sur
les hypothèses suivantes :

Un l iquide en équilibre est formé de particules immobiles; deux
quelconques de ces part icules s 'a t t i rent avec une force F qu i est égale au
produi t des masses m et m' des deux particules et d 'une fonction f(r)
de la distance r qui les sépare

F •=.mm' (/)/-.

Cette fonct ion/ ( r ) devient sensiblement nul le aussitôt que la dis-
tance m u t u e l l e des deux par t icules surpasse u n e longueur extrêmement
pe t i t e \ qui porte le nom de rayon d'activité moléculaire.

Cette hypothèse est devenue, en t re les ma ins des deux grands géo-
mètres, le po in t de départ de F u n e des théories les plus belles et les
plus fécondes de la Physique mathémat ique .

Poisson, reprenant une idée deYoung, éleva des objections contre la
supposition, admise par Laplace et par Gauss, de l 'homogénéité du
fluide. Il chercha à montrer que les part icules l iqu ides , voisines de la
surface terminale du fluide, placées par conséquent dans des condi-
tions différentes de celles q u i régnent a l ' intér ieur même du fluide, n^on t
pas la même densité que les par t icules éloignées de la surface terminale.
Après avoir ainsi compliqué le problème, Poisson en donna la so lu t ion .
Cette solution est conforme a u x résultais de l'analyse de Laplace-
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Récemment, M. É.Mathieu ( 1 ) a résolu à son tour, d 'une manière
beaucoup plus simple, le problème posé par Poisson. Il a montré que
l'on pouvait, sans compliquer beaucoup les raisonnements de Gauss,
les modif ier de manière à tenir compte de la variation supposée de la
densité au voisinage des surfaces terminales. Toutefois, l 'application
même des principes de la Mécanique rationnelle au problème dont il
s'agit laisse subsister certains doutes dans l'esprit. La légitimité de
cette application repose sur les hypothèses suivantes :

i° Le travail effectué durant une modification du liquide par les
forces qui le sollicitent est égal à la variation que la fonction des forces
subit par l'effet de cette modification;

2° Le principe des vitesses virtuelles s'applique aux modifications
que l'on considère.

Ces hypothèses sont-elles admissibles lorsqu'on tient compte du
changement de densité que les l iquides subissent au voisinage de leur
surface terminale? C'est ce que nous allons examiner.

Lorsqu'à la même température, sous la même pression, un même
corps se présente sous deux formes ayant des densités différentes, on
dit qu' i l éprouve un changement d'état. La vaporisation de l'eau, la
fusion de la glace sont les exemples les plus connus dé ces change-
ments d'état.

L'étude des changements d'état conduit aux conséquences suivantes :
i° Le travail qui les accompagne n'est pas égal à la variation de la

fonction des forces calculée à la manière de Gauss.
2° Le principe des vitesses vir tuelles n'est pas applicable aux é ta ts

d'équilibre qui l imitent ces changements d^état.
Deux cas, en effet, peuvent se présenter: ou bien, sous les deux états

que le corps considéré peut affecter, l 'attraction qui s'exerce entre
deux molécules de masses m et m\ situées à la distance r, est représen-
tée par la même formule

F==m/</(r);

ou bien, selon que l'on considère l'un ou l'autre de ces deux états, on
doit employer poury(r) deux fonctions différentes de la distance r.

(1) E. MATHIEU, Thcoric de Icc ccipillaritc; i883.
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La première hypothèse est-elle admissible? Si e l le étai t exacte, le
travail effectué par les forces intérieures, pendant un changement
d'état, serait positif ou négatif suivant que le changement d'état serait
accompagné d'une contraction ou d'une di la ta t ion. Or l'expérience
dément cette proposition. La fusion de la glace est accompagnée d 'un
travail in té r ieur négatif, et cependant ce phénomène correspond à
une contraction.

Nous devons donc admet t re qu'à tout changement d'état du corps
correspond un changement de forme de la fonction/. Mais, pour que la
variation de la fonction des forces représente le travail effectué par les
forces F, il faut que cette variation de la fonction des forces soil due à
un changement de valeur des quanti tés r, et non à un changement de
forme de la fonction/*. Si la forme de la fonction / vient à changer, la
variat ion subie par la fonction des forces n'a plus, en Mécanique, au-
cune signification.

En résumé, le travail interne qui accompagne un changement d'étal
ne peut être représenté par la variation de la fonction des forces cal-
culée à la manière de Gauss.

Pour trouver l'état d'équilibre d'un système susceptible d'éprouver
un changement d'état, peut-on lui appliquer le principe des vitesses
virtuelles? Il n'en est rien. L'eau et la vapeur saturée, par exemple,
sont en équilibre. Cependant, certaines modificat ions virtuelles du
système, par exemple la condensation d'une peti te quant i té de vapeur,
entraînent un travail positif.

Appliquons ces remarques aux phénomènes capillaires.
Concevons une masse liquide, et, pour simplifier, supposons-la sous-

traite à l'action de la pesanteur et soumise à une pression extérieure
normale et uniforme. Prenons ensuite cette même masse, à la même
température, sous la même pression, mais après loi avoir donné une
autre forme correspondant aune plus grande surface. Certaines parties
du liquide qui, dans le premier cas, étaient à une distance sensible de
la surface sont, dans le second cas, au voisinage immédiat de cette sur-
face; leur densité a changé, bien que la température et la pression ex-
térieure soient restées invariables. Le liquide a subi, dans certaines de
ses parties, un changement d'état.

Nous n'avons a priori aucune raison de supposer que des principes
Anit. de VÈc. Normale. 3e Série. Tome II. — JUIN i885. '2?
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qui, en général, ne s'appliquent pas aux systèmes susceptibles d 'éprouver
des changements d'état, deviennent d 'une app l ica t ion légi t ime dans
les cas part iculiers qu ' é tud ie la théorie des phénomènes capillaires.

Donc, si l'on veu t tenir compte du changement de nature qu'un li-
quide peut éprouver au voisinage des surfaces qui le l imi tent , on se
heurte aux d i f f î cuUés suivantes :

i° Le travail qui accompagne un changement de forme du l i q u i d e
n'est plus égal à la variation que subit, par l'effet de cette déformation,
la fonction des forces du l iquide .

2° Pour trouver la figure d'équilibre d'un l iquide, il n'est plus permis
de faire usage du principe des vitesses vir tuelles.

En un mot , si l'on suppose que les l iquides éprouvent u n e modifica-
t ion au voisinage de leurs surfaces terminales, la Mécanique ration-
nelle devient impuissante à traiter le problème de la capi l la r i té .

Si donc on veut tmter d 'une manière logique le problème de la ca-
p i l l a r i t é , au moyen des seules données de la Mécanique ra t ionnel le , on
do i t négliger, comme l 'ont fait Lapkce et Gauss, les modifications que
les l iquides peuvent éprouver au voisinage de leurs surfaces terminales.
Si, au contraire , on veut tenir compte de ces modifications, il faut, a
l ' exemple de Th. Younget des physiciens qui ont adopté la théorie de
la tension superficielle, pa r t i r d'un principe non justifié par la Méca-
nique rat ionnel le»

I I y a là une regrettable lacune. La Thermodynamique permet heu-
reusement de la combler. Ses principes, qui complètent ceux de la Mé-
canique rationnelle, s'a? pli quent aux changements d'état, qui écl inppent
aux prises de la Mécanique . Nous verrons, d'ans ce Mémoire, qu'ils per-
mettent d'édifier la théorie des phénomènes capillaires en t e n a n t compte
des changements d'état qui peuvent se produire au voisinage des sur-
faces terminales.

La théorie des phénomènes capillaires, fondée sur les principes de
la Thermodynamique, présente d'ailleurs un avantage qu'il est peut-
être bon de signaler; elle affranchit cette partie de la Physique de
l 'hypothèse de l 'attraction moléculaire. Cette hypothèse a donné,dans
l 'é tude des phénomènes capillaires, de magnifiques résultats; mais elle
s'est montrée moins heureuse et moins féconde dans plusieurs autres
parties de la Physique mathématique. Bien qu'elle ait tout d'abord servi
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à édiûer la théorie de l 'élasticité, Lamé a cherché à l 'éliminer des
principes de cette science/en a t tachant une grande importance à cette
tentative. De nos jours, les idées des physiciens sur la consti tut ion de
la matière on t subi des changements encore plus p rofonds , lis ont été
amenés à regarder les molécules qui const i tuent les corps, non comme
des points matériels en repos, mais comme des mobiles animés de
très, grandes vitesses, et celte hypothèse a reçu des développements
impor tan ts qui const i tuent la théorie c iné t ique des gaz. Il y a donc in-
térêt à donner à la théorie des phénomènes capillaires u n fondemen t
indépendant de l 'hypothèse de l 'attraction molécula i re aujourd'hui si
vivement combattue.

On a déjà fait, avant le Travail que nous avons entrepris, plusieurs
appl icat ions de la Thermodynamique aux phénomènes capillaires. Mais
ces appl icat ions poursuivent un bu t fort différent de celui que nous
venons d ' indiquer ( 4 ).

Sir W. ïhomson , qui avait f a i t un si heureux usage du théorème de
Carnet dans l 'élude de la compressibililé des l iquides et de la traction
des solides, appliqua le même théorème à l 'élude de la quanti té de
chaleur mise en jeu lors de l 'extension d 'une lame l iquide^ 2 }. M. Mou-
tier soumit à des considérations analogues l'ascension des l iquides
dans les tubes capil laires(3) . Le même mode de raisonnement fut em-
ployé par M. L i p p m a n n dans l 'étude des phénomènes électrocapil-
laires ( 4 ) . Enfin, M. Van der Mensbrugghe ( 5 ) a complété la relation
donnée par sir W. Thomson en y introduisant un te rme qui avait été

( 1 ) M. J. W. G-ibbs, dans la deuxième Partie de son Mémoire : On eqailibrium of hetc-
ro^cneous substances ( Trans. ConnccUcut Acacia L. III, p. 343; 1880), a fait âne applica-
tion de la Thermodynamique aux phénomènes capillaires analogue à celle qui sert de point
de dépari à notre travail.

( 2 ) W. TIIOMSON, On thé thermal effect of drawin^ ont a film of llquui (P/uiosop/lical
Mcz^a^ine, 4e série, t, XVII, p. 61; 1859).

( 3 ) J. Mou'riEHy Chaleur de capillarité (Bulletin de la Société phihmatîlique y t. X, p. 75;
i873). f

( 4) G. LIPPMANN, Relatl'ons entre les phénomènes électriques et capillaires (r875, thèse
de Doctorat, et Ânrmies de Chimie et de Phfnque, 5° série, t. V, p. 494)-

( 5 ) G. VAN DER MENSBKUGGHE, ÂppUccïtionfî de Ici Thcrrnodfnci.mique à l'étude de.y 'va-
riations d'énergie! potentielle des surfaces liquider. Conséquences diverses. Communica-
tion préliminaire ^Bulletin do l'Académie de Bruxelles, F" Partie, t. U, p. 769; 1876).
Deuxième Communication préliminaire; (M^ ^'àvÛQ, t. LIT, p. % i ; 1876).
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négligé. M. Van der Mensbrugghe a fait de nombreuses applications
de la relation ainsi modifiée.

La théorie des phénomènes capillaires que nous allons exposer con-
dui t à la relation de sir W. Thomson et de M. Van der Mensbrugghe.
Elle relie donc deux parties, jusqu'ici entièrement isolées, de la théorie
des phénomènes capillaires : les équations d'équilibre des liquides,
d 'une part, et la chaleur mise en jeu dans les modifications capillaires
d 'autre part.

Elle s'applique encore à d'autres phénomènes physiques, que l'on
a cherché à relier de diverses manières a la capillarité; nous voulons
parler des phénomènes de surfusion, de sursaturation, des retards d'é-
bull i t ion, qui ont fait autrefois l 'objet des travaux de Donny, de Du"
four, et qui, p lus récemment, ont pris une si grande importance, grâce
aux expériences de M. Gernez.

M. Moutier ( < ) a cherché à rendre compte des retards d 'ébull i t ion en
regardant la vapor isa t ion comme un simple mélange du liquide avec
l 'atmosphère ambiante, et en appliquant à ce phénomène un théorème
dû à Alhanase Dupré. Mais les raisonnements de M. M.outier condui»
sent à l 'impossibilité de la vaporisation d'un l i q u i d e dans le vide.
M. Van der Mensbrugghe ( 2 ) attribue la surfusion des gouttes d'eau,
observée par M. Dufour , à l ' influence exercée par les surfaces sur la va-
leur de la chaleur spécifique de l'eau l iquide. Mais celte explication
ne rend pas compte des phénomènes de surfusion présentés par l 'eau
en grandes masses. Sir W. Thomson ( 3 ) a montré que la courbure des
surfaces liquides exerçait une influence sur la tension de vapeur
saturée; il a donné, à. cet égard, un curieux théorème reproduit au-
jourd 'hui dans tous les Traités de Physique, Enfin plusieurs physi-
ciens, parmi lesquels je citerai M. H. von Helmhoitz ( 4 ) , a t t r ibuent
les retards d'ébullition à la pression capil laire qui se p rodu i t au sein

0) J. MOUTIER, Sar la formation des' vapeurs {Bulletin clé la. .Socie'tc philomathique
7e série, t IV, p. %4,5; 1880).

( 2 ) G. VAN DER MENSBKUGGHE, Deuxième Communication, préliminaire (' loc. cit.).
(3) W. THOMSON, On thé equilibriwn oj vapour cit a curvcci mrface of liquid (Philo-

•vop/iical Magazine, 4° série, t. XLII, p. 448; 1871).
( 4 ) H. VON HELMIIOLTZ, Zur Thermodfnamik chemischer For^ange, ïït {Sitmn^her. der

Àkad. der Wifffsensch. w Berlin, fc. Ilï , p. 662; ï883).
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des bulles de vapeur. En présence de cette divergence d'opinions, il
ne. semblera peut-être pas inuti le de tenter une solution nouvelle de
cet important problème.

II. — Équations générales de l'équilibre des fluides
soustraits à l'action de la pesanteur.

Les fluides que nous avons en général à étudier sont soumis à des
forces extérieures : ainsi tous les fluides que nous observons à la sur-
face de la terre sont pesants; mais, dans beaucoup d'expériences, les
forces extérieures n'ont qu'une influence secondaire, ou même tout
à fait négligeable. L'étude d'un système qui leur serait entièrement
soustrait peut donc présenter quelque utilité. Cette étude étant beau-
coup plus simple que la théorie des fluides soumis à des forces quel-
conques, il convient de la faire en premier l ieu.

Nous étudierons donc tout d'abord un système soustrait à toute force
extérieure, sauf à une pression normale et uni forme agissant sur la
surface qui le limite. Nous désignerons par P la valeur de cette pres-
sion par unité de surface.

Si le système que nous considérons a en tous les points la même tem-
pérature absolue T, il admet un potentiel thermodynamique ( ^ ) . Dési-
gnons par U l'énergie interne, par S l'entropie , par Y le volume total
du système, par E l 'équivalent mécanique de la chaleur. Le potentiel
thermodynamique du système sera défini par l'égalité
( i ) <1>=:E(U—TS)-+-PV.

Le système est composé d'un certain nombre de corps solides ou
fluides, que nous désignerons par les indices i y 2, . . . ,p, . . . y n.
Soient Up l'énergie interne du corps désigné par l'indice?, Sp son en-
tropie, Vp son volume. Nous aurons les identités

p == n p = n. p = n

u=^u^, s=^s/,, v=^v/,.
p = 1 p == l p = 1

( 1 ) P. DUIÏEM,, Théorie du, potentiel thermodyncimique (Comptes rendus, t. XCIX,
p. iii3; 1884). '
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Si nous posons
^=:E(U/.~TS;,)-+-PV^

nous aurons
<!)== Y^

en sorte que, pour connaître <ï>, il suffira d'avoir dé terminé <I^.
L.e corps? présente la même densité, la même const i tut ion chi-

mique et physique, en tous les points pris à une distance des surfaces
qui le limitent supérieure à une certaine longueur, d'ailleurs insen-
sible, que nous désignerons par "X. Au contraire, l 'état d'une par t icule
située à une distance oc, inférieure à 7., de F une des surfaces qui l im i -
tent le corps p , dépend non seulement de l 'état sous lequel le corps p
se présente a distance des surfaces terminales, mais encore de l ' é t a t
sous lequel se présente, à une distance suffisante des surfaces , le corps q
auquel le corps p confine le long de la surface considérée, et aussi de
la distancer de la par t icule à la surface.

Le corps p peut être en contact par une certaine surface d o n t O ^ o re-
présentera l 'aire avec la surface qui l imite le système; il peut être en
contact avec un corps quelconque q du système par une surface dont
l'aire sera représentée par O^y.Si nous désignonspar^la surface to ta le
du corps p, nous aurons

^=^/^

le signe V s'étendant a u x valeurs suivantes de l 'indice q :

q == 0, 1, 2, . . ., p — I , p 4- i, . . ., I t '

Par tous les points de la surface 0^,, menons , vers l ' intér ieur du
corps/?, des normales à cette surface, et sur chacune de ces normales
portons une longueur égale à \. Les extrémités de toutes ces normales
dessineront une deuxième surface ̂  parallèle à ^ p . Le corps/? se t rou-
vera séparé par la surface 9^ en deux parties ; un noyau interne corn"
pris à l'intérieur de la surface Ô^, et une couche superficielle d'épais-
seur "K, comprise entre les deux surfaces Qp et 0,,.

Puisque}, est extrêmement petit, le volume de cette couche a pour
valeur À(^; si nous désignons par Vp le volume du noyau interne, nous
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aurons

V,, = r^ 4- À6^ == ̂  + Â > 6 ;̂ ((7 == o, i, 2, . . ., p — i, p +-1, .. ., /z).
^«J<7

En tous les points du volume ^,, le corps se présente sous le même état
physique et chimique; soit Dp la densité qui correspond à cet état;
soient Up l'énergie interne, Sp l 'entropie de l'unité de masse du corps
pris dans cet état. Le volume Vp fournira à la quan î l l é <I^ un terme
égal à

[EDp(^-T^)+P]^.

Considérons main tenan t la partie de la couche superficielle qui a
pour base l a surface 9^, q étant un des indices o, i, 2, .... p — i,
p -4- j ^ . . . ^ ri. Cette part ie a pour vo lume ^O^y. La const i tut ion du
corps en un po in t M de ce v o l u m e dépend, comme nous l'avons dit, de
la nature du corps q et de la distance x du point M a la surface 0^<y.

Sur la surface 6^,7, prenons un élément r/Ô^y; sur cet é lément pris
comme base, construisons un cylindre droit de hauteur \, traversant
î o u t e l'épaisseur de la couche externe, à la dis tance oc de la surface 9^,
menons une section droite de ce cylindre; traçons une deuxième sec-
tion droite à la distance x -+- clxde la même surface. Ces deux sections
découpent dans le cylindre un élément de volume qui a pour valeur
c^L^dx. En un point de cet élément de volume, le corps p se présente
sous un état qui dépend de x et de la n a t u r e du corps q. Soit Ap la den-
sité du corps en ce point ; soient ï^ et Sp l 'énergie et l 'entropie de
l 'unité de masse du corps pris dans l'état don t il s'agit. L'élément de
volume que nous considérons fournira à la quan t i t é <I^ un terme égal à

[EA,, (Y, - T2/.) 4- P] dQ^ dx.

ï^ 1 ,̂ A^, sont des fonctions de x, dont la forme dépend de l'état sous
lequel les corps p et q se présentent à une distance suffisante de la sur-
face terminale 8^. Les divers éléments du cylindre droit ayant pour
hase d^p^ fourniront à la quantité ^p des termes analogues dont la
somme aura pour valeur

^ f\F.^{T^r^)+P]d^=:d9^ f EA^T^~T^)^+PÂrf^.
Jo ^o
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La soinme des termes fournis à là fonction <ïp par tous les éléments de
volume compris à l 'intérieur de la partie de la couche interne qui a
pour base la surface 9^ a pour valeur

g F f EAp(Y^ T2^ + P^l d6^

Le signe ^ indique une sommation qui s'étend à tous les éléments
d^p^ de la surface 9^^. Cette sommation équivaut en réalité à une inté-
gration double. La quantité

..
PÀ-+- jf EA^r^-Ti/,)^1

i/o

a une valeur indépendante du point de la surface O^y où se trouve
situé l 'élément dQ^y. La sommation précédente s'effectue donc immé-
diatement et nous donne pour valeur du terme que la considération de
la couche ayant pour base 6^y introduit dans <ï^

r - r 1 i
P X + ^ EA^(Y/,-T^)^ K,,. .

L ^o J
Nous aurons dès lors

^ = [ED/,(^~ T^) + P] ̂ +y |p}.+ f'EA^:Ï^TI,)^|0^,
~^L ^o J

(ç==o, i, a, . . . , p — i , 7 j + r , . .., n).

Remarquons maintenant que

^=^4-^^ 6^y (^==0, ï , 2 , .. . , / ? — i , / ? 4 - ï , . .., n),
Â^àq

et nous pourrons écrire

< ,̂ = ED^ ( ̂ ,, - T.̂  ) 4-V ^.,^ ^ E A,, ( F/, - ï^) dx + P V/,
J—J(7 J^

(y=ô, i, 2, . . ., p — î , p 4-1, . .., n).

La quantité

( 2 ) A^== F EA^(r^~T2p)^-E(^~T,^) Ç ' ^ d x
^o Jo

dépend uniquement de l'état que les corps/? et y présentent lo in de la
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surface 9^; mais elle ne dépend pas de la même manière de l 'état du
corps p et de l'état du corps q, en sorte que A^ n'est pas égal à A^p.
Nous admettrons, dans ce qui va suivre, que cette quant i té a une valeur
sensible, en général, malgré l 'extrême petitesse de "^, ce qui est possible
si la quant i té

EA^(Y,,-T^)-(^-T^)],

q u i est une fonction de^, prend de très grandes valeurs pour certaines
valeurs de x, comprises entre o et^. Et, comme Up — Tsp a une va leur
fixe, si l'on admet que A^, ne peut pas prendre de très grandes va-
leurs, parce q u ' u n corps ne saurait être indéf iniment compressible , ou
est amené a supposer que (Y^—T^, ) prend de très grandes valeurs
p o u r certaines valeurs de x comprises entre o et "^, ce qui n'offre au-
cune impossibili té.

En vertu de la déf ini t ion de la quan t i t é Ap^, nous pouvons écrire

<î^=E(^^~-ï^)(^D/^y ̂  f A^^^+pv^i-.y A/,,^,,
\ L»Àq JQ / ^àq

(q := o, î , a, . . ., p — ï , p + î , . . ., n).

Si nous désignons par Mp la masse du corps /?, nous aurons

M",/ .= 4^ 8)^ -i~ y 6^y \ L^clx ( q == o, î., a, .. ., p — \, p + î , . . . , // )
^q J^

et , par conséquent ,

,,, <!>/. - EM,. ( u, - T.^ ) = PV/,4-V A^, 0,^
{^ ) • ^HÂq

( (f -==. o, s , a, ..., p — î , p -4- î , . . . , /z).

Nous en déduisons immédiatement l'expression du potent ie l thermody-
namique du système

( /) =; n -
^ ^ ^ --=^ [ EM^^- T.^) 4- P^+^ A^./^,, J

j
l, (^7=0, I, 2, .. . ,7?--I , ^4- I , . . . » /2).

Nous serons assuré que Fêlât du système est un état d'équilibre
stable, si toute modificat ion i so thermique v i r tue l le compat ib le avec les
liaisons du système fait croî t re la quantité î^

Ann. de l ' É c . Normale. 3° Série. Tome II. — JUILLET i885, ^8
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Nous obtenons ainsi la condit ion générale d ' équ i l i b r e du système au
moyen d 'une seule hypothèse qui est la su ivan te : si les divers corps
q u i constituent le système éprouveni des changements de densité et
d'état au voisinage des surfaces terminales, ces var ia t ions n 'affectent
q u ' u n e couche d o n i l 'épaisseur 7. a u n e v a l e u r insensible.

L 'ex t rême pet i tesse de 1 permet souvent d ' i n t rodu i r e dans le calcul
certaines s impl i f ica t ions . Nous allons en indiquer un exemple .

On peut remplacer, lorsqu'on le trouvera u t i l e , le v o l u m e V^, occupé
par le corps p par lo vo lume Vp du noyau i n t é r i e u r . On a, en e f fe t ,

V/, -=. r/, 4- l.y 6^ (7 =: o, r , - î , . .., /) — r , /^ -h i, . . . , / / ) ,

et la différence A ^ Ô^y q u i existe en t re les deux vo lumes qu'on sub-
s t i t u e l 'un a Faiiire est une q u a n t i t é de l 'ordre de"),, c'est-à-dire une
quan t i t é négligeable.

On peut encore remplacer le volume V^ par le volunuï — qu'occu-
' j ï/ '

pcmt le corps p s'il ava i t en tous ses po in t s la densité D/, q u ' i l possède
loin des surfaces te rmina les . On a, en e f fé t^

V,,-.:..^+Ay fj,^ M^^S),4~y ^,,f A^r,
^iq M^q ,\,

(/{ ~=:0, I, ^ . . ., p— I, /) -h I, . . ., /Q.

De ces égalités, on déduit

M/- y ~V 0 Ç'^LZ^^r
^-"'^-^^j. S), d•ï'

La quan t i té -/".—/' a forcément une valeur finie pour toutes les* ' / >
va leurs de x coni|)rises entre o et 1. Le second membre est donc u n e
q u a n t i t é de l 'o rdre de "À, c'est-à-dire u n e q u a n t i t é négligeable.

Désignons par ^ le v o l u m e spéc i f ique du corps/? dans l ' é t a t sous le-
quel il se présente loin des surfaces t e r m i n a l e s . Nous aurons

& / ; • S)/

d'après ce que nous venons de démon t r e r , Hous pourrons remplacer
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V^, par M^, et donner au potentiel t he rmodynamique la forme sui-
v a n t e :

/ P ^ - "
<D = V < M/, [ E (.//, - T,s, ) + P ̂ ,] -+ y A/,,, 0,,,, \

\ '- ' i ÂHUS ' jiisasàU '
,,=1

' (ç=-o, i , ^ , . . . , / , ) — i , / ^ 4 - . i , .. . , / / ) .

Celle fo rme 'donnée au poten t ie l thermodynamique met en évidence
deux proposit ions importantes :

i° Le potent ie l t h e r m o d y n a m i q u e du système se compose de d e u x
parties. L'une de ces part ies est une fonction l i néa i r e et homogène des
masses des divers corps q u i c o n s t i i u e n t l e système; l 'autre est une fonc-
t ion l inéaire et homogène des aires des surfaces qu i l imitent les divers
corps du système. Supposons que, sans rien changer à la cons t i tu t ion
du système, on augmente ses d imens ions dans un cer ta in r appor t k. La
première pa r t i e sera mu l t i p l i é e par A-'1, t andis que la seconde partie
sera mul t ip l iée seu lement par A2 . On conçoit donc que , dans l ' é lude
des systèmes formés par des corps ayant des masses su f f i s ammen t
grandes, il est permis de négliger la seconde part ie devant la première.
C'est ce qu'on fa i t o r d i n a i r e m e n t en Thermodynamique.

9° La première par t ie représente l 'expression que l 'on au ra i t '
t rouvée pou r le p o t e n t i e l t l i e r m o d y n a m i q u e en ne t e n a n t pas compte
des variations que l ' é t a l de chacun des corps qui composent le système
éprouve au voisinage des sur facesdesépara t ion . La seconde p a r t i e nous
représente alors le résu l ta t de la considération de ce changement
(Fêlât. E l l e a s implement pour e f f e t d ' in t rodui re dans l'expression du
potent iel u n e fonct ion l inéa i re et homogène des aires des surfaces que
renferme le système. Les coeIRcients de cette fonction dépenden t de
Fêlai interne des deux corps que sépare la surface à l aque l l e chacun
d 'eux est affecté .

III. — Influence de la pesanteur.

Userait main tenant fac i le de t r a i t e r le casoù lesystème, au lieu d'être
soumis un iquement à Fac t ion d 'une pression normale et un i forme, serait
soumis non seulement à une telle pression, mais encore à d 'autres
forces extérieures admet tan t un potentiel W. Il suff i ra i t , en effet, d'a-
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j ou t e ra l'expression de ^ que nous venons (. l 'obtenir, îe p o t e n t i e l W
des forces extérieures nouvel lement introduites pour ob ten i r l 'expres-
sion du potent iel t h e r m o d y n a m i q u e du système soumis à l 'act ion de
ces forces.

Mais cette manière de procéder suppose :
ï ° Que l ' in t roduc t ion des nouvelles forces ne trouble pas l 'homogé-

néi té de chacun des corps qui const i tuent le système;
2° Que la pression extér ieure reste une pression normale et u n i -

forme.
En général, ces conditions ne sont pas remplies. Si, par exemple, les

nouvelles forces in t rodui tes sont les actions de la pesanteur, chaque
couche de ('un des fluides que le système peut renfermer sera com-
primée par toutes les couches situées au-dessus d 'e l le ; elle subira
donc une compression variable suivant , la hau teu r à Inque l l e el le sera
située dans le f lu ide ; par conséquent , le f lu ide aura une densi té va-
riable d'un poin t à un au t re . De p lus , la pression ex tér ieure ne pourra
p lus être u n i f o r m e . Elle devra var ier (l 'on point à un a u t r e , en ver tu
des principes de l 'Hydrosta t ique.

Toutefois, Gauss, dans sa Theona generalis figurœ .Jluidorum in siatii
^œquilibni, n'a pas hésité à négliger ces deux influences perturbatrices.
Si nous adoptons la même approximat ion, i l nous suffira, pour obteni r
le potentiel d 'un système soumis à l ' ac t ion de la pesanteur , d ' a j o u t e r à
l'expression précédente de <î> le po ten t ie l W des poids des diverses
parties de ce système.

Si nous désignons p a r r f M une masse é lémentai re du système, par:?
sa hauteurau-dessus d 'un plan horizontal arbi traire , et par ^l ' intensi té
de la pesanteur au lieu considéré, nous aurons

Wr^jS^M.

Le symbole ^ désigne une sommation qui s'étend à tous les éléments
r/M de la masse du système. Ce symbole équ ivau t , en réali té, à une
intégration t r ip le* Nous pouvons écrire

S^-i'S/^-
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le symbole \ désignant une sommat ion qui s'étend à tous les é l émen t s
U/î

dMp du corps/?. A y a n t ainsi trouvé l'expression de W, il ne nous reste
plus, pour trouver 'l 'expression du potentiel d'un système soumis à
Faction de la pesanteur, qu 'à ajouter cette valeur de W à l 'expression
de ^ t rouvée dans l ' a r t i c le précédent. Si nous faisons usage de l 'ex-
pression de adonnée par l 'égalité (4) , nous trouverons

p=nf P^'
| <!).=y EM^(^--T^)4-PV,^A-S ^M/.+y A^/^
/ ^aji L ^/> ÀJ//

^ y BEM^(^--T^)4-PV,^^K ^M,+y A^,,
(b) . / ^ L ^/> ÀJ-y

p~-i

[ ( ^==0 , ï , a, . . . , , ?— i , p 4-1, . .., /O-

Si, au contraire, nous faisons usage de l'expression de <& donnée par
l 'égal i té (5)., nous trouverons

/ / '="•
<!>= V S M, [E(u, - 'l\) + P^] +^ Ç ^/M/, +y \^},.,,, \

(7) / ^^ ( ^p • ^'7 }
r^

\ {(/ •=- 0, 1 , ^, . . . , / ) — Ï , / } 4- !, . . . , /Z) .

L'extrême petitesse de 'X permet de remplacer l'expression de W à la-
quel le nous sommes arrivés par (Fautres expressions plus commodes
dans certains cas. Nous ne nous arrêterons pas à ces t ransformat ions ,
ana logues à celles que nous avons fa i t subir a la quan t i t é PV^, à la fin
de l 'ar t ic le précédent .

Nous a l lons m a i n t e n a n t a p p l i q u e r les d ivers résul ta ts que n o u s
venons d 'obtenir à l 'é tude des divers problèmes dont l ' ensemble con-
s t i tue la théorie de la capil lari té. Nous commencerons par examiner
les lois des phénomènes capillaires proprement dits.

IV. —- Phénomènes capillaires proprement dits.

Dans les problèmes qui constituent, à proprement parler, la théorie
de la capil lari té, l 'objet que l'on se propose est le suivant : on se
donne Fêtât que les divers corps qui composent le système présentent
loin des surfaces terminales , et l'on cherche les figures que doivent
prendre; pour être en équil ibre, les divers f lu ides que renferme le
système.
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Pour résoudre ces problèmes, il suffira, en maintenant constant l 'état
que les divers corps présentent lo in des surfaces de sépara t ion , de
d o n n e r a la figure de chacun des f lu ides , ou de quelques-uns d 'entre
eux , une déformation in f in imen t petite compat ib le avec les liaisons
auxquel les le système est assujetti, et d'écrire qu'il en résulte pour <F
une variat ion nu l l e .

Dans cette déformat ion , les q u a n t i t é s Mp, Dp, u?, s^, Gp d e m e u r e n t
invariables pour chaque corps. On peut donc, en dés ignant par C une
quant i té qui reste constante dans ces déformat ions , écrire

/_-
C^^M,[E(^,-T^)+P^].

p=i

Le potentiel thermodynamique du système aura alors pour expression

, 8 ) ï(l>=:c+S^•S„s^-hi/-^i
' ( r / := o, i, •.>,, . . ., p — i , f > -h i, . . . , / / )

si le système est soumis à l 'action de la pesanteur , et

p = 1 "
(9) ^=::C-i-y y A^y^ ( y : = o , t , 2 , . . . , ^ — ï , / > ' + ï , . . . , ^ )

ÀaiJ Jwà({

ai le système est soustrai t à celte ac t ion .
De plus , puisque l'état que les corps p et q présentent à une distance

suftisaiite de la surface O^y qu i les sépare est supposé i n v a r i a b l e , la
quan t i t é A^est une quan t i t é cons t an t e - Si donc on désigne par le sym-
bole 5 la v a r i a t i o n qu 'une q u a n t i t é quelconque éprouve par su i te d ' une
dé fo rma t ion v i r tue l l e opposée au système, on obt iendra , pour expres-
sion de la va r i a t ion rM> que ^ éprouve à la suite d 'une telle défor-
ma î i o n ,

;» -,; n(K>) o<i> = y (^ ç cm, ss +y A,,,, sû^}
^ \ kJ p ^Aq /
/.=:!
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si le système est soumis à l 'action de la pesanteur, et
/' = n(^) â<i)==y y A^o^
Âs»Â AiaJ<7
^=1

si le système est soustrait à cette action.
Ces va leurs de cNE> nous permet t ront aisément d 'expr imer que î> est

m i D i m u m , ce qui est la condition pour que l 'état (lu système soit un
état d 'équi l ibre stable.

Nous allons en déduire les principales lois des phénomènes capil-
laires, en supposant t o u t d'abord qu'il s'agisse d 'un système soust ra i t
aux actions de la pesanteur .

Nous remarquerons t o u t d'abord que les var ia t ions c%^, imposées
aux surfaces 9^, doivent être compa t ib l e s avecles l i a i sons du système.
Parmi celles-ci se trouve la condition que la masse M/, de chacun des
corps p demeure inva r i ab le ; comme d ' a i l l eu r s Dp est aussi supposé
inva r i ab l e , le v o l u m e V^, qui, est sensiblement égal à —î do i t demeureri ) p
sensiblement inva r i ab le . Les dé fo rmat ions imposées aux surfaces q u i
séparent les divers corps du système do iven t laisser i nva r i ab l e le vo-
lume de chacun des corps q u i le composent .

Supposons que les deux corps/? et q soient tous deux à l ' é t a t t lu ide ,
de t e l l e sorte qu 'on puisse déformer la surface 6^y qui les sépare. Dé-
formons celte surface sans altérer son contour. Supposons, en outre,
que , par cet te dé fo rma t ion , une part ie de la surface refoule le f luide p
de manière à augmente r le v o l u m e occupé par le f lu ide^ , tandis qu 'une
au t re p a r t i e refoulera le f l u ide q de manière à a u g m e n t e r le vo lume oc-
cupé par le fluide p d 'une q u a n t i t é égale à celle d o n t la première défor-
mation avai t d iminué ce vo lume . Laissons enfin invar iab les toutes les
autressurfaces que renferme ie système. Nous au rons imaginé une défor-
mation vir tuelle compatible avec les l i a i sons d u système. Dans cette dé-
fo rmat ion , nous aurons

o(I>::r:::(A^^-+-A^/,)o^,y.

Deux cas sont alors à considérer : si (A^-+-A^) est pos i t i f , le mini-
mum de<ï> correspondra au m i n i m u m de 9^y; au contraire, si (A^y-4- Ap^)
est négatif, le min imum de $ correspondra au m a x i m u m de O^y. Or i l



,224 P. DUHEM.

est bien facile de voir que 6^y ne saurait admet t re de m a x i m u m ;
quelle que soil la forme de la surface 6^, on peut tou jou r s la déformer
de la manière que nous avons ind iquée , de telle façon que son aire
augmen te . Si donc (A^+ A^) est négatif, î> n 'admet t ra pas de mi-
nimum, le système n 'admet t ra pas de position d'équilibre stable.

La possibilité, pour le système, de présenter une position d 'équil ibre
stable est donc soumise à la restriction suivante : si p et q dés ignent
deux fluides du système en contact l 'un avec l 'autre, l ' inégal i té

( la ) A^-t-A^,>o

est vérifiée.
Il va sans dire que l 'on peut raisonner de même lorsque l ' i nd ice q

a la valeur o, c'est-à-dire lorsque la surface considérée est une des
surfaces qui l imitent le système; dans ce cas, on a l 'égalité

AO,;, "= 0,

et la condit ion précédente se rédu i t à

(:i3) A,,,,) >o-

Si la .condi t ion ( s a ) est vérifiée et si l 'on désigne par R e t IF les deux
rayons de courbure pr incipaux en un point de la surface 6^y, ces deux
rayons étant comptés posit ivement d 'un côté déterminé de la sur-
face^, à l ' intérieur du fluide p, par exemple, la surface O^est définie
par l'équation différent ie l le

( î 4 ) ! ^+^=:cons î .

Les inélhodes employées par Gauss ou par M. J. Bertrand s ' appl i -
quent , sans modificat ion, à la théorie actuel le . Elles permet tent de
trouver les valeurs des angles de raccordement qui jouent , dans l'in-
tégration de l 'équation différentiel le précédente, le rôle de conditions
aux limites.

Si un solide r plonge dans deux fluides/? et y, si l'on désigne par i
l 'un des angles du plan tangent a la surface de séparation des f luides
avec le plan tangent à la surface du solide en un point commun à ces
deux surfaces et si l'on choisit celui de ces angles qui , au voisinage du
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poin t considéré, renferme à son intér ieur le fluide p , on aura

y' _ ÇAy, /• ~^~ A /', g ) — ( -Ajj. /' ~J^~ A. r,/j)(i5) cosz' .- ^ - , .

P^ ' 1 ~ "(/..F

La méthode employée par M. E. Mathieu permet t ra aussi de déduire
de nos formules la valeur des angles sous lesquels trois fluides se rac-
cordent. Si nous désignons ces f lu ides par les lettres/?, q, r, et si nous
représentons par les mêmes lettres les angles dièdres formés par les
plans tangents aux trois surfaces de séparation en un p o i n t c o m m u n à
ces trois surfaces, nous aurons

(16) sinp _ smy _ smr
A<y,,.-+- A/.,r/ A/.,^ •+- A^. A^-i- A^p

Si nous supposons le l iquide soumis à l 'ac t ion de la pesanl.eus\ toutes
ces équat ions subsisteront , sauf l 'équaiion d i t ï e ren l i e l l e de la sur-
face 6^ qui' dev iendra plus compliquée et p rendra la forme suivante :

/ r ^ \ I A/,.^-)~Ay,,, / 1 .1 »( .7) . -.^ -p——D- (R + w ) = c"nsl•6 l"^ p — •»•'//

Telles sont les équat ions fondamentales qui règlent les phénomènes
capil laires. On les obt ient par une méthode calquée sur la théorie de
Gauss. La théorie mécan ique de la cha leur condu i t donc aux mêmes
conséquences que la théorie de G-auss. Mais, pour oblenir ces consé-
quences, elle ne fa i t qu 'une seule hypothèse, d o n t la légitimité ne peu t
êt,re révoquée en doute par personne; cette hypothèse est la su ivante :
si les divers corps éprouvent des modif icat ions au voisinage de leurs
surfaces terminales, ces modifications n 'atteignent qu 'une couche i n f i -
n iment mince.

Nous avons i n d i q u é comment on pouvait ob ten i r les équat ions fon-
damentales de la cap i l la r i té ; mais les condit ions qu'elles expr iment
ne suffisent pas à assurer l ' équi l ibre d'une manière complète. Elles
l'assureraient si l 'élat que chacun des corps du système présente à u n e
distance suffisante des surfaces de séparal ion é ta i t invariable comme
on l'a supposé dans les modifications virtuelles qui on t fourni ces con-
ditions; mais, en réalité, cet é ta t est variable. Que! que soit cet' état,.

Ann. clé l'Mc. N'ormaîe. 3"Stirie, Tome lï.—JUILLET i885. 29
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l 'équilibre ne peut être assuré que si les conditions précédentes sont
réalisées; mais il faut , en outre, pour l'assurer, d'autres conditions ex-
pr imant que l 'état des divers corps qui constituent le système n'est pas
susceptible de changement.

Cherchons d'abord la condition qui exprime que chacun des corps
qui consti tuent le système, gardant son état physique et ch imique ,
n'est plus susceptible de se comprimer ou de se dilater, qu'il a acquis
la densité correspondant à l'équilibre.

Considérons un des fluides du système que nous désignerons par l'in-
dice/? et que nous supposerons en contact le long de l'aire O^o avec l8

surface qui limite le système. Cette surface suppor te une pression nor-
male uniforme que nous avons désignée par P. Lorsqu'on déforme le
fluide p sans faire varier son vo lume , i l se p r o d u i t u n travail non com-
pensé. Si ce travail se réduisai t au travail de la pression P, qui est n u l
dans ce cas, le fluide serait soumis aux lois de l 'Hydrostatique, et la
pression en un point quelconque pris à l ' intérieur du fluide aurait pour
valeur P. La densité du fluide aurai t une valeur (D^p, liée à P par la loi
de cornpressibil i té du f luide.

En réa l i té , il n'en est pas a ins i . La déformation de la surface 6^
engendre un travai l non compensé qui ne se rédui t pas au travail de
I n pression P. La pression a l ' in té r ieur du f luide peu t a lors avoir u n e
valeur n différente de P; la densité Dp, que le f lu ide présente au sein
du noyau interne est liée par la loi de compressibilité, non pas à la
pression P, mais a la pression n. Nous allons chercher la re la t ion qui
existe entre P et II.

Soit Lpdr:p\^ q u a n t i t é de chaleur équivalente au travail in te rne effec-
tué lorsque le volume de l 'uni té de masse du corps'^?, supposée prise
sous l 'état qu'elle présente au sein du noyau interne, augmente de da^
à la tempéra ture constanteT. Les principes fondamentaux de la théorie
mécanique de la chaleur nous fournissent les deux égalités suivantes :

diip •=- — Lp cla?,

, cisp =- — ^ (L -" AU) chp,

A étant l 'équivalent calorifique du travai l , c'est-à-dire la quantité —
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De ces deux relations, nous déduisons

( ï 8 ) ^E(^-T^)=-IÏ.

Remarquons maintenant que nous pouvons remplacer V^, par M 7 ,
ce q u i nous donne

da-p __ _i_
dV,^M/

et nous aurons

^E(«,-T.,)=^E(.,,-T,.)^=-^.

Nous en déduisons

(^ bis) ^L [EM^,- T^ )] == ̂  II.

Cette formule va nous permettre de trouver la relation qui existe entre II
et P. Supposons que la surface 6^0 se déforme; que toutes les autres su r -
faces 0^ qui l i m i t e n t le f luide p demeurent invariables; que, par suite
de cette variation, le volume du fluide;? augmente deSV^et son volume
spécifique de ïap. Cette variation du volume spécifique du f lu ide /^ fait
varier toutes les quantités telles que Ap^ etA^. Le potentiel thermo-
dynamique du système, pris sous la forme donnée par l ' éga l i té (4) ,
éprouve donc la variation suivante :

(M) = W^ [Emp ( up "" Ts^sv^+ p ôy^

^X^-'^^^ê^ ^^^^ ̂
(q-=î, 2 , . . . , / j — i , / j + i , .. ., /Q.

ou

^ = ! p - " + M; [9- ̂  -S/- wi^] ( »V. - A... ̂ ...

Pour l'équilibre, cette quantité doit être égale à zéro.
Un théorème important, dû à M. Bertrand, nous f o u r n i t une relat ion

entre les deux variations §Vp et 59^o.
Soit d^p^ un élément de la surface 9^o- Cet élément se projette nor-

malement sur la surface déformée Ô^ suivant un second élément qui a
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pour aire
^p,0+^(^,0)-

On a alors
0^,0= ^<S(^,o),

le signe ^ désignant une sommation qui s'étend à tous les éléments
dQp^ de la surface 6^o-

Soit s la distance normale, au point considéré, des deux surfaces'
Ô^o et 9^, comptée positivement lorsque la surface déformée est,
au point considéré, en dehors du fluide p . Soient R et R' les deux
rayons de courbure pr inc ipaux de la surface O^o, au point considéré,
ces deux rayons é t a n t comptés posit ivement lorsque les centres de
courbure correspondants sont à l 'intérieur du f lu ide p. Le théorème de
M. Bertrand consiste dans la relation suivante :

r}(^,o)=(^+^)£^,o.

On a donc

^o= S(R~ h iF) £^ o•

'Mais nous supposons que le f luide p a pris sa figure d 'équi l ibre , On a
donc, en vertu de la relat ion ( i 4 ) ?

^-+-^ =:const.,

ce qui nous permet d'écrire, en désignant ma in tenan t p a r R et B' les
rayons de courbure en un point arbitrairement choisi sur la surface O^o,

,̂=(^)s ,̂,
D'ailleurs il n'est pas difficile de voir que

ôV,,-= §s^.

On a donc
a$^:=(" 4- •j^jôV/,.
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En reportant cette expression de SQ^p dans l'expression de 8$ et éga-
lant à zéro le coefficient de SVp, on obtiendra la condition d'équilibre.
Cette condition est la suivante :

(19) n = p + Â ^ , o -+- +^

relation dans laquel le ^ est dé f in i de la manière suivante :

(20)

( i F- ()Ap,o ^ ()(A^4-A^)1
1 "/ — ;——- '•/p,o ~i——— "~T~ 7 'Jn.q——————•ï———————M? L ^ ^/ <^p J
( ( ^ = = 1 , 2 , . . . , p — ï , p +i ," . . . , ^ ) .

Considérons de même deux fluides jo et y en contact ; désignons par
Ïïp la pression en un point à l ' intérieur du fluide/.?, cl parll^ la pression
en un point du f lu ide^ . Soient R et B/ les rayons de courbure pr inc ipaux
en un poin t choisi a rb i t ra i rement sur la surface-O^^de séparation des
deux fluides. Supposons ces rayons comptés pos i t ivement lorsque les
centres de courbure correspondants sont à l ' in tér ieur du fluide/?. En
raisonnant comme nous venons de le faire, nous trouverons la relation
suivante :

( a i ) î l p — Ï î y ' = - ( A p ^ ^ - A ^ p ) (- -h- ̂  -4-'^—^,

relat ion dans laquel le ^p et ^y sont dé f in i s de la man iè re suivante :

(29)

^-

ii ̂

'i

' [ û ,̂0
- M/, l//"0 ̂

(/•=!, 2, ...,

I

My
(.?==!, a, . . .

fl ()A'I,0

- v '0 ^7

-^-y
t/}—

-s
,q —

^
i' p -
0^

s

f » ^

à (A
ào'p

h- ï ,

<)(A
(hq

^ j .

p^.-hA,.,/

. . . , /? , ) ,

y,.ç-(-A,,y)

...,/i).

Si, dans les re la t ions (19) et ( a i ) , on remplace les quan t i t é s^ , '̂ , d^
par des constantes, on t rouve les relat ions que Laplace avai t dédui tes
de la théorie de l 'a t t ract ion. Mais une semblable t ransformat ion ne
saurait être permise? car ces quan t i t és va r i en t avec les masses Sîp et My
et s^annule-n t lorsque ces masses deviennent très considérables.
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V. — Chaleur dégagée durant un phénomène capillaire.

La connaissance du potentiel thermodynamique d 'un système nous
permet d'exprimer la quant i té de chaleur mise en jeu par l'effet d'une
modification du système. Rappelons à ce sujet quelques principes gé-
néraux de la théorie du potentiel thermodynamique.

Considérons un système dont l'état est défini par la température abso-
lue Têt par un certain nombre d'autres paramètres y^, o^, ...,a^ ...,a^.
Soient
U l'énergie interne;
S l 'entropie;
V le volume total de ce système.
Supposons que la surface qui limite ce système supporte une pression
normale, uniforme et constante que nous désignerons par P. Ce système
admet un potentiel thermodynamique <&, et l'on a

( i ) < Î ) = = E ( U — T S ) - I - P V .

La condition d'équilibre du système est la suivante : quel les que
soient les variations ïy.p, on doit avoir

(.3) l^^-0'
p==l

ce qui revient aux égalités suivantes»:

/ 3 7 . ^ à^ à^ d€> f}4)
(2^ OIS) -,—==0, -,—===0, ..., -.——=:0, .... -—== 0,' à^ ' à^ àocp ' 9 à(x^ î

Remarquons maintenant que l'on a

<)<&_ /<3U âS\ — — — p ^ V^_E(^-r^-ES-h,t ^. ,

Supposons que, tous les paramètres étant maintenus constants, on
fasse croître la température de dT. Le système dégagera une quan t i t é
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de chaleur û?Qi, et l'on aura

^Qi——^T-AP^T.

En vertu des égalités (^3 bis), le système est en équilibre. La modif i -
ca t ion considérée est donc réversible, ce qui permet d'écrire

^S==^JT=-^Q,.

En remplaçant dans cette égalité rfQi par sa valeur , nous trouvons

às. — 1 c w 1 p ày

àT ~~ ï aï T àT '

En reportant cette valeur de -^ dans l'expression de —, nous t rou -
vons •

^ - ps^^-ES.

En subst i tuant cette valeur de — ES dans l'expression de $, on
trouve

EU4-PV=:<Ï>-T^.

Supposons que le système éprouve une transformation sous la pres-
sion constante P. La température T variera de rfT; les paramètres a,,
0,2, ..., Op, ..., a^ croî t ront de rfoc^, â?^, . . . » rfa-p, . . . » û?oc^; le système
dégagera la quan t i t é de chaleur de rfQ^ et l 'on aura

clQ = — dU — AP clY,
ou bien

p^n

E <) = — — (EU + PV) dT —y ^ (EU -h PV) ̂ .
^ ^ ï p

En remplaçant (EU + PV) par son expression en fonction de ^ et
ï à^de -^3 on trouve

^_^(._T^-/^(,_T^.,
/?==!



^ P, DUHEM.

Maisona ^ T^——AdÏ^-1^;- 'dT 2 '

^ ^ T^ <)(& T J2<&

^(^- l^J=^~ l<îï<^

En vertu des égalités {^bis}, cette dernière égalité se réduit à

à /,. \<^\_ T-^--^^-l^r;—1^^

On a donc finalement

( p -== îi ' .à"-^ v 'y-^ \
^Q=AT ^T+^dÏ^;)'

p=i /

ou, en désignant par d une différentielle totale par rapport aux varia-
bles T, a,, ^2, ..., V-p, • • • > ^f

/()([» \

(.4) rfQ=:AT^^).

Otte équation est générale. Elle suppose seulement que le système
a la même température T en tousses points, et est soumis à une pression
normale, uniforme et constante P. Nous allons appliquer cette égalité
aux systèmes étudiés précédemment.

Pour ces systèmes, on a, en vertu de l 'égalité (;)),

;'--" ^
<ï) = Y S Mp [ E («„ — T5p ) -+- P ffp ] +^ Ap,ç Qp,g i

/i =. i
(y=0 , I , 3, . .., P — l , P+ ( ' - • • ' ")•

Nous supposerons que, parmi les paramètres indépendants qui ser-
vent à définir l'état du système, se trouvent la température T, la masse M/,
de chacun des corps qui-constituent le système, le volume spécifique ̂
de chacun d'eux, enfin les diverses surfaces O/,,,. 11 se peut que les para-
mètres ne suffisent pas à définir l'état du système; mais, pourvu que
ces paramètres soient choisis comme variables indépendantes, ce que
nous allons dire pourra s'appliquer.
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Nous avons
/?_=/!

^=^^|M^[E(^--T^)+P^]^Ap,,^,j
p ^ i

(<7==o , i , 2, . . . , 7 . ?—i ,7 J4 - i , . . . , /i).

En général, on a, en désignant par IIp la pression à Fintérieur du
corps/?,

àsp _ i au? A-p- à7p
ôï ~ r~àT~ ï ^'W

Mais, cr^ étant une variable indépendante , -,— === o. Par conséquent

^ \ M, [E (^ -h T^ ) - P ̂  ] j = - EM^,.

D'autre par t , 0^ étant une var iab le indépendante , on a

^ / A /y ^ __ A ^LClZ
"yr ^ •" '̂y 'y/-',y / — '/^y ^r

On a donc

=̂-̂ M,,,,,,.'̂ ,,,̂ )
/; = 1 ? = 1

el-

<>=-T^^M,.,;).AT«(1'̂ .,,,.^)
\P==1 / \^==1 /

(y == o, ï , , a, . . ., p — ï , p -+- ï , . . ., n).

Si les divers corps qu i consli tueni le système avaient au voisinage des
surfaces terminales l 'état sous lequel ils se présentent à une cer ta ine
d is tance de ces surfaces, l 'entropie du système aura i t pour valeur

,_
s= Y M-pSp.

p-^-i

La modificat ion considérée dégagerait alors une quan t i t é de chaleurrfy,
Ann. de l'Éc. JVorm. 3° Série. Tome II. — JUILLET i885. 3ô
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et l 'on aura i t
/ p ^ n \

d r ^ — J d s - ^ — ' î d ^ VMp.^ Y
\p=i /

On peu t donc écrire

(.Q-^vr^J ,̂..̂ -)

( (</==o, i, 3, ...^---i,p-n, ..., n).

Cette relat ion nous montre l ' influence qae les changements d'état
q u î se produisen t au voisinage des surfaces te rminales exercent sur
les phénomènes the rmiques qui accompagnent une modi f ica t ion quel-
conque du système. Celle re la t ion est due à M. Van der Mensbrugghe.
A v a n t lu i , Sir W. Thornson avait donné la re la t ion

^-^AT^^,,
/?=!

Celle relat ion n'est pas complète. Il faut, pour la compléter, a jou te r
au second membre le terme

^ll^1
r »""(̂p^i

Nous renverrons aux Mémoires de Sir W. Thomson, de M. Mout ier et
de M. Van derMensbrugghe pçur l 'examen des conséquences que l 'on
peut tirer de l'égalité (^5) . Nous avions s implement pour but de mon-
trer comment cette égalité peut se déduire de la théorie du po ten t i e l
thermodynamique, et aussi de prouver qu 'el le n'est pas modifiée par
les complications que l 'étude des changements d'état superficiels i n t r o -
d u i t dans la théor ie des phénomènes capillaires.

VI. — Changements d'état. — Vaporisation.

Nous allons maintenant appl iquer les pr incipes précédents à la
théorie des changements d'état; nous nous occuperons, en premier
lieu, de la vaporisation.
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Considérons un système composé de k manière suivante :
Une masse l iquide extrêmement grande, que nous désignerons par

l ' indice ( i ) , entoure une bulle de vapeur que nous désignerons par l'in-
dice (2). La surface Ô^o, qui limite le. l iquide, a en tous ses poin ts des

i , i .courbures - et — infiniment petites. Les courbures de la surface &^ qui
sépare le l iquide de la vapeur sont, au contraire, des quantités finies.

Soient Mi et ML la masse du l iquide et la masse de la vapeur, <^ et o"^
le vo lume spécifique du l iquide et le volume spécifique de la vapeur.
En verlu de l 'égali té (5), le potentiel thermodynamique du système
aura la v a l e u r suivante

<Î)=MI [E ( ̂ ,— Ts,) -i- Pcr,] -+- Mg [ E (a, — T^) -+- P ̂ ] 4- Ai,o ̂ ,o4- (Ai,., 4- Aa,i) ^ 1 , 2

ou bien, en posant

(^>) ( 91 =- E( i^ — T s-, ) -l~ Po-i,
( cpâ "r:; E ( ll^ — T,^ ) -t~ S^o-â,

<ï>= Mi©i+M'^4-- A i , ( ,^ i ,o -i- (A 1,2 -l-A2,i)^,2.

Supposons q u ' u n e quan t i t é i n f i n i m e n t pet i te du l i q u i d e passe à l 'état
de vapeur. Ma augmentera de ^M^ ; M, d iminuera de ta même quan-
t i t é ; 4) augmentera de

8<I) =..(0.^ — îpJoMâ — Mi^i -4" Maôys

4- Ai, oô^,o-l- (Ai,2+A2,i)ôQi,a-h <5i,oôAi,o~i" ^1 ,2 o(Ai ,a+Aa^ ).

Évaluons toutes les variations qui f igurent au second m e m b r e en fonc-
tion de SMa et des paramètres qui définissent l ' é ta t du système.

Le v o l u m e spécifique du l iquide, qui ava i t pour valeur <^ est devenu
r7i 4- ScTi ; le volume spécifique de la vapeur , q u i avai t pou r v a l e u r ^ ,
est devenue 4- So-a. Soient IIi la pression init iale à l ' i n té r ieur du l i-
qu ide , et lia la pression ini t ia le à l ' intérieur de la vapeur . Nous avons
v u , au Chapitre IV (égali té 18), que

SE ( Ui — ÏSi) ~-= — IIi ôo-^
SE ( u.î — T.^J 1-'— — lia ÔT:,.

Nous pour rons donc écrire
o9,=.:(P-IÎ,)ô^, . • , ,
09, ='(P-IÏ2)ô^
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Si nous comptons posi t ivement les rayons p et p' lorsque les centres de
courbure correspondants sont du côté de la surface O^o où se trouve le
l iquide , nous aurons, en ver tu des égalités (19) et (20) ,

ÏI,= P 4- A,,o (' L ̂  V) -^ — | 0i,o -^ A,,o+ ^2 -^ (A,,,+ A,,0\ p p / MI L </0"! ^i

Mais, d'après ce que nous avons dit, les quant i tés -? -? ,j~ sont inf i -
n iment petites. I/égallté précédente nous donne donc

IL=P.
Il en résulte que

00^=: o.

11 en résulte aussi que II, est invariable, ce qui nous donne

âo-^ ~=z o.

Soient R et IV les rayons de courbure en un point de la sur face 0,^
ces rayons étant comptés posi t ivement lorsque les centres de courbure
correspondants sont à Pintérieur de la vapeur . Nous aurons, en ver tu
des égalités (^4) et (û5),

I^——ni==(Ai,2+A2,l) (~ "+- —— ) -h —— Ç.1 ,2——— (Ai,2+A.2,i)
\ SX SA j M 2 ^ ^^ï

-M[[el•a^^+Ql'ï•^^l'î+A^'i)}•

,. , , I î 1

tl

Mais,.-est infiniment petit; de plus, I I i = = P ; nous déduisons donc
de là

î

h

i . î \ r r. àP-II^----(A^A^) (^ ̂  ^ ̂ [^ ̂  (A^A^,

et
fîcpâ==—(Ai,2+- Aâ,i) ( J^"4- j^) ̂  — ^ 01,2 -^ (Al,â-^- AS,!) âcra.

De là nous tirons

Mir Î9 i4 -M2Ôy2=—jMâ(Ai ,2^A2, i ) . [ ^ 4- —) -4- ^i^ •^r (Ai ,2-4-Az^) oo-,.
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Calculons main tenant

Ai,oô0i,o4-(A^+A2,Oô^.

Le vo lume du l i qu ide augmente de SV,, celui de la vapeur de SV^. Le
volume limité par la surface 9^o augmente donc de (SV^-h-SVa) . On a
alors, d'après le théorème de M. Ber t rand, ciue nous avons déjà in-
voqué,

0^,0- ( l+J7)(oV,-4-oV,).

La q u a n t i t é (SV^ -4- SVa) est év idemment de l 'ordre de ^Ma; d ' au t re
part, la quan t i t é (-1- -4- -1-,) est i n f i n i m e n t peti te . Nous pouvons donc
écrire

06^0=0.

Le volume embrassé par la surface ô,^ augmente de SVa. Nous pou-
vons donc écrire

•N/- / 1. ï \ ^r^=(l,+^)oV,

La q u a n t i t é
Ai ,@ ô^i,o 4- (Ai ,2+-Aâ, i ) r î6^2

a donc pour valeur
(A,,,+A,,0^-t-^)oV,.

Calculons enf in les termes

6)i ,oÔA.i ,o-4- ^ l , 2 Ô ( Â . i , 2 + A , 2 , i ) ;

nous avons
., 6?Ai,o ^OA^o-zr —•—— oo-j,

O'JY

^ 4 , . s ^ (Ai ,2 -hA.2 , i ) . ^ (Ai , s -+- A 2 , i ) ^o(Ai ,2-+- A2 , i ) == ——^——— ocri, -+- ———,————o^,

et comme nous avons, ainsi que nous l'avons vu ,

fÎGri = 0,

nous pouvons écrire

^,o ^A,,o+ ̂  rî(A,.,+ A,,,) = ̂ ,, ̂ ^èl^^^l ̂ .
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En réunissant tous les résultats obtenus et en réduisant les termes
semblables, nous arrivons au résultat su ivan t :

oM> = (©3— 91) m,-+- (Ai,2+ A a , i ) ( ~ 4~ ̂  (ôVs— M-2 o^).

Remarquons main tenant que l'on peut écrire

Vs^Macrs

et, par conséquent,
oVa =: Ma Ocra -4- ̂  (îM'a,

et nous aurons

( ^7 ) N>= r ( ^ - y , ) 4 - ( A ^ + A ^ ) (^ + ̂ ^J oM^.

Cette équa t ion renferme la théorie complète de la vapor isa t ion.
Supposons en premier lieu la surface de séparation du l i qu ide et de

la vapeur très fa ib lement courbée. La quant i té ( — -i- .-) étant extrê-
mement pe î i te , nous pourrons négliger le terme dans lequel elle entre
comme fadeur . .L/équalion précédente deviendra donc

( 'îS ) rM> •-= ( (p^ — 91 ) oMa.

Quelle est, dans le cas actuel , la s ignif icat ion des quantités <pi et ç^?
Ces quantités sont définies par les égalités (26)

Çi==::E(^i"-T,s'i) 4-Pc7n

92=E(^-Ï^)+PO-2.

u^ s^ r!^ sont l'énergie, l 'entropie, le volume spécifique de l 'unité de
masse du liquide, sous la pression lï,, en supposant que le l iquide
n'éprouve aucun changement d'état au voisinage des surfaces te rmi-
nales. De même u^, s^, c^ sont l 'énergie, l 'entropie, le volume de l'unité
de masse de la vapeur prise sous la pression IL» et en supposant que son
étatn.e subisse aucune var ia t ion auprès des surfaces terminales.

Mais nous savons déjà que IS^ = P; de plus, nous savons que

^-"^-(^^^^(l--^)-^^'2^;^4-42-1^



APPLICATIONS DE LA THERMODYNAMIQUE AUX PHÉNOMÈNES CAPILLAIRES. 23()

Or, dans le cas actuel , -^5 ..375 ,. sont in f in iment peti ts; nous avons donc
aussi lia === P.

Il en résulte que y, est le potentiel de l ' u n i t é de masse du l iqu ide
supposé homogène dans toute son é t endue , même au voisinage des
surfaces terminales, et soumis à la pression P; cpa est, dans les mêmes
condi t ions , le potent ie l de l ' un i t é de masse de la vapeur . L'égalité (28)
est alors l 'égalité qu 'on t rouve di rectement en négl igeant les modifica-
t ions qui se p rodu isen t au voisinage des surfaces ternï inale&. Nous
avons montré dans un autre t ravai l ( { ) comment on p o u v a i t en dédu i r e
la p l u p a r t des théorèmes connus sur la vapor i sa t ion .

Supposons ma in t enan t que R et IV soient très pet i ts et pos i t i fs ; en
d'autres termes, envisageons une très pet i te b u l l e de vapeur entourée
par le l iquide. Soit f^ le potentiel t he rmodynamique de l 'unité de
masse de v a p e u r supposée homogène jusqu 'aux surfaces et soumise à
la pression P. Si nous nous souvenons que

^J .- p _ n
^3 - l li2ï

nous pourrons écrire
^

pâ==/ ,4-f '(P-H)^

.̂  é t a n t le vo lume spécif ique de la v a p e u r sous la pression P cl c le vo-
l u m e spécifique de la vapeur sous une cer ta ine pression îï comprise
entre P et IL.

En in tégran t par part ies , nous t rouvons

f ' ( P -- II ) da ••=: 7, ( P --. H, ) 4- f ' a OÏL
v s» '"'P

La quan t i t é n est toujours posit ive. Soit ç une va leur de cette q u a n -
l i l é comprise entre ̂  et ^. Nous pourrons écrire

^ITa -
f acm'=:-ç(P-ÏL,),

Jp

( l ) P. DUHEM, Théorie du potentùd t lier mod^'n amiquc (en cours de publication).
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et , par conséquent ,
?2=/2+(^-Ç)(P- I Ï -2) ;

mais
p^n^- (A^+A^)Q4-^)~^^(A, ,+A^) ;

on a donc

(0.9) ô<î) = .A- 9i+ ç(Ai .2+ Â2, i ) ( ~ + j^ + (ç - 73) -^ ̂  (Ai,2+ Aa,! ) ÔM,.

Nous savons, en vertu de r i n é g a l i t é ( i 2 ) , que (A^a+ A^Jest pos i t i f ;
il en est de même de c, et de ( ^ -h ^ ); l'expression précédente ne ren-
f e rm e que deux quan t i t é s dont le signe est i nconnu ; ces deux quan t i t és
sont ( c — c T a ) e.t -,-(A^-+- A^). Mais, quel que soit le signe décès deux
quantités, il est facile de voir que

e(A,,+A,,,)(^+^)+(ç-^)^^(A,,,+A.,,)

est tou jours positif. Nous pouvons, en effet, distinguer trois cas :
i ° -r-(A^2+ A 2 , i ) est positif , iï^ est alors supé r i eu r a P; ^2 est infé-

rieur à ^, et, comme ç est compr i s entre ^ et ^>, ç —• 02 ^st positif . La
quant i t é que nous considérons est donc positive.

2° — (A^-hA^) est négatif, mais — —(A^2-+- As,J est moindre

en valeur absolue que (A ^2-!-" A ^ i ) ( l î 4 " ]? )* 'Dans ce cas, lia est en-
core supérieur à P; ç — cr^ est encore positif; mais cette quanti té est in-
férieure à ç en valeur absolue. La quant i té (<;— ^2)— y-(A^2-4-A2,J est

donc négative, mais inférieure en valeur absolue à ^(Ai^+Aa,^- 4- — ) •
La quantité que nous considérons est donc encore positive.

3° —^^ a+Aa^es tnégat i f^mais— 2 •7--- (Ai a-l-Aa ,1) est supérieur en</o"â ' '"' v 1U^ uo'^ î '

valeur absolue à (A^^-Aa^) (- 4- -7)- Dans ce cas, lia est inférieur à P;

ç — r ^ e s t une q u a n t i t é négative. La quant i té (ç -—^)— -^(A^â+A^i)
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est Jonc positive, et il en est de même de la quanti té que nous consi-
dérons.

Donc, dans tous les cas, la quantité

ç(A,^+A,,o(^4-^)+(ç-o-,)|ç^(A^+A,,,)

est positive.
Si la bulle de vapeur est très petite, les quanti tés —5 —,î — sont

toutes trois inf in iment grandes. La quant i té f^—<pi est donc négli-
geable devant la précédente, et il en résulte immédia tement que ?><î> a le
signe de SML. Or une transformation n'est possible que .si elle corres-
pond à une va leur négative de S^; donc ^Ma ne peut être que négatif.
Par conséquent, lorsqu'une très petite bu l l e de vapeur se trouve eu
présence du l iquide générateur, la vapeur qu 'el le contient peut se con-
denser, mais el le ne saurait croître aux dépens du l iquide environnant.
Elle ne peut croî t re aux dépens du liquide environnant que si ses di-
mensions sont supérieures à une certaine limite. Celle proposit ion dé-
montre l ' impossibi l i té , pour une bu l le de vapeur, de prendre naissance
au sein d 'un liquide, dans quelque condi t ion que ce soiî.

On a prétendu que le contact d 'un solide pouvait rendre possible
cette formation d'une bulle de vapeur, qui ne saurait se produire au
sein même du l iqu ide . L'expérience a depuis longtemps fait just ice de
cet te idée. Nous allons montrer que la théorie vient c o n f i r m e r , sur ce
po in t , les résultats obtenus par l 'expérience.

Nous supposerons qu'un solide, auque l nous réserverons l ' indice ( 3)»
soit en contact avec le l i qu ide par la surface 6,^ et avec la vapeur par
la surface 0^3; en faisant usage de notations analogues à celles que
nous avons adoptées dans le cas précédent, nous aurons

<1> •=: MI [E (^ — T,9i) -4- P o-i] -+• Ma [E ( u.ï — ï\îâ) -+- P ̂ a] 4- .M;, [ E (^3 — T^) + Po-;J
-+- A.i,o ^1,0 -4~ ( Ai,a -4- Aâ,i ) ̂ ,2 + (AI,,+ A.3,1 ) ̂ ,3 + (A^ + A3,2 ) ̂ ,3.

Posons
^=E(^~-T^) .T- Po^
©à ==. E ( u^ — T^a) 4- P CT-a,

03 = E ( us — T^) + P o-a.
Ann. de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome U. — JUILLET i885. 3t
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Nous aurons
<? =~- M.i 91 -t- Mg 92 -4- Mg 93 + A.1,0 ^1,0

+ (Ai ,2+A2 , l )Ô l , 2 -+ - (A l , 3+A3 , i ) ^ , 34 - (Aâ ,3+A3 , . 2 )^ ,3 .

Supposons qu'une certaine quant i té de l iquide passe à l ' é ta t de va-
peur ; Ma augmente de SM^ ; M^ d iminue de la même quan t i t é ; <P aug-
mente de
cKI» -= (<pâ--9i)M2-+-Miôyi "4- MâôOâ -+- M;îô<p3

~(-Ai,o^i,o-+- (Al,24-A2,i)Ô0i.2+ (Al,3-t-A3,l)%l,34- (A2,3+A^)C^,3

-+- ^l,0'îAl,o-h ^,2â(Ai,2+A2,l) -4- ^,3<5(Ai,34-A3,i) + ^,3â(A2,3-hA3,,).

Comme dans le cas précédent, en supposant la masse du l i q u i d e (rès
considérable, nous aurons

0(01 •= 0, Ô0'i=^ 0, 3A. ,̂  o "-̂  0 •

La pression supportée pa r le solide au point où se trouve la bulle de
vapeur varie avec les dimensions de cette bulle. Mais la pression sup-
portée par toutes les autres parties de la surface du solide, que nous
pouvons supposer très grand, demeure invariable . Nous pouvons donc
supposer que l'état interne du sol ide n 'éprouve pas de var ia t ion sen-
sible, ce qui nous donne

ôîpa —:.: o, ocr3"= o.

D'une manière générale, nous avons
^. , . ^ <î (A2,3-hA3,â) , ^(A.2,3+A.3,2) __
0(A2,3-4- A3,a) = — — — — — - . — — — — • — — ^2 -+- —————^—————— OCT^

^ A -. i ̂  à(A^^-A,,,) , , ^(A3,i^Ai,,).
0(A.3,i-+- A,,:,} •= —————^————— OCT, + —————^————— Ô^,

• N / . , . .. ^(Ai,2-4-A2,i) , <)(A.i,â+A2,i) .o(A,,,+ A,,,) =: ———^——- o^, + ———^——— oo",.

En vertu des égalités
5(7i ==• 0, 0(J;{ =:- 0,

les dernières égalités deviennent
• Î / A J-. ^ ^ <3(A.2,;$+A3,2) .
0(A2,;î+ A^a) =:;' —————,^:—————— ^"27

â(Aâ,i4- A.i,;î) =o,
À / A ^ A \ ^(A.i ,â+A2,i) .
0(A,i,24-1- A2,i) ="- —————.——————— 00-2.
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Supposons une déformation quelconque de la bulle. Nous aurons
toujours

ÔÔ3,3==—^,i3,

égalité qui exprime que la surface totale du solide ne change pas.
Supposons, en outre, que la bul le augmente de volume en res tant

semblable à e l le -même; nous aurons

^=||^0^.

11 nous suffit donc de calculer la quanti té &e^. Or on vérifie 1res
aisément que, si l'on désigne par i l 'angle de raccordement des sur-
faces 6,^ et (L^, en prenant Fangle qui renferme le l iqu ide à son inté-
r i eur , on trouve

ô^,-.~ 0^3 cos^ ( ^ + ̂  o'V,.

Les diverses relations que nous avons écrites nous donnent

^1,0 •== o,

^ ^•2 / ' t
 ^ ï ^ w,e^ ̂ ^^^^ (̂  + ̂ j ov,,

^- .̂7^^

^-^^^
Nous pouvons alors écrire

Mï ( \^M -L- FM à^ _L H ^(Â.1,2-1- Â2,i) . <)(A2,34-A3,2)1 .o<!:> == (92 — ©i ) ^M*> 4- JVJL -—- + '7i 2 ———————— + ya ;} ———.————— ôo-.»
L vc^2 ^^ ^^'a J

-+- j (A,^ 4- A^,! ) 0i,2 4- [( Aa,3 4- Â3,2 ) - ( AI,3 + AS,!)] ̂ ,3 '( /•;————.—————— ( ., -h ̂  ov^J _ „ L > -L
^ , â — ^ , 3 C O s ^ \ R R^

Cette expression se simplifie d 'une manière notable lorsqu'on rem-
place cosî par sa valeur

cos i ~= (Al^+.A^M)":^A2.â+ ^
AI,2 + AÏ,!

En ef fe t , on a alors
i A , o 4 - A o ,

^,2- ^,3 COS< ~ j (A^4- A,2,i)^,2 + [(A.2,3+ A3.2) - (Ai,34- A3,0]^,3
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et, par conséquent,

^ ^» l\,r à0î r <) (AI ^-1-A.-) i ) < ^(À2,3+ AS,a)") ^
Ô < ^ = = ( C 3 2 — — ( P i ) < 3 M 2 + Ma-T-2 4- 01,2 ——————————=^ -+-02,3 ————————————— OCr^.

1 1 | O^î C/0"2 (/va j

4- (Ai,î+ As,,) (~ + ̂  âV.2.

Mais, d'autre part,

S-:^-"'
et

p _ û,=- (A,,s+ A,,,) (- + ̂

-^[^i^-24-^^]

'-M.L01'2^;^'2^^-1^02-8^^2^^2^

-it01-3^;^'3^^1^02-3^^8^^-
Mais, si nous supposons le solide et le liquide très étendus, les termes

_̂2 6^ 9^

M, ' M'a ' .M;,

deviennent infiniment petits, et nous pouvons écrire

p_n,---(A,,,+A,,,)(^+j^)

-Aî;^1-2^^1^^0-1-^^0^^^5^

ce qui nous donne

Ô(D^ (^- ̂ ) ÔM,+ (A^+ A,.,) (/^ + ̂ ) (âV^- M, ÔŒ,).

1-înfin la relation
V^M'^

nous donne
fîV^ == M'a ôffa — 0-2 SM.Î

et, par conséquent,

o^= [ (9,- ?i) + ̂ (A,,2+ A^i) (- 4- ̂ 1 o .̂
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Cette égalité est identique à l'égalité (27), que nous avons, obtenue
dans le cas où la vapeur n'était pas en contact avec un solide. On la
traitera exactement comme l'égalité (.27), et l'on arrivera aux conclu-
sions suivantes :

i° Lorsque la surface de contact du l iquide et de la vapeur est très
peu courbée, la présence d'un corps solide n'influe en rien sur le phé-
nomène de la vaporisation.

2° Une très petite bulle de vapeur , adhérente à un corps solide, et
en contact avec le liquide générateur, ne peut augmenter de masse:
elle ne peut que se condenser. La présence d'un corps solide ne peut
donc empêcher les retards d'ébullition.

La théorie de la capillarité rend donc compte de ces phénomènes
en apparence exceptionnels, lorsqu'ils furent découverts, et reconnus
a u j o u r d ' h u i comme lout à fait généraux. Il va sans dire que l 'analyse
précédente s 'appliquerait , moyennan t de légères modifications, aux
phénomènes de la sursaturat ion des solutions gazeuses et à la décom-
position de certains composés, tels que l 'acide azoteux, susceptibles
de donner des produits gazeux. Nous n'insisterons pas sur ces phéno-
mènes, d o n t l 'analogie avec les retards d 'ébull i t ion est trop évidente.

VII. — Changements d'état (Suite). — Surfusion.

Il n'est pas possible de traiter les questions re la t ives à la fusion avec
a u t a n t de r igueur que les questions relatives à la vapor isa t ion . En
voici la raison : la pression à l 'intérieur d 'une masse fluide dépend de
la courbure des surfaces qui l imi ten t cette masse, et nous savons ex-
primer la dépendance qui existe entre ces quant i tés . Au con t ra i re ,
lorsqu'il s'agit des corps solides, nous ne savons pas si la forme des
surfaces terminales inf lue sur l'état in terne du corps, et, en admet tant
l 'existence de cette influence, nous ne savons pas l'évaluer. Cette im-
puissance nous empêche d 'appliquer aux corps solides des considéra-
tions analogues a celles que nous avons appliquées aux fluides dans le
Chapitre précédent.

Mais, si nous ne pouvons donner des phénomènes de la fusion une
théorie aussi complète que celle que nous avons donnée des phéno-
mènes de la vaporisation, nous pouvons du moins en donner u n e
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théorie approchée, en 'admettant , ce qui ne s'écarte probablement pas
beaucoup de la vérité, que l 'état interne d'un solide est le même que
si ce corps était homogène jusqu'au voisinage des surfaces terminales
et soumis à la pression qu' i l suppor t e réel lement .

Considérons un solide en contact avec un l iquide q u i peut , en se soli-
d i f i a n t , l u i donne r naissance. Réservons l ' indice ( i ) au l iquide , que
nous supposerons indéfini , et l'indice ( ^ ) au solide.

Le potentiel the rmodynamique du système a pour expression

<lî-=Mi9i -{-M^ •4-A.i,o^i,o-i- (Ai,2-1" A., .1)^1^

o, et ça étant définis par les égalités

(pi =E(^-—T.s - i ) +Po-i,
C p 2 = E ( ^ 2 — — T ^ ) -4- Po-2.

Supposons qu 'une masse inf iniment petite du l iquide passe à l 'é ta t
solide; Ma augmen te ra de $Mas; M< d iminuera d'une quantité égale;
^ augmentera de

Q(|) == ( (pg —. cpi) ôM'a ,4- Mi <3çi -h Ma cîcps

-h Ai,o<30i,o -+- (Ai,2-+- A2,i)(50i,2-h 0i,o(îAi,o4- 6^2Ô(A^4- Aa^).

Le liquide étant supposé indé f in i , nous avons, comme dans le Chapi t re
précédent,

Oyi^O, â(7i==0, â0i,o=:0.

D'autre part, en vertu de l 'hypothèse que nous avons faite, l 'état in-
terne du solide ne change pas. Nous avons donc

(5<p2 •== o, âo-a ==: 0.

D'une manière générale,
^ A ^AI,O ^oA,,o^~^-^,

r^A -J-A \ < J ( A I ^+-Ag , i ) ^ ^(A. i ,2-4~A2, î ) ^
O^A^a- l -Ag i) =: ——————.—————— ÔCTi4- ————-—————L— 0(J.>.

U(7i ^<72

Dans le cas actuel, ces égalités deviennent

.Mi,o=0,
â(Ai,.-+"As.i)=o.
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On a donc
o<Ï> == (92 — Ci) fflïa 4- (Ai , a 4- À2,i) ̂ ,,.

Évaluons Ô^a en fonction de <îSL.
Soit a un point de la surface O,^ . Supposons qu 'une certaine quan t i t é

de l iquide se soit congelée, en déposant sur le solide une couche dont
l'épaisseur a pour valeur s au point a. Soient K et R" les ravons (Je
courbure de la surface 9^ au point a, ces rayons étant comptés posit i-
vement lorsque les centres de courbure correspondants se t rouvent an
même côté que la surface 9^ que le solide. Soit ^0,^ un élément de ht
surface 6^ pris au tour du poin t a. Nous aurons, en ve r tu du théorème
de M. Bertrand,

o(^)=(^+-^)£^

et, par conséquent,

^•^(R^R7,)^1-2-

le signe ^ i n d i q u a n t une sommation qui s'étend à tousieséléments^^,
de la surface & i ^ > , ou du moins de la part ie de cet te surface sur l aque l l e
la sol idif icat ion s'est effectuée.

Supposons cette surface convexe; p + "o? sora positif . Si nous dési-

gnons par l- -+- ~7 une quan t i t é comprise entre la plus grande et la plus

petite des valeurs que „ - + - _ — prend aux divers points de la part ie de
la surface en lesquels la solidification est censée s'effectuer, nous
pourrons écrire

^^(^^S^^-O"-?)0^
Mais on a, en général,

• ôVa^Mââo-a-h-o-aôMa,

égalité qui se réduit, dans le cas actuel, à

oVg == 0*2 (ÎM. 2.
On a donc

(3o) rN»=[ (9 , -y i )+^ (A, ,24 -A, ,0^ - ^yiôM,.
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Si !a surface de séparation du solide et du l iquide est très peu
courbée, le terme -1- 4- -1/ est inûninient petit , et cette égail lé se r é d u i t
à l 'égalité

o<I> = (93— ®i)ôM2,

de l a q u e l l e , comme nous l 'avons mont ré dans un au t re t rava i l , on peut
déduire toute la théorie de la fusion.

Si, au contraire , les courbures de la surface 0^ sont extrêmement
prononcées, le signe de 9^ est celui de

^(Ai,a+A.,i) ( - + ̂ JoMî.

Deux cas sont alors à considérer :
1° A)^-+- Aa^ est positif; &4» a alors le signe de c5\VL; une très pet i te

particule solide ne peut s'accroître aux dépens du l iqu ide , n i ci fortiori
prendre naissance au sein du liquide;

2° A^a-î" Aa, i est négatif ; cN> a un signe con t r a i r e à ce lu i de ^ML ;
une très petite part icule solide peut s 'accroître a u x dépens du l i q u i d e
a m b i a n t .

En général, lorsqu'on abaisse la température d 'un l i q u i d e au-des-
sous de son point de fusion, ce l iqu ide reste d 'abord su r fondu ; mais,
lorsque la température est devenue assez basse, il se sol idif ie sponta-
nément . On explique ce fait en supposant que A.,^ +• A^,, posit if à la
température du point de fusion, devient négatif à une p lus basse tem-
pérature.

Si la surface du solide étai t concave au po in t oii la so l id i f ica t ion est
censée s'effectuer, - +• -^ serait 'négatif. La solidif icat ion serait alors

P P D

possible si la courbure était très prononcée en ce point. Mais celte
solidification aurait pour effet de combler cette concavité, et, une fois
celle-ci disparue, les raisonnements précédents deviendraient appli-
cables.

Les raisonnements précédents supposent la par t icule solide terminée
par une surface courbe. Ils ne s 'appliquent p lus à une molécule polyé-
drique, car l'expression de $9^2? donnée par le théorème de M. Ber t rand,
devient inexacte dans ce cas. Mais ce cas peut être trai té d i rec tement .

Supposons qu'une particule solide polyédrique croisse en restant
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semblable a el le-même, de tel le sorte que c h a c u n e de ses dimensions
soit mu l t i p l i é e par r -+- X. Il est év iden t que nous a u r o n s

0^,3=:-..^1,2, oMs+S/Ma..

De là nous dédu i sons

o<D = [ (93- 9i > 4- i (A,, , -^ A^) ̂  1 r}M,.

Si la masse du corps solide est très grande, -..—est ex t rêmement pe t i t ,
et Pég'ali té précédente se rédui t à

4

rM> = ( 03 — ©i ) oMa.

Si, au contraire , la masse du corps solide est très pet i te , .—est ex
t rêmement grand, et l 'égali té précédente se r édu i t à

^=t(A,,,+A,,,)|^ôM,.

Des deax égalités que nous venons d'écrire, on dédu i t , p o u r les par-
ticules solides polyédriques, les conséquences que nous avons trou-
vées pour les part icules terminées par une surface courbe.

On peut , de la même manière, rendre compte des phénomènes de
sursa tura t ion que présentent les dissolutions salines; l ' i n d i c e ( ï ; étant
réservé à la dissolut ion, nous avons encore

<l>r=:Mi(pi -4-Maya 4- A.i,^i,o + ( A i , 2 4- A.2,i) 6^.

La disso lu t ion renferme une masse 772 de sel et une masse [L d 'eaa*
Si nous posons

nous aurons ( 1 )

( l ) P. DIÎHIÎM, Théorie du potentiel themiûdf/iaimque. (En cours de publication.)
^ri/i. de l'Éc. Norm. 3" Série. Tome II. — Ju LLET i885. 32
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et, par conséquent,

<1) == wF +^G -+-M292-t-Ai,o^i,o-t- ( A i , 2 -4-A2, i )Ôi ,2
et •

o(D -= (0. - G ) ÔM, + (m ̂  + ^ |t) ôj^ + M^ ̂  ÔIL

4- Ai,o^,o -+- (A^ + A2,i) 5^,â + ̂ ,o<îAi,o + ̂ ,â5(Ai,., 4- A.,,0,

n, désignant la pression à l ' intérieur d e l à so lu t i on , etïL la pression à
l ' in té r ieur du solide.

Mais, de ce que le l iquide est supposé indé f in i , on dédui t II, == P, et
Sn, == o; d 'autre part , en vertu de l 'hypothèse que nous avons taite au
commencement de ce Chapitre, on a H, == P, et c?II, == o. Les termes
qui figurent à la première ligne de M> se réduisent donc s implement à

( c p 2 — F ) â M 2 .

Le fluide étant supposé indéfini , on a

(Î010 ̂  °-

Les quan t i t é s A ^ o » A,,3, A^, dépendent non seu lemen t de la pression
à l ' intérieur de l à dissolution et de la pression à l ' in té r ieur du solide,
mais encore de la concentrat ion h == ^ de la so lu t ion . On a donc

„ , <)AI,() ^TT , ^ A I , < ) .,oA,,o^^oII.+^~o^

.,, . , ^(A.i,â ̂  ̂ i) .Tr ,, ^(Ai,â + A,,i) ,^ ài^.±A^ll o/,o (A,,, -h A^i ) = ——^^— olï, 4- ——^——• oAl.2 + ^

Mais on a déjà
rîlti =:- o, ôlla •== o.

D'autre part,
,, àh ^ à/i ^i.-àh •:"-: —— ôm -—:-— -—- oMaàm om

et " 1 ^ . 1 . 1 1 1 1 ! •
: à^ _ ^^

à m "' fJ.

La masse do la so lu t ion étant supposée très grande, on peut négliger
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celle quant i t é . On a donc
ôA.i,c> •̂ = o,

^ (A^a 4- A;>^) :-= o,
et, par conséquent ,

<N> == (cpâ — F) ^VL 4- (Ai,â + A^) ^1,2.

Celte égalité est analogue à celle que nous avons obtenue en étu-
diant le phénomène de la surfusion. Elle c o n d u i t donc à des consé-
quences ent iè rement analogues.

Quelle inf luence peut exercer sur la sol id i f ica t ion la présence d 'un
solide étranger? Cest ce que nous nous proposons d 'examiner en ter-
minan t cette étude.

Supposons tout d'abord le solide étranger en contact avec le l iquide ,
avant qu'aucune solidif icat ion se soit produi te . Le potent iel thermo-
dynamique a la valeur suivante:

C> =M\9i -l- Mâ(p3 4- AI,(A,() -4- (Ai,;, -4- A.^i) ^,;t.

Peut-il se faire qu'au bout d 'un certain temps le l iquide se soit en
partie congelé au contact de ce corps solide? Supposons q u ' u n e
couche d'épaisseur s du solide que le l iquide produit par sa congé-
lation ait recouvert le corps étranger. Désignons par Dg la densité du
solide. Il est aisé de voir que le potentiel sera devenu .

€)-}- ô<l»==(Mi~£(9i,3.1)2) ?i + Ma ©3 4-s6'i,A 92 4-Ai,oôi ,o 4- (Ai,2-i-A2,, i) 6/1,3.

Nous aurons donc

Ô(&=: [ (92——9i )D2£4- (A i ,2 4-A2,l) —(Ai,;i-t-A3,l)]^l,3.

Le phénomène dont il s'agit n'est possible que si S<I> est négatif,
quelque petit que soit s. Il sera donc impossible si l'on a

(Ai,2 + Aa,i) — (Ai,3 + A.3,i) > o.

Ainsi, un corps étranger vérifiant cette inégalité ne saurai t faire cesser
le phénomène de la surfusion. C'est ce que Fon constate en général-

Au contraire, un corps étranger vérifiant l ' inégalité

(Ai,2 4- Aa.i) -- (Ai.3 4- Ag.i) < 0
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jou i ra i t de la propr ié té de provoquer la congéla t ion d'une mince
couche l i q u i d e , alors même que o^ — y, serait posi t i f , c'est-à-dire alors
même que la température serait supérieure au point de congé la t ion .
Jamais l 'expérience n'a présenté aux physiciens de semblables corps.

Entre les deux cas généraux caractérisés par les inégal i tés que nous
venons d'écrire, i l existe un cas pa r t i cu l i e r in té ressan t ; c'est ce lu i ou
l 'on a

( 3 I ) ( A i , â 4 - A ^ ) - ( A ^ - { - A3, i )==o.

Dans ce cas, on a
o€> r= ( (^ — ^ ^ £ j)^ /y^ = ( ^3 — ^ ̂  0^2.

Cette égalité condui t , nous l 'avons d i t , aux lois de la fusion telles
qu'on les énonce en général en laissant de côté le phénomène de la
surfus ion. Ainsi, un corps qui vérifie l ' égal i té (3i) peut faire cesser
l ' é ta t de sur fus ion d 'un l i qu ide .

Connaissons-nous certains cas où cet te égalité ( 3 ï ) soit vér i f iée?
El le est tout d'abord vérifiée dans le cas ou le sol ide (3) i n t r o d u i t

dans le l iquide est i d e n t i q u e avac le solide ( 2 ) a u q u e l le l i q u i d e peut
donner naissnnce par sa congélation. Mais e l le est encore vérifiée dans
un autre cas extrêmement intéressant.

Soient deux corps solides caractérisés par les indices (2 ) et ( 3 ) ;
désignons par ^ et 7:3 leurs poids a tomiques ; dans un travail précé-
dent ( ' ) , nous avons été conduits à comparer les propriétés décès
corps dans le cas où

('^) 713^3 == 7T2<p;i.

Nous avons montré alors que, dans les mêmes cond i t ions , ces corps
avaient même vo lume atomique, mêmes coefficients de d i l a t a t i on ,
même coefficient de compressibi l i té , mêmes chaleurs spécifiques ato-
miques. Nous avons vu que leurs dissolutions présentaient certaines
propriétés paradoxales, que M. Rùdorff avait constatées expérimenta-
lement , et nous avons été amenés à conclure de cet ensemble d 'analo-
gies que les deux solides qui vérifient l'égalité (33) sont isomorphes.

( 1 ) P. DUIÏEM, Théorie du potentiel thermoctyneimiquG (en cours de publication ).
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Cette conclusion peut s'énoncer de la manière s u i v a n t e : poids ato-
miques égaux de corps isomorphes ont , dans les mêmes circonstances,
le même potentiel thermodynamique; ou bien encore, à cause de l'é-
galité des volumes atomiques des corps isomorphes : volumes ég:auxde
deux corps isomorphes ont , dans les mêmes conditions, le même poten-
t ie l the rmodynamique .

Si donc, dans un système, on remplace un cer ta in corps solide ( .2 )
par un autre corps isomorphe (3), le potentiel chi système ne devra pas
changer ; en d 'autres termes, ce potent ie l ne change pas lorsqu'on
remplace l ' indice ( 2 ) par l ' indice (3) ; en part iculier , on aura

A I , 2 4-A^i ==Ai,3-hÂ3,p

Les corps isomorphes vérif ient donc l 'égali té (3i) . Par su i te , on
pourra faire cesser l 'état de surfusion d 'un corps en y j e t a n t une par-
celle d 'un corps isomorphe à l 'état solide.

On .sait que M. Gernez a t rouvé par l 'expér ience ^.ette remarquable
proposit ion, il a mont ré qu ' e l l e s 'appliquait non seulement a u x phé-
nomènes de surfusion' , mais encore aux phénomènes de sursa tura t ion.
Les raisonnements précédents peuvent s 'appliquer tex tue l lement aux
phénomènes de sursaturation et servir à retrouver t h é o r i q u e m e n t la
loi é tabl ie par M. Gernex. L'égalité (33) renferme donc toutes les pro-
priétés qui caractérisent les corps isomorphes.

Nous n'examinerons pas plus longtemps les corrélations qui peuvent
exister entre les changements d 'état et les phénomènes capil laires .
Toutes ces corrélat ions pourraient être étudiées par des raisonnements
analogues à ceux que nous avons développés dans ce qui précède.

Les considérations que nous avons exposées 'dans ce Mémoire mon-
trent que, grâce à la Thermodynamique , il est possible d 'affranchir la
théorie des phénomènes capillaires de l 'hypothèse de l 'a t t ract ion molé-
culaire; la théorie à laquelle on parvient reproduit tous les résultats
obtenus par Gauss et Laplace, mais elle donne en même temps l'expres-
sion de la quant i té de chaleur mise e n j e u dans les phénomènes capil-
laires; elle permet de relier ceux-ci aux changements d'état, et, p a r c e
nouveau rapprochement, elle explique dans tous leurs détai ls les phé-
nomènes si singuliers de la surfusion, de la sursaturation et des retards
d'ébullition.
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L'application de la Thermodynamique aux phénomènes capillaires
fourn i t donc une nouvelle preuve de la fécondité de cette Science, et
de la puissance avec laquel le elle parvient à établir des liens d^étroi te
parenté entre certaines parties de la Physique qui çembleni, au premier
abord, s'occuper de phénomènes essentiellement différents. Les corré-
la t ions qu'el le découvre ne sont pas fondées sur des hypothèses plus
ou moins plausibles; elles sont des conséquences rigoureuses du prin-
cipe de l 'équivalence et du pr incipe de Carnot.

Les Mémoires de s i rW.Thomson, en mont ran t comment le principe
de Carnot s 'appl ique aux phénomènes capillaires et relie ces phéno-
mènes aux changements d 'é ta t , ont ouvert à la théorie de la capi l lar i té
une nouvel le voie à laquelle on peul, semble-t-il, appl iquer ces paroles
de Lamé : « Lorsqu'une branche de la Physique mathémat ique est
ainsi parvenue à écarter tout principe douteux, tou te hypothèse res-
trictive, elle entre réellement dans une phase nouvelle. Et cette phase
parait définit ive, car la série historique, el en même temps ra t isonnel le ,
des progrès accomplis, signale une tendance constante vers l ' indépen-
dance de toute loi préconçue ».


