
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

LOUIS RAFFY
Sur les quadratures algébriques et logarithmiques

Annales scientifiques de l’É.N.S. 3e série, tome 2 (1885), p. 185-206
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1885_3_2__185_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1885, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1885_3_2__185_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


SUR LES

QUADRATURES ALGÉBRIQUES
ET

LOGAÏlITHMIQUES,
PAR M. L. RAFFY,

MAÎTRE DE CONFERENCES A Li FACULTE DES SCIENCES DE PARIS.

Certaines différent iel les algébriques s'intègrent a lgébr iquement ;
(Tautres s'intègrent par u n seul logarithme. Ce sont là deux cns im-
por tants de r é d u c t i o n des intégrales abél iennes .

Liouvi l le a complètement résolu le problème de l ' in tégra t ion algé-
br ique. Dcins ses premières recherches ( 1 ) , il le ramène à cet a u t r e : Étant
donnée une équation différentielle linéaire d'ordre quelconque, qui a pour
coefficients et pour second membre des polynômes entiers, reconnaître si
elle admet pour intégrale particulière une fonction rationnelle. Mais c'est
là encore une question délicate, et Poisson conservait des doutes ( : 2 )
sur l 'efficacité des pr incipes q u i permet ta ient de la t rai ter dans les cas
les p l u s simples. Liouville repri t le problème et le réduis i t à recon-
na î t r e si une é q u a t i o n linéaire adme t pour in tégra le par t icul ière un
polynôme entier. Ainsi s impl i f ié , le problème ne dépend plus que de la
résolution d'un système d'équations du premier degré.

Ces résultats ont été publiés ( 3 ) sans démonstration et paraissent

(1) Sur la détermination des Intégrales dont la valeur wt algébrique, deux Mémoires
{fou-mcd (le l'École Polf technique y XXIP Cahier; Mémoire des Samnts étranger^ t. Y)*

( 2 ) Rapport sur les précédents Mémoires {Journal de Crellc, t. X) .
(3) Noweiks reGhcrchcff mr la. détemiliicitùm des inte^rcdes dont la valeur c.vt algé-

brique {Compter rendue t. II; tournai de Liouville, t. III).
Ànn. de l ' É c . Norm. 30 Série. Tome IÏ. — J U I N i885. ^
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avoir échappé à quelques auteurs . Je commence par les é t a b l i r ; puis,
par des considérations analogues à celles qu i y conduisent , je montre
nw, pour savoir si une différentielle algébrique donnée s'intègre par un
seul logarithme, il suffit de connaître un certain entier. On n'a p lus alors
qu'à résoudre un système d 'équations du premier degré. En te rminan t ,
j ' app l ique ce théorème à une intégration qu i a occupé Abel ( ^ ) et, plus
récemment, MM. Tchebichef ( 2 ) et Zolotareff ( 3 ) .

I.

1. Considérons une équa t ion algébrique i r r éduc t ib l e

F(^,j) ̂  Xoj^ + X,^-1 + .. . -h X/^y -{- X,/, =: o,

où Xo, X^ * . . , X,^ représentent des polynômes entiers en oc. On sait
que toute fonction uniforme t du point {x, y), qui n'a d 'autres points
singuliers que des pôles et des points critiques algébriques, est égale à
une fonct ion ra t ionnel le de x et y. Je reprends rapidement la démon-
strat ion ( / ( ) de ce théorème, parce qu'elle met en œuvre les éléments
même que nous rencontrerons dans la suite.

J^a fonction t est une fonct ion algébrique de x. Désignons p a r / , ,
^, . . . » 1,^ ses m déterminations, qui correspondent aux m valeurs y,,
y^ • * • ) Ym q^ô prend y pour chaque valeur de oc, et considérons les
m expressions

V? "+- ̂ JÏ 4- .. . + ̂ n/fn ( a = o, ,i, a, . . ., m — J ).

Ce sont des fonct ions symétriques de y^ y^, .... y^. Ce sont donc des
fonct ions rat ionnel les de x. Soit P leur dénominateur c o m m u n ; nous
pouvons poser

P
(0 ^.7?+ ^7?+ • • • + ̂ n/fn-^ y (a =: o, i, a, m '- i),

( 1 ) iSw l'intégration de la formule différentielle r— 7 • • • ? et Théorie des trcwccn-
yÏ\.

dantes elliptiques, problème III.
(2) fourncd de Ltowille, 1 8 6 4 0 1 1 8 7 4 .
(3 ) Théorie des nombres complexe, Saint-Pétersbourg, 1874.
( 4 ) BRIOT, Théorie des fonctions abéllennes, note B.
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les lettres P, Pô, P^ • . . , P,/^) représentant des polynômes entiers en x.
Du s}̂ !̂"̂  des m équations (i), tirons l ' inconnue t^ par la méthode
des mul t ip l icateurs indéterminés. Mul t ip l ions la première de ces équa-
t ions par A^_i , la seconde par A^-a» • • • . • • > l 'avant-dernière p a r A ^ , la

dernière par i , et a joutons ; si nous égalons à zéro les coefficients de
^>, ^3, . . * , ^ » nous obtenons les m — i relations

( 2 ) r^~1 -4- Ai^-2 4- AajjT3 4- . . . 4- A//,-,-2,T'p 4- A^-,i =: o ( ,5 = 2, 3 , . . . , m )

entre les indé terminées A, et il reste

1 ( 3 ) ^ (jr1 + A,y-"2 + • • • + A/^ ) = p,^L±A2p^t^__ .

En vertu des relal ions (2) , les mul t ip l ica teurs i, A i , Aa, . . . , A,//_|
sont proport ionnels aux coefficients de l ' équa t ion

^.i^ = xoy—1 + ( Xoy, 4- x, )j-2 4-... + ( x,j'r1 +... 4- x/^o - o,
,7' — .7i

qui a pour racines^, y-j, . ., y^. On a donc

. Xoy,4-X,
Ai == ——^——— »

Ao

X o y ? 4 - X i y 4 - X 2
A.2 .-̂ - ——'—————^————————5

AO
. . . . . • • . • . . . . . . . . . . . . . . . y

A _. x» rï"1 + X^y^-2 + ... + X ,̂, -_,
A/^—i —• • ••,r

AO

Portant ces valeurs dans l 'équation (3), on en tire

- 1 ^̂ Î̂1 ̂  P mX,^"1^ ^n — ï)'Xi7^2 4- ... 4- X,«,-i

Remarquons qu'au numérateur de ^ figure un polynôme entier enj^
du degré m — i, dont le terme enj^ est divisible par Xo, et, au dé-
nominateur, la dérivée partielle deF(*r,^) par rapport ày^. Commej,
désigne l 'une quelconque des valeurs dey et t^ la valeur correspondante
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de t, nous pouvons supprimer les indices et écrire

(4) j_ PoXo^-^Qty7 7 2-2-^. . .
'- p F;.(^,y)

-0,

Les coefficients Q seront des polynômes entiers en a?, non divisibles en
général p a r X o .

2. Nous allons l
de F^ par un polyi
t e rminan t

(3) X o A =

Xo
0

0

mXo
0

0

Lransformer
nome ent ie r

Xi
Xo

0

( m ~ i ) X ,
m Xo

0

Pexpressio
' du degré 75

X,
X,

0

(77l~2)X:2

(m--i)Xi

0

n de t en re
n — i en y.

. . . X,,

. . - ^ v ^ ^

0
Y

" • ' •^m—\

mpia
Cons

0

X/,

0

0

çant l'invers
idéronsle de

. . . 0,

. . . 0

X. . . ./Y//;,

. . . 0

. . . 0

x/^-i
q u i , égalé à zéro, e x p r i m e que F(.r,j) et F^^j) o n t une racine com-
mune en y. On sait qu ' i l est égal, à un facteur n u m é r i q u e près, au pro-
du i t de Xo par le d i sc r iminan t

î^(^Ji)F.r.(^Jâ)...F;,(^y,0

de l ' équa t ion F(^,j)==o, considérée comme équa t ion en y s e u l e m e n t .
Nous p o u v o n s donc prendre A pour ce discriminant.

^ D'autre part, on ne changera pas la valeur du dé te rminan t Xo A si l 'on
ajoute aux éléments de la dernière co lonne ceux de l 'avant-dernière
m u l t i p l i é s par y, ceux de la précédente m u l t i p l i é s pary 2 , . . . , e n f i n
ceux de la première mul t ip l i é s pary2^-2 , ce qui revient à remplacer
cet te co lonne par

r1^, J^F, . . . , jF, F, J-^F^J-^F,, . . . , ^F;, F;..

Alors le dé te rminan t , développé s u i v a n t les éléments de cette dernière
colonne , prend la forme

AF+BF;.
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En tenant compte clé l 'hypothèse F == o et divisant par Xo les deux
membres de l 'identité (5), il v ient s implement

(6) A==

X,
o Xo

0 0

m {m—i)Xi
o mXo

0 0

Xa

X,

0

(/n—2)X2

(m-i)Xi

0

... X,

. . . X//2^i

... . . - Y- -

... 0

. . . A./^-.

n

~l

. . . 2X//;-2

0

X,,,

0

0

... 0

... 0

... 0

. . . . 0

€)

0

0

ym-1

y,n^

1

F;..

On voit que le dé t e rminan t qui mu l t i p l i e Fy est un polynôme entier en y,
du degré m — i, et que son terme en V-1 est divisible par Xo, car il a
p o u r coefficient le dé terminant qui se dédu i t du précédent en suppri-
mant : î° la ligne et la colonne qui se croisent sur l 'é lément j7^-^
2° la première ligne et la première colonne. On pourra donc écrire

( 7 ) A = ( Ro Xoj^-] + Bi r"-2 + ... + R,/̂  ) F;,

les polynômes BO, R, , . ..,IL-, n ' é t an t pas en général divisibles par Xo.
L 'équat ion (7) donne

p7
JL y

Ro Xoy^-1 + R,y»-a -4-. . . 4-R,^, _
A

Portant cette valeur dans la formule (4), il vient

(PoXo.r^-'+Qi.y^-2- -—± .̂=l)^lî ^
F A

Le numéra teu r de t est un po lynôme entier du degré sm — 2 en y.
Son terme en j2'"-2 é t an t divisible par X<2 et le s u i v a n t par Xo, on
pour ra , au moyen de l ' équa t ion

Xo.7^ 4- X^-1 -f-... 4- X/,, -== o,

l 'abaisser au degré 2/72 — 4 sans que ses coefficients cessent d 'ê t re en-
tiers par r appor t à Xo; mais à chacune des m—3 s u b s t i t u t i o n s qu ' i l
faudra encore opérer pour abaisser ce polynôme du degré im — 4 ^"
degré m — i , le coefficient Xo s ' i n t r o d u i r a comme d é n o m i n a t e u r , en
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série qu'on aura finalement
^ . „ Go r^-1 -h Ci y"-2 -h... + C^-t(S) ^—————px^A——————?

les C étant des polynômes entiers en x, non divisibles en général
par Xo.

Telle est l'expression de t que nous avions en vue d'obtenir.

3. Remarque. — La détermination de l'exposant, que nous venons de
trouver égal à m— 3, nous servira dans la troisième partie de cette
étude. Elle tombe en défau t si m est égal à 2; mais alors le numéra-
teur de t est du second degré. Son terme en y2 est divisible par Xo
(même par X^). On peut donc l'abaisser au premier degré, sans que Xo
s'introduise en dénominateur . 11 vient alors

, ̂ ^iji^^ PA

ii.
4. Nous pouvons maintenant aborder le problème su ivant :
Étant donnée F équation algébrique irréductible

FÇx, j) = Xoj^-+ X^--1 -(-.. .4- X/,^j "t- X,,, =: o,

où Xo, Xi, ..., X,^ ^o/i^ des polynômes entiers en a?, on demande si l'inlé-
grale

Z= j y dx

est ou n'est pas une fonction algébrique de x.

Voici comment Liouville résout la question.
Il résulte des travaux d'Abel que, si l'intégrale z est algébrique, elle

est égale à une fonction rationnelle de.r et^y. C'est une fonction de la
nature des fonctions t. Elle est donc aussi égale à un polynôme entier
en y, du degré m — i , ayant pour coefficients des fonctions ration-
ne l losde^ . Nous poserons

(9) ^=So+^7+^72+..."+-£//^lJM~ l.
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II s'agit de déterminer les fonctions S de manière que €— soit égal
à y , ou de reconnaî t re l ' impossibilité de cette 'détermination.

DifTérentions l'expression de z :

Oo)
y^=^+y^l+y2^^^ + y^i f^_J

•/ dx " <̂ .r " ^ u dx

4- [^ -h- ̂  y -h... + (^ - i)^-^-2] ̂ -

Mult ip l ian t les deux membres pary°S on peut écrire

^a+l — yx ̂  ^_ ya+i ̂  _,. ..a-t-2 ̂  , , ya+^-l €lc^
} — y d.v } d.c > } dx h7 dx

^ ̂  '[Ll̂ l „ -Jii-. ̂ tZ!^ _L- ^ (m.-i)g^._, ̂ J^^^
a +1 dx a 4- 2 <̂ .r " ' oc -t~ m — i c/.z'

At t r ibuons successivement à y les m valeurs y,, j^, . . • ï j M fournies
par l 'équation F(.x",y) == o, et ajoutons membre à membre les m éga-
lités ainsi dédui tes . En posant

S/,=j^+j^+...+7L

nous trouverons

(i^)
<^o , Q ^£1 , a <^2 , , 0 A',,,_.-.i% Q a^0 ^- <% açl -L ^ a^ 1- l- ̂  _5^_lltea-i-i ̂  ^a -J~: -+- ^a+i ,7-: + »a+2 r -^ • • • -t- Oa+/«-i - /' rfj + ba-M 5^ + bw dx ^ ' " ̂  &a+m-1 ~d^ "

—I1— ^^+1 ,_ ^^^ f^tl _i- -L- (/n — ^^m-i ^Sa+.w^j
' ^ -j- ]r /̂.j,> a + 3 dx ' ' ' a 4" w — i < .̂z"

Faisons successivement oc égal à o, i, 2, ..., m— i dans cette for-
mule . Nous obtenons un système de m équat ions différentiel les li-
néaires et du premier ordre par rapport aux fonctions inconnues Ç. Les
coefficients qui y figurent sont les sommes SA et leurs dérivées —• La
théorie des fonctions symétriques permet de les exprimer au moyen

7V

des coefficients X de l 'équation F(.r,y)==o et de leurs dérivées ^-•
Remarquons que la première équation du système (1*31) n'est aut re

que!" a=w.-^isl=^ S£stsc"
a =0
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(i3) fsi^==m£o-4-£iSi+^S2-4-...4-^-iS^-i,
t/

en sorte que la fonction Eo sera connue par une quadrature quand on
connaîtra les autres fonctions £. Une première condi t ion de possibilité
du problème sera donc que la fraction ra t ionnel le

S - xl

^--Xo

ail son intégrale algébrique. C'est ce que l'on reconnaî t ra fac i lement .
7*"

On portera la valeur de —^ fournie p a r l a première équa t ion dans les
suivantes, et , en résolvant le système a ins i r édu i t , on au ra , pour les
772— i dérivées -^i - • - 3 -i- ,̂ des expressions l inéaires par rapport
aux fonctions E , , ..., E^_.,. On pourra donc former par le procédé
connu une équat ion d i f f é ren t i e l l e l inéa i re d'ordre m— i p o u r chacune
de ces fondions et appl iquer la méthode des coefficients indé te rminés ,
si l 'on c o n n a î t le d é n o m i n a t e u r des ( racl ions cherchées.

5, Ce dénomina teur commun des fonctions ^ peut s 'obtenir de la
manière suivante .

Supposons d'abord que le coeff ic ient Xo soit cons tan t . Alors y reste
fini pour toutes les valeurs finies de x. Il en est de même de l ' intégrale-s.
Les fonctions rationnelles —? formées ici avec z et y comme précé-
demment avec t et y, restent finies pour toutes les valeurs finies de x.
Ce sont des polynômes entiers. Ainsi P se rédui t , comme Xy, à une
constante , et l 'expression générale de t, donnée par l ' équat ion (8 ) ,
dev ien t

——§ H^r^y^.. . + c^1 r"-1.

1 1 • /"^

On voit que, dans le cas présent, les fonct ions £a== --̂  ont pour déno-
mina t eu r c o m m u n le discriminant A.

Supposons m a i n t e n a n t que Xo dépende de x. Ce cas se ramène au
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v 'précédent. Posons, en effet, y == ^î T étant un polynôme déterminé
de manière que, dans l ' équat ion enjrej ' et <r, le coefficient d e y " 1 soit
i n d é p e n d a n t de ,'r. Ce sera d'ailleurs Xo l u i - m ê m e ou un diviseur de X.o.
Si l 'on a

^ —— HT ^2^3 TV/.A — A i 1 g 1 3 ... 1^,

l ' é q u a t i o n T^T^Ïy . . . T ^ = o n 'ayant que des racines simples, le plus
H'rand commun d iv i seur de T et de sa dérivée -,~ sera0 dx

û __ qp 'T2 rpn~ï0 —— 1 a 1 ;̂  ... .g. ^

Or les seules valeurs finies de x qui puissent rendre inf in ie l ' in té -
grale

z =: j y djc ::=: j — dx

sont les racines multiples dc-ï. Soit x^ l 'une d'elles, et soit/^ son ordre
de m u l t i p l i c i t é . Pour x =~= 'JL\^ les diverses intégrales

^=r^^
seront ou finies ou in f in imen t grandes d 'un ordre au plus égal à celui

1 ' . . Prd(i ————^— . Donc les fonct ions ra t ionnel les — au ron t pour déno-
(X—^o)7'" 1

minateur c o m m u n , soit 0 lu i -même, soit un d iv iseur de 0. L'expres-
sion générale de t, donnée par l ' équa t ion (8) , se rédui t alors a

^
- — Ĵ L »i- ̂  ^-4- 2 Y'^-^ -A- L^—1 v'm-l
'" ~"~ ^M ÇA' t- M' •7 ' Oâ' J '

en désignant par A^ le discriminant de l ' équat ion qui lie y ' à x. Par
conséquent , on pourra prendre pour d é n o m i n a t e u r des fonctions ^ le
p r o d u i t ÛA^

6. Remarque. — Outre les résultats q u i précèdent, Liouvi l le i n d i q u e
aussi qu'oîi serait encore ramené à chercher des polynômes entiers
(quand Xo <ssfc constant) si l'on prenai t pour inconnues, soit les m fonc-
t ions
( l4 ) pa-ri ̂  ^oSa •"1~ ^Sa-n -h. . . 4- ̂ -i Sa+^,..i (a=:0, l , - . . ., m — ï ) ,

Arm. de l ' E c . formelle. 3e Série. Tome II. •- JUIN i885. 25
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soit les m. — ï fondions

/ ,- . \ _ _ ^o ^Sa . _Jj_ ^Sa-M , ^///-.i ^à^^_î
t1'^/ ^04-1 — — -,— 4- ———— —,—— -s-. . . -h- —•————— -—. -.——l

a cix y. -t-1 d^ y, -i- in — ï: dx
(0= i ,2 , ...,/» — - ï ) .

En effet, ?a+, n'est pas autre chose que
P

^1.7? -r .^rjl -h . . . H- Z^Yj,, •=: -y ,

et nous avons vu que les fractions — se rédaisent à des polynômes
q u a n d Xo est constant et ont pour d é n o m i n a t e u r 0 si Xo dépend de x.

Q u a n t aux fonctions cr, on a ident iquement , d'après la formule ( 1 2 ) ,

a ^Pa-n / ,&^ —: ^^^_ _ acra-4.,1 ( a -=r f , 2, . . . m — ï ).

Ainsi les fonctions G dépendent des fonctions p, d o n t la déterminat ion
r e v i e n t à celle de polynômes entiers. Une fois les fonctions p connues ,
les 771 équa t ions ( i 4 ) , o ù E o » li» . . . » ^2-1 entrent l inéai rement et qui on t
pour dé te rminan t A (ou A') donneront les valeurs de ces fonctions.

Pour déduire de la déterminat ion des inconnues a celle des fonc-
tions ^ il suffirait d 'ad jo indre l ' équat ion (i3) aux m — i équa t ions ( ï 5).

7. Exemple. — Nous allons app l ique r la méthode de L i o u v i l l e à u n
exemple choisi de manière à permet t re une vérification immédia te .

Soit à intégrer la fonction y définie par l 'équat ion

y3— 3j -{- a.r :•:.-= o.

L'intégrale cherchée sera de la forme

^ = j y dx =: ?y 4- ̂  y 4- C2./3.

Si l'on calcule les sommes S(p S,, S^ 83, S.,, on trouve

80 = 3, Si == o, Sa ̂  6, 83 = - 6.r, 84 r= 18.

Par suite, le système d'équations différentiel les ( f ^ ) , que doivent véri-
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t îer les fonctions ï, devient
d /.„ .. .

0=^(=0+^,),

,-, « ^£.1 r) rffo
0 -r: 3 —— — 3 X —— — -2 ;:,,

cijc dx

r) r> ^^O <-» M^l CÏ^-)— o .z- ==: o — —- o.r —— -h Q — -- ^,.
.̂r f/..y J ̂  - 1

Portant la valeiir de —^ de la première équat ion dans la t roisième
et résolvant le système que forment alors les deux dernières, on t rouve

j 3(i ~.z'2)^îr=^^-h.2^4-3(r--^2},

(Ï) ^
( 3(l-^)g=: ^+2.^

De la, on d é d u i t f ac i l ement l ' équa t ion l inéaire du second ordre

^,_^)^,..^..^~8^-3.

Or le coelÏicientdej3 dans l ' équat ion proposée est cons tant ; le discr i-
m i n a n t est, à un fac teur numér ique près, égal à ( i — x 2 ) . Nous pou-
vons donc poser

•: — —ÎL-,

G é t an t un polynôme entier qu i devra satisfaire à l ' équa t ion

9 ( i — ;r2 )2 :— 4- 9 .:r ( i — ^'2) ~ -I- ( t o -!- 8 j:-'2 ) („] = 3 ( i — j^ )î.

Ici, comme dans tous les autres exemples q u ' o n pourra avoi r à
traiter , deux hypothèses se présentent : ï° les ternu's du p lus h a u t
degré du premier membre se réduisent entre e u x ; 2° ils se r é d u i s e n t
avec le terme de degré le plus élevé du second membre.

Si l 'on désigne par ). le degré i n c o n n u du po lynôme C, la p remière
supposit ion condu i t ac tue l lement à l 'équation

9 } . ( } . — i ) — 9 / - h - 8 - r = o ,

dont les racines sont fractionnaires.
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La seconde suppos i t ion exige que C soit du second degré. On pour-
rait poser

G = ax^^r bx -h- c

et chercher à déterminer a, b, c, en iden t i f i an t les deux membres de
l'équation différentiel le; mais il est plus simple ici de remarquer que,
en vertu de cette équation même, G est divisible par ( t — <r2). On p e u t
donc prendre.

p / ,, dC cl^C
^<^^ ^^-^ ^—— 2 a -

Ces valeurs, portées dans l ' équa t ion d i f f é ren t i e l l e , d o n n e n t
— r8( i — ̂ a—î 8.r2 ( r — ^ ) a -+-(10 -+8^2) (i — x^a -=. 3 ( i — . r 2 ) 2

ou bien, tous calculs fa i ls ,
^-~|.

En conséquence, il v ient

G-=—Î{^^ ^=^£^=:^i.

Portant cette va leu r de £3 dans la seconde des équat ions (^) , on t rouve

^-=î^;
quan t à Eo, on a

^^=— a^-j-const. =:-| + const.

Choisissant la constante arbitraire de manière que ̂  soit n u l , on ob-
tient faci lement

^_ 6.:ry—3^
^ '~"~~8^'

Ce résultat est facile à vérifier. En effet, on a

z-=.^yclx==.xy— j x dy == .:cy 4- 1- /'(^':ï -- 3r ) dy

' ou bien, en a n n u l a n t z avec y,
^_^/à

i. , ^^^•L^.
Mais on a aussi

^ y^ ̂  3 y2 — 2 xy, j* — 6j2 ==. ~ 3 y2 — a .ry ;
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d 'où , en subst i tuant dans l'expression do z ,
_ 8 xy — a xy — 3 >"2 6.2'y — 3 y2

,̂  =: . ^ _ —„ _ _ ^ _ ;

c'est bien ce que nous avions trouvé.

I I I .

8. Etant donnée l'équation algébrique irréductible

(16 ) ' J\u, U) ==l^/o(^) + U—V^) +. ..+ U/^_^) +//.(^) =o,

OÙ/Q, y^, ..., y .̂»i ,̂  désignent des polynômes entiers en a, on demande
si la fonction u, inverse de l'intégrale

^
1 1 idu3==. Tr

est simplement périodique et n'a en chaque point z quun nombre limité
de valeurs.

S'il en est ainsi, la fonction u, en vertu d 'un théorème dû à MM. Br io t
etBouquet ( 1 ) , est racine d'une équat ion algébrique, a y a n t pour coef-
ficients des fonctions entières d'une exponent ie l le e^, ou le f ac t eu r g
est constant .

Dép lus , l 'équation proposée présente alors certains caractères que
je vais rappeler ( 2 ) :

ï ° Si l 'on désigne par ^ le degré du polynôme fk{u], on a

r},̂  ^ m — /r -+- o/, (/c •==. o, î , a, . . . , m — i).

Il en résulte que toutes les valeurs de u qui correspondent à U == o sont
f inies; elles sont fournies par l'équation/,^) ===o.

2° Toute racine multiple d 'ordre/? àe fm{u} est racine d'ordre p— r
au moins de //^ (^), ..., et, en général, d'ordre p — l — r au inoins
de/^(^).

( 1 ) Recherches sur Ici the'orie clés fonctions ( fourncd clé l'Ecole Polytec! inique,
XXXVP Cahier, troisième Mémoire : Intégration des cquca/'on.v différentielles au. moyen
des fonctions ellipticj[ucs).

( 2 ) Voir Recherches cdgébricmes sur les integrcdes cibélicnnes {Annales de l'Ecole Nor-
male, 3° sériô, t. XII, p. 1 1 7 ofc i24).
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3° Les va leurs c du rapport -^ pour^ inf in i et les valeurs c\ du rap-

port — pour U == o forment une suite de nombres tous commensu-
rables entre eux.

Ces conditions sont nécessaires pour que la fonct ion u ai t la forme
a n a l y t i q u e proposée; mais, sauf le cas où l 'équation F ( ^ , U ) = o est du
genre zéro, elles ne sont pas suffisantes.

Quand elles sont réalisées, on trouve faci lement les valeurs exactes
de tous les paramètres c et c\^ et l'on peut déterminer, à un facteur
entier près, le coefficient g\

Si, parmi les valeurs de U qui dev iennent inf in ies avec u et sont du
même ordre que u, il y en ap qui forment un système circulaire, elles
donnent , pour le rapport j-ri la même valeur c finie et différente de zéro,
et l ' intégrale ^ admet la période polaire ^pir:c. Pare i l lement , si, parmi
les valeurs de U q u i deviennent nulles pour les racines b de f,n{u) et
sont du même ordre que u — 6, il y en a // qui forment un système circu-
la i re , elles donnen t , pour le rapport —p la môme valeur c\^ et l ' inté-
grale ^ admet la période polaire ^ p ' i r : c ^ .

9. En suivant la marche des opérations qui font connaî tre le genre
d 'une courbe algébrique à singulari tés supérieures ( 1 ), on déterminera
par des calculs purement a r i thmét iques les divers nombres/? etp\ Les
diverses quan t i t és /;<?, //Cy sont donc connues; puisqu'elles sont com-
mensurables entre elles, il est aisé de trouver leur plus grand commun
d i v i s e u r ? : j ' en tends par là un nombre réel (qui pourra être incommen-
surab le ) ou un nombre imaginaire, tel que les rapports •^-? 7—°- soient
tous des entiers positifs ou négatifs qu^aucun entier ne divise à la fois.

Toutes les périodes polaires sont des multiples de 2^71:?. Si ces pé-
riodes sont les seules que possède l ' intégrale z ou si les autres pé"

s

riodes de z sont aussi des mul t ip les de a^p, l 'exponentielle e9 sera
une fonc t ion algébrique de u, admettant, pour chaque valeur de u,

( i ) Foir notre Mémoire déjà cité, Aiinakff de V École Normcde, 2® série, t. Xïî, p. (56
ict suivantes.
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w valeurs et m seulement. Mais il peut arriver que z ait des périodes
abéliennes égales à des sous-multiples de 217:^; il existe alors un entier
positif "\, tel que ^^ esî le plus grand commun div iseur des périodes
abéliennes et, par suite, de toutes les périodes de s. Ce n'est plus Fex-

l 2ii
ponentielle e9, mais bien e 9 qui prend m valeurs pour chaque valeur
de u.

Il faudra i t donc déterminer l 'entier inconnu 1. On n'y a pas réussi
jusqu'à ce jour ; on n'a pas même prouvé que la connaissance de 1 per-
mît de répondre à la question posée plus h a u t . Je vais montrer qu ' i l
en est ainsi.

10. Je supposerai, pour abréger l 'écriture quand p n'est pas égal
à i, qu'on ait pris pour nouvel le variable ^i et je continuerai à l'ap-
peler z\ U sera la dérivée clé u par rapport à cette nouvelle var iab le .
Les périodes de la nouvelle in tégra le s a u r o n t pour p lus grand cornnnui
diviseur —7 \ étant un entier que nous considérerons comme connu.

L'exponent ie l le e13 est une fonction algébrique de u et admet m va-
leurs pour chaque va leur de u. En ra i sonnan t sur cette exponent ie l le ,
sur u et U, comme on l'a fai t , en commençan t , sur t, oc etj, on arrive
à l'expression

^ = co+ ^U ̂  ̂ U2 +.. . + ̂  U - 1 - 1 ,

dans laquel le les lettres I; représentent des fondions ra t ionne l les de 11,

•11. Nous allons» en imitant le procédé de Liouville, établir entre
les m fonctions inconnues Ï; au tan t d 'équations différentielles linéaires
du premier ordre. Différentions par rapport à z l ' équat ion précédente
et, dans la dérivée 'Xe13 du premier membre , remplaçons ^^ par sa
valeur; on trouve ainsi

, /,(co.4-^ llJ-h...-h^-lUW-- l)

^f^+U^+...4-U-^)lJ
( i ^ ) / \clu du du. )

\ /. û?Sj ., ^ci'U , .. ,,., . r /U\ . ,f 4-^^+^,U^+...+(/^i)^L---^ 1
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ou bien, en groupant les termes d 'une manière différente,

"• = {US - ̂  "+ (à - "•) °-+ • • •+ ('̂  - "•'-) °-"-'
-^""-s-"^-3^^---»"—"--"'"-^-

M u l t i p l i a n t les deux membres par U^ on peut écrire

i w = (H -^)ua+l + (t - ̂ 2) lja+2+ • • -
(,8) ^^_^,)u--^-^U-^^/-^)-....

f (m-2)^.-^ ^(U^"'-') ^ (/n-i)£,«-, ^(U'^"') _
4- a + /ra — i du s; 4- /» ^w

Atlribuons successivement à U les m valeurs U,, Ua, • • . , U,n f o u r n i e s
par l 'équation F ( w , U ) = = o et ajoutons membre à membre les ?n éga-
lités ainsi déduites. En posant

s / ,==uf+ut+ . . .+u^ ,
nous trouverons

l^s^(^^^)s^+(§-^)s^-....
/ , 1 . fd^-, rr \^ , ^^-iq , ^ €îs^ ^( 19) + ̂  ̂ ^~ - 7^^ ba-^/.-i + -^- ba-^ + ̂ -^ ^^ + . . .

F - [!?^ZÎ }i£ir2 ^q+^-i (m —^^m^ï ^Sq+^ ^
""o^jT//^ — j (̂  a -4- w du

Faisons successivement a égal à -- .r, o, ï , 2, ..., (m — 2) dans cette
formule. Nous obtenons un système de m équations différentielles
linéaires et du premier ordre par rappori aux fonc t ions^ ; les coeffi-
cients qui y figurent sont des fonctions rat ionnelles de u. En résolvant'{Y j 'f
ce système, on aura, pour les m dérivées ~^? • • • ? ':^-15 ^es expres-
sions linéaires (et homogènes) par rapport aux fonctions £o» • • •' ^M-<-
On pourra donc former par le procédé connu une équation différen-
tielle linéaire d'ordre m pour chacune de ces fonctions. Ces m équations
seront des équations sans second membre, de la forme

d^'i Y^"1? dt ^(20) .,0, ̂  + ̂ ^A + . .. 4- ̂  ̂  + ̂  , = o,
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les lettres'/] désignant des polynômes entiers en ^complètement connus,
puisque ^ est supposé connu.

12. La méthode des coefficients Indéterminés sera applicable à cha-
cune des équations (^o) quand on aura déterminé le dénomina teu r
commun des fractions rationnelles ^. En vertu de la formule (8), ce
dénominateur est le produit

PL/o^QP^A,
A étant le discriminant

A(^Ui)A(^U2). . , /'L(^u//o

de l'équation f{u, U) == o et P le dénominateur commun des fractions
rationnelles

^UÏ-4-^U^+. ..+6^1]^,:= p^ (a=0, I, 2,. .., / U — J ) .

Les valeurs finies de u qui rendent in f in ie l 'une de ces fractions
sont celles qui rendent infinie l 'exponentielle e^ ou la dérivée U. Pour
que l 'exponentielle e^y où \ est un entier positif, devienne in f in ie , il
faut et il suffit que la variable complexe z prenne des valeurs de la
forme oc d- |3/, a et (î étant réels, (3 quelconque et a in f in imen t grand et
positif. Or z ne devient inf in iment grand, u restant fini, que si U, el par
sulte/^(^), s'annulent.

Soit donc u == b une racine de/^(a). Les valeurs de U qui s 'annu-
lent avec u — b sont de l'ordre de u — b; l 'inverse de l 'une d'elles sera,
aux environs du point b, représentée par le développement suivant

I C.
•U -— a — b '

où, d'après nos hypothèses, c^ est un entier positif ou négatif. Mult i-
plions par du et intégrons ; il vient

S=C'Q log(u—b)-+-....

La partie réelle du logarithme népérien de la quantité très petito
(j^^.f)) est négative et très grande en valeur absolue. Pour que la
partie réelle de z soit positive et très grande, il faut et il suffit que ^

Ann. de FÉc. Normale. 3° Série. Tome II. — JUIN i885. 26
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soit négatif. Alors l 'exponentiel le e^ sera, po\.\ru==b, de l 'ordre de gran-
deur de Çu — b)^'^ et le dénominateur P sera divis ib le par [u — 6)-)/'".
Désignons par — y^ — y^ • • - » —7^ • • ^ — T^ ceux des paramètres c\
qui sont négatifs, et soit ^i(u) le p r o d u i t des di f férents binômes {u— b)
auxquels correspond la valeur y^ de c\^ Le polynôme P sera divis ible
par le produi t

^{u)~= [9i(^Q]^[^(^)P^...[9.(^)]^...[9.(^)]^'.

13. Les valeurs finies de u qui rendent U in f in i sont les racines de
/^(^)- Soit u=b l 'une d'elles; supposons qu'on ai t , aux environs du
point 6,

_<7 Z±±l
\]=:k(u—b) P-\-/i^u—b) P +... .

L'exponentielle <3Â3 restant finie pour ^ = = 6 , le p rodu i t e^V^ sera
^ a//

in f in iment grand et de l'ordre de [u— 6) /' . Mais, si l 'exposant a// est

fract ionnaire, les termes de la somme — qui sont du degré ~- ay se
rédui ront entre eux , puisque cette somme est une fonc t ion ra t ionnel le .
Si E(a ) est le plus grand entier contenu dans a ^? la fraction — sera,
pour u==. b, i n f in iment grande comme (u •— ^y-^'4"^ Je é t a n t un ent ier

g:)
positif ou nul. En appl iquant cette règle à —11 on voit que P est di-
visible par [it— ^y'^-1»--71. Supposons donc qu'on ait déterminé les expo-
sants — q- qui commencent les développements des diverses racines U
inf in ies pour /o(^) n^! (cette recherche dépend de simples divisions
algébriques) et soit — {11 le plus grand en valeur absolue de tous cesc 7^o

exposants. Désignons par E le plus grand en lier contenu dans [m — i )^ ' ?
P{}

et par i^o { u ) 1e produi t des facteurs binômes d is t inc ts de /o(u)$ le poly-
nôme P admettra ces facteurs à un degré de multiplici té au plus égal
à E. On pourra donc prendre pour P le produi t <î[u)[^{u}~f et, par
suite, le dénominateur cherclié D sera

;D=^(a)[^(^)]E[/o(^)^^-3A.
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14. Voici maintenant deux remarques qui permettront d'abréger les
calculs.

Remarque I . — On pourra , dans la p lupar t des cas, abaisser l'expo-
sant, E a t t r ibué à tous les facteurs binômes de ̂ {u], en affectant chacun
d'eux du plus grand des exposants E ( m — i ) qui lui correspondent.

Remarque I I . — Dans l 'équation proposée

/(«/U)=/o(")U^-^-/l(^)Um-14-...4-/,^(/^)U

on peut faire disparaître le terme en U. D'après les conditions rappe-
lées au début, le quotient ^^w est la dérivée logarithmique d'une

Jm \u )

fonct ion rationnelle de u. On peut donc écrire

Sog^)= Ç ^p^d^
J J m \ u )

Ô(^) désignant une fraction rat ionnel le qui s 'obtient par des divisions
algébriques ( f l ) . Si l'on pose

—/^-^(«)
et si l 'on désigne par W la dérivée -7-7 on n'a qu'à différentiel" par rap-
port à u pour trouver

L — JL — JL f^-i(u)
U-W m f^u)

Subst i tuant dans l 'équation proposée, on obtient une nouvelle équa-
tion différentielle sans terme en W.

Or, s'il existe une relation algébrique entre la fonction u et une
exponentiel le e^, il en existera une aussi entre u et l 'exponentielle ̂ ,
puisqu'on a

e^^iôÇu^e^.

( l) Voir Àmwics de l'École Normale, '2e série, t. Xiïy p. i5o et suiv.
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La réciproque est vraie. On pourra donc, si l'on veut , se borner à con-
sidérer des équations sans terme en U.

15. Application. — Nous supposerons cette réduction opérée sur
l 'équat ion générale du second degré en U, et nous écrirons

MU)U^MU)^O

ou, plus simplement,
tp_B=o.

Par suite, nous aurons

S—i =-2; o, So=^;2, Si == 0, Sa^^âB.

Dans le cas de 772 = 2, le système d 'équat ions fourni par la formule (19)
est le suivant :

iî: c _ (d'^ rc\o, ,^ iû , î: ^i^oS.-.., - [^ - ̂ j So+ ̂  s,+ ̂  ̂

^So =f^^)^s,+^ls^A^.
\a^ / dit a a a

En rempLiçant S_,, So, Si, S^ parleurs valeurs, il se réduit \\

din . .„ «... -r. <a?$i ^ d^B
o -= -^ — ?4, 2^0 == aB -îl 4- Ci -7- •a^, a//- âf^

La première équat ion fera connaî t re ^ quand £9 sera déterminé. Si
l'on en tire ^ ainsi que sa dérivée, et qu'on substitue dans l 'équat ion
suivante, il vient

,B^H-^-^,=O.di^ du du

ou, en tenant compte de l'expression de B,

(îu) ^f^^W.-Af^^^f^=^

Pour trouver le dénominateur de £o> revenons aux formules

^^^Ui, e^=^^^V,;
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on en dédui t par addit ion

^,-4-^-=^=:2Èo/

Ainsi le dénominateur de £o 6st celui de la fraction —• Nous l'avons dé-
terminé au n° 12.

Tout ce qui précède s'applique au célèbre problème posé par Abel :
Etant donnée la différentielle

( u 4- A ) du ^ , . , •> /s o N^—__L. ? RO) == ^-+- ocu3 -h P^-h- y^ -i-ô,
\/R(M)

reconnaître si elle s'intègre par un seul logarithme. Nous avons à traiter
l 'équation

/oU^/^o,

dont les coefficients ont pour valeurs

y ,= (^+A) 2 , y,=:-R(a).

L'équation (21) devient alors

2(^ + A) R(^ ) ̂  -(- [(^ -{-A)R/(^) - a R ( ^ ) ] ̂  - ̂ ^(^ -+- A)3^ ^o.

Comme on suppose essentiellement que le polynôme R(^ ) a ses ra-
cines distinctes, les paramètres^ sont tous nuls. L'exponentielle e^
reste finie pour toutes les valeurs finies de u; par suite, &o est u11 poly-
nôme entier. Si l'on pose

Ço "̂  ^-+- ai^-1-}-.. .+^,
,c

le terme du plus haut degré en u dans l 'équation différent ie l le en ^o ^
pour coefficient

2 p Ç p — i ) + 2 / 3 — a ^ 2 ^ - ^ / ? 2 — À 2 ) .

Égalant ce coefficient à zéro, on voit que/? est égal à 1, puisque p et ).
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sont tous deux positifs. Ainsi la fonc t ion ^o est un polynôme entier et
un polynôme de degré 1.

II serait facile, dans ce cas part iculier , d 'arriver directement à cet te
conc lus ion ; mais il n 'é tai t peut être pas sans in térê t de la ra t tacher à
la proposition générale que nous avons établie plus haut .


