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SUR LES

SURFACES A GENERATRICE CIRCULAIRE,

Par M. G. DEMARTRES,

PROFESSEUR AU LYCEE DE DOUAIL

PREMIERE PARTIE.

[

1. Considérons un systeme invariable dont la position dans Pespace
dépende d’un parametre unique /, et soit OXYZ un triedre trirectangle
faisant partie de ce systeme. Le plan XOY enveloppe une surface déve-
loppable el I'axe instantané de rotation relatif au point O se trouve
dans un méme plan avec OZ et la caractéristique du plan XOY. Sup-
posons que OX ait été pris parallele a cette caractéristique, on pourra
passer d’une position du systeme a la position infiniment voisine par
une translation égale et parallele au déplacement du point O, suivie

d’une rotation. Soient
wdl, ¢dl, wdl

les composantes du déplacement de O suivant OX, OY, OZ;
pdl, rdl

les rotations composantes autour de OX, OZ.

Les coordonnées d’un point quelconque de I'espace par rapport a
ces trois axes mobiles sont, en général, des fonctions de / et de deux
autres variables ¢, 4, dont dépend le mouvement relatif du point; si
Pon désigne par dwx, dy, dz les différentielles (otales de ces coordon-
nées, par dz, dy, dz les accroissements qu’elles acquizrent relativement
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3 un systeme d’axes fixes qui, avant le déplacement, coincideraient
avec les axes mobiles, on a

{ S =dx~++ (u«—ry)dl,

(1) Sy =dy + (v +rx—ps3)dl,
| 83 = ds + (((' -}ml)‘)/)d[.

De méme, si A, B, C désignent les cosinus directeurs, relativement
4 0X, 0Y, OZ, d’une direction variable, suivant une loi quelconque,

on a
' 3A = dA — rBdl,

B = dB - (rA — pCydl,
30 = dC -+ pBdl.

—~
)
—_—
—

Les quanlités qui figurent dans ces formules ont un sens géomé-
trique tres simple.

Sil’on choisit pour / I'arc de la trajectoire du point O, u, v, w sont les
cosinus directeurs de la tangente a cette courbe, relativement aux axes
mobiles; il est d"ailleurs préférable, pour ne pas écarter le cas ou le
point O serait fixe, de ne pas fixer @ priori le sens de cette variable /.

Quant & pdl, rdl, ce sont évidemment les angles de torsion et de
contingence de I’aréte de rebroussement de la surface enveloppée par
le plan XOY. Les équations de la caractéristique sont

=0, W-+py=—o.

3]

Si I'on considere le point ou cette droite coupe I'axe OY, on pourra
calculer les variations de ses coordonnées & I'aide des relations (1); on
aura de méme les variations des cosinus directeurs de 0X, en faisant
A =1, B=C=o0 dansles formules (2); on obtiendra ainsi les équa-
tions de la caractéristique infiniment voisine et, par suite, les coordon-
nées du point correspondant de I'aréte de rebroussement; on trouve

ainsi
! 1

w\’
3=0, w DY = 0, &I — - (=
’ -+ 7 Y y 7 -t A\ P y

un accent désignant, ici et dans la suite, une dérivée prise par rap-
port a [ ‘
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2. Considérons maintenant, dansle plan XOY, un cercle de centre O
et de rayon variable R. Ce cercle, si R est une fonction de / seulement,
engendrera une surface cerclée de I'espece la plus générale, et toute
ligne tracée sur cetle surface pourra étre considérée comme la trajec-
toire absolue d’un point M ayant, sur le cercle, un mouvement relatif
déterminé. Soit ¢ I'angle MOX; les coordonnées de M étant Rcoso,
Rsing, o, nous aurons (1)

" tx = udl+ (R cosg — rRsing) dl — Rsing de,
oy = ¢ dl+ R'singdl + Rcospdo + rReosodl,
35 = (w+ pRsing) di.

Nous poserons

/

s M = wcosy + ¢sine + R/,

(3) !N = rR-+¢cosg — using, H*=M>~ Q*

2

et nous aurons, en appelant ds le déplacement infiniment petit du
point M, i I'inclinaison de ce déplacement sur la génératrice circulaire,
le Tableau suivant :

x=Mcose.dl — (Ndl-+ Rdg)sing,
y =Msine.dl 4- (Ndl + R dg) coso,
5= le,

e (M2+ Q2)(Z12+ (N dl+ 1R (l,f,‘)'l,
3ssing = H di,

\ 85 cosi= Ndl+ Rds.

o2 o2

oz

—
=~

oz

L aire comprise entre deux cerclesinfiniment voisins est évidemment
27
(3 48 =1 d{f H ds.
/g

C'est, comme on voit, une intégrale elliptique dans le cas général;
elle s’obtient & I'aide des fonctions élémentaires si M et Q, envisagés

comme fonctions de langg, ont un facteur linéaire commun; nous ver-

rons, dans la seconde Parlie, que c’est la condition nécessaire et sufli-
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sante pour que la génératrice considérée ait un point commun avec la
génératrice infiniment voisine.

Observons aussi que les trajectoires orthogonales des genemtrlces
ont pour équation

(rR-vcose — using) dl + R dy = o.

Nous y reviendrons dans la seconde Partie.

3. Courbure géodésique. — La quatrieme des équations (4) peut
Y. :
s’écrire

ot (H2 -+~ N?) di*+ 2 RN dl deo + R2 ds?.

. - I , . ’ , .
D’apres la formule connue, si ” désigne la courbure géodésique
P

d'un élément incliné d’un angle i sur la courbe /== const., » I'angle
des deux lignes coordonnées, on a

Ry N d(Reosi) o[ YT Nicos(o — i) |
—— S0 = L
| a1 e
Oric :
(f)) sinw == —:—:l_.._.!'.—":) COSw == *—::.*Y.::;:;::
VH2 4+ N2 yHE - N2
d’olt
(7) RIL_ 9d(Rcosi) d(Ncosi-+Hsind)
M/ by ol Jdz

Développons le second membre de cette équation et remplagons-y
dl Ndl+ Rdy

sinz, cosi par H-o ——» il vient
‘ZSP“" - 11'(1\¢u+1{d¢)--)5\- (Ndl - R dg) — n%U dl
—1u13;dz+\11i)f/zz~(\:dz - R(lﬂ)ll(()—)f-

Si nous tenons compte des relations (3), cetle équation se simplifie
et devient
(8) R % (MN —1 ﬂl) dl+RM dg - RIIL di.

Pe
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On aura, d’apres cela, les lignes géodésiques, en intégrant les deux
équations simultanées

N | <MN —H 5"_1> dl -+ RM do — RH di = o,
(9) X de ‘

(Ndl-+Rdo)sini=Hdlcosi.

%. Normales, plans tangents. — Soient X, p, v les cosinus directeurs
de la normale au point (/g). Si nous écrivons que cette droite est nor-
male & la génératrice et a sa trajectoire orthogonale, ¢’est-i-dire & denx
droites ayant pour coeflicients de direction, I'une

— sino, €o0sv, o,

I'autre
Mcosy, Nsing, o;

en posant -
(10) Q =1IsinV, M=1IcosV,

nous aurons
2 =sinVcoso,

(11) ¢ p.=sinVsino,
\ v =—cosV.

V est, par conséquent, I'angle que fait le plan tangent avec le plan de
la génératrice; sa valeur est fournie par les relations (10). Quant a
Péquation méme du plan tangent, c’est

‘ v . M
(12) X cosy + Ysino — = R.

q°

Si I'on se déplace sur la surface, les variations des cosinus directeurs
de la normale se calculeront en appliquant les relations (2) & 3, p, v,
ce qui donne

8) == cos V cose dV —sinVsine do — rsinVsing d,
3= cosVsine dV -sinV cose dz + rsinV cose dl -+ p cos Vdl,
v = sin V(dV + p sino dl).
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Nous poserons, pour simplifier ('),
{ —db=dg+ rdl+ pcotVcosedl,

3 |
(13) | dy=dV +psinsd,

et il viendra, en appelant do 1'angle de deux normales infiniment voi-
sines,

(8% = sinVsingdl + cosV coso dy,
. S 3p. ==-—sinV cosy db + cosV sine dy,
(r! ‘on .
1) ( oy = sinV d‘/.,
dw? = dy*—+ sin®*V di2.

Le sens géométrique de I'angle dy résulte nettement de la derniere
des équations (14); il est aisé de donner pour ¢ une interprétation
géométrique également simple. En effet, I'angle que la trace du plan

- . Py . .
tangent sur XOY fait avec OX a pour tangente 3 ’angle infiniment

petit dont tourne celte trace, le plan XOY étant supposé fixe et ne
coincidant avec le plan du cercle qu’a I'origine du déplacement, aura

done pour valeur
% Sh — ) op.

P2 2

Or si, dans celte expression, nous remplagons 1, 12, 0, dp. par leurs
raleurs, elle se réduit précisément & diy; dy n’est donc autre chose que
'angle dont a tourné la trace du plan tangent sur le plan fixe avec
lequel coincidait le plan du cercle avant le déplacement.

On peut avoir besoin d’évaluer dy, dy en fonction du déplacement ds
et de son inclinaison; il faut pour cela, dans les équations qui les défi-
nissent, remplacer d/ et dp par leurs valeurs tirées des équations (4);
on trouve ainsi ‘

(ln'ra__ 1 P oive .,,__/_"
s ‘ TR COS ¢ - < ” ” cotVeoss [[) siné,
b ;
7 ' dy‘ =& Wocos: -+ psing NIV sin.
% T R 02 mF R ()'.p)

(1) La méthode suivie ici, pour trouver les ¢quations relatives aux éléments différenticls
du second ordre, est évidemment applicable sans modification & une surface définie par
une génératrice de nature quelconque, et les équations trouvées ici conserveraient la méme
forme dans le cas général; les valeurs parliculicres de di, dy caractérisent seules les sur-
faces spéciales que nous avons en vue.
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IL.

L. Torsion géodésiqué. Lignes de courbure. Ombilics. — L’angle de
torsion géodésique d’un élément ayant pour cosinus directeurs «, f8, y
est donné par la formule

dry= (P —vapn) -+ B(v ek — hdv) -+ y (%S — 1 80).

Orona (1), (14)

P8y == &p. == — sin'V cosV cos¢ db + sins dy,
v 8k — kav :=-—sinVcosVsine dy — cose dy,
K ou — ek = —sin®V di.

D’autre part, les équations (4) donnent

ads =Mcosgdl— (Ndl+ Rde)sing,
Pds=Msingdl + (N dl+ R dy) cose,
s = Q dl

ou encore
a = cos V cose sini — sine¢ cosi,

" B==cosVsinoesini + cosy cos,
v =sinVsini.

Portons ces valeurs dans I'expression de d=,; nous aurons

deg= (singdy —sinV cosVcosedy) (cosV cosgsini— sine cosi)
— (cosgdy —sinV cosVsing db) (cos Vsing sini + cose cos?)
— sin*Vsinidy

ou, en réduisant,
(16) — dry,= cosidy +sin'Vsinidy.

On en conclut, pour I’équation des lignes de courbure,
(17) cosidy +sinVsinidb =o.

Si I’on veut n’y introduire que 'angle ¢, on devra y remplacer dy,

Ann. de 'Ec. Normale. 3¢ Série. Tome II. — AvriL 1884, 17
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dy par leurs valeurs tirées des équations (15), ce qui donne immédia-
tement

7 7 ol @ — N 7
d (%‘—) cOS*i ~+ (I Al —i————————pﬂ sing — Q A ) sinicos¢
<]

R H ol RII T RH 09
NQ _ pMeose QYL
RIET T T aE)¥eee
ou, en simplifiant,
oV o aV Y
(18) ‘ZH%COIQL.gN—(—},—?-}—(x —-R_(ﬁ.

Les équations des ombilics s’obtiendront en exprimant que les direc-
tions principales sont indéterminées, ce qui donne

oV , A
(19) %- =0, w-—R 5 0.

2. Luignes asymptotiques. Courbures principales. — Si nous conser-
vons les notations du numéro précédent, I'équation des lignes asym-
ptotiques est

Y ~N
#6h ~+ Bop oyl =0

ou, d’aprés les formules employées dans ce méme numéro,

(sinVsine d¥ + cosV cosg dy) (cosV cose sini — sing cos()
+ (— sinV cose db + cos Vsine dy) (cos Vsing sind + coss cos?)

ou, en simplifiant,
(20) sinidy —sinVeosidy = o.

Iei, comme pour les lignes de courbure, on ne doit laisser subsister
que I’angle i. Pour cela, remplagons dy, di par leurs valeurs tirées des
relations (15). Nous aurons, toutes réductions faites,

OV Nov

(21) Q </:0s‘3 i 0ll i\— sinéeosi 4+ R (»0—[ T ,.(,);

Jw
;

- p sin .z) sin?i=o,
Cherchons enfin les courbures principales. Soit € 'une d’elles, nous
aurons '
2

(22) . e

S
03
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les 0 désignant un déplacement effectué le long d’une ligne de cour-
bure; on aura donc

(23) CQdl=sinVdy, CHdl=dy.

Remplagons d/ et dy par leurs valeurs en fonction de ¢; nous aurons
‘ ov p . N 0V
(24) Csini= IE g COS I - i <%~‘;p -+ sing — N —) sint.

Il ne reste plus qu’a éliminer ¢ entre cetle équation et celle des lignes
de courbure (18); on trouve alors, toutes réductions faites,

g RHC2+C ("\J = — pRsing — R ())
(25) o
' . (Z)l SinV - d(rcosV ~—()p sinV COSL;)] —

On obtiendra les équations différentielles qui conviennent & une sur-

face minima en observant qu’on doit avoir, quel que soit ¢,
M . M
N 2T pRsing —Q—R %7 =o;
de méme les équations différentielles qui déterminent les surfaces cer-
clées applicables sur une sphere de rayon a s’obtiendront i I'aide de
identité
v . d(rcosV—psinVeose) RH

g7 SinV -+ 99 =z

Il est clair que nous avons, dans tout ce qui précede et pour ainsi
dire tacitement, adopté un sens bien déterminé sur la normale en
chaque point; il est nécessaire de savoir si ce sens est dirigé du pied
de Ja normale vers le centre de courbure, ou dans le sens opposé. Pour
faire cette distinction, il nous suffira de nous placer dans un cas parti-
culier, par exemple celui d’une surface de révoiution. Il est clair que
celui des deux centres de courbure qui se trouve sur I'axe OZ aura son
z positif ou négatif suivant que 'angle V sera obtus ou aigu; ceci posé,
les coordonnées de centre de courbure sont, en général, données par
les équations

(26) X=Rcosg &, Y=Rsing=l, ==
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les signes supérieurs allant ensemble; la derniére donne

cosV

— 7 =+
2= C

>

V étant supposé aigu, Z devra étre négatif.
Or, supposons V aigu et le rayon de courbure compté du pied de la

normale vers le centre; alors on doit avoir

; r

7 =— C cosV;
il faut donc dans ce cas choisir le signe supérieur; au contraire, si I'on
convient, et nous adopterons cetle convention, de compter le rayon de
courbure du ceatre de courbure vers le pied de la normale positi-
vement, et négativement en sens contraire, nous aurons, pour déter-
miner les coordonnées du centre de courbure,

N . . .
X=Rcosy— > Y=Rsing—g, Z=Rcosy— -

DEUXIEME PARTIE.

1. Nous allons maintenant développer quelques-unes des cons¢-
quences des résultats qui précedent. Soienl G une génératrice circulaire, ’
G’ la génératrice infiniment voisine. Les plans de ces deux cercles se
coupent suivant une droite AA’, que nous appellerons la caractéristique.
Son équation est, comme nous l'avons vu,

M W= py =0,

les deux points A, A’, ol elle coupe G, sont donc donnés par I'équa-

tion
Q=w-+pRsing=o.

~
‘

D’autre part, la génératrice G’ projetée sur le plan-de G a pour équa-
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tion |
(2 — udl)?+ (y — e dl)2= (R +~dR),

el par suite la corde commune & cette projection et au cercle G, que

Fig. 1.

at,
_w

/__k‘}-\}\
;‘ /J//

< ‘;'

\|

\|

\":

|

i

nous appellerons simplement I’axe radical, a pour équation
ux +vy+ RR'= o;

les points «, «’, ot elle coupe le cercle G, sont donc fournis par I'équa-
tion
M = R'+ wcosy -+ ¢ sing = o.
Les deux droites ae’, AA’ se coupent en un point P ayant pour coor-
données
_we — pRR’ v

pu ’ r
La polaire CC" de ce point, par rapport 2 G, a done pour équation
(woe—pRR" )2 — uwy = pR2u,
et les deux points C, ¢’ sont donnés par I’équation
(wv — pRR") cosg — uwsing = pRu.

Or on reconnait aisément que cette derniére peut s’écrire, en conser-
vant les notations employées jusqu’ici,

v
=0

)
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Ceci posé, les points AA’, ue’, CC’, P possedent des propriétés impor-
tantes que nous allons exposer.
Démontrons d’abord une propriété fondamentale des pomts C, C';

cette propriété se déduirait aisément des équaltions relatives & la cour-
bure; mais, 4 cause de son importance, nous en donnerons une démon-

stration directe et géométrique.

Soient
Fig. 2.
|
N l\l
/
N /|
A
A
Z
i
7

M, M’ deux points infiniment voisins de G;

MT, M'T" les tangentes correspondantes;

QL Tintersection des deux plans tangents a la surface aux mémes
points.

Le triedre QLTT nous donne
N SN R - T
o8 QL == — cos QT cos QT -+ sin QT sin QT cosT'Q1

ou, en appelant dv 'angle des deux plans tangents et ncrrhgeant les
infiniment petits du troisitme ordre,

do? dV? de®
=] e — 8NV -,
9 9

2
d’on
de? == dV? +-sin* V dlg?.

Celte relation donne I'angle de deux normales infiniment voisines
dont les pieds sont sur une méme génératrice. Si maintenant nous
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appelons H 'angle que MT fait avec la tangente conjuguée, on a

TS PN
sinLQM’ _ sinT’QT
Pl o
sinMT sin QL
ou, en passant a la limite,
sinfl  do
sinV " dy’
d’ou 'on déduit, enfin,
. dy
(27) tanbli_smV(—l—\—;-

) . o ()V ’ . . ™ .
D’apres cela, la condition 55 = 0 équivaul A H = - e, par suite, les
7 2

points C, €’ de la fig. 1 sont ceux ol le cercle C est tangent & une ligne
de courbure de la surface; nous sommes donc conduits au théoreme
suivant :

TuwtoriME. — Il existe sur chaque géncratrice deux pornts o cetle
generalrice est langente a une ligne de courbure de la surface et les
deux points sont situés sur la polaire du point ot [’ axe radical rencontre
la caracteristique.

De méme, la condition sinV=o0 ou w -+ pRsing = o équivaut &
H = o, les points AA’ de la fig. 1 sont donc ceux ol la génératrice est
tangente a une ligne asymptotique, et I'on a ce théortme :

TutortME. — Il existe sur chaque géncratrice deux points ou elle est
tangente a une ligne asymptotique de la surface, et ces dewx points sont
situés sur la caractéristique.

Il est clair que chacun de ces deux théoremes souffre une exception
si la droite CC/, dans le premier cas, ou AA’ dans le second, est indé-
terminée; dansle premier cas, il y aurait une infinité de points de cour-
bure ou, en d’autres termes, la surface se raccorderait avec une sphere
le long de G, qui serait alors une ligne de courbure. Dans le second
cas, la surface toucherait le plan mobile tout le long de la génératrice.

2. Position relative de deux geénératrices infiniment voisines. — En
général, G, G’ n’auront aucun point commun; pour qu’il en soit autre-
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ment, il faut évidemment que leur point de rencontre soit a la fois sur
la caractéristique et sur I'axe radical, en d’autres termes, que P soit
sur le cercle; cette condition, qui est d'ailleurs suffisante, s’exprime

par la relation

(28) (swo — pRR')? 4+ w? (w2 — p2R?) = o.

Lorsqu’elle a licu, les points C, €’ se confondent avec P, et la géné-
ralrice est osculatrice en ce point & une ligne de courbure de la sur-
face.

Si I'on veut que les deux génératrices aient deux points communs,
il faudra exprimer que les deux droites AA’, ««’ coincident, ce qui
donne alors

(29) u=o0, wer=pRR".

Si ces conditions sont remplies, P est indéterminé et la surface touche
tine sphere suivant le cercle G qui est une ligne de courbure (*).

Il peut enfin arriver que ces droites a«’, AA’ se confondent avec une
méme tangente 4 G; pour qu’il en soit ainsi, on doit ajouter aux condi-

. , . . . W \
tions précédentes celle qui exprime que la distance — > du centre & AA’
est égale & — R, par exemple, et 'on obtient alors les trois équations
(30) u=o0, v=R, w=plR.

3. Dustribution des plans tangents le long d'une génératrice. — Nous
avons trouvé, pour 'expression de I'angle V que fait le plan tangent
avee le plan du cercle,

w - pRsing
R+ wcosg + ¢ sing

tangV=

Soient 7 l'inclinaison du déplacement du centre sur 'axe OZ du

(*) I peut y avoir exceplion : si I'une des conditions est donnée « priori et que la
seconde vienne s'introduire ensuite, les points de courbure resteront déterminés; sil'on
se¢ donne, une fois pour toutes, z = o, les deux poinls en question sont donnés par
€089 = 0; si, au contraire, ¢’est la condition @y — pRR'= o qui s’introduit d’abord, les

PR _ ¢

deux points de courbure sont donnés par I'équation sing = — =R
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7
cercle, o l'inclinaison de ce méme déplacement sur le rayon qui vient
aboutir au point de contact; supposons de plus que la variable indé-
pendante /soit I'arc de trajectoire du centre, et désignons par d= 'angle
infiniment petit des plans de deux génératrices voisines : I'équation
précédente pourra s’écvire

tane V — dlcosy + Rdesing
< ] —_— .

dR 4+ dlcosw

Sous cette forme, 'analogie entre les surfaces réglées et celles que
nous étudions est mise en évidence; elle est surtout complete lorsquc
dl=o0 ou lorsque cosy = 1; en effet, dans ces deux cas, angle o dis-
parait de 'équation, qui devient

. . Rdesing dl - Rdxsing
soit tangV = —— 55—, soil tapgV = —pr—"=
© A e dRR ’
d’otr le théoréme suivant :
TutoriME. — Lorsque, pour une géncratrice particulicre, le centre est

stationnaire ou se déplace normalement au plan de cette géncératrice, la
tangente de U'angle que jfait le plan tangent avec le plan du cercle varie,
le long de ce cercle, proportionnellement au sinus de I arc compris entre
un point fixe ct le point de contact.

Revenons au cas général; appelons points conjuguds du cercle deux
yoints M, M’ en ligne droite avee le point P; I'équation de la corde MM’
(3]
étant mise sous la forme
ITM=0

-~
on aura, en chacun des deux points M, M/,
tang V= J;

en d’autres termes, les deux plans tangents en M et M’ iront couper
I'axe des z an méme point; la droite d’interscction de ces deux plans
rencontre d’ailleurs toujours la polaire CC' de P; et il est évident qu’elle
détermine, sur ces deux droites CC’, Oz, quand on fait varier A, deux
divisions homographiques; elle engendre, par conséquent, un hyper-
boloide a une nappe, ce qui nous donne le théortme suivant :
Tntorine. — Les plans tangents en deux points conjuguds se coupent

sur une droite qui rencontre dans toutes ces positions |'axe du cercle et lu
Ann.de UEe. Normale. 3° Série. Tome I, — AvriL 1885, 18
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ligne qui joint les points de courbure; elle détermine sur ces deux droites
deux divisions homographiques et, par suite, décrit un hyperboloide a une

nappe.
On obtient aisément I’équation de cet hyperboloide; ¢’est

(31) (wy —vax) (we—us)+pRa(Ra -+ Ru) =o.

L’hyperboloide se réduira & deux plans si CC’ passe au centre, ¢’est-
a-dire si P est rejeté & I'infini, c’est-d-dire si u = o; 'hyperboloide
se réduit alors & deux plans confondus avec YOZ.

Le cas olt P est indéterminé échappe évidemment aux raisonnements
qui précedent, le rapport o Gtant alors invariable. Dans ce cas, tous
les plans tangents coupent OZ au méme point; la sphere qui se rac-
corde avec la surface le long du cercle G a son centre sur OZ; les coor-
données de ce point sont
RR'

x=o0, y=o, s:=RcotV= - *.[)

Nous reviendrons plus loin sur ce cas particulier.

Il 'y a un second cas ot le cerele considéré est une ligne d’ombre,
c’est celui oll p=o, c’est-a-dire ol le plan du cercle se déplace paral-
lelement & lui-méme.

4. Lieu des normales. — La normale au point /9 a pour équations

xr—Reoso  y—Rsine  —z(w+ pRsing)
cosz  sine T R4 wcosy - vsino

Le point ol la normale rencontre OZ a pour ordonnée — ReotV:
il est clair que ce point est le méme pour deux points conjugués du
cercle. De plus, Ia maniere dont la position de ce point varie quand on
déerit le cercle dépend uniquement de la disposition relative des
quatre points A, A’, «, o' (fig. 1); en A, A’, la normale rencontre OZ
a linfini; en a, «/, au contraire, la normale est couchée dans le plan
du cercle. Si P est extérieur au cercle, U'inclinaison de cette normale
alleint un maximum ou un minimum aux deux points C, €/, qui sont
alors réels; si P est intérieur, ces valeurs limites de I’angle V n’existent
plus. Il me parait inutile d’insister davantage sur cette discussion. Si,
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entre les équations précédentes, nous éliminons ¢, nous obtiendrons
I'équation du lieu des normales.

Cette élimination se fait sans difficulté; on tire, en effet, des équa-
tions précédentes

s(w-=pRsing) 4+ (xcosy + ysing — R) (¢ cose + ¢sine +R') =o

avec
oS = ——te, sing == ! 5
Vo4 ) Vot + )2
d’olr
Ry e L ur -9y
(e 2 ) (S )
\/.l"‘ - J/- sz -+ ‘y'.!
ou enfin

(224 g?) (@ -+ 0y w3 — RR')* = [R(@* - %) -+ pRys — R(uz + 0)]*,

Telle est la surface lieu des normales; I’équation, mise sous cette
forme, mel en évidence le théoreme suivant :

Tmiorime. — Les normales aux différents poinls d’une méme généra-
trice circilaire rencontrent toutes une méme conique.

Cette conique, (ue nous nommerons conique auxiliaire, le cercle
donné et I'axe de ce cercle sont trois directrices qui définissent d’une
facon tres précise la surface du quatrieme ordre engendrée par les nor-
males. La construction géométrique de la conique auxiliaire résulte
immédiatement de ses équations, qui sont

(| ux+ vy +ws=RR,

‘) \
(2) | R (224 y2— R+ Rs(w-+py)=o.

On voit tout de suite que la projection de cette conique sur le plan du
cercle passe au centre O et aux deux points asymptotiques A, A’. En
outre, la conique et le cercle sont sur une méme surface du second

ordre; en d’autres termes, ils ont deux points communs situés sur la
droite
ws -+ vy =RR".

Ces deux points «|, z, sont diamétralement opposés aux points «, o' de
la fig. 1; enfin le plan de la conique est paralléle au plan normal de la
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ligne des centres, et, en définitive, cette courbe se trouve déterminée
par cinq points.

Dans le cas général, la construction de chaque normale sera la sui-
vante : Ayant construit la conique auxiliaire, pour avoir la normale en
un point M, on fera passer un plan par ce point et I'axe du cercle. Ce
plan coupera la conique en deux points, dont 'un situé sur OZ; on
joindra I'autre au point M, et I'on aura la normale cherchée.

5. Cherchons dans quel cas la conique sera un cercle. La surface
R' (224 y*— R2) +~ Rs(w -+ py) —=o0

admet comme plans cycliques les deux plans

14
3 ITZ O, (SR 1')‘)/' m—— ]T 5= 0.

Pour que le plan de la conique soit parallele au plan du cercle, il
faut qu’on ait

!
Pour qu’il soit parallele au plan py — %{; z == 0, il faut que
3

85 ¢

3 f = e UL e e a
(33) ‘ AR 1 PR

Dans le premier cas, le déplacement du centre est normal au plan de
la génératrice; le cercle mobile et le cercle conjugué sont situés dans
des plans paralleles.

‘Dans le second cas, le déplacement du centre est perpendiculaire &
la caractéristique; de plus, ona pRw + ¢R’==0, ct la génératrice cir-
culaire a son plan perpendiculaire & celui du cercle conjugué.

Cherchons encore dans quel cas la conique auxiliaire se réduit & un
systeme de droites.

Supposons d’abord R’ = o, onaura deux droites situées dans les deux

plans
£=0, W- py=—0.

La premitre est i rejeter comme ne pouvant servir i la construction des
normales; la seconde se projette suivant la caractéristique. La surface
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lieu des normales a alors pour équation
(2240 (e 4oy +ws)=[pRys — R(uz + o))

elle st ‘définie par deux directrices rectilignes et une directrice circu-
lairve.

Le cas préeédent étant écarté, 'équation du cone ayant pour sommet
le centre O et pour directrice la conique est

R (2 2) + pRRys — (ua -+ 0y) (ux + 0y 4+ w3) = 0.
Pour qu’il se réduise & un systeme de plans, il faut qu’on ait
(PRR —wo) - @ (w2 — p2R?) = o,

c¢’est-d-dire, d’aprés ce que nous avons vu, que la génératrice rencontre
la génératrice infiniment voisine G'.

Quand cela a liew, il est clair que 'une des droites dont se compose
la conique auxiliaire ne peut étre prise pour directrice des normales;
elle correspond au facteur quont alors en commun les deux fonctions
M, Q. Il est aisé¢ de déterminer la portion de la conique auxiliaire qu’on
doit conserver.

En effet, cette conique rencontre dans tous les cas I'axe dess; sielle
se scinde en deux droites, 'une au moins doit rencontrer OZ, et on
doit la rejeter, la normale ne pouvant évidemment rester dans un plan
fixe. Or revenons au cone précédent : celui des deux plans obtenus en
le seindant et qui ne contient pas OZ a pour équation

(R2— u*) (pRR' — o)z — (R — 02)wuy — vus(pRR — we) == 0.
On en conclut aisément, pour les équations de la directrice rectiligne,

ux - vy +ws=RR,

RI[(pRR — wo)z — w(wy + pBRERN] -~ ueR (py - w) == 0.

o résumé, on est conduit au théoréme suivant :

Tutonine. — Pour que les normales aux dyférents points d’une méme
génératrice rencontrent, outre I'axe de cetie géncratrice, une seconde
droite fize, il faut et il suffit : ou que la variation durayon soit nulle ou
que la génératrice ait un point commun avec la géndratrice infiniment

voisine.
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Remarque. — 1l est important d’observer que la fonction 7 ne joue
aucun role dans la théorie précédente, on pourra donc, dans toutes les
questions qui s’y rattachent, admettre sans inconvénient que 5= o,
¢’est-d-dire que le plan du cercle mobile roule sur un cylindre.

6. Classification des surjaces cerclees. — Les considérations qui préce-
dent conduisent i une classification rationnelle des surfaces cerclées,
fondée sur la situation relative de deux cercles infiniment voisins: on
est ainsi conduith les séparer en quatre classes principales.

*¢ cLassE. — Deux cercles infiniment voisins n’ont, en général,
aucun point commun; les normales, le long d'une méme génératrice,
rencontrent une conique fixe; chaque génératrice est tangente en deux
points distincts & une ligne de courbure de la surface.

2° cLaessE. — Chaque génératrice a un point commun unique avec
la génératrice voisine : les points communs forment sur la surface une
courbe & laquelle le cercle mobile reste constamment tangent. Les nor-
males le long d’un méme cercle rencontrent, outre 'axe de ce cercle,
une droite fixe; enfin, chaque génératrice est osculatrice en un point &
une ligne de courbure de la surface.

3¢ crasse : Enveloppes de sphéres ('). — Deux génératrices infiniment
voisines ont constamment deux points communs; le cercle mobile reste
constamment tangent & deux directrices curvilignes; les normales cor-
respondant aux points d'une méme génératrice forment un cone de
révolution, et chaque génératrice est une ligne de courbure de la sur-
face.

4° crasse. — Pour les surfaces de cette classe, les deux directrices
curvilignes dont nous venons de parler se confondent, ct le cercle
mobile reste constamment osculateur & une ligne & double courbure.

Les caracteres analytiques sont : pour la deuxieme classe,

(28) w? (02— p2R?) + (wo — pRIV)2z= 0;

(1) I est clair que le mot enveloppe ne s’applique ici qu'd une sphére variable dépen-
dant d'un sewl paramétre arbitraire; de plus, nous entendons ici que I'enveloppe est engen-
drée par la caractéristique de la sphére mobile, et non par telle aulre génération circulaire
dont elle peut étre susceptible.
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pour la troisieme classe,
(29) u=o, we=pRR" (1);
pour la quatrieme classe,

(30) wu=o0, v=R, w=pR.

Il est aisé de vérifier que, pour ces dernibres surfaces, le point ot la
caractéristique touche I'aréte de rebroussement appartient bien 2 la
génératrice. En effet, nous avons trouvé (I Partie) pour les coordon-
nées de ce point

v 0 e — pp!
» P T R [—7,—"

Si I'on y remplace w par pR, ¢ par R’, on obtient immédiatement
X = 0, y = = R

7. Remarque. — Pour compléter la classification précédente, il est
nécessaire de chercher & quel caractere on pourra reconnaitre que trois
cercles infiniment voisins sont sur une méme sphere.

Observons pour cela que le centre de la sphere enveloppée, dans le
cas général des surfaces de troisieme classe, a pour coordonnées

SiVon applique a ce poiut les formules (1), on obtient

. <
~ ~ ~ § 7
S0, Sy =o, 83= Lsr' - (;) } dl .

il suffit d’exprimer que ce point est immobile et les caracteres analy-
tiques cherchés sont alors

o

. 14
(31) w=o0, we=pRR, w4 <7)):0;

(1) 1l faut tenir compte de la restriction indiquée dans la note do la page 136. Les condi-
tions (29) peuvent ¢lre remplies sans que la surface soit enveloppe de sphere. 11 suffit de
supposer qu'elles s’introduisent successivement; la surface scrait alors un cas limite d’'une
surface plus générale, pour laquelle une seule des deux condilions serait salisfaite.
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on arriverait au méme résultat en exprimant, d’apres les équations (19),
que tous les points de la génératrice sont des ombilics.

8. Formules particulicres aux enveloppes de sphéres. — Dans le cas
des enveloppes de spheres, les fonctions qui figurent dans la théorie
générale ne sont pas toujours les plus simples; il peut étre utile d’in-
troduire celles qui se rattachent & la courbe déferente ou lieu des
centres des spheres enveloppées. Le passage d’un groupe de fonctions
a I'autre ne présente d’ailleurs aucune difficulté.

Les coordonnées du centre C de Uenveloppée sont

L0, Yy =m0, I S = HR-/a
. 7= T
leurs variations

N ~N ~ ) v"\ "
Sz =0, Cy=o0, 23 ,—::‘ - (7) l dl :
. ;

la tangente 4 la déférente est donc dirigée suivant OZ, et 'arc ds de
cette courbe est 1ié 4 notre variable / par I’équation

ds . ¢ !
ai ="\ )

Les cosinus directeurs de la tangente A la déférente étant o, o, 1, si
nous leur appliquons les équations (2), nous aurons pour leurs varia-

tions
0, —pdl, o:

la normale principale est done parallele & notre axe des y, et, si l'on
appelle & la courbure de la déférente, on aura

b= —p 7

~ Enfin on vérifierait de méme que la binormale de la déférente est
parallele & OX et que sa torsion % est donnée par I’équation
dl
k ] ——
! ds

Observons de plus que, le rayon p de la sphere enveloppée étant égal
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)

32

._L..._
A \/ R ik on aura

e PR A _‘. I—.“ v (" )
e '”[{B%_p(.\p)‘ I’[( - .P”

Il est aisé de donner maintenant le Tableau complet des formules

. N o\’
de transformation. Prenons dl=ds, d’ou o + (;) = 1; Nnous aurons

(32) l{—\/‘a — e 0‘, p=—"h, r=+=#,
{ o =—lp!, w=1—5"2— 05
les cinq fonctions générales sont bien exprimées en fonction des élé-
ments de la déférente et du rayon p de 'enveloppée. Observons enfin
que on a

9 wv._ v _pR \/I—(Jl;;’
(33) tangV = “,__ =

hy

Y. Theoréme de M. Ribaucour. — 1l est visible que les relations pré-
cédentes contiennent la théorie spéciale de nos enveloppes de spheres.
En faisant la substitution dans les équations générales de la premiere
Partie, la plupart de ces équations se simplifieraient notablement; nous
nous contenterons de démontrer le théoreme suivant, di @ M. Ribau-
cour, et qui exprime une des propriétés les plus remarquables de ces
surfaces particulieres.

TutoniME. — Lorsqu’on se déplace sur la caractéristique d’une enve-
loppe de spheres, le centre de courbure correspondant a la ligne de cour-
bure non circulaire décrit une conique, située dans un plan perpendicu-
laire aw plan osculateur de la déferente.

Les coordonnées du centre de courbure sont, d’apres les équa-
tions (26),
sinV cosy sin'Vsing cosV
e

r == l{cos'{aw—————z‘ y=Rsing — —C ST=7¢

C étant la courbure principale correspondante.
Dans le cas des enveloppes de spheres, I'une des courbures est
Ann. de U’Ec. Norm. 3° Série. Tome [I. — Max 1885. 19



146 DEMARTRES.

v
cosV; or le produit des courbures (25) se réduit pour %—J— =o04

sinV(dV >
+ psing

RR’

RH

la seconde courbure a donc pour expression

I a’V ) sin
l[ -\—]Slu

les coordonnées du centre de courbure correspondant sont alors .

7 Rsine
=R PRGN (o
—_— ) Sin©
2l -+ psing
v Rsino\ .
y= R — __*—])__._' sino,
—_— » sino
dl -+ 7 ?
w —+ pRsine
5 = ———t———ZLcotV.
Al ~+ psine
ar !

En éliminant ¢, on obtient les équations du lieu des centres de cour-
bure, savoir
2+ y?= (R — stangV)?

av
py +w—stangV — = o3

la premiére représente le cone des normales, la seconde un plan, ce
qui démontre le théoreme.

Observons que le plan de la conlque passe par lmtersectlon des
plans de deux cercles infiniment voisins et qu'il est perpendiculaire au
plan osculateur de la déférente.

Pour que cette conique soit un cercle, il faut que Ie plan qui la con-
tient soit perpendiculaire & OZ, ce qui exige p = o; en d’autres termes,
cela n’a lieu que dans les surfaces de révolution.

Elle se réduira a deux droites si le plan passe a origine, c’est-a-dire
siw =o; d’ailleurs, comme on a, dans le cas des enveloppes de spheres,

wp = pRR/,
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et que p ne peut étre nul en méme temps que w, on en conclurait R’ = o.
Mais cela ne peut jamais avoir lieu; car alors toutes les normales, le
long de la génératrice, devant rencontrer ’axe de celle-ci et une droite,
etne pouvant étre dans un méme plan, passeraient toutes par le centre
du cercle; en d’autres termes, la surface serait un canal et, dans ce cas,
on aurait nécessairement ¢ = o; le centre serait donc immobile ainsi
que le rayon R, et la surface se réduirait 3 une sphere.
Dans le cas des surfaces canaux, on a

v=o0, R'=o0, wz£o et tangV=o.

Le plan de la conique de M. Ribaucour se réduit alors au plan méme
de la génératrice et le cone des normales & deux plans confondus avec
lui.

10. La propriété relative 2 un couple de points conjugués, qu’il est
bien facile d’établir géométriquement, montre qu’on peut envisager
une surface cerclée de 'espece la plus générale, comme I’enveloppe
d’une sphere dont I équation dépendrait de deusx parametres.

En effet, les normales en deux points conjugués coupent 'axe du
cercle en un méme point K situé a une distance RcotV du centre 0. La

sphere décrite de ce point K comme centre avec un rayon égal a —
sinV

touche donc la surface en ces deux poials. Celte remarque va nous
permettre de compléter ce que nous avons a dire sur la fig. 1.

Outre les points AA’, ««/, CC/, il existe quatre points remarquables,
imaginaires et donnés par I'intersection avec les deux droites

M+Qi=o, M—Qi=o.

Ces deux couples de points conjugués correspondent a deux spheres
de rayon nul, doublement tangentes a la surface; en d’autres termes,
les points situés sur I'axe des 5 & des distances du centre égales 2
= R\/— 1 sont des foyers; on a donc sur la surface réglée, engendrée
par I'axe du cercle, deux focales imaginaires, équidistantes de la ligne
des centres.
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Les coordonnées du pole P sont (p. 133):

swo — pRR! v

—_— _..,._.__l)u —y Y= 7}, 3= 0.

Ce point appartenant, d’une part a la caractéristique, d’autre part au
plan radical des spheres décrites sur deux génératrices infiniment voi-
sines comme grands cercles, sera le centre d’une sphére coupant ortho-
gonalement toutes les spheres bitangentes qui contiennent 'une ou
l autre de ces deux génératrices.

S'il arrive que le point P soit slahonnaxre, il sera, d’apres cela, le
centre d’une sphere orthogonale ¥ trois séries consécutives de sphires
bitangentes; enfin, s'il est fixe dans I'espace, la surface sera une anallag-
matique & déférente réglée et P sera le centre de la sphere directrice.

On peut s’en assurer sans difficulté par le calcul et donner en méme
temps les caracteres analytiques auxquels on reconnaitra que P est sta-
tionnaire : si nous appliquons aux coordonnées précédentes les for-
mules générales de déplacement, les conditions cherchées seront

]
~ ~

o 0 a3

— =0, S0, o~ T O

T w T wm T

ce qui donne ici

(wo —pRRY  rw

- | ———tome— | o — =0,

pu > P

o\ swo — pRR’

@ | = ) = P e 22 (),
1)) pu

la condition dz = o étant évidemment satisfaite d’elle-méme. Si nous
éliminons 7 entre ces deux relations, il vient

/

—RR <l")l+ we — pRR <cma — /)Rl{"’) <o
P\p pu pu

d’ou, en intégrant,

g"‘ 2 Wy — PRI R .
(p)"f‘("‘"]}*‘l"“ ----- )-—-R—i—/

# étant une constante arbitraire. Cette relation, qui peut s’écrire
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montre que le point P est le centre d’une sphere qui coupe orthogona-
lement toutes les spheres bitangentes & la surface et ayant leurs centres
sur la surface des axes; le théoreme est donc démontré; le rayon de la
sphere directrice est d’ailleurs égal & £.

Cyclide osculatrice. — Les résultats précédents mettent en évidence
I"utilité qu’il peut y avoir & introdaire, dans Pétude des surfaces cer-
clées, les cyclides comme auxiliaires. Une génératrice circulaire étant
donnée, si I'on prend pour sphere directrice la sphere de centre P et
qui contient les deux foyers correspondants, pour déférente I’hyperho-
loide osculateur & la surface réglée engendrée par I'axe, ces deux
éléments définissent une cyclide qui pourra étre sans inconvénient sub-
stituée a la surface elle-méme tant qu’il s’agira de propriétés concer-
nant deux génératrices consécutives (*). 8i, pour une génératrice par-
ticuliere, le point P est stationnaire, la méme cyclide fournira toutes
les propriétés qui dépendent de trois cereles infiniment voisins.

Enfin, d’apres ce qui précede, on voit qu'une surface anallagma-
tique ne peut admettre de génératrices circulaires que si la surface
déférente est réglée. Ce théoreme est dit & M. Laguerre.

I1.

L. Trajectoires orthogonales des génératrices. — I.équation des tra-

jectoires orthogonales des génératrices est
Ndl+Vds=(rk+¢cosy—using)dl+ Rds=o.

Le cercle étant supposé en mouvement, un point M mobile sur ce
cercle aura un mouvement angulaire relatif égal & rdl+ dp, ce mou-
vement étant évalué a partir d’une droite liée invariablement au
plan XOY. Posons rdl = ds; soit « 'angle de la tangente au cercle
avec la ligne des centres, on a

Rds + dlcosz=o0.
Donce :

TusoriMe. — Pour qu'un point mobile sur le cercle décrive une tra-

(*) On pourra méme, dans ce cas, prendre pour déférente n’importe quel hyperholoide
tangent a4 la surface des axes Ie long de OZ.
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Jeclowre orthogonale des génératrices, Ul faut et il suffit que sa vitesse
relative, projetée sur la tangente, soit constamment egale et de signe
contraire & la vitesse du centre, projetée sur celte méme droite.

Observons que la fonction p ne figure pas dans I’équation précé-
dentes il résulte de 14 que le cas général se ramene immédiatement au
cas ol tous les cercles seraient situés dans un seul et méme plan; en
d’autres termes, le relation entre / et ¢ ne sera nullement altérée si
'on étend sur un plan la surface enveloppée par le plan du cercle.

Il faut seulement supposer alors que chaque plan tangent, en se
rabattant, entraine avec lui le cercle correspondant et que, de plus,
I’angle ¢ est évalué & partir d’une direction donnée par la tangente 2 la
ligne suivant laquelle se transforme 'aréte de rebroussement.

L’équation des trajectoires se ramene immédiatement 4 une équation
de Riccali. Sil’on pose, en effet, '

v COST -+ usine
s e,

Sa_—:r.‘o+fl'.(ll:c?+c, A= n

(33) .

B f8ins—ucoss
—_— — 1“{_ 2

elle devient -

2 @ = AX—2B) —A.
dl

% ~
tang E = A,

On déduit de 1a deux conséquences importantes :

1° La détermination des trajectoires orthogonales sera completement
obtenue si I'on connait une seule de ces trajectoires;

2° D'apres un théoreme bien connu, le rapport anharmonique de
quatre solutions d’une équation de Riccati est constant; ici ce rapport

. ’ ' © .
sera indépendant de /; d’autre part, tang  ou A est le coefficient angu-
laire de la corde qui joint le point mobile M & un point fixe sur le
cercle; on est done conduit a ce théoreme :
TokorkME. — Quatre trajectoires orthogonales coupent deux genéra-

trices quelconques suivant deux systémes de points ayant le méme rapport
anharmonique.

Nous entendons par rapport anharmonique de quatre points d’une
circonférence celui des quatre droites qui les joignent & un point arbi-
traire de cette circonférence.
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Si 'une ou l'autre des quantités A, B est nulle, 'intégration est
immédiatement ramenée 4 une quadrature. On reconnait aisément que
dans ce cas la ligne des centres se transforme en une droite lorsqu’on
planifie la surface enveloppée par le plan du cercle.

2. Points centraux. — En suivant jusqu’au bout analogie avec les
surfaces réglées, on est conduit & appeler point central un point ol la
génératrice est a une distance maxima ou minima de la génératrice
infiniment voisine.

Ces points sont évidemment caractérisés par ce fait que la courbure
géodésique de la trajectoire orthogonale y est égale a zéro. Ils sont
donc déterminés par I’équation

o
de
ou
(R'+ ucoso + ¢sing) (v cose — using) + pRcose(w + pRsing) =o.
On les obtiendra en coupant le cercle par I’hyperbole équilatere
(RR'+uz+vy) (v —uy)+pRi2xz(w+py)=o.

Il existe donc sur chaque génératrice quatre points cenlraux; ils
sont, avec le centre, sur une méme hyperbole équilatere; d’olt I'on
conclut que deux d’entre eux, au moins, sont toujours réels. Ils déter-
minent sur la surface quatre courbes analogues & la ligne de striction
d’une surface réglée; mais qui, d’ailleurs, ne paraissent présenter
aucune propriété simple.

TROISIEME PARTIE.

Nous nous proposons maintenant de déterminer une surface cerclée,
d’apres une propriété générale imposée a ses génératrices.

I.

1. ProsuiME. — Trouver les surfaces qui admettent comme lignes géo-
désiques les trajectoires orthogonales d’une serie de géneratrices curculaires.
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Les points ou la courbure géodésique de la trajectoire orthogonale
est nulle sont, comme nous I'avons vu, sur 'hyperbole équilatere

(RR' + vz + ¢y) (v — ay) + pR2x(w—+py)=o.

Nous aurons les équations du probleme en écrivant que cette courbe
est indéterminée, ce qui donne

up=o0, *—u+p’R2=o0, Re+pRowr=o0, Ru=o.

1° Si nous supposons R’z o, u doit étre nul, et la seconde équation
exige ¢ = o0, p = o; cette solution donne évidemment les surfaces de
révolution;

2° R'=o0, u#o0, v = 0. — Il faut alors que pRw = o : or p ne peut
étre nul en méme temps que ¢, si z3£0; done w = o.

Dans ce cas, prenons, pour variable indépendante /, 'arc de la ligne
des centres; nous aurons ' : :

w=r1,

et la solution sera donnée par les équations

: I
R=a¢ u=1, v=o0, w=o, Pr=

a étant une constante arbitraire.

Interprétons ces relations; si nous nous reportons aux équations qui
donnent le point ol la caractéristique touche son enveloppe, elles
deviennent, dans le cas actuel,

xX :::)/ = 5= 05
donc le centre de la génératrice est sur I'aréte de rebroussement; le
. . . 1 .
rayon de torsion de cette aréte est d’ailleurs > ou a, il est constant,
enfin le rayon du cercle est constant et égal au rayon de torsion, et son
plan est osculateur & la trajectoire du centre.

En résumé :

Le centre du cercle décrit une courbe a torsion constante; son plan est
osculateur a cette courbe, et son rayon est constant et égal au rayon de
torsion de la ligne des centres.

Ces surfaces sont, avec les surfaces de révolution, les seules qui répondent
@ la question.
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2. On sait déterminer, 2 'aide de quadratures, toutes les courbes &
torsion constante. M. Serret a donné la solution de cette question (voir
une Note de M. Liouville, & la suite de I’ Analyse de Monge .

Nous en donnerons ici une autre, qui d’ailleurs s’applique 2 une
question plus générale.

Cherchons, en général, quelles sont les courbes pour lesquelles la
torsion est une fonction donnée de I'angle ¢ que fait la trace du plan
osculateur sur un plan fixe avec une direction donnée dans ce plan.

Prenons le plan fixe pour plan des zy; en désignant par p., H deux
fonctions de ¢, les coordonnées d’un point de la courbe seront données
par les trois équations

2 cost+ysint +p3s +H —o,
—asing 4y cost 4 p's +H = o,

—x cost ——vsint —- p' 5 4+ H'=—o,

la premiere étant celle du plan osculateur, et les accents indiquant des
dérivées.
Sil'on pose

H-+H
(%) e =/(¢),
on aura
' Sz =—Jf(¢),
(8) x=(pf—H)cost — (p'/— H')sin¢,
(y:(pf—— H)sin¢ + (p'f/— ') cos¢;

d’ou

% =p flcost —p f'sing,
( dl J— / '.[ - 1o 3t
(1) on —= . f'sint 4 ' f' cosy,

ds

T =— f(¢).

La distance ds de deux points infiniment voisins est donc donnée par
’équation
ds? = (1 -+ p2 4+ u'?) f13

. . ; . . cos¢ sin¢
d’ailleurs les cosinus directeurs de la binormale étant —— -
Vi pr i+ p
Ann. de I’Ec, Norm. 3° Séric. Tome II. — Mar 1885, 20
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—Y _, on aura, pour I'angle de torsion d=,

T
cost \? g sin¢ \? / w2
dvt=(d-—= -~~> -+ ((1 = ) -+ ((l "'——-l—-)
Vit Vi) Vil

cu

On en conclut, pour la torsion,

dx _ f'(¢)
ds 1 2

. dr . .
Supposons maintenant qu’on se donne pour - une fonction déter-

. . dr . . .
minée de ¢, savoir - = p(z); laissant la fonction /absolument arbi-
traire, on aura d’abord

S
A == / (t) 3

— I
‘ o ()

uis, en intégrant l'équation («),
p g
H = — cos¢ / (- ") f(t) sint dt -+ sint/ (1= 0" f(t) costde;

en portant ces valeurs dans les équations (), on aura les équations de
la courbe; on voit qu’il y subsiste une fonction arbitraive.

o

3. Revenons aux surfaces précédentes; si I'on substitue 2 w, ¢, o,
p» 1, Rles valeurs trouvées, on obtient

M =cos?, N:=ra-—sing, Q=s3iny, H=1, V. =z,

a étant une constante et notre variable / étant maintenant 'are de la
trajectoive du centre.

La derniere relation V =9 exprime une propriété remarquable de
ces surfaces, propriété qui, d’ailleurs, les caractérise completement.
Si l'on cherche, en effet, & déterminer nos fonctions de maniere &
avoir, quel que soit ¢,

w -+ pRsino
R+ wcoso + ¢sine’

langrp et
on obtient immédiatement

u==T, =0, ¥ 0, /)R =I, R’:.‘; 0.
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Toutes les équations relatives a ces surfaces prennent une forme
particulierement simple; celle des lignes de courbure, par exemple,

devient
2 cotai = ra — sins.

Mais ce sont surtout les trajections orthogonales qui présentent de I'in-
térét. Leur équation est ici

ady=(sine —ar)di.
Soient

n -
[ ) f7

[V ’
1, p’ Yv

"

o

" "o
o B,y

les cosinus directeurs de la tangente, de la binormale et de la normale
principale pour une trajectoire orthogonale donnée; soit enfin ds I’élé-
ment de cette trajectoire; nous aurons, pour un déplacement effectué
le long de cette ligne,

s = Mcosp dl = cos*p dl,

oo

sy = M sing dl = sing cosy di,
35 =0Qdl =sino dl;
d’ou
gs =dl, a=cos?p, P-=sinecoss, y=sino.
Done :

1° L’arc intercepté par deux génératrices circulaires sur une méme
trajectoire orthogonale est égal & ['arc correspondant de la ligne des
centres.

D’autre part, la binormale, étant située dans le plan tangent & la
surface, d’apres la définition méme des lignes géodésiques, sera la tan-
gente & la génératrice circulaire, et nous aurons

o' == —sing, @'= cosv, Yy =o0;
on en déduira aisément

"

o= —sing cos¢, B’=-—sin*y, y"=coso.

Soit alors % la torsion; d’apres une des formules de M. Serret, nous
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aurons

! I a’*(’—%—pp’dl_)__l_
cos?» dl =1 Tal

de Ia cetle nouvelle propriété, qui a été démontrée par M. Lie :
2° Chaque trajectoire orthogonale est a torsion constante; celte torsion
ne varie pas d’une trajectoire a une autre; elle est égale a la torsion de
la ligne des centres.
On a une loi assez simple pour la premiere courbure; si on la désigne
I .
par -» on oblient

1 1 oy dy+pBdl o N
e Ty B - 1 L K-
2 ¥ 8 dl cosy dl a '

et, en remplacant dp par sa valeur tirée de I'équation des (rajecloires,
I P 1 J

1 2sino

P a

4. Nous dirons un dernier mot relatif aux lignes isothermes; I'équa-

tion ds = o est ici ,
idl -+ ade - (ra-—sine)dl=—=o.

Elle se ramene a une équation de Riccatis les lignes isothermes de
la surface seront done connues, quand on connaitra une solution de
celte équation. A ce point de vue, les surfaces particulieres que nous
venons d’obtenir font partie d’une classe importante de surfaces dont
nous allons nous occuper.

II.

1. ProsLimMe. — Trouver toutes les surfaces cerclées telles que la fonc-
tion H soit une fonction rationnelle de sinp, cosyp. '
Supposons qu’on ait
) M2 Q2 Pz,
P étant une fonction entiere de sing, cosy, qui sera évidemment

linéaire; soit:s
P ==acosp+ bsing ¢,
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on aura, pour tous les points du cercle générateur
(RR 4w + 0y )+ (wR +wy)*=(ax + by +cR)?,

en posant pR = w.

Cette équation devant étre celle du cercle, on en conclut que les
deux droites AA’, e’ dela fig. 1 doivent étre conjuguées par rapport
au cercle.

Ecrivons que la droite

RR' + vuax + oy + [(wI{—{—muy) —=o0
est tangenle au cercle, nous aurons
(R 4+ év)2P=w?+ (¢ + (®)?
celte relation devant avoir lieu quand on y change ¢ en — i, nous
aurons les deux relations
R2 4= w2 10?02 - (v

== ¢ w.

Ce sont les conditions cherchées.

Le raisonnement précédent détermine, d’ailleurs, la fonction Pj ce
ne peut étre que la polaire ¢c” du point P de la figure; ¢’est, & un fac-
teur pres,

. 0Q oM
(Y] 300 = IS 0 -t T - —— oo —
(mR'— woe) cosy +-wusing +~wu =M Ja Q P

Le raisonnement précédent suppose distinctes les deux droites AA’,
zo'; si cela n’avait pas lieu, on serait, comme nous ’avons vu, dans le
:as des enveloppes de spheres, qui d’ailleurs répondent éoidemmens a
la question; nous verrons dans les questions suivantes que la plupart
des surfaces que nous aurons a déterminer rentreront dans I'une ou
autre de ces deux classes. }

Nous aurons besoin, dans la suite, d’une propriété remarquable des
surfaces en question; elle consiste en ce que le numérateur

9Q

oM
M5 —Q %7
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7V . .. , ,
de %7 est toujours divisible par P; nous allons démontrer ce théo-

reme.

2. Observons que le centre ne peut jamais étre fixe dans le cas
actuel, car la premiere des conditions trouvées donnerait alors

wu=o0, yv=o0, w=o, w=o, R =o,

ce qui ne peut évidemment avoir licu que dans le cas du plan; des
lors nous prendrons pour variable /'arc indéfini de la ligne des centres
et les conditions trouvées deviendront
WA t=,
w4 R,
rm=wR’;
deux des quatre fonctions qui figurent ici sont arbitraires, et ees con-
ditions seront identiquement satisfaites en posant
me=s8inz, R'=cosz, w=rcosB, ¢-=sinBcosz, o =sindsinz;
d’ol ‘
M = cosfl cosp + sin B cosz sinw -+ cos %,
Q =sina(sinf + sing) = sin«(sinf + sinw),
N =p-+sinfcoszcose — cosBsing;
on vérifie aisément qu’on a

H=DP=coszcosB cosp —+ sinf sing -+ 1.

{ieci posé, sil'on cherche & vérifier I'identité

aQ oM™ T o b
<M-5% —Q a7 =P (A coso + Bsine —+ (),

on a, pour déterminer A, B, C, les cinq équations

Bsinf — A coszcosB = «'sinB — B’ sinx cos B,
Asinf + B cosacosB =4 cosf cosz + 8’ sinxsinB,
Acosacosf + C=a' sinB + B’ sinx cos« cos B,

A+ CcoszcosB = a'sinB cosf cosz + ' sina,

B+ Csinf =« (1 4 sin?f).
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Ut
0

Or on tire des trois premieres -
B=4, C=4«sin8, A=8sing,

ot il est aisé de s’assurer que ces mémes valeurs de A, B, C vérifient
les deux dernieres; le théoreme est done démontré.

En résumé, dans le cas ol H sera rationnel, et en laissant de coté
les enveloppes de sphere, nous aurons & remplacer u, ¢, @, =, R par
deux fonctions seulement, les substitutions & opérer étant celles que
jindique dans le Tableau suivant :

wo=sinz, R'==cosz, w=-cosB, ¢=sinfcosz, w=—sindsinx
(m=pR, g =rR),

M = cos 8 cosw -~ sin§ cosasing -+ cosz,

Q = sina(sinz - sing),

(TYy { W=D =cosBcoszcosy -+ sinBsine +1,

S = f'sinaxcosy -+« sine + 2 sin 3,

N =7~ sinf cosz cosz — cos 3 siny,

oV sinzcosB IV __ S

.

Voe T TP ol TP
Remarque. — Lorsque sina = o, on en déduit w =0, =0 ¢t la

caractéristique étant indéterminée, la surface se réduit 2 un plan. Si
I'on a cosf3 = o, on obtient une surface de quatrieme classe, engendrée
par le cercle osculateur d’une ligne & double courbure, ¢’est-a-dire un
cas particulier des enveloppes de spheres.

3. Sur les surfaces précédentes, comme sur les enveloppes de
sphtres, les lignes de longueur nulle, dont la détermination entraine,
comme on sait, celle des lignes isométriques, sont déterminées évi-
demment par une équation linéaire en sing, cosg, réductible & une
équation de Riceati.

Les points P = o ne sont pas des ombilics; 'équation des lignes de
courbure pourrait, dans le cas actuel, étre tout entiere divisée par le
facteur P. Il est important d’établir qu’en ces deux points l'une des
courbures principales devient infinie; la surface n’admet, d’ailleurs,
aucun ombilic isolé.
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Les équations des ombilics sont, en effet,

oV v _
5; —o0, —P\—a—[ =o,

c’est-a-dire, dans le cas actuel,

Ces équations ne donnent évidemment aucun ombilic, & moins que
les deux fonctions S et P, linéaires toutes deux en sing, cosg, ne
soient proportionnelles, auquel cas il y aurait sur la surface de cer-
taines génératrices particulieres dont tous les points seraient des ombi-
lics, comme cela a lieu pour les enveloppes de spheres; mais il n’y
aura jamais d’ombilics isolés.

4. Nousrattacherons aux surfaces précédentes celles pour lesquelles
la quantité H* est linéaire en sino, cosg; pour (u’il en soit ainsi, on
doit avoir

uy =0, W= - ol
En nous bornant toujours aux surfaces réelles, nous aurons les deux

conditions
=0, «=Tw.

Elles expriment que le centre du cercle coincide avec le point cen-
tral de I'axe, et que son rayon est égal a 'inverse du parametre de dis-
tribution des plans tangents & la surface des axes le long de cette géné-
ratrice particuliere.

Nous appellerons surfaces a focale isotrope celles qui, sans élre
enveloppes de spheres, donnent pour H une fonction linéaire de sinsy,
CosQ.

Pour justifier cette dénomination, j’observe que le déplacement d’un
foyer

z=o0, y=o, z=Ry—1t

est donné par les formules

dz=udl, dy=vdl—w\—1dl, ds=wdl+ R\ —1dl,
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st 0y 4+ 0= (W + P+ P —w— R?) dl+ a\/— 1 (wR'— vw) d2.

La propriété caractéristique de ces surfaces consiste donc en ce que
la focale est une ligne de longueur nulle sur la surface des axes.

Pour que la focale se réduise & un point, comme cas particulier, il
faut que dx, dy, 0z soient nuls séparément, ce qui donne

==, tangu=—— \/t_f;

mais on aurait donc
R/== cosz — o ,

ce qui est absurde (d/ ne pouvant étre nul).
Cherchons en particulier quelles sont les surfaces anallagmatiques

comprises dans la classe de surfaces que nous venons de définir. Les
formules qui expriment la fixité du pole sont, en général,

woe —wm R/ e
u -—~—-~—) +p—=o0,

[)It w
w\’ oo — w R/
@ — ) e ——— . = )
P wu
On a ici
i — w R T8 .
—m— = — R cosz cos B, — = Rsin§.
pu ; P

Si ’on substitue ces valeurs dans les deux équations précédentes et
qu'on y remplace en méme temps R’ par cos«, elles deviennent

(A) pcosa -+ RB'=o0, cosPsine—+ Ra' cosp -+ psinfsina=o.

Si 'on élimine p, on obtient une équation qui s’integre immédia-
tement et donne
Rsinzcosf =a,

« Gtant une constante arbitraire.

Telle est la relation qui définit les anallagmatiques a focale iso-
trope. Le rayon de la sphere directrice, &, est d’ailleurs donné par
I’équation :

K =Ry —1sinzcosp=ay—1.
Ann. de U'Fc, Normale. 3° Série, Tome [I. — Mar 1885. 2L 7
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La déférente est alors une surface réglée astreinte & couper une
sphere fixe suivant une ligne de longueur nulle; on peut obtenir aisé-
ment I’équation finie de toutes les surfaces réglées de cette nature. Je
reviendrai plus loin sur ces résultats (Probleme V).

II.

ProsLimME. — Trouver les surfaces cerclées telles que la somme des cour-
bures principales soit constante le long de chaque géneratrice, et variable
d’une génératrice a la suivante.

1. Lasomme des courbures principales £ est donnée par I'équation

3% = (20 sing + ) [I2 M99 ¢ Qﬁ‘_f>_ ( 9Q oMy
RH?E = (2wsing + o) 2+ R (M o Q ol N(M o2 Q Py

Si = est constamment égal & 0, on ne peut rien aflirmer sur la forme
de la fouction H. J’étudierai tout & I'’heure ce cas particulier. En gé-
néral, 3 étant une fonction donnée de /, I’équation précédente montre
que II doit étre rationnel en sing, cosg; c’est donc parmi les surfaces
a focale isotrope que nous devons chercher la solution, en laissant
d’abord de c6té les enveloppes de spheres.

Si Uon fait alors la substitution indiquée dans le Tableau (T), on

trouve
sinz(2 sino 4+ sinB)P -+ RS — N sinz cosf
- RP®

=

ou .
RE(coszcosf cosy + sinBsine ~+1)?

=sina(2 sino -+ sinf) (cosz cos B coso ~+ sinP siny -+ 1)
-+ R(B'sinz cos¢ +- 2’ sine -+ 2/ sinf)
— sinz cosB(p -+ sinf cosz cose — cos B sing).
Cette équation eslt du second degré en sing, cosg, ¢’est-a-dire de la
forme

A cos?o + 2Bsing cosy + Csine + 2D coso +2E sing +F=o0;
comme elle doit avoir lieu quel que soit ¢, on doit avoir

A+4+-F=0, A—C=o0, B=D=E=o;
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ces cinq relations deviennent ici, toutes réductions faites,

RE(1 4+ cos?« cos?B) = sinzsinf + Ra'sinf — p sinz cos g,
R2(cos?zcos?B — sin2B) =— 2sinxsinB,

(REsin8 —sinz) coszcosB =o,

2REcoszcosf =R § sing,

2REsinf = 3 sinx + R,

Telles sont les cing équations de condition qui donnent lien & une
discussion facile :

o —_ 7_" o pel 1
19 =~ est a rejeter, car on a alors
23RsinB =3, IRsinf=o,
qui sont incompatibles;

oD N ™ o e ., .
2° De méme {3 = - conduirait aux trois équations

R=E=sinz+ Re'=2sinz ==} sinz -+ } R,

qui sont encore incompatibles;

3° Reste la solution
R=sinf =sina.

Or, on voit aisément que sinf3 ne peut étre nul; si alors on multiplie
la seconde de nos équations de condition par sinf3, elle devient

c0s?z c0s® 3 — sin*f = — 2 sin?B,

résultat évidemment absurde, si 'on se limite aux valeurs réelles
de «, f2.

On conclut de la qu’il n’existe parmi les surfaces a focale isotrope
aucune surface réclle répondant a la question; et, comme H doit néan-
moins étre rationnel en sing, cosg, il ne peut plus y avoir que des
enveloppes de spheres.

Cela posé, sur une telle surface, une des courbures principales reste
invariable le long de la génératrice; donc, si la somme des courbures
reste constante ou, plus généralement, s’il existe entre ces deux élé-
ments une relation fixe donnée, les deux courbures principales seront
I'une et 'autre invariables. En pareil cas, il est clair que la conique de
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\

M. O. Bonnet devra se réduire 4 un cercle; la surface sera donc de
révolution. Faisons, dans I'équation précédente,

®wW==0, Pp=0, U=O0, =0, WIi=I,

ce qui revient & prendre, pour variable /, la distance du plan du cercle
4 un plan parallele fixe; il vient

R av RR’E.
) R 7 cosV
Mais .
dl
tangV = Pt

on aura done
RsinV = [ SR dR;
d’ol1

al ./zl{dﬂ

arR — : 3’
\/Re—-(/smzr{)

équation qui définit le méridien de la surface.

2. KEtudions maintenant le cas ot 2 est constant et égal & o dans
toute I’étendue de la surface; en d’autres termes, cherchons les sur-

faces minima & génératrices circulaires.
Si nous considérons d’abord le cas des enveloppes de spheres, nous
aurons la solution en faisant = = o dans le résultat obtenu plus haut,

ce qui donne, en appelant C une constante,
dl C
dR T VR (2 ’
¢’est I’équation d’une chainette.
Revenons au cas général des surfaces minima; la relation donnée
peut s’écrire

(
N(M %;? —Q %) ——R<M M _q %“f) — (Q +wsing) (M Q) = o

Comme elle doit avoir licu pour toute valeur de ¢, les termes qui
coutiennent en facteur une puissance impaire de cose, divisés par
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cosg, donneront une fonction entiere de sing qui devra étre identi-
quement nulle; les termes qui ne dépendent que de siny et cos*¢ don-
neront une seconde identité; or, parmi ces derniers, le terme du degré
le plus élevé en sing, c’est-a-dire le terme en sin®¢, a pour coefficient
—w(u+ v+ w*).

En nous limitant aux surfaces réelles, il ne peut étre nul que si
@ = 0, ce qul entraine p = o.

L’identité devient alors

w(¢cose —using)?
-+ R[ (v — vw’) coso 4+ (o' — e’y sine + R o' — @ R" )

(e cosy - ¢ sing + R4+ ¥ =o,

Si l'on écrit qu’elle a lieu pour toutes les valeurs de ¢, on obtient
cinq conditions dont deux sont identiquement satisfaites et dont les
trois autres sont

et e - R R — RR 0/ — 0 R'2 — 3 == 0,
Rusv' — Rwe! -+ 2R/ == o,
R’ — Rovp! 4= awe R =o.

Les deux dernieres s'intégrent immédiatement et donnent
wR2=a?u, wRi=0b2,
. . . ¢
a, b étant des constantes arbitraires. On en conclut — = const., ¢’esl-

a-dire quc le lieu du centre est une courbe plane; notre axe OX étant
actuellement indéterminé, prenons-le dans le plan de la courbe des
centres; nous aurons

p = o0,
et la premiere de nos équations se réduira a
— w4+ Row R — RR/ v — v R'2 — % = 0.

Prenons R pour variable indépendante; clle devient
2%
wod ]—{— + R+ o = ¥ = o.
a*

Considérant w? comme une fonction de R?, elle s’integre immédia-
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tement, et, en désignant par ¢ une constante arbitraire, on trouve

a’c cRR?

e —————————— U=
Velt+ a'RP— c*a?

(V=

Ve R+ @t R2— ¢ a?

En résumé :

Le plan du cercle se déplace parallelement 4 lui-méme; le centre
décrit une courbe plane, et si 'on prend 'axe des « parallele au plan
du cercle, I'axe des y perpendiculaire, les équations du licu des centres

sont

ca? dRX cR2dR

ds = dr =

T T Eparid ERTY A TERpCprl
VR4t R2— ¢ a? Ve RV @t RP— e

On retrouve ainsi la surface minima de Riemann.

3. La méthode précédente s’applique, pour ainsi dire sans modifi-
cation, a toutes les questions analogues. Si la condition imposée ne
met pas en évidence que H doit étre rationnel en sing, cosg, on cherche
s’il ne serait pas nécessaire que H* fat du premier degré en sino, cosg.
Il en est ainsi, par exemple, lorsqu’on exige que le produit des cour-
bures principales ne change que d’une génératrice & l'autre. En lais-
sant de coté les surfaces de révolution, qui sont évidemment dans ce
cas, on est conduit & faire ¢ = o, # = & dans I’équation de condition.
On est ainsi conduit & reconnaitre que nulle surface de celte nature ne
répond a la question.

Pour les surfaces de révolution, en appelant a® le produit des rayons
de courbure principaux, on a

dv . . RH
T sinV = o
ou
IV /
) (—V sinVcosV = 2—I~{§~ (HcosV=R');
! a?

on sera ramené a intégrer cette équation pour avoir le méridien.
Considérons, par exemple, le cas ol @ est constant, c’est-a-dire celui
des surfaces applicables sur la sphere; si z est 'ordonnée d’un paral-
lele de rayon R, on a
ds

. ;. Y=
tangV = IR
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L’équation précédente devient
@*ds=dR (ViR + a*— 2 RR?).

On retrouve la surface de révolution bien connue, applicable sur la
sphere.

On démontrerait de méme que les seules surfaces pour lesquelles
une des courbures principales reste invariable le long de chaque géné-
ratrice sont les enveloppes de spheres. Il est inutile d’insister sur ces
calculs dont la marche est toujours la méme et qui, d’ailleurs, ne
donnent icl aucun résultat intéressant.

IV.

PropLiME. — Déterminer les surfaces cerclées telles que Uinclinaison
d’une ligne- asymptotique sur la gcénératrice sowt la méme pour tous les
points de celle-ci, cette inclinaison pouvant, d’ailleurs, varier d’une
genératrice a une autre.

1. L’équation (21) des lignes asymptotiques est

<R %\{ —N g¥ -+msin';> sin?i + 2 H %%sin;’cosi+ Qcos*i=o,
On voit que H doit encore ici étre une fonction rationnelle de cosg,
sing; en laissant de coté les surfaces étudiées dans le § II, on ne peut
avoir que des enveloppes de spheres, et, comme ici Iinclinaison 7 déter-
mine le rapport des courbures, les surfaces cherchées sont de révolu-
tion. Si nous faisons dans ’équation précédente

U—¢=-=0, W=p==0,
elle devient

av . . .
R—d-ism [+ v COS2L = O.

Or
w=1NR"tangV,

donce
RdVsin*¢ + dR tangV cos®* = o.
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Soit = la distance d’un plan du cercle & un plan parallele fixe, on a
‘ dR tangV=ds.
On en déduit, sans difficulté,
* dR

" J Rlang®i
e % L)
s = R,

- _7 "f dR
\ | — e o Hiangis

pour I'équation du méridien.

2. 1l reste 2 examiner le cas des surfaces déterminées dans le pro-
bleme II. Faisons la substitution indiquée dans le Tableau (T). En
posant

tangi=—=A,

I'identité précédente devient
AR (B sinxcosy + 2/ sing -+« sinf)
— A*sinzcosf(p - sinP cosacosw — cospPsine)
-+ (2Asinzcosf + sinasinf) (cosz cosf cosg + sinf sing -+ 1)
+ (A*+-1) sinzsing(cos«cos B cose -+ sinf sine - 1) =o.

Cetle identité est du second degré. Le terme en sing cose devant étre

nul, on a d’abord
(A?+-1) sinxcoszcosf=o,

d’ott I'on déduit, en remarquant que sinz=o donne un plan, et
cosf3 = o des enveloppes de spheres,

T
o= —-
2
Le terme en cosg devient alors
A*RY,

et, comme il doit étre nul, B est constant; I’équation ne contient plus,
ces deux conditions étant supposées satisfaites, aucun terme en coso.
Les termes en sing et sin*¢ doivent alors étre nuls, ce qui donne

(A*+1)sinf=o, (A*+1)sin*f+sinf=o, dou f=o.
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L.e terme en sing et le terme constant sont alors
(2A2+1)sing, — A%p + 2A.
I1 est 1mpossﬂ)le de les annuler ensemble dans le cas de surfaces
réelles, puisque p serait imaginaire.

On en conclut que les surfaces de révolution déterminées plus haut
sont les senles qui répondent & la question ().

V.

PropLiME. — Trouver les surfaces telles que U'tnclinaison des lignes de
courbure sur une genératrice circulaire soit invariable tout le long de cette
geénéralrice.

. se s Y3 .. . . A .
Soit z I'inclinaison donnée; si I'on pose — = cot2i, on devra

avoir, pour toute valeur de ¢ (18),

vV LoV o _

Les surfaces enveloppes de spheres répondent évidemment a la
question si A est constamment égal &4 o. Si A n’est pas nul, la surface
doit étre une des surfaces a focale isotrope étudiées dans le pro-
bleme II, car H doit étre une fonction rationnelle de sing, coso.

Faisons alors la substitution indiquée dans le Tableau (T); nous
aurons

(A sinecosf —sinzsinB) (cosz cosP cosy -+ sinf sine +1)
.+ R(B sinzcose + o' sine + o' sinf)
—sina cosB(p - sinf cos« cosp — cosP sine) =

Cette relation, linéaire par rapport & sine, c0sg, donne les trois
équations de conditions suivantes :

(A sinu cosP — sinasinB) cos« cosfB + R B’ sina — sina coszsinf cosB = o,
(A sinzcosP — sin« sinB) sinf + Ra' - sin« cos?B =o,
(A sina cosf — sinzsinf) + R« sinf — psinacosf=o.

(1) Nous avons laissé de ¢ot6é 'hypothése A2 1= o; on s’assure aisément, en la trans-
portant dans l'identité a vérifier, qu’elle entraine sin«cosf = o.
Ann. de I'Ec. Normale. 3°Série. Tome II. — Mar 1885, 22
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Eliminons A pour avoir les conditions qui se rapportent a la nature
méme de la surface, nous obtenons

Ro/ cosf + sinzcosB -+ psinzsinf=o0, RB'+pcosz=o.

Ces deux relations sont précisément les équations (A de la page 161;
elles expriment que le pole est fixe et, par suite, que la surface est
une anallagmatique.

Comme d'ailleurs la focale est isotrope et qu’elle coincide avee I'in-
tersection de la sphere divectrice et de la déférente, cette focale doit
se réduire & des génératrices de la sphere en question; ces conditions
sont d’ailleurs suffisantes et I'on est conduit au théoréme suivant :

Tuiorime. — Les seules surfaces dont chaque génératrice circulaire
coupe a angle constant toutes les lignes de courbure sont les surfaces
anallagmatzques telles que la deéférente et la sphere directrice se coupent
sutvant un systéme de droites isotropes.

Le nombre des génératrices composant l'intersection de la dircctrice
dela déférente ne saurait étre égal & 3; du moins, dans ce cas, la défé-
rente étant réglée et admettant trois directrices rectilignes serait déter-
minée et coinciderait avec la sphere directrice; les spheres bitangentes
orthogonales seraient toutes de rayon nul ct leur enveloppe se rédui-
rait & la directrice méme.

Si I'intersection se compose de deux génératrices de la sphere, elles
sont nécessairement du méme systeme; sinon elles se rencontreraient
et, la déférente se réduisant & un plan, 1'enveloppe serait une droite.

On devra donc prendre pour intersection deux génératrices du méme
systeme D, D’ de la sphere. Une droite s’appuyant sur D, D’ et astreinte
4 rencontrer une courbe fixe et d’aillcurs arbitraire ¢ engendrera la
déférente. '

Le probleme est résolu dans le cas général et la solution dépend,
comme on le voit, d’une fonction arbitraire; la nature de la courbe c,
lorsqu’on assujetliva la surface & une condition restrictive quelconque,
se déterminera par une intégration qui, en général, ne présentera pas
de difficulté.
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Supposons qu’on veuille, par exemple, que l'inclinaison z, déjh
constante le long de chaque génératrice, soit iuvariable sur toute
I'étendue de la surface; on obtiendra immédiatement une nouvelle
intégrale. Pour le faire voir, reprenons la question du commencement;
les trois équations de condition peuvent, comme on le voit aisément,
étre mises sous la forme suivante :

B'sinf  4'cosz  cosz

T b

cosp sina R

o' cosa B'(AsinBcosB -+ cos?f —sin?p)

sinz (A cosp—asinB)cos?

20,

g == (A cosp—2sinf)cosf.
La premiere s’integre dans tous les cas (R"= cosz) et donne
Rsinzcosp = a,
a élant une constante arbitraire; elle donne, sous une autre forme, la

.solution générale déja obtenue.

La seconde s'integre dans le cas ot A == const., et 'intégrale
w
ncosf(Acosp—asinf)sina=m,

ol m, n sont deux nombres arbitraires, complete alors la solution.

L’interprétation géométrique de cette nouvelle intégrale ne parait
donner aucun résultat intéressant; observons, cependant, qu’on peut
en déduire une relation équivalente tres simple, savoir

) m
T’_'-F’ = —,—L--

En outre, on peut obtenir le rayon en fonction de I'are { de la trajec-
toire du centre par une nouvelle intégration; en effet, si 'on observe
que cosz =R’ et qu’on élimine (3 entre les deux intégrales déja obte-
nues, il vient

G RER? = — m2 R+ ana*(mA + 2n?)R*— n?a’ (A" + 4).

On voit que R* s’exprime a [’aide de fonctions simplement périodiques
portant sur la variable /. Dés lors toutes les fonctions inconnues dont
la question dépend se trouvent complétement déterminées.



172 DEMARTRES.

3. Particularisons autrement la question : sans rien préjuger sur la
fonction A, supposons qu’on veuille que R soit constant.
On aura alors '

R'=cosz=o0, 2= —;
2

I’équation Rf3’ + p cosa = o donnera - .t
8 = consl.

- Mais alors les deux dernieres équations de condition (p.169) montrent
que p et A sont tous deux constants. La surface obtenue ici est donc
tout a fait particuliere et rentre dans celles du numéro précédent.
La solution est, en somme, donnée par les équations
1 T

a .
y wu=cosB, v¢=o, w=sinB, P=R r-::—ul—{colﬁ,

cosﬁ:‘—Pl

1

A= ———, tangai=sin2f.
sinB cosp’ © g

Interprétons ce résultat.
Le point P a pour coordonnées @

(¢4 .
£ ==0, y=—=— 5 =—Rsinf, s5=o;

le plan du cercle enveloppe un cone de sommet P et le centre s’ob-
tient en menant une perpendiculaire dans chaque plan tangent & ce
cone, par le sommet P, & la génératrice correspondante, cette perpen-
diculaire élant égale a Rsinf3.
3 r .
D’autre part, le rapport — mmesure la tangente du demi-angle au

sommel du cone osculateur & celui qu’enveloppe le plan mobile. Ce
rapport étant ici constant, le cone en question est de révolution ct son
demi-angle au sommet G est donné par la relation

tang0 = — cot B.

On en conclut que la droite PO décrit un plan perpendiculaire a
I'axe du cone enveloppé par le plan du cercle; sa longueur est con-
stamment égale 2 Rsinf3, I'axe du cercle fait avec celui du cone un
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angle égal a . La déférente est donc un hyperboloide de révolution a
une nappe.

Si I'on prend pour axes trois droites rectangulaires PX, PY, PZ,
dont 'une, PZ, coincide avec I’axe imaginaire, I’équation de la défé-

rente sera
X'+ ¥Y:—Z2tang?f = R2sin?,

ou, a cause de cosfs = %,
(X2 Y2+ 72+ R2) a2 = R2(Z*+ R?).
L’équation de la directrice sera d’ailleurs, son rayon étant égal & ai,
X2 Y2+ 22 a?=o.

La surface est un tore, les génératrices circulaires étant ici les sec-
tions faites par les plans bitangents; on peut donc énoncer le théoréme
suivant :

TntoriMe. — Le tore est la seule surface engendrée par un cercle de
rayon conslant, et telle que, dans chacune de ces positions, ce cercle coupe
sous un méme angle toutes les lignes de courbure.

VI.

L. Surfaces isocycliques. — Jappelle isocyclique une surface qui est
divisée en carrés infiniment petits par une série de génératrices circu-
laires et leurs trajectoires orthogonales.

En général, pour qu’il en soit ainsi, il est nécessaire et suffisant que
I’équation des trajectoires orthogonales

N(ll—{—l{dfla:o

admette un facteur d’intégrabilité de la forme %7 A étant une fonction
de /; en d’autres termes, il faut qu’on ait

() _2Gr).

dp T 0l
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Je ne traiterai pas le probleme dans le cas général et me contenterai
de faire la remarque suivante : I’équation précédente n’est qu’en appa-
rence du troisieme degré en sing, cose et se réduit, des qu’on effectue
te calcul, a la forme

Asin?g + B sing cose + C cos?e + D sine +- Ecose +F =o;

elle doune done, en écrivant qu’elle a lieu pour toute valeur de ¢, cing
équations seulement entre les fonctions inconnues qui sont ici au
nombre de six; la solution doit done élre beaucoup moins restreinte
qu’elle ne le parait au premier abord.

Je me bornerai h résoudre le probleme dans deux cas : les enveloppes
de spheres et les surfaces a focale isotrope.

2. Dans le cas des enveloppes de spheres, le facteur d’intégrabilité

doit étre de la forme %7 et 'on doit avoir

)M

oM ON
A (N o7

e M 0@) “+ (RAY.M — AR =

13

ou
A(pvcose + R'osing + ¢*) -+ (RA) (¢sino + R') — AR(R" + ¢' sing) == 0;
d’olu I'on déduit les trois équations de condition suivante :
Agv=o0, AR v+ RA'¢v —AR¢ =0, A¢?—ARR"+ R'(AA) =—o0.
A ne pou‘vanl étre nul, nous aurons

=0 ou g ==o0.

Si 'on avait' v = o, on en conclurait "= o0 ou p = o, a cause de la
relation wy = pRR’; enfin, si R"== o0, on doit supposer p = o.
On retrouve ainsi les surfaces de rcvolullon et les surfaces canaux.
Supposons maintenant p = o; la seconde équation peut §’écrire
2 —l-! ~- A-l —_ i’l =0
R A v ’
d’ou, en intégrant,
[— aAR'l,
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a étant une constante. Portons cette valeur dans la troisieme équation,

elle devient
A*@R*— ARR" + RR'A’+ R*A = o.

Pour 'intégrer, posons
RI
A=/

nous aurons
@ SRR + f'R' = o.

I faut rejeter la solution R'= o qui donnerait
Aa?R¥=o.

Nous avons donc, en intégrant,

b étant une nouvelle constante.
Le probleme est donc résolu par les équations suivantes :
R’ I aRR’ ,
p=0, A= ey = —————> wu =0, wv¢=pRR.
R a2 RE—0¢ V@ RT— bt .
Interprétons cette solution :
p=o indique que le plan du cercle générateur enveloppe un
cylindre. Cherchons-en la section droite : le point ot OY rencontre la
caractéristique a pour coordonnées
84
X0, y o= — -/;, 3 == 0.
On a
N R N o\
Sx==0, 6y=0, oy==¢dl— r dl.

Or ici

v JaRP—=0 (m*>'__ a R/
= -— -_

P a ) iR —

=,

done dy = o; donc enfin le plan du cercle tourne autour d’une droite
fixe L.
Il en résulte que le centre de la sphere enveloppée décrit une courbe



176 DEMARTRES.

située dans un plan perpendiculaire @ L. Comme la solution laisse
subsister une fonction arbitraire, cette courbe déférente pourra étre
choisie d’une maniere quelconque.
Le centre C de I'enveloppée a pour coordonnées
&
xr=o0, Y=o, 5= };
Soit K le point ol L rencontre le plan déerit par ce point C; ses coor-

données sont
7

&€ =0, }':—-—[—)-, 5==0;
on en conclut
2 Pl g2
KC=2"%.
])

Mais le rayon & de I’enveloppée est 1ié & R par I’équation

02
Pr=Re L.
2

On aura done

— . 22 I\ 2 232 — b b
Kczm—m+%:W—m+Gﬁ>:w—W+iﬁé):m_é;
p? [ a a?
donc Penveloppée coupe orthogonalement une sphere fixe, et I'on
obtient le théoréme suivant : -

TutoriME. — En laissant de cdté les surfaces de révolution et les sur-
Jaces canaux, les seules enveloppes de sphéres qui soient divisées en
carrés par leurs lignes de courbure sont définies par les deux conditions
suivantes :

1° Le centre de I enveloppée parcourt une ligne plane;

2° Cette enveloppée coupe orthogonalement une sphére fixe ayant son
centre dans le plan de la courbe des centres.

Remarque. — 11 est bon d’observer que les lignes de courbure s’ob-
tiennent immédiatement; si 'on integre 'équation

Rde + ¢ cosedl=o,
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14 k] [}
fﬁ dl+ log tang <Z — ;> =o

Ioglang(f-—g\)-l-/——a—d[{— =o0
A7) 7 ) Vere=n

on a

ou

. I ye , Y
On peut, d’ailleurs, remarquer que TToos est un facteur d'intégrabilité
et que, par suite, ’équation des trajectoires peut aussi s'écrire

A R cos const
Evi 08w == .
M :

Ces deux intégrales sont évidemment identiques.
2. Surfaces a focale isotrope. — Reprenons 'équation générale

oM ONY ool ,
A <1\ S —H 5?) = (RAY 91 —H(RAY.
Si nous y faisons la substitution indiquée dans le Tableau (T), clle
devient

— A(coszcosB cosy + sinPsing +1) (sinf coszsing +- cosf cosy)
— A(g +sinf coszcose — cosBsing) (sind cose — cosz cosPsing)
— (Ry 0s%cosf cose -+ sinPsine +1

R&) (cos £ coso -+sinBsine +

-+ RA[B cosBsing + (coszcosB) sine]=o,

Paccent indiquant toujours une dérivée prise par rapport a /.
Cette relation est de la forme

a cos?o + b sino cosy + ¢sin'o + d cose + e sing + f=o,
’ , . N . o, . 9 .
et, pour-qu’elle se réduise & une identité, il faut qu’on ait
b=o0, d=o, ¢=0, a+c=o0, a— [=0;

la premitre é¢quation a lieu d’elle-méme, ainsi que la quatrieme. Il

Ann.de l’Ec. Normale. 3* Série. Tome II. — Mar 1885. 23
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reste donc seulement trois conditions, savoir :

(RA) + Acosa=o,
— AsinPcosa+ ApcosxcosB =(RA) sinf — RAB cosB,
— A cosB—ApsinB = (RA) cosxzcos — (RA) (cos«cosB).

Si 'on remplace, dansles deux dernieres, (RA) par — A cosa, elles
deviennent, toutes réductions faites et supprimant la solution sinz=o
qui donnerait un plan (),

pcosz—+ RB'=o,
psinBsina + cosPsinz + R« cosB=o.

Ces relations sont précisément celles qui définissent les surfaces
anallagmatiques 4 focale isotrope. Done :

Tutorime. — Les seules surfaces cerclées a focale isotrope qui sotent
ddcomposdes en carres par les génératrices circulaires et leurs trajectoires
orthogonales sont les anallagmatiques dont la déférente et la directrice
se coupent suivant une ligne de distance nulle. :

. . . a2 A . Q1
Remarquons enfin que le facteur d’intégrabilité Jl—, est immédiatement

obtenu, carla premiere équation de condition donne immédiatement

m

A:‘my

m étant une constante arbitraire; la fonction

m

sera donc une différentielle exacte.
3. Les surfaces qui répondent aux deux dernikres questions sont

anallagmatiques; la.déférente est réglée et coupe la sphere directrice
suivant une ligne de longueur nulle. Il est nécessaire de donner, sous

(1) Notre méthode s’applique sans modification a I'étude des systémes de cercles situés
dans un plan. I¢i on retrouverait aisément la solution connue de ce probleme : Dipiser 1n
plan en carrcs per une scric de cercles et leurs trajectoires orthogonales.
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forme finie, I'équation générale des surfaces réglées qui coupent une
sphere suivant une pareille ligne.

La surface réglée devant étre réelle, la sphere sera imaginaire;
sinon, toute droite réelle, astreinte a glisser sur une génératrice de
cette sphere, glisserait également sur la génératrice conjuguée; la
déférente serait alors, ou un plan, ce qui réduirait I’enveloppe des
spheres & une droite, ou un cone. Mais ce dernier cas ne peut se pré-
senter; la focale, en effet, ne peut se réduire & un point, car les coor-
données du foyer satisfont & I’équation

e =dlcosB,

et cosf ne peut étre nul pour aucune des surfaces considérées.
Soit done
224y 4t at=0

I’équation de la-sphere directrice. Choisissons sur cette sphere la géné-
ratrice
X+ iy=o0, 5=al

Pour qu’une droite réelle
.l'::ﬁl:+[), J/:Ilz—f-(j
rencontre constamment cette génératrice, on doit avoir
| p=an, ¢=—am.

Les équations de la droite mobile seront-done de la forme

’ x=mszs -+ an, Yy =ns—am,
et I’équation générale des surfaces réglées cherchées sera, des lors,

9(s2 — ay, sy + ax, a*+ 5*) =o,

o étant une fonction homogene quelconque, a trois variables.

On obtient ainsi, sous forme finie, les intégrales des problemes pro-
posés; cherchons les cyclides qui répondent a la question; si I'on
_choisit pour ¢ une forme linéaire, la déférente est un paraboloide.

On peut aussi prendre pour ¢ une forme quadratique particuliere,
savoir

Al(zs —ay)*+ (y5 +ax)?]
+a[B(as—ay) + C(ys+ ax)] (5*+a?) + D (z*+a*)?=o.
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En effet, 5* + a® apparait alors en facteur et, en le supprimant, il
reste un hyperboloide & une nappe. Si B et C sont nuls, la surface est
un tore. Sinon la directrice touche la déférente en deux de ses ombilics
et 'enveloppe est une cyclide de Dupin.

NOTE.

Quelques-uns des résultats établis analytiquement dans la seconde
Partie de ce travail sont susceptibles d’une démonstration géométrique
(que nous croyons devoir indiquer rapidement.

Sphéres bitangentes. — Soient G, G' deux génératrices circulaires
situées dans des plans Q, Q" et S une sphere quelconque passant par G;
cette sphere coupera G’ en deux points M,, M’ et la corde M, M coupera
la droite d’intersection de Q et Q" en un point P, qui sera d’égale puis-
sance par rapport aux deux cercles considérés. Ce point restera fixe
quand on fera varier le rayon de S; c’est le centre radical de G et G'.

La sphere S étant supposée fixe, supposons que G’ se rapproche indé-
finiment de G; M,, M tendront vers des points déterminés M, M’ de G,
et P, versun point P situé sur la caractéristique du plan Q; la corde MM’
ira passer par le point P ( fig. 3). Donc chaque point pris sur Paxe OZ

Fig. 3.

du cercle G est le centre d’une sphére tangente & la surface cerclée en.
deux points de G; toutes les cordes de contact sont concourantes;
toutes les spheres de deux séries consécutives coupent orthogona-
lement une sphere fixe ayant P pour centre; d’ailleurs,  une sé-
cante MM’, correspond une sphere bitangente, et une seule, et réci-
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proquement; M, M’ forment ce que nous avons appelé un couple de
points conjugues (*). En ces deux points les plans tangents font des
angles égaux avec le plan Q et, par suite, coupent I'axe OZ au méme
point; leur droite d’intersection trace deux divisions homographiques
sur OZ et sur la polaire CC’ de P; elle décrit done un hyperboloide.

Points remarquables. — Si la sphere bitangente se réduit 4.un plan,
la corde MM’ devient la caractéristique AA’ du plan Q; en A, A’ les
normales a la surface sont paralleles & OZ, et le cercle G est tangent &
une ligne asymptotique de la surface.

Si S admet G comme grand cercle, la corde M, M, qui est toujours,
dans I'espace, perpendiculaire a la droite menée du centre de S au
centre de €', aura pour limite la perpendiculaire menée de P 2 la tan-
gente de la ligne des centres O, projelée sur le plan Q; cette droite est
celle que nous avons appelée axe radical; les points «, of qu’elle déter-
minesont ceux olt la normale & la surface est tout entiere dansle plan Q.

Cherchons les points ol la génératrice G touche une ligne de cour-
bure; de part et d’autre d’un tel point, il doit s’en trouver deux infi-
niment voisins, lels que la corde qui les joint soit perpendiculaire a la
droite d’intersection des plans tangents correspondants; mais alors ces
deux plans tangents sont également inclinés sur le plan Q : les deux
points dont nous parlons sont done conjugués; les points de courbure
sont donc les points de contact des tangentes issues de P.

Surface des normales. — Cherchons enfin la surface X, lieu des
normales aux différents points de G. La trace de cette surface sur le
plan Q se compose du cercle G et des deux diametres O, O«'; cela
donne en tout un lieu du quatrieme ordre, et, comme chaque point de
ce lieu, sauf «,, o, est certainement un point simple de 3, celle-ci est
une surface du quatrieme ordre; cela résultera d’ailleursde ce quisuit.

Cherchons les points doubles de 3; de chacun d’eux partent deux
normales ayant leurs pieds sur G; comme toute normale-doit rencon-
trer OZ, la ligne double se scinde en deux : d’une part, axe OZ qui
correspond aux couples de points conjugués; d’autre part, le lieu des
points d’olt 'on peut mener deux normales ayant leurs pieds diamétra-
lement opposés.

(1) 11 est entendu que nous laissons de colé le cas des enveloppes de sphéres.



1S2  DEMARTRES. — SUR LES SURFACES A GENERATRICE CIRCULAIRE.

Or ce dernier lieu a, sur OZ, un point bien déterminé correspondant
au cas ou les pieds des normales sont & la fois conjugués et diamétra-
lement opposés et, par suite, appartiennent au diametre PO. Soit H ce
point; si nous menons par OZ un plan quelconque, il coupera le lieu
cherché en un point unique distinct de H; done ce lieu est une conique;
elle coupe I'axe OZ en H et la génératrice G aux deux points «,, «,. Son
plan est ainsi déterminé; il rencontre les paralleles & OZ, menées par
A, A’ en deux points qui achévent de définir la conique.

Cette courbe, I’axe du cercle et le cercle lui-méme constituent les
trois directrices de la surface cherchée.

Ce qui précede met en évidence une série de coniques appartenant &
la surface des normales; en effet, le plan mené par le centre d’une
sphere bitangente et la corde des contacts correspondante coupe la
surface suivant une courbe du quatrieme ordre composée des deux
normales et d’'une conique.

Toutes les coniques ainsi obtenues s’appuient en deux points sur la
conique double et rencontrent constamment les deux droites ax,, o', .
Leurs plans enveloppent un cone ayant pour sommet P et pour équa-
tion, dans notre systeme de notations,

(uz + oy +wz +RR' 2= 4RR (w +py)=.

ERRATA.

Page 145, ligne 11, et page 147, ligne 10, au lieu de Ribaucour, lisez 0. Bonnet.
Page 150, ligne 4 en remontant, mettre aprés le mot anharmonique un renvoi (1) et la note
suivante :
(*) Ce théoréme a été donné par M. Ribaucour pour le cas particulier des enveloppes
de spheéres. .



