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SUR LES

SURFACES A GÉNÉRATRICE CIRCULAIRE,
PAH M. G. DEMARTRES,

P R O F E S S E U H A U L Y C I 3 E Dlî D O U A ]

PREMIÈRE PARTIE.

I.
i. Considérons un système invariable dont la position dans l'espace

dépende d'un paramètre un ique /, et soil OXYZ un trièdre tri rectangle
faisant partie de ce système. Le plan XOY enveloppe une surface déve-
loppable et l'axe instantané de rotation relatif au po in t 0 se trouve
dans un même plan avec OZ et la caractéristique du plan XOY. Sup-
posons que OX ait été pris paral lèle à cette caractéristique, on pourra
passer d 'une position du système à la position i n f i n i m e n t voisine par
une translation égale et paral lèle au déplacement du point 0, suivie
d 'une rotation. Soient

u dl, p dl, w dl

les composantes du déplacement de 0 su ivan t OX, OY, OZ;

p cil, r dl

les rotations composantes a u t o u r de OX, OZ.
Les coordonnées d ' u n point quelconque de l'espace par rapport à

ces trois axes mobiles sont, en général, des fonctions de / et de deux
autres variables y, f^, d o n t dépend le mouvement relatif du p o i n t ; si
Fon désigne par doc, dy, dz les différentielles tota les de ces coordon-
nées, par rï^, fîy, (^z les accroissements qu'elles acquièrent r e l a t ivemen t
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à un système d'axes fixes qui, avant le déplacement , coïncideraient
avec les axes mobiles, on a

i 5,z- =r dx -h- ( u -- r r ) dl,
(',) • < 8j ̂ - ̂ y +(( '+- rx — ̂ ) ̂

( ̂  -=d^ -+-((F'-+-^J)^.,

De même, si A, B, C désignent l'es cosinus directeurs, r e l a t i v e m e n t
à OX, OY, OZ, d'une dire-ctïon variable, suivant une loi quelconque,
on a

/ U==^A. — rKdl,

( a ) oB •== cm -\- ' ( /• A — p C )• dl,
{ oC==^C -r^Kc/L

Les quanl i tés qui figuren't dans ces formules ont un sens géomé"
trique très simple.

Si l 'on choisit pour / l'arc de la trajectoire du point 0, u, ̂  w sont les
cosinus directeurs de la tangente à cette courbe, relativement aux axes
mobiles; il est d'aillteurs préférable, pour ne pas écarter le cas où le
point 0 serait fi'xe1, d'e ne p^as fpxer en priori le sens de cette variable /.

Quant à p d l , rdï, ce-sont évidemment les angles de torsion et de
contingence de l'arête de rebroussemen't de la surface enveloppée par
le plan XOY. Les éqoation's de la caractéristique sont

,s. == o, w ~(- p y == o.

Si Foa considère re po'int où cette droite cou[)e l'axe OY, on pourra
calculer les variations de ses coordonnées à l 'aide des relations ( r ) ; on
aura de même les variations des cosinus directeurs de OX, en faisant
A == i , B == C == o dans les formules ( 2 ) ; on obtiendra ainsi les équa-
tions de la caractéristique inf in iment voisine et, par suite, les coordon-
nées du point correspondant de l'arête de rebroussement; on trouve
ainsi

c i /w: ô, w ~\~ p y = o, x =. -— - -h -1" ( ~1 u r r \ p ,

un accent désignant, ici et dans la suite, une dérivée prise par rap-
por t a /.
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2. Considérons maintenant , dans le plan XOY, un cercle de centre 0
et de rayon variable R. Ce cercle, si R est une fonction de / seulement,
engendrera une surface cerclée de l'espèce la plus générale, et tou te
ligne tracée sur celte surface pourra être considérée comme la trajec-
toire absolue d 'un point M ayant, sur le cercle, un mouvement relatif
déterminé. Soit y l 'angle MOX; les coordonnées de M étant Rcosy ,
R s i n y , o, nous aurons ( î )

• 8;r —,-. 11 dl 4- ( IV ces cp — /•R sin ̂ ) cil — R sin tp ^o,
ôy =z v dl 4- W sin cp ai 4- R ces y d^ 4- r R cos y dl,
os •==-. ( (P 4- p R si n cp ) cil.

Nous poserons

i M =- ^ cos y 4- ^ sincp 4- R',
( 3 ) ' N == /-R 4- (•' cos9 — u sin^ ïî^ = M2 4" Q2,

^ Q -=;•: w -i-^R si no,

et nous aurons, en appelant Ss le déplacement infiniment petit du
point M, i l ' inclinaison de ce déplacement sur la.génératrice circulaire,
le Tableau suivant :

S.r=: M cos^.dl— (NJ /4-R^f ) sintp,
$y = M sin cp. dl 4- (N dl 4- R d^ ) cos cp,
^=0^,

8̂ --~. (M2 4- Q 2 ) ̂  4- (N dl 4- R ^f)5,

^s si il ^ =- H. dl,
as* cos t •=: N ^/ 4- R ̂ .

ï/aire comprise entre deux cercles infiniment voisins est évidemment
^27T

( ,1.) 1 dS == R ^/ ^ II ^f.
<,/o

C'est, comme on voi t , une intégrale e l l ip t ique dans le cas général;
elle s'obtient à l 'aide des fonctions élémentaires si M et Q, envisagés
comme fonctions de t ang î? ont un facteur linéaire commun; nous ver-
rons, dans la seconde Partie, que c'est la condition nécessaire et sufli-
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santé pour que la génératrice considérée ait un polnl commun avec la
génératrice inf in iment voisine.

Observons aussi que les trajectoires orthogonales des génératrices
ont pour équation

( /• R 4- f cos © — u sin cp ) cil 4- R <^tp == o.

Nous y reviendrons dans la seconde Partie.

3. Courbure géodésique. — La quatr ième des équat ions (4) peu t
s'écrire

5^ == (ïp + N2 ) cil2 4" a R'N ̂  ̂ o -4- R2 cl^.

D'après la formule connue, si — désigne la courbure géodésique
d 'un élément inc l iné d 'un angle / sur la courbe l== const . , cx> l 'angle
des deux lignes coordonnées, on a

RV'H^TN^ . à(R cosf) <}^\/iPI^-~Nicos((o — /) |—v————— si n(o== — — — - — —LY—————,——...L-̂ .,,,.,,,1-!.
p y ai à^

Or ici
/ /., . H N . ., N c o s i 4" II s i n i(6 ) sinco •=. —=====.-. y cosco=~ —====:.•=:=? cos(o^ — i) -;-:::; -....-—.—...-,—_--._;

V/H^N2 VH'+N2 vÏÏ^- N2

d'où
RH __ ^(R__cosj0 à ( N cos i 4- II ski i )( 1 ) 77 ~ ~àr~ ̂  ——^—— •

Développons le second membre de cette équat ion et remplaçons-y
. . . ^dl N ^ 4 - R ^ p ' ., . .sini, cos? p a r U — î ——•;-—'-5 il vient1 as cis

dsm == ÏV(N dl -h R ch) - ̂  (N cil + R ch) - II(m cilpg- t à^ • ( / à^

- Rît ̂  cil 4- N11 ̂  ^/ — ( N J/ 4" R d^ ) H ̂  •ai àv t d^

Si nous tenons compte des relations (3), cette équation se simplifie
et devient

( ^ ) . RH ds ̂  ("MN - H (m \ dl 4- RM ̂  -.-• RIÏ di.
Pér \ à ^ )
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On aura, d'après cela, les lignes géodésiques, en intégrant les deux
équa t ions s imul tanées

| (MN-II^H N)^4-RM^-RII^=:o,
< \ C/c? /

t

(9) ' j V'^' ^ ̂
( (Vdl-+.nch)smi=zîîdlcosi.

4. Normales, plans tangents. — Soient X, ^, v les cosinus directeurs
de la normale au point ( /y) . SI nous écrivons que cette droite est nor-
male à la génératrice et à sa trajectoire orthogonale, c'est-à-dire à deux
droites ayant pour coefficients de direction, l'une

l 'autre

en posant

"— si no, cos^p, o,

M cosî?, N s'my, o;

( i o) Q =: II; sin V, M: = H cos V,

nous aurons
, A == sinVcoyy,

(n) ' [j.-= sinV sinco,
( v =r:— cosV.

V est, par conséquent, l 'angle que fait le plan t a n g e n t avec le plan de
la génératrice; sa valeur est fou rn i e par les re la t ions ( s o ) . Quant à
l ' équat ion même du plan tangent , c'est

(.' i a ) X. cos cp -i- Y sin ^ — „ z "= R.

Si l'on se déplace sur la surface, les variations des cosinus directeurs
de la normale se calculeront en appl iquant les relations (2 ) à X, [i, y,
ce qui donne

SX ::- cos V cosy cl\ ~- sinV siny dv — /• sinV sinç dl,
$pi =• cosVsiny^V + sinV cosîp d^ + /• sinV cosy dl -+- p cosV^/,
w =- sin V ( c^V + p sin y rfQ.
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Nous poserons, pour simplifier ( < ) ,
— d^ •= d^ -|- /• dl 4- /? cotV cos cp ^//,

^fy == ̂ V -+- p sin y <r̂ ,03)

et il v iendra , en appelant dw l'angle de deux normales i n f i n imen t voi-
sines,

o). •==. sinV sint? d^ -)•- cosV cosys d y ,
5p. :=-:--- sinV cos^d^ -4- cosV sincp Jy,
3v = sin V^y,( î 4 )

^to2^- <^2 -t- sin^d^2.

Le sens géométrique de l'angle d^ résulte ne t tement de la dernière
des équîUions ( î 4 ) ; il ^st- aisé de donner pour d^ une interprétat ion
géométrique également simple. En effet, l'angle que la trace du plan
langent sur XOY fait avec OX a pour tangente -; l'angle i n f i n imen t
pe t i t dont t ou rne celte, trace, le plan XOY étant supposé fixe et ne
coïncidant avec le plan du cercle qu'à l'origine du déplacement, au ra
donc pour valeur

\î. $A — \ 3^.
•~^~^~'~-

Or si, dans cette expression, nous rexnpiaçons X, [i, ôX, ̂  par leurs
valeurs, elle se rédui t précisément à d^'y d^ n'est donc aut re chose que
l'angle dont a tourné la trace du p lan tangent sur le p l a n fixe avec
lequel coïncidai t le plan du cercle avant le déplacement.

On peut avoir besoin d 'évaluer^» ^X en fonction du déplacement es
et de son inc l ina ison; il faut pour cela, dans les équations qui les défi-
nissent, remplacer dl et d(p par leurs valeurs tirées des équat ions (4) ;
on t rouve ainsi

cl^ i . / N p ... /• \ . .
^ — R cos^ -" [m. - iîcotv cos? -' n)smly

J d'i i <)V . i fàV . N ()V\ . .i ^ ^_ ^os ^ ̂  ...^ p gi^ - — su-) ̂1 S.î R à'ù H \àt ~ r H à^ )

( 1 ) La mélhodo suivie ici, pour trouver les équations relatives aux éléments différentiels
du second ordre, est évidemment applicable sans modification à une surface définie par
une génératrice de nature quelconque, et les équations trouvées ici conserveraient la même
forme dans le cas général; les valeurs particulières de cl'^ d^ caractérisent seules les sur-
faces spéciales que nous avons en vue.
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II.

1. Torsion géodésiqué. Lignes de courbure. Ombilics. — L'angle de
torsion géodésique d 'un élément ayant pour cosinus directeurs a, 5, y
est donné par la formule

ck^z=.v.([j.w — v $;JL) -h 3(^8), —\w) -+- Y(), 3;jL— ^5/) .

Or on a (n), (1/1,)

[i w — -v 8p. = —- sinVcosV ces ̂  d^ 4- sin ;;/ ^7,
^ SX — X (^ ~.i=-.— sin V ces V sin y d^ — ces y cly,
À 5;^ — p. 8X ==-— sin^V rf'^.

D'autre part, les équations (4) donnent "}

a ds •=-• M cos y c// -- ( N dl + R ^y ) sin 'cp,
p ̂  =- M sin y ^/ + (N dl + R ^y) costp,
Y ̂  = Q dl

ou encore
a == cosV coscp sin^'—sinîpcos^

• " . (3 ^rcos 'Vsincpsin^ + cosep cos/,
i- Y ==: sinV sin^..

Parlons ces valeurs dans rexpression de ̂ ; nous aurons

d^^~=. ( s i n î p ̂ / — smVcosVcosyd^) (cosV costp sin^'— sinç cosi)
—- ( cosy^— sinVcosVsinîp ̂ ) (cosVsincp s inz + coso cosQ
—sin 3 V sin id^

ou, en réduisant ,

(16) — ck^. cosid^ + sinVsin/^.

On en conclut, pour l 'équation des lignes de courbure,

( ï 7 ) ces i dj^ -h sin V sin i d^ == o.

Si l'on veut n'y introduire que l'angle i, on devra y remplacer d^,
Ann. cîe l'Ec. Normale. 3e Série. Tome II. - AVRIL iSS^. ^
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dj^ par leurs valeurs tirées des équa t ions ( i 5), ce qui donne imméd ia -
tement

i fà^\ ,. / i àV / ? R s i n ^ - 0 N àV\ . .-^ -r- cos'r -i~ fï- -17 -1" ——iyrj—— — ^r-r -»— sm /- cos< ^n \ < / c o / \.H. dY lui .Ril ^'f/ . •
/ N O /^Meosto " /•0\+ ̂  „ _^_ „ ̂  s ̂  ̂  ,

ou, en siraplifiant,

(18) -2H ^v cot2-^= N w + w - R ̂ .f)? (?tp ai

Les équations des ombilics s'obtiendront en exprimant que les direc-
tions principales sont indéterminées, ce qui donne

( ^ ' àV „ à'y(19) ^=o, ^-.-R-^=o.

2., Lignes asymptaliques. Courbures principales. — Si nous conser-
vons l'es notations du numéro précédent, l 'équation des lignes asym-
ptotiques est

a' CÎÀ -4" p ^x -h y 5'; ::= o

ou, d'après les formules employées dans ce même numéro ,

( sin V sin cp d^ + cos V ces sp d-/^ ( cos V co's y sin i —• sin y ces ^)
-i- (— sinVco-Stp^ -}- cosVsiriîp c^) (co.sV sinîp.siru' 4- cosy cos^)

-h sin /'sin^^^ o
ou, en s implif iant ,

(<20 ) • 1 siû i d^ — sin V ces /" d^ -= o.

Ici, comme pour les lignes de co'urbure, on ne doit laisser subsister
que l 'angle i. Pour cela, remplaçons dy^ d^ par leurs valeurs (irées des
relat ions ( î 5 ) . N o u s aurons, toutes réductions faites,

^ i) Q cos- /4- . 1.1. ̂  sin / cos / + R (^ - J ̂  4- /. sin ̂  ̂  i ^.: o.

Cherchons entin les courbures principales. Soit G l ' une d'elles, nous
aurons

(^) . ^ • ! - C - ^ ,
03
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les § désignant un déplacement effectué le long d 'une ligne de cour-
b u r e ; on aura donc
( •23 ) CQ dl ̂  si n V d^ CM dl === ̂ .

Remplaçons dl et dy^ par leurs Vc^leurs en fonction de i; nous aurons

, ,, . . i àv . i ,/()v . N <m . .
(.4) Lsm^^^cos.+g(^p+sm.--^^^s in<.

Il ne reste plus qu'à é l iminer i entre celle équation et celle des lignes
de courbure (18); on t rouve alors, toutes réductions faites,

RHC2 -i-- G (N ̂  — p R sin ? ~ R ̂  - 0)

( ... râv s-in v + ̂ ^^yir:̂ ^ = o
l 1 ai à^ J

On obt iendra les équat ions différentielles qui conviennent à une sur-
face min ima en observant qu'on doit avoir, quel que soit ( p ,

N àv -pRsincp - Q - R âv == o;
0^ O»

de même les équations différentielles qui déterminent les surfaces cer-
clées applicables sur une sphère de rayon a s 'obtiendront à l'aide de
l'identité

<}V _, 6? f / 'œsV-—ps inVcos ï> ) R..H-.- sin Y -+- --——————~——————— •==- ——•ai <^ ci."

Il est c lair que nous avons, dans tout ce qui précède et pour ainsi
dire tacitement, adopté un sens bien déterminé sur la normale en
chaque point; il est nécessaire de savoir si ce sens est dirigé du pied
de la normale vers le centre de courbure, ou dans le sens opposé. Pour
faire cette distinction, il nous suffira de nous placer dans un cas parti-
culier, par exemple celui d 'une surface de révolution. Il est clair que
celui des deux centres de courbure qui se trouve sur l 'axe OZ aura son
z posi t i f ou négatif suivant que l 'angle V sera obtas ou aigu; ceci posé,
les coordonnées de centre de courbure sont , en général, données par
les équa t ions

(26) X=:Rcosc&±" Y = R s i n o ± ^ Z==;±-.
L v.-< ^
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les signes supérieurs allant ensemble; la dernière donne

cosV
-^^-C-'

V étant supposé aigu, Z devra être négatif.
Or, supposons V aigu et le rayon de courbure compté du pied de la

normale vers le centre; alors on doit avoir

Z'==—- cosY1;

il faut donc dans ce cas choisir le signe supérieure au contraire, si l'on
convient, et nous adopterons cette convention, de compter le rayon de
courbure du centre de courbure vers le pied de la normale positi-
vement, et négativement en sens contraire, nous aurons, pour déter-
miner les coordonnées du centre de courbure,

X == R cos o — p ? Y ==-- R sîn 9 — • , Z == R eus <p <--- —

DEUXIÈME PARTIE...

!..
1. Nous al lons ma in tenan t développer quelques-unes des consé-

quences des résultats qui précèdent. Soient G une génératrice circulaire,
G' la génératrice inf iniment voisine. Les plans de ces deux cercles se
coupent suivant une droite AA^que nous appellerons la caractéristique.
Son équa t ion est,, comme nous Pavons vu,

w'-^-py^o',

les deux points A, A',, où elle coupe G, sont donc donnés par l 'équa-
lion

Q =: <,v -i" p R s in v := o.

D'autre part, la génératrice G' projetée sur le plan de G a pour équa-
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Don

( x - u diy -4- (j -- v dl)^ == ( R -+- JR )%

et par suite la corde commune à cette projection et au cercle G, que

nous appellerons simplement Vaxe radical, a pour équat ion

ux -h vy-\~ RR .̂ o;

les points a, a', où elle coupe le cercle G, sont donc fournis par l 'équa-
t ion

M '•= IV + u costp -{-- f sin cp m o.

Les deux droites aa/, AÂ' se coupent en un point P ayant pour coor-
données

wp --//RrV ^ _ (F
'z ~~ pu 7 J """ ?

La polaire CC7 de ce point , par rapport à G, a donc pour é q u a t i o n

( w —/> RR' ) x -- u.wy '=- P K2 1^

et les deux points C, C7 sont donnés par l 'équation

(wp —/^RR^) cosep — MW sîny =:/7R w.

Or on reconnaît aisément que cette dernière p e u t s'écrire, en conser-
vant les notations employées jusqu'ici,

àV : o.
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Ceci posé, les p o i n t s AA', aa', CC, P possèdent des propriétés impor-
t an t e s que nous a l lons exposer.

Démont rons d'abord une propriété fondamenta le des points C, C';
cet te propriété se dédu i r a i t a isément des équations relatives a la cour-
bure ; mais , à cause de son importance, nous en donne rons une démon-
strat ion directe et géométrique.

Soient
Fig. 2.

M, M' deux points i n f i n i m e n t voisins de G;
MT, WT les tangentes correspondantes;
QL l ' intersection des deux plans t angen t s à la surface aux mêmes

points.

Le trièdre QLIT nous donne

cosQL == — cosOT COSQT -h sin QT sin QT cosTQT

ou, en appelant dv l 'angle des deux plans tangents et négligeant les
i n f i n i m e n t pe t i t s du troisième ordre,

d^ ! elV-2 . ,,.<^s
I —————— —————————— "̂  ] —————— ^.———————— —————— <; 1^2 \1 ^______..y

2 2 2

(1 OU
^-^r^V^hsii^V^2.

Celte re la t ion donne l 'angle de deux normales in f in iment voisines
dont les pieds sont sur une même génératrice. Si maintenant nous
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appelons H l 'angle que MT fait avec la tangente conjuguée, on a

smLQM7 __ smJ^OT

sinMT sin()L

ou, en passant à la limite,
si 11 ïï ^ r/9 ^
sinV ~ d v '

d'où l'on déduit, enf in ,
rjm

( ^7 ) • tangH = sinV —- •

D'après cela, la cond i t ion -,- --= o équ ivau t à H = ^- et, par suite, les
points C, (7 de \^fig. s sont ceux où le cercle C est tangent à une ligne
de courbure de la surface; nous sommes donc conduits au théorème
suivant :

8

THÉORÈME. — I I existe sur chaque génératrice deux points où cette
génératrice est tangente à une ligne de courbure de la surface et les
deux points sont situés sur la polaire du point où L'axe radical rencontre
la caractéristique.

De même, la cond i t ion s i n V = = o ou w 4-j?Rsinîp === o é q u i v a u t a
H ---==. o, les points AA' de ^àfig\ i sont donc ceux où la génératrice est
tangente à une l igne asymplot ique , et l 'on a ce théorème :

THÉORÈME. — // existe sur chaque génératrice deux points où elle est
tangente à une ligne asyrnpîotique de la surface, et ces deux points sont
situés sur la caractéristique.

Il est c la i r que chacun de ces deux théorèmes soutire une exception
si la droite CC', dans le premier cas, ou AA' dans le second, est indé-
te rminée ; dans le premier cas, il y aurait une inf in i té de points de cour-
bure ou, en d'autres termes, la surface se raccorderait avec une sphère
le long de G, qui serait alors une ligne de courbure. Dans le second
cas, la surface toucherai t le plan mobile tout le long de là génératrice.

2. Position relative de deux génératrices infiniment voisines. — En
général, G, G' n 'auront aucun poin t c o m m u n ; pour q u ' i l en s o i t a u t r e -
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ment , il faut évidemment que leur point (le rencontre soit à la fois sur
la ca rac té r i s t ique et sur l 'axe radical , en d'autres termes, que P soit
s,ur le cercle; cette cond i t ion , qui est d'ail leurs suffisante, s'exprime
par îa relat ion

(•^<S) (H ^p--^RR / ) 2+ ^((^-—^R 2 ) ==o.

Lorsqu'elle a l i eu , les points C, (7 se confondent avec P, et la géné-
ratrice est osculaîrice en ce point à une ligne de courbure de la sur-
face.

Si l 'on veut que les deux génératrices a ien t deux poin ts communs ,
il faudra exprimer que les deux droites AA\ aa' coïncident , ce qui
donne alors

( 29 ) u == o, w ̂  ==: p RIV.

Si ces conditions sont remplies, P est indéterminé et la surface touche
une sphère suivant le cercle G qui est une ligne de courbure ( 1 ) .

Il peut enfin arriver que ces droites aa', AA' se confondent avec une
même tangente à G; pour qu'il en soit ainsi, on doit ajouter aux condi-
[ions précédentes celle qui exprime que la distance — ^ du centre a AA"
est égale à — R, par exemple, et l 'on obtient alors les trois équat ions

( 3o ) u -==. 0, ç === IV, w =r:: p R.

3. Distribution des plans tangents le long d'une génératrice. -— Nous
avons trouvé, pour l'expression de l'angle V que fait le plan tangent
avec le plan du cercle,

,7. w 4- p R si n ^tangV = —,——/——-———.M -h u eus y -+- (; sm o

Soient y l ' inclinaison du dép lacement du centre sur l'axe OZ du

( 1 ) II peut y avoir exception : si l'une des conditions est donnée a priori et que la
seconde vienne s'introduire ensuite, les points de courbure resteront déterminés; si l'on
se donne, une fois pour toutes, u == o, les deux points en question sont donnés par
c o s y = = o ; si, au contraire, c'est la condition wç—pïW==o qui s'introduit d'abord, les
deux points de courbure sont donnés par récmation sinep ==—- < i ==—.-î..- ' w l{'
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cercle, co r inc l ina ison de ce même déplacement sur le rayon qui vient
about i r au point de contact; supposons de p lus que la variable indé-
pendante /soit l'arc de trajectoire du centre, et désignons par d": l 'angle
i n f i n i m e n t pe t i t des plans de deux génératrices voisines : l ' équa t ion
précédente pourra s^crire

v _ c^- COSY -4- R. ch si n '?tang V :- -- .̂̂ -^ .̂-^^—..

Sous cette forme., l 'analogie entre les surfaces réglées et celles' que
nous é tudions est mise en évidence; elle est su r tou t complète lorsque
dl= o ou lorsque cos'y == i; en effet, dans ces deux cas, l 'angle co dis-
paraî t de l ' équat ion, qui devient

, Rosine? . ,, cil. -i- [{ ch s S ri ̂soit tang'V :.=——.p—L? soiî tang-V=:- -——•—-,„.———'-?

d'où le théorème s u i v a n t :
THÉORÈME, — Lorsque, pour une génératrice particulière, le centre est

slationnaire ou se déplace normalement au plan de cette génératrice, la
tangente de l'angle que/ait le plan tangent açec le plan du cercle varie,
le long de ce cercle, proportionnellement au sinus de l'arc compris entre
un point fixe et le point de contact.

Revenons au cas général; appelons points conjugués du cercle deux
points M, MT en l igne droite avec le p o i n t P; l ' équat ion de la corde MM"
étant mise sous la forme

A:M=Q,
on aura , en chacun des deux points M, M',

t a n g V = = X ;

en d'autres termes, les deux plans tangents en M et W iront couper
l'axe des z au même p o i n t ; la droi te d ' intersection de ces deux plans
rencontre d 'a i l leurs toujours la polaire CC de P; et il est évident qu'elle
détermine, sur ces deux droites CC\ Oz, quand on Tait varier X, deux
divisions homographiques ; elle engendre, par conséquent, un hyper"
boloïde à une nappe, ce qui nous donne le théorème suivant :

THÉORÈME. — Les plans tangents en deux points conjugués se coupent
sur une droite qui rencontre dans toutes ces positions l'axe du cercle et la
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ligne qui joint les points de courbure; elle détermine sur ces deux droites
deux divisions homographiques et, par suite, décrit un hyperboloïde à une
nappe.

On obtient aisément l ' équat ion de cet hyperbolo ïde ; c'est
(3 i ) (ur — vx) (n\r — uz) -4- p R x ( R^r --r- R f / ) == o.

L'hyperboloïde se réduira à deux plans si C(7 passe au centre, c'est-
à-dire si P est rejeté à l ' infini, c'est-à-dire si u = o; l 'hvperboloïde
se réduit alors à deux plans confondus avec YOZ.

Le cas où P est indéterminé échappe évidemment aux raisonnements
Mqui précèdent, le rapport /. é tant alors invar iable . Dans ce cas, tous

les plans tangents co'upent OZ au même po in t ; la sphère qui se rac-
corde avec la surface le long du cercle G a son centre sur OZ ; les coor-
données de ce point sont

... .r HÏV Vx- -=: o, y ==o, s :-=: R cotV = —— == - '(P p

Nous reviendrons plus loin sur ce cas part iculier .
Il y a un second cas où le cercle considéré est une ligne d'ombre,

c'est celui où p=o, c'est-à-dire où le plan du cercle se déplace paral-
lèlement à lu i -même.

4. Lieu des normales. — La normale au point /y a pour équations
>z> 'ZL B-̂ !̂  — •r ~ ̂  sl n ̂  — """" z C ( r 4"' P ̂  SI n ? )

co's ? si n Q ,H/ -+- u ces 9 4- P si n o

Le point où la normale renco-ntre OZ a pour ordonnée — R c o t V ;
il est clair que ce point est le même pour deux points conjugués du
cercle. De plus, la manière dont la posi t ion de ce point varie quand on
décrit le cercle dépend u n i q u e m e n t de la disposit ion relative des
quatre points A, A', a, a' [fig. i) ; çn A, A', la normale rencontre OZ
à l ' inf in i ; en a, a', au contraire, la normale est couchée dans le plan
du cercle. Si P est extérieur au cercle, l ' inclinaison de cette normale
at te in t un maximum ou un minimum aux deux points C, (7, qui sont
alors réels; si P est intérieur, ces valeurs limites de l'angle V n'existent
plus. 11 me paraît inu t i l e d'insister davantage sur cette discussion. Si,
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entre les équations précédentes, nous é l iminons ç, nous obtiendrons
l 'équation du lieu des normales.

Cette é l i m i n a t i o n se fait sans difficulté; on tire, en effet, des équa-
tions précédentes

^ ( w + ^ R s i n - ? ) 4-Ocos's - i - r s i n ' ^ — R ) (^ ces y-h rs i i i^ -hIV) ••= o

avec
cos x •==. ———•r__, gin ̂  ~ ——:' —— -

V^-h.,^ 1 y/^+j2'
d'où

. ̂  ̂  ^R—) + {^r^^ R) f-±^: ̂  R/)
^ ^ ^ ^ y î j \^^^.yî )

ou enfin

(^-i- J'2) (^^ + vy 4- n.̂  - RR^)2 == [R^^^l-j^) -rpRj-^ -- R(^^ 4- ^j)]2.

Telle est la surface lieu des normales; l 'équation, mise sous cette
forme, met en évidence le théorème suivant :

THÉORÈME. — Les normales aux différents points d'une même généra-
trice circulaire rencontrent toutes une même conique.

Cette conique, que nous nommerons conique auxiliaire, le cercle
donné et l'axe de ce cercle sont trois directrices qui définissent d'une
façon très précise la surface du quatrième ordre engendrée par les nor-
males. La construction géométrique de la conique auxiliaire résulte
immédia tement de ses équations, qui sont

. y ( ux + vy "+- wz == RR',
( <j Ss ) .,

\ R^^+^-R^+lUCH'-h/^^^o.

On voit t o u t de suite que la projection de cette conique sur le plan du
cercle passe au centre 0 et aux deux points asymptotiques A, A'. En
outre , la conique et le cercle sont sur une même surface du second
ordre; en d'autres termes, ils ont deux points communs situés sur la
droi te

UZ-\~ PJr^RR'.

Ces deux points ̂ , a, sont diamétralement opposés aux points a, a' de
la fig. i ; enfin le plan de la conique est parallèle au plan normal de la
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l igne des centres, el, en définitive, celte courbe, se t rouve déterminée
par cinq points.

Dans le cas général, la construction de chaque normale sera la sui-
vante : Ayant construi t la conique auxi l i a i re , pour avoir I n normale en
un point M, on fera passer un plan par ce point et l 'axe d u cercle. Ce
plan coupera la conique en deux points, dont l 'un si tué sur OZ ; on
j o i n d r a l'autre au point M, et l 'on aura la normale cherchée.

5. Cherchons dans quel cas la coni.qu-e sera un cercle. La surface

R/(^^y2_ PS) ̂  R.^+^.r) — o

admet comme plans cycliques les deux plans
W

.;. -r= 0, W + p y — .y Z ==. 0,

Pour que le plan de la conique soit parallèle au pian du cercle, i i
faut q'ifon ait

U z^z 0, ^ -::::: 0.

g:» /
Pour qu ' i l soit parallèle au plan^y — p z r== o, il f au t que

/ • > 2 \ ^ V .(.3) ^ ^o, ^——^

Dans le premier cas, le déplacement du centre est normal au plan de
la génératrice; le cercle mobile et le cercle conjugué sont situés dans
des plans parallèles.

..Dans le second cas, le déplacement du centre est perpendicula i re a
la caractéristique; de plus, on a pRw + ç^lV === o, et la génératrice cir-
culaire a son plan perpendiculaire à celui du. cercle conjugué.

Cherchons encore dans quel cas la conique auxiliaire se réduit à un
système de droites.

Supposons d'abord IV^o, on aura deux droites situées dans les deux
plans

5==0, W+^y=o.

La première est à rejeter comme ne pouvant servir à la construction des
normales; la seconde se projette suivant la caractéristique. La surface
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Heu des normales a alors pour équation
(.^--l-y2) ( iix + cj 4- wzY=:\_p^yz — R( ̂  -r- rj)]2;

elle est "définie par deux directrices reclilignes et une directrice circu-
laire.

Le cas précédent étant écarté, l 'équation du cône ayant pour sommet
le centre 0 et pour directrice la conique est

IVC.^-i-r2) -^•^RR/y.^--(«.r+ cj) {iix 4- t'j-4-ir^) =:o.

Pour qu' i l se réduise à un système de plans, il faut qu'on ait
C^BÏV- iï..'^-i- ^{w^-jW) =o,

c'est-à-diro, d'après ce que nous avons vu? que la génératrice rencontre
ia génératrice inf in iment voisine G\

Qu^nd cela a lieu, il est clair que l 'une des droites dont se compose
la conique aux i l i a i r e ne peut être prise pour (|irectrice! des normales;
elle correspond au facteur qu'ont alors en commun les deux fonctions
iM, Q. 11 est aisé de déterminer la portion de la conique auxil iaire qu'on
doit conserver. ^ •

En ef fe t , cette conique- rencontre dans tous les cas l'axe âesz; si elle
se scinde en deux droites, l'une au moins doit rencontrer OZ, et on
doit la rejeter, la normale ne pouvant évidemment rester dans un plan
fixe. Or revenons au cône précédent : celui des deux plans obtenus en
le scindant et qui ne contient pas OZ a pour équation

(B/â— ^) (pJ{Bi'— (w).:r — (R/2--- ^ 2 ) wiLy— wii.z{p'W '-- wv) = o.

On en conclut aisément, pour les équations de la directrice rectiligne,

ux -r vy + wz := RR/,
WKpKR'— wv)x— u{wy +^R2R/)] + •uvi\{py-\- w) := o.

En résumé, on est conduit au théorème suivant :
THÉORÈME. — Pour que les normales aux différents points d'une même

génératrice rencontrent, outre l'axe de cette génératrice, une seconde
droite fixe, il faut et il suffit : ou que la variation du rayon soit nulle ou
que la génératrice au un point commun avec la génératrice infiniment
voisine.
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Remarque. — II est impor t an t d'observer q u e la fonction r ne joue
aucun rôle dans la théorie précédente, on pourra donc, dans toutes les
ques t ions qui s'y ra t t achen t , admettre sans inconvénien t que z == o,
c'est-à-dire que le plan du cercle mobile roule sur un cylindre.

6. Classification des surjaces cerclées. — Les considérations qui précè-
dent c o n d u i s e n t à une classification rat ionnel le des surfaces cerclées,
fondée sur la s i tua t ion relative de deux cercles i n f i n i m e n t voisins- on
est ainsi condui t à les séparer en quatre classes principales.

i^ CLASSE. — Deux cercles in f in iment voisins n ' on t , en général,
aucun po in t commun ; les normales, le long d 'une même génératrice,
rencontrent une conique fixe; chaque génératr ice est tangente en deux
points distincts à une ligne de courbure de la surface.

^e CLASSE. -— Chaque génératrice a un poin t commun u n i q u e avec
la génératrice voisine : les points communs forment sur la surface une
courbe à laquelle le cei^le mobile reste cons tamment tangent. Les nor-
males le long d'un même cercle rencontrent, outre l'axe de ce cercle,
une droite fixe; enfin, chaque génératrice est osculatrice en un poin t à
une ligne de courbure de la surface.

3e CLASSE : Enveloppes de sphères ( 1 ) . "— Deux génératrices inf iniment
voisines ont constamment deux points communs ; le cercle mobile reste
constamment tangent à deux directrices curv i l ignes ; les normales cor-
respondant aux points d'une même génératrice forment un cône de
révolut ion, et chaque génératrice est une li'gne de courbure de la sur-
face.

4e CLASSE. — Pour les surfaces de cette classe, les deux directrices
curvilignes dont nous venons de parler se confondent , et le cercle
mobile reste constamment osculateur à une l igne à double courbure.

Les caractères ana ly t iques sont : pour la deuxième classe,

( 28 ) ^ ( ̂  — p^ R.2 ) + ( IT/T — p -m'y == o ;

(1 ) II est clair que le mot enveloppe ne s'applique ici qu'à une sphère variable dépen-
dant d'un seul paramètre arbitraire; de plus, nous entendons ici que l'enveloppe est engen-
drée par la caractéristique de la sphère mobile, et non par telle autre génération circulaire
dont elle peut être susceptible.
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pour la troisième classe,

(29) u=o, wv=.p'KK ( i ) ;

pour la quat r ième classe,

( 3o) u ==. o, c =: IV, w =~- p R.

11 est aisé de vérifier que, pour ces dernières surfaces, le point où la
caractéristique touche l 'arête de rebroussement appar t i en t bien à la
génératrice. En effet, nous avons trouvé (F0 Partie) pour les coordon-
nées de ce po in t

(p (? m y/— (y y/
z == o, y •==. — —7 x =~ — - 4" -——.——— -P r p^r

Si l'on y remplace w par /?R, v par K', on obtient immédia tement
x == o, y = — R.

7. Remarque, — Pour compléter la classification précédente, il est
nécessaire de chercher à quel caractère on pourra reconnaître que trois
cercles inf in iment voisins sont sur une même sphère,

Observons pour cela que le centre de la sphère enveloppée, dans le
cas général des" surfaces de troisième classe, a pour coordonnées

X •=:. 0, y r= 0,
<»

T
Si l'on applique à ce point les formules ( i ) , on obtient

r /^viS.z- ::=: o, ïy =: o, ^: :•== <r 4-- ( — ) \dl :

il sufRt d'exprimer que ce point est immobile et les caractères analy-
t iques cherchés sont alors

/ t'y
( 3 ï ) u -=. o, wv ==. p BIV, w ~l~ [ — i == o ;

( r) II faut tenir compte do la restriction indiquée dans la note do la page i36. Les condi-
tions ('29) peuvent être remplies sans que la surface soit enveloppe de sphère. Il suffit de
supposer qu'elles s'introduisent successivement; la surface serait alors un cas limite d'une
surface plus générale, pour laquelle une seule des deux conditions serait satisfaite.
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on arriverait au même résultat en expr imant , d'après les équat ions (19),
que tous les points de la génératrice sont des ombilics.

8. Formules particulières aux enveloppes de sphères. — Dans le cas
des enveloppes de sphères, les fonct ions qui f igurent dans la théorie
générale ne sont pas toujours les plus s imples; il peut être ut i le d'in-
t roduire celles qui se rat lachent à la courbe déférente ou lieu des
centres des sphères enveloppées. Le passage d 'un groupe de fonct ions
à l 'autre ne présente d 'a i l leurs aucune diff icul té .

Les coordonnées du. centre C de l 'enveloppée sont

,-. (' — im/
^ ._0, ^.--O, .— ^ — ~^~.

leurs var ia t ions
„ „. ^ / ' \ / /QX == o, oj =r. o, ^z =: (T' -4- i — j ai :

la tangente à la déférente est donc dirigée suivant OZ, et l 'arc d§ de
cette courbe est lié à noîre variable / par l 'équat ion

ch / ^y
-y, ̂  (ï" -(- —— .
(IL \ [ ) )

Les cosinus directeurs de la tangente à la déférente é t an t o, o, i , si
nous leur appliquons les équations (2), nous aurons pour leurs varia-
tions

o, — p dly o :

la normale principale est donc parallèle à notre axe des y, e t , si l 'on
appel le h la courbure de la déférente, on aura

/ cilk-^-p^

Enfin on vérifierait de même que la binormale de la déférente est
parallèle à OX et que sa torsion k est donnée par l 'équation

, cil
k =r /• — .as

Observons de plus que, le rayon p de la sphère enveloppée étant égal
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ï\ i/ R2 -4- -^5 OR aura

F^^-RR /-^f^-^l^,+f-^V^.
/? U^ /^L \P/ J

I I est aisé de donner main tenan t le Tableau complet des formules
/ p \ /

de t r ans fo rma t ion . Prenons dl= ds, d'où w +- ( -) == i; nous aurons

^ ' ^R^pTTTpy., p=-k, r=.-.Â-,
( ? -_= . — kp^y W -=-. ï — p^2 — p p 1 ' , « :•== 0 ;

les cinq fonctions générales sont bien exprimées en fonc t ion des élé-
ments de la déférente et du rayon p de l 'enveloppée. Observons e n f i n
que l 'on a

( 3 3 ) • t-m-V - .̂  - •/}R - ̂ E7\[ ô o ) lan^v — ̂  — ^ — ^ —

i). Théorème de M. Ribaucour. — II est visible que les relat ions pré-
cédentes con t iennen t la théorie spéciale de nos enveloppes de sphères.
En faisant la subst i tu t ion dans les équat ions générales de la première
Partie, la p lupar t de ces équations se simplifieraient notablement; nous
nous contenterons de démontrer le théorème suivant, dû à M. Bibau-
cour , et qui exprime une des propriétés les plus remarquables de ces
surfaces particulières.

THÉORÈME. — Lorsqu'on se déplace sur la caractéristique d'une enve-
loppe de sphères, le centre de courbure correspondant à la ligne de cour-
bure non circulaire décrit une conique, située dans un plan perpendicu-
laire au plan oscillateur de la déférente.

Les coordonnées du centre de courbure sont , diaprés les équa-
tions (26),

. ., s inVcosî? „. . sinVsmcp cosVx = .R. cosy — ——,-,——-? j = K smy — ——^——' 3 z = —~—yu \^ \Â

C élani la courbure pr incipale correspondante.
Dans le cas des enveloppes de sphères, l 'une des courbures est

Ami. de l'Éc. Norm. 36 Série. Tome II. — MAI i885. îQ
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—cosV; or le produit des courbures (a5) se réduit pour -r- = o à

s inV/^V . \mr^^31"0^
la seconde courbure a donc pour expression

i /a?V . \
Ht^-^8111^

les coordonnées du centre de courbure correspondant sont alors .

/_ w+pE.sinïA
•c==^R~dV————^o^

+ p Slll <odl

J-'=l
/R_^+^I{sm?\sin.,

, ^--^sîntfl/

^^<_^Rsm?^^
a Y-^•^p sine?

En él iminant y, on obtient les équations du lieu des centres de cour-
bure, savoir

^4-y2^(^_ ziSiRgVf,

^.cIV
py + w — z tangV -jj- = o ;

la première représente le cône des nornïales, la seconde un plan, ce
qui démoirire le théorème.

Observons que le plan de la conique passe par l'intersection des
plans de deux cercles inf iniment voisins et qu'il est perpendiculaire au
plan osculateur de la déférente.

Pour que cette conique soit un cercle, il faut que le plan qui la con-
t ient soit perpendiculaire à OZ, ce qui exige? == o; en d'autres termes,
cela n'a lieu que dans les surfaces de révolution.

Elle se réduira à deux droites si le plan passe à rorigine, c'est-à-dire
si ^===0; d'ailleurs, comme on a, dans le cas des enveloppes de sphères,

w^^RB',
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et que/^ ne peut être nul en même temps que w, on en conclurait B/ = o.
Mais cela ne peut jamais avoir l ieu; car alors toutes les normales, le
long de la génératrice, devant rencontrer l'axe de celle-ci et une droite,
et ne pouvant être dans un même plan, passeraient toutes par le centre
du cercle; en d'autres termes, la surface serait un canal et, dans ce cas,
on aurai t nécessairement ^=o; le centre serait donc immobile ainsi
que le rayon B, et la surface se réduirait à une sphère.

Dans le cas des surfaces canaux, on a

^=o, IV ==o, w^éo et tangYr^co.

Le plan de la conique de M. Ribaucour se réduit alors au plan même
de la génératrice et le cône des normales à deux plans confondus avec
l u i .

10. La propriété relative à un couple de points conjugués, qu'il est
bien facile d'établir géométriquement, montre qu'on peut envisager
une surface cerclée de l'espèce la plus générale, comme l'enveloppe
d'une sphère dont l'équation dépendrait de deux paramètres.

En effet, les normales en deux points conjugués coupent l'axe du
cercle en un même point K situé à une distance RcotV du centre 0. La
sphère décrite de ce point K comme centre avec un rayon égal à ,—y
touche donc la surface en ces deux points. Cette remarque va nous
permettre de compléter ce que nous avons à dire sur la fig. T .

Outre les points ArV, aa', CC7, il existe quatre points remarquables,
imaginaires et donnés par l'intersection avec les deux droites

M -h Q ̂  o, M ~ Q î-= o.

t|Ces deux couples de points conjuguer correspondent à deux sphères
de rayon nul , doub lement tangentes à la surface; en d'autres termes,
les points situés sur l 'axe des z à des distances du centre égales à
^ ̂  ̂ r^ g^^ j^g foyers; on a donc sur la surface réglée, engendrée
par l'axe du cercle, deux focales imaginaires, équidistantes de la ligne
des centres.
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Les coordonnées du pôle P sont (p. i33) :

_ w—/J>RR/ _ t-p
pu 7 v /^' ^

Ce po in t appartenant, d'une part à la caractéristique, d 'aut re part au
plan radical des sphères décrites sur deux génératrices i n f i n i m e n t voi-
sines comme grands cercles, sera le cent re d'une sphère c o u p a n t ortho"
gonalement toutes les sphères bitangentes qui con t i ennen t l ' u n e ou
l 'autre de ces deax génératrices.

S'il a r r ive que le point P soit s tat ionnaire , i l sera,, d'après cela , le
centre d 'une sphère orthogonale à trois séries consécutives de sphères
bitangenles; enf in, s'il est fixe dans l'espace, la surface sera une anallag-
m a t i q u e a déférente réglée et P sera le centre de la sphère directrice.

On peut s'en assurer sans di f f icul té par le calcul et donner en même
temps les caractères analyt iques auxquels on reconnaîtra que P est sta-
t ionnaire : si nous appliquons aux coordonnées précédentes les for-
mules générales de déplacement, les conditions cherchées seront

o.;r o}'" fiZ
i/^ di^09 di^0^

ce qui donne ici
/a'^—p'RR'V nru -+- ———...t.——— .4. _ ,̂  o,,
\ P11 ) P
ApV wv—pWVç, ^.. ^ \ ̂  r ——.~i--—.. ̂  o
\ p } pu

la condi t ion âz == o étant évidemment satisfaite d'eHe-même. Si nous
él iminons rentre ces deux relations, il vient

-.. RR/ + ï ̂ V+ ̂ ^P^K (^Z^^^^ o.
p \ p ) pu \ pu ) ' ?

d'où, en in tégrant ,

(-j^f-^i^y^R^,,
\P) \ P^ )

k é tan t une constante arbitraire. Cette re la t ion, qui peut s'écrire

PO2^!?^/^
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montre que le point P est le centre d 'une sphère qui coupe orthogona-
lement toutes les sphères bitangentes à la surface et ayant leurs centres
sur la surface des axes; le théorème est donc démontré; le rayon de la
sphère directrice est d'ailleurs égal à k.

Cyclide osculatrice. — Les résultats précédents mettent en évidence
l 'u t i l i t é qu'il peut y avoir à introduire, dans l 'étude des surfaces cer-
clées, les cyclldes comme auxiliaires. Une génératrice circulaire é tan t
donnée, si l'on prend pour sphère directrice !a sphère de centre P et
qui contient les deux foye'rs correspondants , pour déférente l 'hyperbo-
loïde osculateur à ta surface réglée engendrée par l 'axe, ces deux
éléments définissent une cyclide qui pourra être sans inconvénient sub-
st i tuée à la surface el le-même tant qu'il s'agira de propriétés concer-
n a n t deux génératrices consécutives ( i ) . Si, pour une génératrice par-
ticulière, le point P est stationnaire, la même cyclide fournira toutes
les propriétés qui dépendent de trois cercles i n f i n i m e n t voisins.

Enfin, d'après ce qui précède, on voit qu'une surface anallagina-
t ique ne peut admettre de génératrices circulaires que si la surface
déférente est réglée. Ce théorème est dû à M. Laguerre.

il.

I . Trajectoires orthogonales des génératrices. — L'équat ion des tra-
jectoires orthogonales des génératrices est

N cil -h R d^ •=. (r II •+- t' cos^ -~ // a in ^) dl -i- R ch -==. o.

Le cercle é tan t supposé en mouvement , un point M mobile sur ce
cercle aura un mouvement angulaire relat i f égal à r d i - ^ d y , ce mou-
vement é tant évalué à partir d'une droi te liée inva r i ab l emen t au
plan XOY. Posons rdl=d^\ soit a l 'angle de la t angen te au cercle
avec la ligne des centres, on a

R ch + dl cos a ==i o.
Donc :

THÉORÈME. — Pour quun point mobile sur le cercle décrive une ira-

(1) On pourra mémo, dans ce cas, prendre pour déférente n'importe quel hyperboloïde
tangent à la surface des axes le lon^ de OZ.
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jectoire orthogonale des génératrices, il faut et il suffit que sa vitesse
relative, projetée sur la tangente, soit constamment égale et de signe
contraire à /a vitesse du centre, projetée sur cette même droite.

Observons que la fonction p ne figure pas dans l 'équation précé-
dente; il résulte de là que le cas général se ramène immédiatement au
cas ou tous les cercles seraient s i tués dans un seul et même plan; en
d'autres termes, le relation entre / et y ne sera nullement altérée si
l'on étend sur un plan la surface enveloppée par le plan du cercle.

Il faut seulement supposer alors que chaque plan tangent, en se
rabat tant , en t ra îne avec lui le cercle correspondant et que, de plus,
l'angle y est évalué à par t i r d 'une direction donnée par la tangente à la
ligne su ivant laquelle se transforme l'arête de rebroussement.

L'équation des trajectoires se ramène immédiatement à une équation
de Riccali. Si l'on pose, en effet,

(35)

/. ,, . v COScr 4- usiner
a == îp 4- j r cil == ç ~r CT, A == —————j.————— ?K
^ v silia- —- u ooso- ac si no- —- ^coso- a

-R———' ^S-,B = ————„———, tang - == À,

elle devient
2 ^ ~ A X 2 - ~ 2 B X • ~ A .al

On déduit de la deux conséquences importantes :
i° La déterminat ion des trajectoires orthogonales sera complètement

obtenue si l'on connaît une seule de ces trajectoires;
2° D'après un théorème bien connu, le rapport anharmonique de

quatre solutions d 'une équation de Riccati est constant; ici ce rapport
sera indépendant de l\ d'autre part, tangS ou \ est le coefficient angu-
laire de la corde qui joint le point mobile M à un point fixe sur le
cercle; on est donc conduit à ce théorème :

ÏÏÏÉOKÈME. — Quatre trajectoires orthogonales coupent deux généra-
triées quelconques suivant deux systèmes dépeints ayant le même rapport
anharmonique.

Nous entendons par rapport anharmonique de quatre points d 'une
circonférence celui des quatre droites qui les joignent à un point arbi-
traire de cette circonférence.
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Si l 'une ou l 'autre des quantités A, B est nu l l e , l ' intégration est
immédia t emen t ramenée à une quadrature. On reconnaît aisément q u e
dans ce cas la ligne des centres se transforme en une droite lorsqu'on
planif ie la surface enveloppée par le plan du cercle.

" 2. Points centraux. — En suivant jusqu'au bout Fanalogie avec les
surfaces réglées, on est conduit à appeler point central un point où la
génératrice est a une distance maxima ou minima de la génératr ice
inf in iment voisine.

Ces points sont évidemment caractérisés par ce fait que la courbure
géodésique de la trajectoire orthogonale y est égale à zéro. Ils sont
donc déterminés par l 'équation

<m_
à^

ou
( R/ -+- u cos cp "+- ^ sin cp ) ( ç ces <p — u sin y ) -h p R cos y ( w -+- p R sin y ) =~. o.

On les obtiendra en coupant le cercle par l 'hyperbole équilatère
(RR/-1-" ux •+- cy) ^vx — uy) 4-/?R^^(^ + py} = o.

II existe donc sur chaque génératrice quatre points centraux; ils
sont, avec le centre, sur une même hyperbole équilatère; d 'où l'on
conclut que deux d'entre eux, au moins, sont toujours réels. Ils déter"
minent sur la surface quatre courbes analogues à la ligne de str ict ion
d'une surface réglée; mais qui, d'ailleurs, ne paraissent présenter
aucune propriété simple.

TROISIÈME PARTIE.
Nous nous proposons maintenant de déterminer une surface cerclée,

d'après une propriété générale imposée à ses génératrices.

L

L PROBLÈME < — Trower les surfaces qui admettent comme lignes géo-
désiques les trajectoires orthogonales d'une série de génératrices circulaires.
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Les points où la courbure géodésique de la trajectoire orthogonale
est n u l l e sont, comme nous l 'avons vu, sur l 'hyperbole équi la tère

(.RR'^- (^v -h ̂ j) ((\z1 — uy) 4-/?R2^•((p-l-J\}/) ~=- o.

Nous aurons les équat ions du problème en écrivant que cette courbe
est indé te rminée , ce qui donne

uv -=: o, ^ — u2 +/^R2 == o, IV c -+• //RIT' =. o, R' a =: o.

i° Si nous supposons IV^o, u doit être nul , et la seconde équat ion
exige ç7 == o, p==o; cette solut ion donne évidemment les surfaces de
révolu t ion ;

2° R' == o, u ̂  o, v •==- o. — II faut alors que p'Rw = o : ov p ne peut
être nul en même temps que ^, si uy£o; donc (F == o.

Dans ce cas, prenons, pour variable i n d é p e n d a n t e /, Farc de la ligne
des centres; nous aurons

u •=: 15

et la solut ion sera donnée par les équations

R == a, u •=- i, (.' •=. o, w •=- o, p =. - ?

a étant une constante arbitraire.
Interprétons ces relations; si nous nous reportons aux équations qui

donnent le point où la caractéristique touche son enveloppe, elles
deviennent, clans le cas actuel^

donc le centre de la génératrice est sur l'arête de rebroussement; le
rayon de torsion de cette arête est d'ailleurs — ou a, il est constant,
enfin le rayon du cercle est constant et égal au rayon de torsion, et son
plan est osculateur à la trajectoire du centre.

En résumé :
Le centre du cercle décrit une courbe à torsion constante; son plan est

oscillateur à cette courbe, et son rayon est constant et égal au rayon de
torsion de la ligne des centres.

Ces surfaces sont, avec les surfaces de révolution, les seules qui répondent
à la question.
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2. On sait déterminer, à l'aide de quadratures, toutes les courbes à
torsion constante. M. Serret a donné la solution de cette question(iwr
une Note de M. Liouvil le , à la suite de Y Analyse de Monge ;.

Nous en donnerons ici une autre, qui d 'a i l leurs s 'applique à une
quest ion plus générale.

Cherchons, en général, quelles sont les courbes pour lesquelles la
torsion est une fonction donnée de l 'angle t que fait la trace du plan
osculateur sur un plan fixe avec une direction donnée dans ce plan.

Prenons le plan fixe pour plan des xy\ en désignant par [j.\ H deux
fonctions de t, les coordonnées d'un point de la courbe seront données
par les trois équations

.•r cos / -+~ y s in t -4- ^.z 4- H ~= o,
— a' s in t -4- ,r cos t -\- [^ z -h H' =--• o,
— x ces / ••--y s in t -\- p//' z -\- W =-: o,

la première é tant celle du p lan osculateur, et les accents ind iquan t des
dérivées.

Si l'on pose<•> lL^^W•
on aura

3=-/(^

(? ) a := : ( ( J . /—H)cosf—(i -> . ' /—ir )s in^
y •=. ((-i./— II) smt -+- {i^'f— H') co&t;

d'où //„,
a^=V.f'wst-y.'/'sïac,

(f) . d^ .-= y-f'sint + v.'/' wst,

ê —f'^
La distance ds de deux points inf in iment voisins est donc donnée par

l 'équation
^^(i+^^-p/2)/'2;

d'ailleurs les cosinus directeurs de la binormale étant -.^==5 ~-^===r>yi + (A2 \/i 4- ̂
Ann. de l'Éc, Norm. 3° Série. Tome II. — MAI i885. 20
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—•^—^ j on aura, pourFanff le de torsion d^,
V'i-i-^

, , / , cost Y- / - s in^ \ 2 / , ^ V^•r2 = ( d —_=: -4- ( d -====== 4- ( ^ ~ _ _ )
\ V ' î -i- \^) \ V i -4- \^} \ V7! 4- ^2/

OU

A-^-^2.
( ï—l- î^ )

On en conclut, pour la torsion,
. ^^f^_

ds i -h- [J.2

Supposons m a i n t e n a n t qu'on se donne pour^ une fonction déter"

minée de t, savoir - ^ = = y ( ^ ) ; laissant la fonction y absolument arbi-
traire, on aura d'abord

puis, en intégrant l ' é q u a t i o n (a) ,

!Ï ==:—- cos^ î ((Ji + ̂ ) f(t) sin£d£ + s\nt ^ (^ 4- ^") y'(<î) cos/ ^/;

en po r t an t ces valeurs dans les équat ions (|3), on aura les é q u a t i o n s do
la courbe; on voit qu'il y subsiste une fonction a rb i t ra i re .

3. Revenons aux surfaces précédentes; si l'on subs t i tue à u, 9, <r,
p^ r, R les valeurs trouvées, on obt ient

M r,=i cos ̂ , N ::= ra — sin '?, Q ;= sin y, H rr-: i, V :::= -?,

a é tan t une constante et notre variable / é tant m a i n t e n a n t l ' a rc de la
t ra jec to i re du centre.

La dernière relation V ==• y exp r ime une propriété remarquab le de
ces surfaces, propriété qui, d 'ai l leurs, les caractér ise complè tement .
Si l'on cherche, en effet, à déterminer nos fonc t i ons de m a n i è r e a
avoir, quel que soitç,

(^ -4-nR sniîp
lang^ — /

on obtient immédia tement
ÎV -4- // ces co -h ( } si il ̂ ?

U =; I, t^ --•=.: 0, Cï-' •:=-: 0, f) R -r:: I , R/ i^:: o.
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Toutes les équations relatives à ces surfaces prennent une forme
p a r t i c u l i è r e m e n t simple*, celle des lignes de courbure, par exemple,
de v ien t

2 cet 21.= ra — sin ©.

Mais ce sont sur tout les trajections orthogonales qui présentent de l'in-
îérêt . Leur équa t ion est ici

a dy ==. ( s in a — ar) dl.
Soient

a, ?, T,
^ y, ^
< y, f

les cosinus directeurs de la tangente, de la binormale et de la normale
principale pour une trajectoire orthogonale donnée; soit enfin Ss l'élé-
ment de cette trajectoire; nous aurons, pour un déplacement effectué
le long de cette l igne,

5.2? := M cos 9 cil := ces2 y dl,
oy == M sin cp dl == sin y cos y dl,
3,s ==. Q dl ==: sin co dl ;

d^où
^,y := âf/, a :=: cos2^, ? = sinco cosîp, Y = = s i n t p .

Donc :
2 0 L'arc intercepté par deux génératrices circulaires sur une même

trajectoire orthogonale est égal à l'arc correspondant de la ligne des
centres.

D'autre part , la binormale, étant située dans le plan tangent a la
su r face , d'après la définit ion même des lignes géodésiques, sera la tan-
gente à la génératrice circulaire, et nous aurons

•o^ ==; — sin 'p, y ==: cos îo, ^f == o ;

on en déduira aisément

a^ -— siaîp costf, f^==—sin^, ^^costt».

Soit alors — la torsion; d'après une des formules de M. Serret, nous
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aurons
L— 1 ̂  — J_ d^RKdl — - — 1.
T ^" os cos y cil a 5

de là cette nouvelle propriété, qu i a été démontrée par M. Lie :
2° Chaque trajectoire orthogonale est à torsion constante; cette torsion

ne varie pas d'une trajectoire à une autre; elle est ^gcile à la torsion de
la ligne des centres.

On a une loi assez s imple pour la première courbure; si on la désigne
par -? on obtient

i _ T ^ï „. d ^ - ^ r p ^ d t î d^ } ^"~ —— ~ , . ^"" " 1— " " - - " 1 1 " 1 " , , - - - — . ..-~...-1 . - -—,..»— ^— „ , , _ _ .-~^ — _ '̂  1 1 1 ^
p y o.y al cos<p di a

et, en remplaçant <a?y par sa valeur tirée de l ' é q u a t i o n des trajectoires,

î _ a sin ̂
p a

4. Nous dirons un dernier mot re la t i f a u x lignes i so the rmes ; Péqua-
(ion ds == o est ici

i dl ~\- a d^> -|-~ ( ra --- sin. ̂  ) dl —. o.

Elle se ramène à une é q u a t i o n de Riccati; les lignes isothermes de
la surface seront donc connues, quand on conna î t r a une s o l u t i o n de
celte équat ion. A ce po in t de vue, les surfaces part iculières que nous
venons d'obtenir font part ie d 'une classe i m p o r t a n t e de surfaces d o n t
nous a l lons nous occuper.

II.

1. PROBLÈME. —- Trouver toutes les surfaces cerclées telles que la fonc'
lion H soit une fonction rationnelle de sin y, ces y.

Supposons qu'on ait
M^-h-O—P3 ,

P étant une fonction entière de siny, cosy, qui sera é v i d e m m e n t
l inéaire; soit '?

P :=„ a cos 'p -i-- b sin tp -i- c,
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on aura , pour tous les points du cercle générateur

(RR'4- u.c 4- t'j)2 4- (wR -h CTj)'2^. {ax -+- ^y 4- cR)'2,

en posant pR == n.
Cette équation devant être celle du cercle, on en c o n c l u t que les

deux droites AA", aa' délaya, i doivent être conjuguées par rapport
au cercle.

Écrivons que la droite

RIV -+" nx 4~ vy 4- ^(wR 4- vsy) -=- o

est tangente au cercle, nous aurons

( R' 4- àv )2 === u2 -h ( ̂  4- ̂  )2 ;

cet te relation devant avoir lieu quand on y change i en — ^ nous
aurons les deux relations

R'

(T'R/=^- pTFT.

Ce sont les conditions cherchées.
Le raisonnement précédent détermine, d'ailleurs, la fonct ion P; ce

ne peut être que la polaire ce' du point P de la figure; c'est, à un fac-
teur près,

. ,,, , . ,, àQ /., àM.
(TÏT !,V -— w^) ces ̂  4- wu sin 9 4- CT //- -= M ••-.- — U -.— •

Le raisonnement précédent suppose distinctes les deux droites AA\
aa'; si cela n 'avait pas l ieu, on serait, comme nous l ' avons vu, dans le
cas des enveloppes de sphères, qui d'ailleurs répondent évidemment à
la quest ion; nous verrons dans les questions suivantes que la p lupa r t
des surfaces que nous aurons à déterminer rentreront dans l 'une ou
l 'autre de ces deux classes.

Nous aurons besoin, dans la suite, d 'une propriété remarquable des
surfaces en question; elle consiste en ce que le numéra teu r

à(î àM
JlïJl —i"," ~~" \^ —TT"( î l ^ ai
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de -.y est lo.ujours d iv is ib le par P; nous a l lons démontrer ce théo-
rème.

' î. Observons que le centre ne peut j ama i s être fixe dans le cas
ac tue l , car la première des cond i t i ons trouvées donnera i t alors

\\' - u,

ce qui ne peut év idemment avoir l ieu que dans le cas du p l a n ; dès
lors nous prendrons pour var iable l l 'arc indéfini de la ligne des centres
et les condit ions trouvées deviendront

^2 ̂  (,2_^ (.p2^ ̂

^-t-IV^r,
('•nT== H'.'K' ;

deux des quatre fonctions qui figurent ici sont arbi t raires , et ces con-
d i t ions seront ident iquement sat isfai tes en posant

m := Sin a, R^n: COSsî, U •=- COS p, F •:.-= sîn P COSa, (F -r= si H S3 sill a ;

d'où
M -==. cosp cosîp 4- sinp cosa sîny 4" cos^,
Q =: sina(sinp -r- s inep) == s ina(s inp -h sin^),
N == p 4~sinp côsacoscp — cas (3 s incf ;

on vérifie aisément qu 'on a

H -==. P ==. ces a cos ^ cos cp •4-" sin p sin 9 -h-1,

Ceci posé, si l'on cherche à vérifier l ' i d e n t i t é

(M àQ »- Q àM\ == P(A cosy -h B sîn^ + G),
\ U t 01' /

on a, pour déterminer A, B, C, les cinq équat ions

B sin ? — A cos a cos ? == a' sin ̂  — y sin a cos [3,
A sm{B -(- B cos a cos ? = y! cos ̂  cos a ••+- y sin a sin^
Acosacosp + C z r r a ' s i n p -+- R7 sina cos a cos P,
A -4- C cos a cos P ==- a7 sin p cosp cos a + p/ sina^
B + C s m p = a ' ( I 4 - s i n 2 p ) .
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Or on [ire des trois premières

B =-= a^ C ="- -/ Si-. ?, A == y Sin a,

et II est aisé de s'assurer que ces mêmes valeurs de A, B, G vérifient
les deux dernières; le théorème est donc démontré.

En résumé, dans le cas où H sera ra t ionnel , et en laissant de côté
les enve loppes de sphère, nous aurons à remplacer u, v, w, ^, R par
deux fonctions seulement, les subst i tul lons à opérer étant celles que
j ' I n d i q u e dans le Tableau s u i v a n t :

Tir -;: s in a, R/ = cas %, // == coâ p, r == s in p cas a, ir =— s in p s in ^
(TTT^^B, p=.rR),

M ==: ces p cas '•f + si n p cas a si n f ? -l- cos a,
Q r"-: s i n. a ( s 1 n a — si n '••? ),

C T ) / 11 == P =----. cos[B cosa cos-f "h s inp sit1!^ + i ,
S =. p' sina cosî? ~r ^ sin c? -+- ^ sin ?,
N -:= p 4-" s in ? cosa cos^ — cos? s in'y,

r)V s inacos3 ^V S
> à^ '~~ I:» ^/ ~" P

Remarque. — Lorsque sin a = o, on en dédui t w == o, w = o et , la
caractéristique étant indéterminée, la surface se r é d u i t à un p lan . Si
l 'on a cosp == o, on obt ient une surface de quatr ième classe, engendrée
par le cercle oscillateur d'une ligne à double courbure, c'est-à-dire un
cas part iculier des enve loppes de sphères.

3. Sur les surfaces précédentes, comme sur les enveloppes de
sphères, les lignes de longueur n u l l e , dont la délerminat ion en t ra ine ,
comme on sait, celle des lignes isométriques, soni déterminées évi-
d e m m e n t par une équat ion l inéaire en siny, cos<p, réduct ible à une
équation de Riccati.

Les poin ts P == o ne sont pas des ombi l ics ; l 'équat ion des lignes de
courbure pourra i t , dans le cas actuel, être tout entière divisée par le
fac teur P. Il est impor tan t d'établir qu'en ces deux points l 'une des
courbures principales devient Inf in ie ; la surface n'admet, d'ailleurs,
aucun ombilic isolé,
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Les équations des ombilics sont, en effet,

âV -, àV
-^=0, ..-R^^o,

c'est-à-dire, dans le cas ac tue l ,
-, RS
P == o, a' — -y- == o.

Ces équations ne donnent évidemment aucun ombilic, à moins que
les deux fonctions S et P, linéaires toutes deux en s inp, cosy, ne
soient proport ionnelles, auquel cas il y aurai t sur la surface de cer-
ta ines génératrices particulières dont tous les points seraient des ombi-
lics, comme cela a lieu pour les enveloppes de sphères; mais il n'y
aura jamais d'ombilics isolés.

4. Nous rattacherons a u x surfaces précédentes celles pour lesquelles
la quant i té H2 est l inéaire en siny, cosy; pour qu ' i l en soit a ins i , on
do i t avoir

u^ •=. o, u^ ==. (.^4- •OT2.

En nous bornant t o u j o u r s aux surfaces réelles, nous aurons les deux
condit ions

r -^. o, u '-=:• w.

Elles e x p r i m e n t que le centre du cercle coïncide avec le p o i n t cc'n-
î r a l de l 'axe, et que son rayon est égal à l 'inverse du paramètre de dis-
t r ibu t ion des plans tangents a la surface des axes le long de cette géné-
ratrice particulière.

Nous appellerons surfaces à focale isotrope ce l les qui, sans être
enveloppes de sphères, donnent p o u r H une fonct ion l inéai re de s iny ,
ces y.

Pour justifier cette dénominat ion , j 'observe que le déplacement d ^ u n
foyer

x -==. ô, y ==: o, z --=: R \ / — i

est donné par les formules

3^ == u dl, ïy -=::- v dl —' vs \/-^~i dl, 8s; == w dl H- R' \/'— i dly
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d'où

^2+3j/2_^ ̂ -^(^-h ^^^,2__^__^2)^^,.3^C~7(^ÏV—— ̂ }dl\

La propriété caractéristique de ces surfaces consiste donc en ce que
la focale est une ligne de longueur nulle sur la surface des axes.

Pour que la focale se réduise à un point, comme cas particulier, i l
faut que âo-, §y, Sz soient nuls séparément, ce qui donne

|à •==. ^- ? tango. r= — ^/— .1!;
'2

mais on aurait donc
IVr^ COS a =cc

ce qui est absurde {dl ne pouvant être nul) .
Cherchons en particulier quelles sont les surfaces anallagmatiques

comprises dans la classe de sur faces que nous venons de définir. Les
formules qui expriment la fixilé du pôle sont, en général,

/^(,_^ivy ^
^ 4_ „.—————- + p ^- ̂  o,

\, pli ) r-05

f^\' ( W — — T O Ï V
(,, -^ _ ^ p ————————.-. = o.

\ p j vu

On a ici
o'r—rnW _. -. (y ,.. . o———_.— ̂  — R cos a cos p, — = i\ sin p.

/>« p

Si l'on substitue ces valeurs dans les deux équations précédentes et
qu'on y remplace en même temps R' par cosa, elles deviennent

(A) p cosa -h R(^:=:o, cosp sina -+- Ra^ cos p -4-- p sin p slna=:o.

Si l'on élimine p , on obtient une équation qui s'intègre immédia-
tement et donne

R sin a cos ? == a,

a étant une constante arbitraire.
Telle est la relation qui définit les anallagmatiques à focale iso-

trope. Le rayon de la sphère directrice, Jl, est d'ailleurs donné par
l'équation

X == R \/— i sina cos p ===: a \/~^~i,
Ânn. de VKc, Normale. 3° Série. Tome H. — MAI i885. 2î



l6:2 DEMÀRTRES.

La déférente est alors une surface réglée as t r e in te à couper une
sphère fixe su ivant une ligne de longueur n u l l e ; on peut obtenir aisé-
ment I n é q u a t i o n finie de toutes les surfaces réglées de cette nature. Je
reviendrai plus loin sur ces résultats (Problème V).

I I I .

PROBLÈME. — Trouver les surfaces cerclées telles que la somme des cour-
hures principales soit constante le long de chaque génératrice, et variable
d'une génératrice à la suivante,

1. La somme des courbures principales -S est donnée par l 'équat ion

orri^ / • \ rr> -o /^r ÔQ . /-v ()M\ ^ /',,. <)Q /. ()M.'\RIPS =- ( 2 T 5 T sine? 4- (Y') H2 4- R M — — 0 -,-r — N M — — 0 -,-• •\ ai ai ) \ à^ ^ o^ /

Si 2 est constamment égal à o, on ne peu t rien affirmer sur la forme
de la fonction H. J 'étudierai tou t à l 'heure ce cas pa r t i cu l i e r . En gé-
néral, 2 é t an t une fonction donnée de /, l ' équa t ion précédente montre
que H doi t être rat ionnel en s iny, cosy; c'est donc parmi les surfaces
à focale isotrope que nous devons chercher la solution, en laissant
d'abord de côté les enveloppes de sphères.

Si l'on fait alors la substitution indiquée dans le Tableau (T), on
trouve

_ sin a (a sm 9 -4-51.11?) P + RS — N sin a cas P
~~ K P ^ ~ — — " ' " ~

ou
Rs(cosa çosp cosy -+- sin P siny -+-1)2

•==. sin a (2 sincp --h s inp) (cosacospcost? -i-- smp sin 9 -(- i)
-t- Rd^sinacosy +a / sin y -h a/ sinp)
— sinacosp(p + sinp cosa cosep — cos(3sinî?).

Cette équation est du second degré en siny, cosy, c'est-à-dire de la
forme

A cos2^ +• aB sinycosy 4- Csia2^ -h aD coso 4" aE sinep 4- F== o;

comme elle doit avoir lieu quel que soit y, on doit avoir

A4"F=:o, A — C = o , B:=D:=E==o;
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ces cinq re la t ions dev iennent ici, toutes réductions faites,

Rs(i -+- ces2 a cos2?) •==. sin a sinjî 4- Rcc' sin {3 — p sin a cosp,
Rs(cos 2 a cos2? — sin2?) = = — 2 sin a sinp,
( R s s i n p -— sina) cas a cosjâ ==o,
2 R s cos a cos p = R y sin a,
2 RS sin ? =. 3 sina + R^.

Telles sont les cinq équations de condition qui donnent lieu à une
discussion facile :

i° a = - est à rejeter, car on a alors

2 ̂  R. sin p •=- 3, S R sin p = 2,

qui sont incompatibles;
2° De même (3 === ^ conduirait aux trois équat ions

R S -= sin a -î- R^ == 2 sin a =:=: 1 sma + -3 Ha',

qui sont encore incompatibles;
3° Reste la so lu t ion

Rs s i n p = sina.

Or, on voit aisément que sin? ne peut être n u l ; si alors on multiplie
la seconde de nos équa t ions de condit ion par sinp, el le devient

cos2 a cos2? — sin2? =.— 2 sin2 (3,

résultat évidemment absurde, si l'on se l imite aux valeurs réelles
de a, |3.

On conclut de là qu'il n'existe parmi les surfaces à focale isotrope
aucune surface réelle répondant à la question; et , comme H doit néan-
moins être rationnel en siny, cos'p, il ne peut plus y avoir que des
enveloppes de sphères.

Cela posé, sur une telle surface, une des courbures principales reste
invariable le long de la génératrice; donc, si la somme des courbures
reste constante ou, plus généralement, s'il existe entre ces deux élé-
ments une relation fixe donnée, les deux courbures principales seront
l'une et l 'autre invariables. En pareil cas, il est clair que la conique de
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M. 0. Bonnet devra se réduire à un cercle; la surface sera donc de
révolution. Faisons, dans l 'équation précédente,

CT :=: o, p ==o, u == o, r := o, n' ::= i,

ce qui revient à prendre, pour variable l, la distance du plan du cercle
à un plan parallèle fixe; il vient

dV RIVSi -̂ - j^ —„
<^/

Mais

on aura donc
R s m V =

d'où

dl f^^
dR 1v^

équation qui déf in i t

tang'V

le méridien de

cos V
dl .~ ^iï :

~ f^RcIR;

- ( ( mdt{\2

la surface.

2- Étudions maintenant le cas où ^ est constant et égal l\ o dans
toute l 'étendue de la surface; en d'autres termes, cherchons les sur-
faces mini ina à génératrices circulaires.

Si nous considérons d'abord le cas des enveloppes de sphères, nous
aurons la solut ion en faisant 2 === o dans le résultat ob tenu plus hau t ,
ce qui donne , en appelant G une constante,

dl _ C
^~V;;^Z^ '

c'est l 'équat ion d'une chaînette.
Revenons au cas général des surfaces minima; la relation donnée

peut s'écrire

^^-<î^-^-Q^')-M^,n»^w^.
Comme elle doit avoir lieu pour toute valeur de y, les termes qu i

contiônneïit en facteur une puissance impaire de cosçs divisés par
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cosy, donneront une fonction entière de s in<p qui devra être identi-
quement n u l l e ; les termes qui ne dépendent que de siny et cos2^ don-
neront une seconde identi té; or, parmi ces derniers, le terme du degré
le plus élevé en siny, c'est-à-dire le terme en sin3?, a pour coefficient
— ^{u2 4-^-1- ^r).

En nous l imi tant aux surfaces réelles, il ne peut être nul que si
^ == o, ce qui entraîne p == o.

L' ident i té devient alors

(r( c cosc? — u sincc-y2

-h R, [( wv' — wu' ) ces ? -i~ ( w' — m' ) sin ̂  4- IV ̂  — w R" ]
-h n'.' ( u cos cp + v s in c& 4- R^ )2 -4- n'3 == o,

Si l'on écrit qu'elle a lieu pour toutes les valeurs de y, on obtient
cinq conditions don t deux sont identiquement satisfaites et dont les
trois autres sont

„ ^,ç,â „. ̂ ^ ̂  R ̂  _ RIV ̂  _ ,̂, 1^/2 _ ^:,3 ̂  o,

R. ^(T^ — R wf^ -i- ••î (r^. R7 := o,
K(,(^ —Rtr t / ^ -aw^R'^o .

Les deux dernières s'intègrent immédiatement et donnent
wR^c^u, ^R^b12^,

a, b étant des constantes arbitraires. On en conclut- == const, c'est-
à-dire que le l ieu du centre est une courbe plane; notre axe OX é tan t
actuel lement indéterminé, prenons-le dans le plan de la courbe des
centres; nous aurons

P =: 0,

et la première de nos équations se réduira à

— wu^R^W— RRW— wR'1— «-?3^ o.

Prenons R pour variable indépendante; elle devient

.̂..t — 4^ |{^/4- ̂  4» (,p3 ̂  o.
a*

Considérant w2 comme une fonction de R2 , elle s'intègre immédia-
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îement, et, en désignant par c une constante arbitraire, on trouve

^_ • c^c ______cR2
<l "" ̂ ^^^^-^-^^^ • — ̂ /^^r^^^^

En résumé :
Le plan du cercle se déplace parallèlement à lui-même; le centre

décrit une courbe p l ane , et si l'on prend l'axe des oc parallèle au plan
du cercle, l'axe desy perpendicula i re , les équations du lieu des centres
sont

ca^dR , ' cir^R
ds === --—============-̂  ? dx •=- -—=-=====r=:-̂ -=^̂ ^ •

^2 p,'- ̂  ̂  jp „ ci ̂  ^ K4 -+- a'" K2 — c2 a2

On retrouve ainsi la surface min ima de Riemann.

3. La méthode précédente s'applique, pour ainsi dire sans modifi-
cation, à toutes les questions analogues. Si la condit ion imposée ne
met pas en évidence que H doit être rationnel en s iny, cosy, on cherche
s'il ne serait pas nécessaire que H2 fût du premier degré en sinp, cosy.
Il en est a insi , par exemple, lorsqu'on exige que le produi t des cour-
bures principales ne change que d'une génératrice à l 'autre. En lais-
sant de côté les surfaces de révolut ion, qui sont évidemment dans ce
cas, on est conduit à faire v = o, u === ̂  dans l 'équat ion de condi t ion .
On est ainsi condui t à reconnaî t re que nul le surface de cette na tu re ne
répond à la question.

Pour les surfaces de révolution, en appelant a2 le produi t des rayons
de courbure principaux, on a

cIV . „ RÏï-,7-sinV== —.-cli a^
OU

dV . .,, „ aRîV ,„ ,̂  ,,,.2 — sm v ces V == —•^— ( H cos V =-. R ) ;
Cti Ci"

on sera ramené à intégrer cette équation pour avoir le méridien.
Considérons, par exemple, le cas où a est constant, c'est-à-dire celui

des surfaces applicables sur la sphère; si z est l'ordonnée d'un paral-
lèle de rayon B, on a

tangV=^.
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L'équation précédente devient

a3 dz == ^R (v/ l̂̂ TT?- — 2 R2 ).

On retrouve la surface de révolution bien connue, applicable sur la
sphère.

On démontrerait de même que les seules surfaces pour lesquelles
une des courbures principales reste invariable le long de chaque géné-
ratrice sont les enveloppes de sphères. Il est inutile d'insister sur ces
calculs dont la marche est toujours la même et qui, d'ailleurs, ne
donnent ici aucun résultat intéressant.

IV.

PRORLÈME. — Déterminer les surfaces cerclées telles que l'inclinaison
d'une ligne'asymptotique sur la génératrice soit la même pour tous les
points de celle-ci, cette inclinaison pouvant, d'ailleurs, varier d'une
génératrice à une autre.

1. l/équation (21) des lignes asymptotiques est

/„ ON ^ àV . \ . , . „ dV . . . -,R -.7 — N .— -4- w smo sm21 4- a H — sm ( cos c -4- Q cos21 •==- o.\ al à^ * / à^ •

On voit que H doit encore ici être une fonction rat ionnel le de cosy,
siny; en laissant de côté les surfaces étudiées dans le § II, on ne peut
avoir que des enveloppes de sphères, et, comme ici Hnclinaison i déter-
mine le rapport des courbures, les surfaces cherchées sont de révolu-
tion. Si nous faisons dans l 'équation précédente

U == V =-"=- 0, T3 •==- p == 0,

elle devient

Or

donc

dVR -T,- sin2 i + PP cos2 i == o.al

w^IVtangV,

R dV sin21 •+- dR tangV cos 21 --= o.
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Soit z la distance d 'un plan du cercle à un plan parallèle fixe, on a

^RtangV===^j.

On en dédui t , sans diff icul té ,

pour l 'équation du méridien.

2. Il reste à examiner le cas des surfaces déterminées dans le pro-
blème II. Faisons la substitution indiquée dans le Tableau (T). En
posant

taiig^=A,

l ' identité précédente devient

A2 R ( y sin a cas ̂  4- ^ s in c? -{-.a7 sin ? )
— A2 sin a cos p ( p 4- sin p cas a cas y — cas |3 sin y )
4- ( a A s m a cos P "h sin a sin (3 ) ( cos a cos p cos y 4- sin ]B sin <p 4- i )

4~- (A2 4-1 ) si n a sin '.p ( cos a cos ? cos y 4- sin ? sin ® 4-1) ss o.

Celle identité est du second degré. Le ternie en sinycosy devant être
nu l , on a d'abord

( A2 -h-1. ) sin a cos a cos p == o,

d^ou l 'on dédui t , en remarquant que s i na==o donne un plan, et
cosjS = o des enveloppes de sphères,

Le terme en cosç devient alors
A^p',

et, comme il doit être nul, ? est cons tan t ; l'équation ne contient plus,
ces deux conditions étant supposées satisfaites, aucun terme en cos©.
Les termes en sin<p et sin2^ doivent alors être nuls, ce qui donne

(A^^s inpr^o , (A^jOsin2? 4-s inp==o, d'où (3 == o.
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Le terme en sinç? et le terme constant sont alors
(sA2-^-i) sine?, — A ^ - h a A .

II est impossible de les annuler ensemble dans le cas de surfaces
réelles, puisque p serait imaginaire.

On en conclut que les surfaces de révolution déterminées plus haut
sont les seules qui répondent à la question ( l t ) .

V.

PROBLÈME. — Trouver les surfaces telles que l'inclinaison des lignes de
courbure sur une génératrice circulaire soit invariable tout le long de cette
génératrice.

1. Soit i l ' inclinaison donnée; si l'on pose — = = c o t 2 ^ on devra
avoir, pour toute valeur de y» ( ï 8 ) ,

^jàV ,, àV ^àVAIï -y- -1- R — — (r -- N -.— == o.d^ 01 </îp

Les surfaces enveloppes de sphères répondent évidemment à la
question si A est constamment égal à o. Si A n'est pas nul, la surface
doi t être une des surfaces à focale isotrope étudiées dans le pro-
blème II, car H doit être une fonction ra t ionnel le de siny, cosy.

Faisons alors la subst i tu t ion indiquée dans le Tableau (T); nous
aurons

(A, sina ces? — s inas inp) (ces a cosjî cosc? -h s inp sinep + i)
. •+• RÇp^sinacoSîp -+~ y/ siny -+- ^ s inp)

— sina cos(B(p -4- sinp cosa cosy — cos? sincp) ss o.

Cette relation, linéaire par rapport à siny, cosy, donne les trois
équations de conditions suivantes :

(As inacosp -— smasin(S) cosacosp -f- R é s i n a — sinacosasm|3cosp'= o,
(As inacos jB- - s inas inp) s inp -h-R^4- sina cos2P-=o,
(As inacos[B — s inas inp ) +Ry/s in i3 — p s i n a c o s p = = o .

( î ) Nous avons laissé de côté l'hypothèse A2^-! === o; on s'assure aisément, en la trans-
portant dans ridentité à vérifier qu'elle entraîne sin^cos(3 = o.

Ann. de l ' É c . Normale. 3°Série. Tome IL-- MAI i885. 2^
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Éliminons A pour avoir les condit ions qui ye rappor tent à la n a t u r e
même de la surface, nous ob tenons

R oc.' cos ? -(- sin a cos P -l- p sin a sin (3 :-= o, R p' 4- p cos a =: o.

Ces deux r e l a t i ons sont précisément les équa t ions (A^) de la page 161;
elles e x p r i m e n t que le pôle est fixe et, par su i te , que la surface est
une a n a l l a g m a t i q u e .

Comme d 'a i l leurs la focale est isotrope et qu ' e l l e coïncide avec l ' in -
tersection de la sphère directrice et de la déférente , cette focale doi t
se réduire à des génératrices de la sphère en ques t ion ; ces cond i t i ons
sont d'ailleurs suffisantes et l'on est conduit au théorème su ivan t :

THÉORÈME. — Les seules surfaces dont chaque génératrice circulaire
coupe à angle constant toutes les lignes de courbure sont les surfaces
anallagmatiques telles que la déférente et la sphère directrice se coupent
suivant un système de droites isotropes.

Le nombre des génératrices composant r intersecl ion de la d i rec t r ice
de là déférente ne saurait être égal à 3; du moins, dansée cas, la défé-
rente étant réglée et admet tan t trois directr ices recti l ignes serait déter-
minée et coïnciderait avec la sphère directrice; les sphères hitangentes
orthogonales seraient toutes de rayon n u l et leur enveloppe se rédui-
rait à la directrice même.

Si l ' intersection se compose de deux génératrices de la sphère, elles
sont nécessairement, du même système; sinon elles se r encon t r e ra i en t
et, la déférente se réduisant à un plan, l 'enveloppe serait une droi te .

On devra donc prendre pour intersection deux génératrices du même
système D, D' de la sphère. Une droite s ' appuyan t sur D, D' et astreinte
à rencontrer une courbe fixe et d'ailleurs arbi t ra i re c engendrera la
déférente.

2. Le problème est résolu dans le cas général el la solut ion dépend,
comme on le voit , d ' une fonction arbi t raire; la nature de la courbe c,
lorsqu 'on assujettira la surface à une condit ion restrictive quelconque,
se déterminera par une intégrat ion qui , en général, ne présentera pas
de di f f icul té .
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Supposons qu'on veuil le , par exemple, que l ' inclinaison i, déjà
constante le long de chaque génératrice, soit invariable sur toute
l 'étendue de la sur face ; on obtiendra immédia tement une nouvel le
intégrale. Pour le faire voir, reprenons la question du commencement ;
les trois équa t ions de condit ion peuvent , comme on le voit a i sément ,
être mises sous la forme suivante :

p ' s i n p y/ces y. ce s a
cosp si il a K 11""11""1" '

y.' cosx jS^A sin p cosp -4- cas2? — sin2^
sin a ( A cas p — 2 sin p ) ces p

p =: ( A cosp — 2 sin p ) cas j3.

La première s'intègre dans tous les cas (IV •===• cos%) et donne

R, s in a cosp = a,

a .éUint une constanle arbi t ra i re ; elle d o n n e , sous une aut re forme, la
. so lu t ion générale déjà o b t e n u e .

La seconde s ' intègre dans le cas où A = const. , et l ' intégrale
m

n cos p (A ces ? —- 2 sin p ) sin.2 a =: /;?,

où m, n sont deux nombres arbitraires, complète alors la so lu t ion .
L ' in te rp ré ta t ion géométr ique de cette nouvel le intégrale ne pa ra î t

donner aucun résul ta t i n t é r e s san t ; observons, c ependan t , qu 'on peut
en d é d u i r e une relat ion équ iva l en t e très s imple , savoir

En ou t r e , on peut obtenir le rayon en fonct ion de l'arc /de la trajec-
toire du centre par une nouvel le intégrat ion; en effet, si l 'on observe
que cosa == R' et qu 'on élimine ^ entre les deux intégrales déjà obte-
nues, il v i e n t

^n^Ï^W^— m2R4+ a/^mA, -i- '2^2)R2— /^ a11 (A11 '1 -h- 4).

On voit que R2 s'exprime à l 'aide de fonctions s implement périodiques
portant sur la variable /. Des lors toutes les fonctions inconnues dont
la question dépend se t rouvent complè tement déterminées*
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3. Particularisons autrement la question : sans rien préjuger sur la
fonction. A, supposons qu'on veuille que R soit constant.

On aura alors
R':= COSx= 0, a = = ^ ;

l 'équation Rp '+p cosa -== o donnera v' *

p -==. const.

Mais alors les deux dernières équat ions de condi t ion (p . 169) montrent
que p et A sont tous deux constants. La surface obtenue ici est donc
tout à fait particulière et rentre dans celles du numéro précédent.

La solution est, en somme, donnée par les équations

cos8=-î^ ^=cosp, ^=o, tT'= sin [à, p-=i-^-, r-=.— -^colp,
il SX 1.1

\^ ^———y tan^îU^sinajB.
sin p cos p 0

Interprétons ce résultat.
Le point P a pour coordonnées t!

x == o, y = = — - = : — R sin (3, ^ ---=: o ; •

le plan du cercle enveloppe un cône de sommet P et le centre s'ob-
tient en menant une perpendiculaire dans chaque plan tangent à ce
cône, par le sommet P, à la génératrice correspondante , cette perpen-
diculaire étant égale à Rsin?.

D'autre part, le rapport — mesure la tangente du demi-angle au
sommet du cône osculateur à celui qu'enveloppe le p lan mobile. Ce
rapport étant ici constant, le cône en question est de révolution et son
demi-angle au sommet 9 est donné par la relation

lang'O ==•-— cot^.

On en conclu t que la droite PO décrit un plan perpendiculaire à
l'axe du cône enveloppé par le plan du cercle; sa longueur est con-
stamment égale à B sinp, l'axe du cercle fait avec celui du cône un
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angle égal à fï. La déférente est donc un hyperboloule de révolution à
une nappe,

Si l'on prend pour axes trois droites rectangulaires PX, PY, PZ,
dont l'une, PZ, coïncide avec l'axe imaginaire, l 'équation de la défé-
rente sera

X^ -h Y2 — Z2 lang2 ? = R2 sin2 (3,

ou, à cause de cos? == -p

(X2 + Y2 -h- Z-2 + R2 ) a2 = R2 (Z2 -+- R2 ).

L'équation de la directrice sera d'ailleurs, son rayon étant égal à ai,

X2"^Y2-^-Z2-^-aâ=:o.

La surface est un tore, les génératrices circulaires étant ici les sec-
lions faites par les plans bitaogents; on peut donc énoncer le théorème
suivant :

THÉORÈME. — Le tore est la seule surface engendrée par un cercle de
rayon constant, et telle que, dans chacune de ces positions, ce cercle coupe
sous un même angle toutes les lignes de courbure.

VI.

1. Surfaces isocycliques. — J'appelle isocyclique une surface qui est
divisée en carrés infiniment petits par une série de génératrices circu-
laires et leurs trajectoires orthogonales.

En général, pour qu'il en soit ainsi, il est nécessaire et suffisant que
l 'équation des trajectoires orthogonales

N cil "h R d^ =: o

admette un facteur d'intégrabilité de la forme -y? A étant une fonction
de /; en d'autres termes, il faut qu'on ai t

. /AN\ , /AR\^w ̂ w
f>f ""' 01
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Je ne traiterai pas le problème dans le cas général et me contenterai
de faire la remarque suivante : l ' équat ion précédente n'est qu'en appa-
rence du troisième degré en siny, cosy et se réduit , dès qu'on effectue
le c a l c u l , à la forme

A sin2 y 4- B sin o cos cp 4- C cos2 y 4- D sin cp -h- E ces cp +• F == o ;

elle donne donc, en écrivant qu'elle a l ieu pour toute valeur de y, cinq
équat ions seulement entre les fonct ions inconnues qui sont ici au
nombre de six; la solut ion doi t donc être beaucoup moins restreinte
qu'elle ne le para î t au premier abord.

Je me bornerai à résoudre le problème dans deux cas : les enveloppes
de sphères et les surfaces à focale isotrope.

2. Dans le cas des enveloppes de sphères» le facteur d ' in tégrabi l i té
doit être de la forme ^? et l'on doit avoirM

, /..r àM. - y c)N\ ,,.. ., .„ ,,. <)M'A N — - — M — + ( HA y. M. — AH -ry •-= oV à^ à^ / v / ai
ou

A ( p ^ c o s ^ + R / î • î s m - f 4 • - v1) 4 - ( IUy(^s in t f -h-R') — ARÇR^- ^ sinîp) ^o;

d'où l'on déduit les trois équations de cond i t ion su ivan t e :

A p ^ = o, AR7 (.' + RA^ c - AR ^ == o, A ̂  — ARR' + IV (AA)' = o.

A ne pouvant être nul , nous aurons

V :=r. o OU p == 0.

Si l'on avait v = o, on en conclurait R' === o ou p == o, à cause de la
relation wv ^pRR'; enfin, si R'=== o, on doit supposer p == o.

On retrouve ainsi les surfaces de révolution et les surfaces canaux.
Supposons maintenant p == o ; la seconde équation peut s^écrire

W- A7 ^
/) r^ _ —— f\

R + T ' v ~ '
d'où, en intégrant,

r — a A R 2 ,
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a étant une constante. Portons cette valeur dans la troisième équation,
elle devient

AWR4-- ARR^-h RR^V-h- R^A^z o.

Pour l 'intégrer, posons
k / I R / .A--/-JP

nous aurons
aV^R-i- /^R^o.

Il faut rejeter la solution W = o qui donnerait

A'WR^o.

Nous avons donc, en intégrant ,

yi^^R2-^

b étant une nouve l le constante.
Le problème est donc résolu par les équations su ivan tes :

, [V i aREV ,,_
p := 0, A. rrr — —======= ? ^ == -•-=======? ^ =: 0, (ï 't.7 ==•• /^RR' .

^ '^R 2 —/^ ^R 2 —^

In terpré tons cette solut ion :
p == o i n d i q u e que le plan du cercle générateur enveloppe u n

cyl indre . Cherchons-en la section droite : le poin t où OY rencontre la
caractér is t ique a pour coordonnées

n^
.z-=o, y=z—y ^:_o.

On a

Or ici
$.z" =„ o, oy == ô, oy =,„: (.' <î// — ( — ) dl.

w '

s7^

^^ ̂  ̂ Yj-^^-"^ /^V_ aRR^

/? ^ V./^/ 1 ^R2—^4-

donc ôy == o$ donc enfin le plan du cercle tourne au tour d'une dro i te
fixe L.

Il en résulte que le centre de la sphère enveloppée décrit une courbe
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si tuée dans un plan perpendiculaire à L. Comme la solution laisse
subsister une fonction arbitraire, cette courbe déférente pourra être
choisie d 'une manière quelconque.

Le centre C de l'enveloppée a pour coordonnées

^=o, j==o, 5=:-.

Soit K le point où L rencontre le plan décrit par ce point C; ses coor-
données sont

on en conclut
( .̂+- (,,̂

KC"= p-

Mais le rayon ̂  de l'enveloppée est lié à R par l 'équation

^^Râ^^,
P '

On aura donc

jr=^R^ ̂  =^~^+fIWY=^-^+ ̂ =^ =^- ̂
/^ \ v ) ce a1'

donc l'enveloppée coupe orlhogonalement une sphère fixe, et l'on
ob t i en t le théorème suivant :

THÉORÈME. — En laissant de côté les surfaces de révolution et les sur-
faces canaux, les seules enveloppes de sphères qui soient divisées en
carrés par leurs lignes de courbure sont définies par les deux conditions
suivantes :

ï° Le centre de l'enveloppée parcourt une ligne plane;
2° Cette enveloppée coupe orthogonalement une sphère fixe ayant son

centre dans le plan de la courbe des centres.

Remarque. — II est bon d'observer que les lignes de courbure s'ob-
t i ennen t immédia tement ; si l'on intègre l 'équation

R d^ -h v ces o dl == o,
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^^+logtang(^J)=:o

ou
/T: îp\ /" a^R

loe' tanû' -7 — -L 4- / —====== ==- o.to ^V, a y j ^/ow"^

On peut , d 'ail leurs, remarquer que r»—^: est un facteur d ' intégrabili té
et que, par su i te , l 'équat ion des trajectoires peu t aussi s'écrire

,.. R cosy>== const.

Ces deux intégrales sont évidemment identiques.

2. Surfaces à focale isotrope. — Reprenons l 'équation générale

^-"c'^1''^-""1'"'-
Si nous y faisons la substitution indiquée dans le Tableau (T), elle

devient
«

— A (ces a cosp cosîp -h s inp sincp -\~ i) ( s in jâ cas a siny -l- cos? cosc?)
„_ A ( p + sin p cos a cos c? — cos ? sin © ) ( sin p cas 9 — cas a cas ? sin t? )
— (HA./ (cosacosp cosîp -i- sin ̂  s in^ -4- î )

+ RA[y cosp siny + (cosa cospy sin^] = û,

l 'accent i n d i q u a n t toujours une dérivée prise par rappor t à /.
Cette relation est de la forme

a ces2® 4- b sia;? cos'f 4- c sin^f 4- cl cos^ -h e sino 4-y == o,

et, pour-qu'el le se réduise à u n e ident i té , il faut qu 'on ait

^=o, rf=o, c==ô, a4-c==;o, a—/==o ;

la première équat ion a l ieu d 'el le-même, ainsi que la qua t r i ème . 11
Ann. de l ' À c , Normale. 3" Série. Tome II.— MAI i885. 20
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reste donc seu lemen t trois condit ions, savoir :

(RAy-t-Acosarr: o,
—• A sin ? cosa -h Ap cas a cos (S == (RAy sin (3 — RA ̂  cas (3,
—Acosp—Aps inp^RAycosacosp -^RAHcosacos? ) 7 .

Si l'on remplace, dans les deux dernières, (RA) 'pa r — Acosa, elles
deviennent , toutes réductions faites et suppr imant la solution sina = o
qu i donnerai t un plan ( 4 ) ,

pCOSa+Rp^o,

p sin (3 sin a -+- cos (3 sin a -i- Ra' cosp== o.

Ces relations sont précisément celles qui définissent les surfaces
anallagmatiques à focale isotrope. Donc :

THÉORÈME. — Les seules surfaces cerclées à focale isotrope qui soient
décomposées en carrés par les génératrices circulaires et leurs trajectoires
orthogonales sont les anallagmatiques dont la déférente et la directrice
se coupent suivant une ligne de distance nulle.

Remarquons enfin que le facteur d ' in tégrabi l i té A

ob tenu , car ia première équation de condi t ion d o n n e i m i n é d i a t e f f î e n t
Remarquons enfin que le facteur d ' in tégrabi l i té — est immédia tement

. _ m
^^w

m é t an t une cons tan te arbitraire; la fonct ion

mp^(NJ/+RJcp)

sera donc une différentielle exacte.

3. Les surfaces q u i répondent aux deux dernières questions sont
anal lagmat iques; la déférente est réglée et coupe la sphère directrice
suivant une l igne de longueur n u l l e . Il est nécessaire de donner, sous

. ( 1) Notre méthode s'applique sans modification à Pétude des systèmes de cercles situés
dans un plan. Ici on retrouverait aisément la solution connue de ce problème : Diwcr an
plan Gît carres par une f/crie de cercles et leur/f trajectoires orthogonales.
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forme finie, l 'équation générale des surfaces réglées qu i coupent une
sphère suivant une pareille ligne.

La surface réglée devant être réelle, la sphère sera imag ina i re ;
sinon, toute droite réelle, astreinte à glisser sur une génératrice de
cette sphère, glisserait également sur la génératrice conjuguée; la
déférente serait alors, ou un p lan , ce qui réduirait l 'enveloppe des
sphères a u n e droite, ou un cône. Mais ce dernier cas ne peut se pré-
senter; la focale, en effet, ne peut se réduire à un poin t , car les coor-
données du foyer satisfont à l ' équat ion

5.̂  == dl cos P,

et cosp ne peut être nul pour aucune des surfaces considérées.
Soit donc

^2 4-.j2 ̂  ^2 ^_ ^2^ Q

l 'équation de lasphère directrice. Choisissons sur cette sphère la géné-
ratrice

x + ly = o, z == ai.

Pour qu'une droite réelle
x == m z 4- p , y ==. n z 4- q

rencontre constamment cette génératrice, on doit avoir
p = cm, q == — am,

Les équations de la droite mobile seront 'donc de la forme
x ••^=- mz -}- a/î, y --= n z — am,

et Inéqua t ion générale des surfaces réglées cherchées sera, dès lors,
cp(^- — ay, zy •+• ax, a2-4- ̂ ) ==. o,

o étant une fonction homogène quelconque, à trois variables.
On obtient ainsi, sous forme finie, les intégrales des problèmes pro-

posés; cherchons les cyclides qui répondent à la question; si l'on
choisit pour y une forme linéaire, la déférente est un paraboloïde.

On peut aussi prendre pour cp une forme quadra t ique particulière,
savoir

A [{xz — ay)2^- {yz -h ax^~\

•+• a [B (xz — 07) "+- C{ys -+- ^.z-)] (^ -(- a2) +1) (^ + a2)2^ o.
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En effet, z2 -h- a2 apparaî t alors en facteur et, en le suppr imant , i l
reste un hyperboloïde à une nappe. Si B et C sont nuls, la surface est
un tore. Sinon la directrice touche la déférente en deux de ses ombil ics
et l 'enveloppe est une cyclide de Dup in .

NOTE.
Quelques-uns des résultats établis ana ly t iquemen t dans la seconde

Partie de ce travail sont susceptibles d 'une démonst ra t ion géométr ique
q u e nous croyons devoir i n d i q u e r r ap idement .

Sphères bitangentes. — Soient G, G' deux génératrices circulaires
situées dans des plans Q, Q' et S une sphère quelconque passant par G;
cette sphère coupera G' en deux po in t s M ^ , M\ et la corde M/M/, coupera
la droite d ' intersect ion de Q et (Y en un poin t P, qu i sera d'égale puis-
sance par rappor t aux deux cercles considérés. Ce p o i n t restera fixe
quand on fera varier le rayon de S; c'est le centre radical de G et G'.

La sphère S é tan t supposée fixe, supposons que G7 se rapproche indé-
f i n i m e n t de G; M i , M, t endron t vers des points déterminés M, M' de G,
et F, vers un p o i n t P situé sur la caractéristique du p lan Q; la corde MM'
ira passer par le p o i n t P [fig. 3). Donc chaque poin t pris sur l'axe OZ

du cercle G est le centre d 'une sphère tangente à la sur face cerclée en.
deux points de G; toutes les cordes de contact sont concourantes ;
toutes les sphères de deux séries consécutives coupent orthoçona"
lemen t une sphère f ixe ayan t P pour cent re ; d ' a i l l eurs , à une sé-
cante MM', correspond u n e splière bi langente , et une seule» et réci-
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p r o q u e m e n t ; M, M' forment ce que nous avons appelé un couple de
points conjugués ( 1 ) . En ces deux points les plans tangents font des
angles égaux avec le p l an Q et, par su i t e , coupent l 'axe OZ au même
point ; leur dro i te d'intersection trace deux divisions homographiques
sur OZ et sur la po la i re CC/ de P; elle décrit donc un hyperboloïde.

Points remarquables. — Si la sphère bi tangente se rédui t à.un p l a n ,
la corde MM' devient la caractéristique AA' du plan Q; en A, A' les
normales à la surface sont parallèles à OZ, et le cercle G est tangent à
une l igne asympto t ique de la su r face .

Si S admet G comme grand cercle, la corde M/M',, qui est toujours ,
dans l'espace, pe rpend i cu l a i r e à la d ro i t e menée d u centre de S au
centre de (7, au ra p o u r l i m i t e la perpendicula i re menée de P à la tan-
gente de la l igne des centras 0, projetée sur le plan Q; cette droi te est
celle que n o u s avons appelée axe radical; les points a, a' qu 'el le déter-
mine son t ceux où la n o r m a l e à la surface est tout , entière dans le plan Q.

Cherchons les p o i n t s ou la généra t r i ce G touche une l igne de cour-
bure; de pa r t et d ' a u t r e d 'un tel point , i l doit s'en trouver deux infi-
niment voisins, tels q u e la corde q u i les j o i n t soit p e r p e n d i c u l a i r e à la
dro i te d ' in te rsec t ion des p l a n s tangents correspondants; mais alors ces
deux plans tangents sont également inclinés sur le plan Q : les deux
points d o n t nous p a r l o n s sont donc conjugués; les points clé courbure
sont donc les points de contact des tangentes issues de P.

Surface des normales. — Cherchons enfin la surface 2, lieu des
normales aux différents p o i n t s de G. La trace de cet te surface sur le
plan Q se compose du cercle G et des deux diamètres Oa, Oa'; cela
donne en tout un lieu du quatr ième ordre, et, comme chaque poin t de
ce l i e u , sauf a,, r/.\, est ce r ta inement un point simple de 2, celle-ci est
u n e surface du qua t r i ème ordre; cela résultera d 'a i l leurs de ce q u i su i t .

Cherchons les points doubles de 2; de chacun d'eux par tent d e u x
normale^ ayan t leurs pieds sur G; comme tou te normale-doi t rencon-
trer OZ, la l igne doub le se scinde en deux : d'une par t , l 'axe OZ qu i
correspond aux couples de points conjugués; d 'autre part, le lieu des
points d'où l'on peut mener deux normales a y a n t leurs pieds diamétra-
l ement opposés.

( l ) II est entondu que nous laissons do côlô le cas des enveloppes de sphères.
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Or ce dernier lieu a, sur OZ, un point bien déterminé correspondant
au cas où les pieds des normales sont à la fois conjugués et d iamétra-
lement opposés et, par suite, appar t i ennen t au diamètre PO. Soit H ce
point; si nous menons par OZ un plan quelconque, il coupera le l ieu
cherché en un p o i n t unique distinct de II; donc ce lieu est une conique;
el le coupe l'axe OZ en H et la génératrice G aux deux points a^ d^ Son
plan est ainsi déterminé; il rencontre les parallèles à OZ, menées par
A, A/ en deux points qui achèvent de définir la conique.

Cette courbe, l 'axe du cercle et le cercle lui-même const i tuent les
trois directrices de la surface cherchée.

Ce qui précède met en évidence une série de coniques appar tenant à
la surface des normales; en effet, le plan mené par le centre d'une
sphère bitangente et la corde des contacts correspondante coupe la
surface suivant une courbe du quatrième ordre composée des deux
normales et d'une conique.

Toutes les coniques ainsi obtenues s'appuient en deux points sur la
conique double et rencontrent constamment les deux droites aa^ a'^»
Leurs plans enveloppent un cône ayan t pour sommet P et pour équa-
t ion, dans notre système de notations,

{uœ + vy + wz + m'y= W(w +py}z.

ERRATA.
Page 145, ligne 11, et page 147? ligne 10, au lieu de Ribaucour, Usez 0. Bonnet.
Page ï5o, ligne 4 en remontant, mettre après le mot anharmonique un renvoi ( i ) et la note

suivante :
(1) Ce théorème a été donné par M. Ribancour pour le cas particulier des enveloppes

de sphères.


