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MEMOIRE

SUR LA

COMPOSITION DE POLYNOMES ENTIERS

QUL N ADMETTENT

QUE DES DIVISEURS PREMIERS I’UNE FORME DETERMINEE

(Suite);

Pac M. A. LEFEBURE,

DOCTEUR 1S SCIENCES, INSPECTEUR ' ACADEMIE HHONORAIRL,

CINQUIEME PARTIE.

Les polynomes 11,,,,5. ., peuvent étre compris dans une formule géné-
ale. Soienl toujours

R=nms...r, T = ntmhsk.. .1,

U — (:”l—vl”,h——l_\-h—I.”,.}'-l V — l)n"'nl’""‘.v‘—‘.“I"u' -1

I ’

% le nombre des facteurs de R C, D des nombres quelconques premicrs
entre eux. Désignons par P, (U, V) le produil de facteurs représentés
par U¥ — V¥, dans lesquels p. exprime successivement toutes les com-
binaisons p & p des ) facteurs de R. Ainsi I’on a

Pyumr (U, V) == (Unm— Vamy (Unr — Vory (Umr— Yinr),

Pramr(U, V)= (Ur—V#) (Un—Vm)y(Ur—Vr),

Poumr(U,V)y=U—=V,

Les polyndomes II sont donnés par la formule suivante :

Py p (U, V) o Py (U, V) Py (UL V)

(1) = b (0 V) e Pan(U, V) Pon(U, V)

Les indices %, %, 2, ..., 3, 1 des facteurs du numérateur sont de

dnn. de ' Ee. Normale. 3% Série. Tome 11. — Avni 1883. 1



1 i A. LEFEBURE.

méme parité, it en est de méme pour le dénominateur. Pour fixer les
idées, j’ai supposé X impair, de sorte que les indices impairs sont au
numérateur, et les indices pairs au dénominateur.

Lorsque T est impair dans les diviseurs H'T + r qui composent ITy,
on obtient de nouveaux polynomes dont les diviseurs sont toujours de
méme forme, si 'on change V en — V dans la formule (r1).

La démonstration de cetle proposition est analogue a celle qui a con-
duit & cette formule. Elle présente seulement quelques modifications
dans le cas ol T ne contient qu’un seul facteur n’; cas qui a é(é "objet
de la premiere Partic de ce Mémoire. Je vais m’y arréter.

On a démontré, dans cette premiere Partie, que les diviseurs pre-
miers de la fonction F, (U, V), ¢'est-a-dire de

Jr—1 - Un—-2V T UV11—2+ Vn,—-l,

dans laquelle U =C*"", V=D""", sont de la forme H'n‘+ 1. Je me
propose d’établir que le polynome U~ — U*2V 4 ... — UV+=2 4 V21,
que je représente par F,(U, — V), a pour diviseurs premiers des nom -
bres de méme forme H'nf + 1.

Je suppose D =1, d’ot V=13 le cas général, ol D aurait toute autre
valeur, s’en déduirait, comme on I'a vu dans la premiere Partie.

Soit p un diviseur premier quelconque de F,(U, — V), il est de la
forme Hr + 15 je démontre d’sbord que H est un multiple de n. En eflet,

on a
Fo(U,—1)=o0 (modp), Ut-+1=o0 (modp).

Cette derniere relation s’obtient en multipliant F, (U, — 1) par U + 1.
U est une puissance ni®¢; soit a,, le résidu de U divisé par p, a dési-
gnant la base des résidus, on a

U=a, (l]lOd[)), Appn=pP — 1.

Cette valeur du résidu a,,, se déduit de la relation U” + x:—;—so(mod[)’).
a, ne peut étre le résidu négatif — 1, ou, en d’autres termes, p — 1,
car F,(U, — 1)=o0 (mod p) donnerait n==0(mod p), ce qui est impos-

e : i . .
sible. Ainsi I'on ne peut avoir m = —; a, ne peul étre I'unité, car, en

I"élevant a la puissance ni®¢, le résidu a,,,, que I’on obtiendrait, serail
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encore I'unité, et 'on a vu que ce résidu est p — 1. On n’a done pas
m =1

Désignons par r et s deux nombres de méme parité, pairs par
exemple, et dont la différence soit 2; a,;, @, soot des résidus dif-
férents. En effet, s’ils sont égaux, il faut que leurs indices soient
¢gaux, ou que la différence de ces indices soit un multiple de H. Les
mdlces ms, mr ne sont pas égaux, puisque s et r sont des nombres dif-
férents. Il faut done que

ms—mr=:H, m(s—r)=c:IU, am=cll

Comme m est moindre que II, il faut que 2 soit plus grand quee, d’ot
[} . . . '

s=1, m= > cequi n’a pas lieu, comme on l’a vu. Ainsi a,,, a,, sont
des résidus différents. De plus, élevés & la puissance ni®¢, ils donnent
deox résidus @ Apr, €gaux, égaux i 'unité, puisque r et s sont
pairs, et en vertu de @, =p — 1. On est donc dans le premier des
deux cas dont il est fait mention dans la premiere Partie; donc H est
divisible par n et p est de la forme IW'7n* + 1.

Nous nous sommes appuyé sur ce¢ que I'indice du résidu négatif — 1

1

est - BEn effet, si dans les — groupes de r résidus, qui comprennent
tous les résidus des puhsances ni®e des nombres divisés par p dont
il est fait mention dans la premiere Partie du Mémoire, on fait r = 2,
ces groupes deviennent

W@ w=p, A =P, o, duckag=p.
2 2 )

Il en résulte que les indices de deux rwulus égaux et de signes con-
traires ont toujours — T ou un multiple de I pour' différence. Comme a
représente le rcsnduyn, ay est donc le resulu négatif — 1 ou, en d’autres
termes, p — 1. )

Je remplace U par sa valear C*7"dans F,(U, — 1) et dans U"+1, il

vient
F, (G~ —y==0 (modp), C*-+1==0 (modp).

Je désigne par a; le résidu délerminé par C*, de sorte que I'on a

rE=ag (modp), CF7'= agu-: (mod p), CF'== dagp- (modp), dgpe-r=—1.
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La derniere relation se déduit de C*'+ 1=o0 (modp). Le résidu a,, . ne
peut &tre le résidu négatif — 1, car, §’il était — 1, la relation

F,(C*™', —1)=o0 (modp)

donnerait
n=o (modp),

ce qui est impossible. Mais, sl on I'¢leve & la puissance 2i®¢, il conduit
au résidu — 1, en vertu des a,,-, = — 1. Donc a,,._. est 'un des résidus
de la série

f?ll——l-"(li E—i—...—l‘ﬂ

2n 212 n

::I,I—l+('1'—1),!l!E o (mod p).

Lo el 0, . PR T
Cette série fait partie des — séries mentionnées 4 la premiere Partic,
qui comprennent tous les résidus, et dans lesquels on fait r=n. Cest

celle dont les termes, élevés a la puissance ni“me, donnent le résidu — 1.
En effet, on a

ay n\’=a«a (mod p a —_——.
< 5—[;-4-&7% !‘;4—’1" [), %.4_»1"

Il résulte de ce qui précede que I'on doit avoir

» a ] H a |l
gtz == 8§t T ——
i LIPS an n

+el, osnt'=H(+22-+2:zn).
an n
En désignant par « un nombre qui ne peut dépasser n — 1; 1 + 2«
ne peut étre divisible par n, car la plus grande valeur de « étant n — 1,
cellede 1+ 20 est 2n — 1. Done, si 1+ 2« était divisible par », on
aurait )
I 20=nNn
et, par suite, il viendrait

Aspt~2== (Z![, Agpt—2=—=—1,

B

égalités qui n’ont pas lieu, car on a établi précédemment que a,,.. ne
peut étre le résidu — 1. Ainsi 1 + 22 n’est pas divisible par n: il résulte
donc de Iégalité 2sn~' =M (r + 22 + 2:n) que H est divisible par
n'=', et, par suile, que p est de la forme H' 2+ 1, ce qu’il fallait dé-
montrer. _

Nous avons supposé, dans ce qui précede, T impair, et nous venons
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/
de voir qu’en changeant V en — Vdans la formule (r1), on obtient
encore des polyndmes dont les diviseurs sont de la forme H'T + 1.

Quand T est pair, la formule (11) donne aussi des polyndmes dont les
diviseurs sont de la forme H'T + 1, mais en y introduisant une modifi-
cation; R dans cette formule ne devra pas comprendre le facteur 2.

Posons
R=2R,, Ri=ms...r,

les nouveaux polynomes seront donnés par la formule suivaunte :

- Ponan, (U, — V) Py (U, — V) Py, (U, —V)
(1’2) = P().» 2),!'1(U:_"V)"'Pl,lk,(U:—V)

U — (:21--1,”/:—1.,-1.‘-1._‘ =1 V —_ I)g(—n,,,hwx‘,-k—-t.” ri-1
=L N = .

N

En effet, comme R, est impair, il résulte de ce qui précede que le
second membre de la relation (12), et par conséquent II;, a pour divi-
seurs des nombres de la forme H'ms*...r7+ 1. Il reste & établir
qu’ils sont aussi de la forme H'.2°+ 1 : ils seront alors de la forme
H.ofmts® o ori—+1, H'T +1.

De ka relation (12) on déduit I'égalité

Uk - VR—= L1y,

en appelant L le multiplicateur de ITg, et en remarquant que

Po—n,e, (U, —V)
est égal &
URs - VB,

L est un polyndme entier, comme on le reconnaitra plus loin.
Je pose

skt — ¢y, [mhskee rt — D,, dou R Cf"", Vi — [)-;)/'—A”

on en déduit
e DT = Ll

C*'+ D* "est la foncetion F,(C7™, D¥™") dans laquelle on a n = 2: on
a vu dans la premiere Partie que les diviseurs de cette fonction sont de
la forme H'af+ 1 : donc les diviseurs de C2 7'+ D% ' sont de la forme
H'.2°+ 1. Comme la démonstration qui a été donnée se modifie pour le
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:as particulier de n égal & 2, je vais entrer dans quelques détails a ce
sujet.

Je suppose D, =1 : le cas ot D, aurait une valeur quelconque s'en
déduit.

Soit p un diviseur quelconque de G} ™'+ t; il est de la forme H.2 +1,
comme tous les nombres premiers impairs, et ici je ne m’occupe pas
du diviseur 2. On a A

L' 1=0 (mod p).
1 est divisible par 2; en effet, soit a, le résidu du carré C*', obtenu en
divisant ce carré par p, on a

tay~+1=o0 (modp).

En vertu de G + r==o0(mod p), a, est donc le résidu négatif — 1.
On a vu, dans la premiere Partie, comment les p — 1 premicrs nom-
bres 1, 2, ..., (p — 1) se groupent en H séries de » nombres chacune,
et telles que les puissances i des » nombres d’une méme série
donnent lieu & un méme résidu. Ici, pour » = 2, chaque série est com-
posée de deux nombres dont la somme est p, et ces deux nombres sont
nécessairement situés a égale distance des extrémes de la suite 1, 2, ...,
(p—1). L'une de ces séries est donc 1+ + (p — 1) = p. Blle est formée
de deux résidus, puisque I'unité est toujours résidu, et (p — 1) est le
résidu a,. Comme les deux termes de cette série sont résidus, il en
résulte que Il est divisible par 2, et, par suite, que p est de la forme
Ho2t 41,

Soit actuellement a; le résidu que 'on obtient en divisant C? par p;
on en déduit

Ci=a, (modp), C¥ '=magu-: (modp), agy—r=—1 (modp).
Cette dernitre relation s’obtient en vertu de C* '+ 1==o0 (modp);
Q.02 €86 done le résidu négatif — 1, qui a pour expression a,. On a
donc les inégalités suivantes :

Ay a2 Ay, ,s.zlf‘l_:T-f—sll, soob~t= (1 + 2:2).
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Comme 1+ 2z est impair, il résulte de ces égalités que H est divisible
par 27, et par suite que p est de la forme H'.2° 1.

Ainsi les diviseurs de C¥7' + D¥ 'sont de la forme H'. 2° + 15 il en est
done de méme pour ceux de I, en vertu de la relation C* '+ D* "= L1I,,
indiquée plus haut. Les diviseurs de II; dans la relation (r2) sont done

de la forme H'T + 1, ce qu'il fallait établir.

SIXIEME PARTIE.

Je me propose de rechercher la composition des polynomes de la
forme U — V¥, dans lesquels on a

U s Cutm it m ikt t=t 0y — ut=tmh= b=t rt= R s L
Désignons par X le nombre des facteurs de R; Pégalité (11) donne, en
vertu de Py (U, V) = U =V,

VR — P().--—n,li(U, V)- .. l’ﬂ,n(U, V) Po,n(U;V)

3 -
(+3) Posyn(U,V).. Py r(U, V)

”“.

St lon considere les cas de 2 =2, R=nm; A= 3, R = rnunr, on a

— Py w (U, V)
Jrum __ynm— o T7 o 7 L ”nnly

L V PO,n,m(U’V)
P],mn(U)v) — (U/L____ Vn) ( Um — -V/rl)’

l)n,lun(U’V) :U—"'Vv
d’ol 'on déduit

(Un_, \Tn‘) (U:nw V/u.) 0
(Y nms

nm .\ num —
U Vum —

Urm — yum - ( U— V) I, 1, t, .

On a également

Py, nmr (U, V) Po i (U, V) _
Py (U, V) s

P, mr(U, Vi=U-—YV,

Pyoame (U, V)= (U—V)r,u,R,,

Poumr (U, V)= (U—=VPH 05121, 1,00,

nmr AT
U =

ce qui conduit &
Unmr — Vmmr = ( U-—- V) ”n ”m .10, ”/U'”/Hl'”um:'-
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Représentons d’une maniere générale par P, 11 le produit de fac-
teurs de la forme IT,, ol I'indice p exprime successivement toutes les
combinaisons p. & p des facteurs nms...r de R. On a ainsi, par

exemple,
Pl,nml'n =1, 10,1,, P'.’,nnu' n=1,,1,.1,.,;

en adoptant cette notation, la valeur de U™ — V" peut s'écrire
comme il suit :

Unmz'_ V”m’.: (U - V) (Pl,nmrn) (P:!,nmr H) (.P;;,lunrn)-

La forme de ce développement du polynome U"— V", olt R conlient
trois facteurs, se retrouve quel que soit le nombre des facteurs de R :
¢’est ce que je vais établir.

Soit R =nms...r; ) le nombre des facteurs de R. Je suppose qu’il
ait é1¢ démontré que cette forme de développement s’applique & toute
expression, telle que U*— V¥, ott le nombre des facteurs de p serait
moindre que X; je démontre que U"—V*, ou le nombre des facteurs
de R est %, se compose de la méme maniere. Alors, comme la proposi-
tion est vraie quand le nombre des facteurs de p. est 1, 2, 3, elle sera
encore vraie pour quatre facteurs, pour cing facteurs, et ainsi de suite.

Pour obtenir les égalités qui suivent, je fais usage des nombres de
combinaisons que donnent successivement 2, A — 1, A — 2, ... leltres,
prises 24 2,343, .... Jedésigne par 1, A, A, 2oy - .oy Ay, Ayu A, 1 les
coefficients du bindome (« -+ 6)*; pareillement par 1, a,a,, ...,a, a, 1;
par 1, b, &y, ..., by, b, 1y parx, e, ¢ ovu, 0,6 0, ou., ceux des
binomes (& + €)%, («+ €)°, (2 +8)°, .. .. Pour fixer les idées, je sup-
pose X impair. On est conduit aux égalités suivantes :

[ Pon(U, V) =(U-=V),
Prn(U, V) =(U— V) (P, g11)},
Pon(0, V) = (U= V). (P gD (Pyrll)t,
[P (U, Vo = (U = V) (Py g% (Py g 1)? (P kI1)!

Py (U, V)= (U — V) (P g0 (Py g 1Y% (Py 1),
P ooy n(U, V)= (U — V )k (P g 11)% (Py o110 (P n 1) (P gy, 1),
Py (U, V)= (U —= V)2 (P g (PypI)? (Pynll)e .. (P ay,n1)? (Pogy,nll)'s

La suite des exposants de U —V est formée de coefficients du bi-
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nome (« -+ 6)* si I"on excepte le dernier coefficient qui est I'unité.
Pareillement I'ensemble des exposants de P, 11, P, (1T, P, .11, ... repré-
sente respectivement les coefficients des binomes («+8)%, (a0 + 8,
(2= 6) . ., moins les dernjers coeflficients. Si je remplace, dans l'ex-
pression du polynome U™ — V® donné par 1'égalité (13), P,r(U,V),
P, (U, V), ... par leurs valeurs déduites des égalités (14), on reconnait
que, dans le développement de U*—V* ainsi obtenu, U —V, P, .11,
Pyx 11, Py 10, ... ont respectivement pour exposants

A= byt D s dy = k0, @~ Uy oo A — 1,

b—bi 4 by—...— b4, | +Co+. .. C—1,

Dans les différents binomes (« — 6)*, (a — €)%, (& — 6)%, (« — B, .
je fais & = € =1; ces bindmes deviennent nuls et conduisent aux éga-
lités suivantes, en remarquant que 1, &, ... sont impairs, et que a, c, ...
sont pairs :

(=2 h o Db dymma s amm hoe I, IS = @ o o= — 1,

t=b b —...— b1, 12 ¢—C oo+ C——1, ...}

les seconds membres sont les exposants de U —V, P, (0, Py I, ...
Donc ces exposants sont 'unité, et 'on obtient ainsi

(15) OB VR (U — V) (P g1 (P11 . (P ey, g 1) (Py,r1D).

Telle est la forme générale du développement de U™ — V™.
Dans ce développement, les diviseurs de P, g II, P, g 11, . ., P T sont
respectivement, comme il a été dit, de la forme

' ", T , o .
Warti-1, Wmh-1, ...;5 Watmh+r1, Wnrtsh4-1, .. .;

N ortmbsh, pt—1, T 1.

L’égalité (13) donne un développement analogue du polynome U*+ V*,
quand R est impair : il suffit d’y remplacer V par —V. Les mémes rai-
sonnements y conduisent. Ces raisonnements s’appliquent également a
la relation (12), out R, est impair. Dans I'égalité U™ 4 V™= LTI, qui
s'en déduit, LI, présente une composition pareille.

Ann. de I’Ec. Normale. 3¢ Série. Tome II. — AvriL 1885, 16
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SEPTIEME PARTIE.

La suite des nombres premiers de la forme H'T+ 1 est illimitée,
quel que soit le nombre entier que T représente. '

Cette proposition a été déja démontrée par M. Genocchi d’une ma-
niere différente.

Si T est impair, il résulte des théoremes exposés dans ce Mémoire
que les polyndmes U — V*, U+ V® ont tous deux, parmi leurs divi-
seurs, des diviseurs de la forme H'T +1.

Supposons T pair, les polynomes U* — V®, U™+ V™ ont aussi néces-
sairement des diviseurs de la forme H'T + 1; U™ + V™ ¢st donné par la
formule (12) qui a conduit & U™+ V%= LII;. Dans cette formule, C
et D sont quelconques, pourvu qu’ils soient premiers. Je puis donc y
remplacer C et D par C* et D?, et, par suite, U et V par U* et V*; la rela-
tion UM+ V®=LII; prendra la forme U*+ V"= L'II}, puisque R = 2R,.
Ainsi, si T est pair, les deux polyndmes U* — V¥, U*+ V* onl encore
des diviseurs de la forme H'T + 1.

- Cela posé, considérons les polynomes U"— V¥, U*+ V*, dans lesquels
R est pair ou impair; ils ne peuvent avoir que 2 pour facteur commun;
en effet, leur somme 2U" et leur différence 2 V* n’ont que 2 pour divi-
seur commun, puisque U et V sont premiers entre eux. Donc les divi-
seurs premiers de la forme H'T -+ 1 de U" — V® et U™ + V" sont dilférents
entre eux. Il en résulte que le produit (U"— V*) (U™ + V") ou, en
d’autres termes, (U*)" — (V*)*, contient au moins deux diviseurs de la
forme H'T + 1.

Les deux polynomes (U? *— (V*)%, (U?)"+ (V*)* ont, comme les
précédents, des diviseurs de la forme H'T —+ 1, puisque, d’apres les
explications qui précedent, C et D peuvent étre remplacés par C2, D*
dans U+ V%, sans altérer la forme de ses diviscurs. Le produit
[(U*)F— (V2R T[(U2)"+ (V2)*], c’est-a-dire (U*)* — (V**)* a donc au
moins trois diviseurs de la forme H’'T + 1, et ainsi de suite. Plus «,
dans I'expression (U**)" — (V**)", augmentera, plus le nombre de ses
diviseurs de la forme H'T + 1 sera considérable, el, comme rien ne
limite o, la suite des nombres H'T + 1 cst aussi sans limites.



