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M É M O I R E
SUR LA

COMPOSITION DE POLYNOMES ENTIERS
QUI :S'Anm;TTIîNT

QUE DES DIVISEURS PREMIERS D'UNE FORME DÉTERMINÉE

(Sui le ) ;

PAR M. A. LEFÉBURE,
DOCTEUR ES SCIENCES, ÏNSPECTIîUH D'ACADÉMII': HONOnAlIŒ.

C I N Q U I È M E P A R T I E .

Les polynômes ïlnms...r peuvent être compris dans une formule géné-
rale. Soient toujours

H =r rims.. . /', T = /^m^s^. . . /•ï,
U -=. c^"»/^-'^1-'.../^^ y = -i)^-'^-'^-',..^1-^

\ le nombre des facteurs de R; C, 1) des nombres quelconques premiers
entre eux. Désignons pîir Pp,u(U,V) le produit de facteurs représentés
p^> []v- ̂  y11, dans lesquels p. exprime successivement toutes les com-
binaisons p à p des ). facteurs de R. Ainsi l'on a

P^mr( U, V) ̂  ( U^^— V^") ( U^'— V^-) ( U^''— V^Q,
Pi,.,/./.( U, V) =. ( [J" - V^) ( lî^ - V^ ) ( U'-- VQ,
i\....(U,V)=0-V.

Les polynômes 11̂  sont donnés par la formule s u i v a n t e :
. . .. î '̂̂ IlLlĴ
(n/ . H"""" P()-0,H(~U.V)- .P^,R(U, V) Po,K(lI,V)8

Les indices X, )., 5, . .., 3, r des facteurs du numérateur sont de
Ann, de l'Éc. Normalf. 3e Série. Tome II •— AVRIL i885. '^
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même pari té , il en est de même pour le dénominateur . Pour f ixer les
idées, j'ai supposé X impai r , de sorte que les indices impairs sont au
n u m é r a t e u r , et les indices pairs au dénominateur .

Lorsque T est i m p a i r dans les diviseurs ïFT "h r qui composent n^,
on o b t i e n t de nouveaux polynômes dont les d iv iseurs sont toujours de
même forme, si l 'on change V en — V dans la formule (n).

La démonstrat ion de cette proposition est analogue à celle qu i a con-
d u i t à cette fo rmule . Elle présente seulement quelques modif ica t ions
dans le cas ou T ne cont ient qu 'un seul facteur n1-, cas qui a été l 'objet
de ia première Par t ie de ce Mémoire. Je vais rn'v arrêter.

On a démont ré , dans cette première Par t ie , que les diviseurs pre-
miers de la fonction F , / (U ,V) , c'est-à-dire de

[P.-I ^_ u/^2 y _(_ _ . 4. UV^-2 -4- V^-S

dans l a q u e l l e U = C^"1, V= D^1, sont de la forme ir^+ r . Je me
propose d'établir que le p o l y n ô m e U^~"1 — IP^V-h ... — UV^~2 -+-V"'"1,
que je représente par F,,(U, • — ¥ ) , a pour d iv iseurs premiers des nom -
brcs de même forme H'n14- i .

Je suppose D •===. \, d'où V== i ; le cas général, où D aura i t toute a u t r e
valeur , s'en dédu i r a i t , comme on l'a vu dans la première Partie.

Soit/? un diviseur premier quelconque de F,,(U, - — V ) , il est de la
forme lïn -h i ; je démontre d 'abord que H est un mul t ip le de n. En eiïet,
on a

l ^CU,—i) ==ô (mod/;»), U / ^ - { - I E = o (mod^).

Celte dernière relation s'obtient en mul t ip l i an t F^ (U, — i) par U -4- j .
U est une puissance n1^; soit a^ le résidu de U divisé par/?, a dési-
gnant la base des résidus, on a

[Jssa,/, (modp), a,^=/?—i.

Cette valeur du résidu a^ se déd.uit de la relation U^ i===:o(mod/?) .
a^ ne peut être le résidu négatif — i , ou, en d'autres termes, p — x ,
c a rF^ (U , — i)=o {modp} donnerait ns=5ô(modp), ce qui est impos-
sible. Ainsi l'on ne peut avoir m == H; a^ ne peut être Funi té , car, en
l'élevante la puissance n"'̂ , le résidu a,,^, que l'on obt iendra i t , serait
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encore Pun i t é , et l 'on a vu que ce résidu est p — i . On n'a donc pas
m = = I L '

Désignons par r et s deux nombres de même par i té , pairs par
e x e m p l e , et dont la différence soit 2; a,^ç, a^r son t des résidus dif-
fé ren t s . En e f fe t , s'ils sont égaux, il fau t que leurs indices soient
égaux, ou que la différence de ces indices soit un mul t ip le de H. Les
ind ices ms, rnr ne sont pas égaux, puisque s et r sont des nombres dif-
férents. Il faut donc que

m s — nir == s H, in (.ç— /•) -= s'il, '.î/n -== s II.

Comme m est moindre que H, il f a u t que 2 soit p lus grand q u e e , d'où
c =z i , m = — î ce qu i n'a pas l ieu, comme on l'a vu. Ains i a^^ ^inr sont
des résidus différents. De p lus , élevés à la puissance /z161116, ils donnen t
d e u x résidus a^m^ amrn égaux, égaux à l ' u n i t é , puisque r et s sont
pai rs , et en ve r tu de a^-==-p •— i. On est donc dans le premier des
deux cas don t il est f a i t menlion dans la première Par t ie ; donc H est
d iv i s ib l e par n et p est de la forme ir/r+ ï .

Nous nous sommes appuyé sur ce que l ' indice du résidu négatif — »
est — • En effet , si dans les -7 groupes de r résidus, qu i comprennen t
tous les résidus des puissances n^3^ des nombres divisés par /? dont
i l est fait ment ion dans la première Par t ie du Mémoire, on fait r= 2,
ces groupes dev i ennen t

c^~\- a^n-==:p, a.^-a^_n-==P, ..., <7n+^n==P.

I l en resu i te que les indices de deux résidus égaux et de signes con-
traires on t toujours — ou un m u l t i p l e de — pour différence. Comme a^
représente le résidu ï , a^ est donc le résidu négatif — i ou, en d'autres

"?
termes, p — ï .

Je remplace U par sa va leur C^""1 dans F ^ ( U y — i) et dans U^-h ï , il
v ien t

F,, ( {V11 "• ', — i ) == o ( m od p ), G"l + ï ss o ( m o.d p ).

Je désigne par a^ le résidu déterminé par C1, de sorte que l'on a

(.^ss as (moi:.!/?), C^''"'=2 asnf-î (mod/?), C^ES ^./^-.-i (modp)y <^(.-i:=:-- ï.
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La dernière re la t ion se dédu i t de (Y-h i==o (mod/?) . Le résidu a^ . ne
peut êire le résidu négatif — i, car, s'il était — r , la relation '

F,/ (C^-1,-- i)E=o (moâp)
donnerait

n :===o (mod/^) ,

ce qui est impossible. Mais, si on l 'élève à la puissance n1^, i l c o n d u i t
au résidu - i, en vertu des a,^ == ~ i . Donc a,^ est l 'un des résidus
de la série

aïl "•"^H H'4"'* • "'+" a" n = o (moc lp ) .
^ i-^/T ^-4-(/^-1)^ ^ / /

Cette série fai t partie des -^ séries ment ionnées à la première Parl io ,
qui comprennen t tous les résidus, et dans lesquels on ( a i l r= n. Cesl
celle dont les termes, élevés à la puissance ^•me, donnen t le résidu — i .
En effet, on a

^^a^^(^odp), ^^=——.

Il résul te de ce qu i précède que l'on doit avoir

- H ^1a^-a^ ^ s^= — + — +£|j-, â^^-i=H(t+^a+^/,).
îfi n A fi /l

En désignant par a un nombre qui ne peut dépasser n — t ; i -+- aa
ne peut être d iv is ib le par n, car la plus grande v a l e u r de OL é tan t n - ï ,
celle de ï -4- aa est -in - ï . Donc, si t -^ 2% était d iv is ib le par ^, on
aura i t

ï -h 2 a == /z
et, par sui te , il v i e n d r a i t

^<-2 -=z. a^, ^^/^-s === — ï ,
2"

égalités qui n'ont pas lieu, car on a établi précédemment que a^,.. ne
peut être le résidu — ï . Ainsi ï + 20: n'est pas divisible par n : il résulte
donc de l'égalité am'-'= H(i + 2% + asn) que H est divisible par
rt'-1, et, par suite, que/? est de la forme H'n'-i- r , ce qu'il fallait, dé-
montrer.

Nous avons supposé, dans ce qui précède, T impair, et nous venons



SUR LA COMPOSITION DE POLYNOMES ENTIERS, ETC. l i n

de voir qu'en changeant V en — V d a n s la formule ( t i ) , on ob t i en t
encore des polynômes don t les diviseurs sont de la forme HT 4- i.

Quand T est pair, la formule ( i i) donne aussi des polynômes don t les
diviseurs sont de la forme IFT -h i , mais en y in t rodu i san t une modifi-
c a t i o n ; R dans cette fo rmule ne devra pas comprendre le fac teur ^.
Posons

R-=2R. i , Ri=w.î . . . r ,

les n o u v e a u x polynômes seront donnés par la formule s u i van t e :

s i ~ ̂ ^u îL1^^^ l̂ î -ril)
(.9.) . ! K" .Pa-),.,(U•,-vl)...p,,K,(U,~v•)

IT == (y-1//^--1^-!.,. /•T-t Y ̂  p2(~'w^--'.^~i... / -Y - t

En effet, comme B, est impair , il résulte de ce qu i précède que le
second membre de la re la t ion (1 .2) , et par conséquen t Un, a pour divi-
seurs des nombres de la forme HW'^.. .7^4-- i. I l reste à é tab l i r
q u ' i l s sont aussi de la forme H.'. 2/ 4-1 : ils seront alors de la forme
l-l'.y/mV. . . / ^4 - r , f-rï 4- r .

De l'a relation ( 1 2 ) on dédui t l'égalité

lP.4-V^=LriK,

en appelant L le m u l t i p l i c a t e u r de n^, et en remarquant que

P(X-D,n,(U,-V)
est égal h

u^+v^.

L est un polynôme entier, comme on le reconnaî t ra plus lo in .
Je pose

(•w'.^.../.r^ ('̂  g)/A<..rï^ j)^ ^n un, ̂  c^--^ vu, ̂  j^/-^

on en dédui t
Cf-^Dr^^n;

Cf-^Dr1 est la fonction F^Cr1» D^"1) dans l aquel le on a n == a: on
a vu dans la première Partie que les diviseurs de cette fonction sont de
la forme ïîf/l£•+• i : donc les diviseurs de (^""-h Df~ 1 sont de la forme
II'. ̂ /4- i . Comme la démonstration qui a été donnée se m o d i f i e pour le
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cas par t icu l ie r de n égal à 2, je vais entrer dans que lques dé ta i l s à ce
sujet.

Je suppose D, == r : le cas où D^ a u r a i t une va leur que lconque s'en
déciint.

Soit p un d iv iseur que lconque de C^~l-+- r ; il est de la forme Iï.2 -h r ,
comme tous les nombres premiers i m p a i r s , et ici je ne m'occupe pas
du d iv i seur 2. On a

C f ^ + i ^ o (mod^) .

11 est divisible par 2; en effet, soit a^ le résidu du carré Cf""1, obtenu en
divisant ce carré par/7, on a

^-+- î ss o (mod/j»).

En ver tu de C^'l-+- i = E = o ( m o d / ? ) , a^ est donc le résidu négat i f — î .
On a v u , dans la première Partie, comment les/^-- r premiers nom-
bres î , 2, ..., [p — î ) se groupent en II séries de n nombres chacune ,
et telles que les puissances ^iènles des n nombres d 'une même série
d o n n e n t l i eu à un même résidu. Ici, pou r n ==== '^, chaque série est com-
posée de deux nombres d o n t la somme est/^ et ces deux nombres sont
nécessairement situés à égale dis tance des extrêmes de la su i t e î , 2,. . . ,
[ p — r ) . L 'une de ces séries est donc î + ( p — r ) == p . E l l e est formée
de d e u x résidus, puisque l 'un i té est t o u j o u r s rés idu, et { p — î ) est le
résidu a^ Comme les deux termes de cette série sont résidus, il en
résulte que II est divisible par 2, et , par su i t e , que p est de la forme
. ir .^+ï.

Soit a c t u e l l e m e n t Op le résidu que l 'on ob t ien t en d iv i san t Cf p a r / ^ ;
on en d é d u i t

C f î = f f , (mod^), Cfl'"'ls=a,.^.-- (mo(;l/>), a^^==—i (modp).

Cette dernière re la t ion s 'obt ient en vertu de Cf"' 4- ï s==o (mod/ ; ) ;
^^-î <^t donc le résida négat i f — î , qui a pour expression a^. On a

"î

donc les inégalités suivantes :

^.a<-2== du, S.^-^ — ^ slj, .Ç.?/"1^ (1(1 -4- 2£) .



SUR LA THÉORIE DES FORMES BINAIRES, ETC. I I 9

Comme i -4- ^£ est i m p a i r , il résulte de ces égalités que H est d iv is ib le
par ^/'~1, et par suite que/? est de la forme I:T.^-4- i.

Ains i les diviseurs de Cf"1^- Disent de la forme ir.^-+-1 ; il en est
donc de même pou r ceux de H^, en ver tu de la relation Cf"'4- D2,'"^ LIT^
i n d i q u é e plus h a u t . Les diviseurs de 11̂  dans la relat ion ( i ^ ) s o n t donc
de la forme BT-+- i , ce qu ' i l fa l la i t établir .

SIXIÈM.E P A R T I E .

Je me propose de rechercher la composition des polynômes de la
forme l î1 1— V11, dans lesquels on a

II =: (y"^-^"-*.../-T-^ y -^ [)^~w'--^-<...rr^ ]{ -^ nms.. . r.

Désignons par X le nombre des facteurs de R; l'égalité (i ï ) donne, en
verni dcP^U^^U^-V11,

^^ ||K V^--pa-"151n(ï^^O J ) l, ~ v ,- -p^^^^ ^ .P^n(U,V)

Si l'on considère les cas de ). ==2 , R == ^w; X == 3, K == ninr\ on a

| T n m ' \Tn m — PI,«^ (UjV) . rIJ — V _„ y^—————-^ ll/^^,
1 0,/<,w A IJ? v )

I>,,,,,,.(U,V) = (y-V'1) (U'"-- V"'),
PO,,»,,(U,V)==U-V;

(l'où l'on déduit
/fin,_ V;f\ ( ' (TW_ V'"-'!

li^" _ v«/" = Lîd——-j11-—-J n«/^ "'"" - V""' = ( U - V) ii» il,,, ii,,/,,.

On a également,
\\nmr_ Vnmr— v_ï,"""•(.u' v) ^o,/»'»^ l]' v j ^
IJ Pl,,,»».(U,V)

^.^«.(U/Vï^U-V,
1\,,,,»,.(U,V) = (U - V^nA.R,,,
l̂ ,»,»,. ( U, V) === ( U - V)» n^n2,, il;2 n,,,,, n,,, n/,,,,

ce qui conduit à
U^»r_ v»""'=:; (U ~ V)n,,u,,, ii,ri/,,,.ii,,,n,,,,.ii/,,,,,..



ï 20 A. LEFÉBURE.

Représentons d ' une manière générale par P^Tl le p r o d u i t de fac-
teurs de la forme FL, où l ' indice p expr ime successivement toutes les
combinaisons p à [M des facteurs nms...r de R. On a a i n s i , par
exemple,

ï i^i/nr^ '==:- ̂ n^w^D t 2,//w/•u '=: ̂ nm U/zr1! ,///•;

en adoptant cette no ta t ion , la va leur de ^mr-.^^mr p e u t s'écrire
comme il su i t :

^nmr_ ̂ nrnr^ (fj _ V) (P^^,n) (P^^.H) (I\^.n).

La forme de ce développement du polynôme U^—V 1 1 , où R c o n l i e n i
trois fac teurs , se re t rouve quel que soit le nombre des fac teurs de R :
c'est ce que je va is é tabl i r .

Soit R = nms.. .r; X le nombre des facteurs de R. Je suppose qu ' i l
a i t été démontré que cette forme de développement s 'appl ique à tou le
expression, telle que U ^ — V ^ , où le nombre des fac teurs de ^ serai t
moindre que ).; je démontre que U^—V 1 1 , où le nombre des facteurs
de R est ?., se compose de la même manière. Alors, comme la proposi-
t i o n est vraie q u a n d le nombre des facteurs de [ï est ï , 2, 3, e l le sera
encore vraie pour quatre facteurs, pour cinq facteurs, et a ins i de suite.

Pour o b t e n i r les égalités qu i su iven t , je fais usage des nombres de
combinaisons que donnent successivement ^, \ — ï , t •— .2, . . . lettres,
prises a à 2, 3 a 3, .... Je désigne par ï , X, 5^, ).a, . . . , L, )^, \, ;r les
coefficients du binôme (a-h-ê)^; pare i l lement par ï , a , a i , . . . , a , , a , ï ;
par ï , 6, & i , . . . . b^ 6, i ; par ï , c, c, , • . . , c,, c, r , . . . , ceux des
binômes {oc 4- ê)^ (a + ê'f; (a + ê)^ .... Pour fixer les idées, je sup-
pose ). impai r . On est condu i t a u x égalités suivantes :

P,,,K(:U,V) =(U-V)1,
PI;K(U,V) =(U--\^(P^n)S
P^([J,V) =(U-~-V)).(PI,K^)a (P^n)1,
P^(U,V> =(U-V^(P,,nnr.(P,^ny (Pu<")1,

P^3),n(U,V) = (U - V^ (P^H)^ (P^itH)^ (P3,nn)^,
P().-2).B(U,V) =(•[]• ~ V^ (P^nr1 (P2,Kn)^ (P^nîï)^.. .(Pa.^),Rn)1,
Pa-....i),R(lî,V) :== ((J -V)^ (Pi^ny (P^nl-ï)^ (Pa,!,!!)^ , . .(P().- ,-â),nn)2 (P (^ i ) ,n ' I I ) 1

I.a suile des exposants de U -~ V est formée de coefficients du bi-
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nome (a-+-ê}\ si l 'on excepte le dernier coetficlent qui est l 'unité.
Parei l lement l 'ensemble des exposants de P,^n, P^RII, P3^IL - • • îepré-
sense respecl ivement les coefficients des .binômes (a-h-ê)^ (a-4-êj0 ,
(a 4- ê)^ . ., moins les derniers coefficients. Si je remplace , dans Fex-
pression du polynôme U11—^^ donné par l 'égali té ( r3) , Po ,K(U,V) ,
l \n(U,V), ... par leurs valeurs dédui tes des égalités ( i 4 ) » on reconnaît
q u e , dans le développement de L^—'V11 ainsi obtenu, U — V , P i^TÏ ,
l \n l " I» PS^II, ... o n t respect ivement pour exposants

), -„„ /^ „(_ >^. . . ).̂  _ - }, 4- ̂  a — <^i -+- €i.i -h ... 4- a — i,

^ „_ ^ 4,- (^ — ... — ^ -4- ï , c -"-•• C[ 4" c.^ 4~ • . . "t- c -— r, ...

Dans les différents binômes (a - S)\ (a -- g)", (a - ê)6, (a - ê)^ ...
je fais a == ê= ï ; ces binômes deviennent nuls et conduisent aux éga-
lités suivantes, en r emarquan t que )., b, ... sont impairs , et que a, c, ...
sont pairs :

i -"=; ). — A i -h À ^ — . . . — À + l , ï =- (ï -" ^i 4". . .~}~ a --i,

{:::.- ^ -.-- b i — . . . -- b 4- i , ' '̂ ~ ^t — ^'i -+- . . . -t- c — r , . . . ;

les seconds membres sont les exposants de U - — V , P^n, PajJL - • • *
Donc ces exposants sont l 'uni té , et l^on ob t ien t ainsi

f i 5 ) IP-- VR=::(U — V) (Pi,nI;I) (P2,f t ï ï ) . . .(P(A--i) ,Rl"0 (P^R11)'

Telle est, la fo rme générale du déve loppemen t de U^—V 1 1 .
Dans ce développement , les diviseurs de Pi^II, P^iJT. • • » l\nn sont

respect ivement , comme il a été d i t , de la forme

W n1 -1- i, H' m'1 "h i , . . . ; IF ̂ l^lt + r . l^ n1^ 4- ï , . . . ;
H / /./ /?z i l s ' - ...r^ -|- r , ' II' ï -{- f .

L'égalité ( t 3 ) donne un développement analogue du polynôme U-'+V11,
quand R est impair : il suff i t d'y remplacer V par — V . Les mêmes rai-
sonnements y conduisent. Ces raisonnements s ' app l i quen t également à
la relat ion (12) , ou R, est impai r . Dans l 'égalité U11' -4- V^ == L TT^ qu i
s'en déduit , LHa présente une composition pareille.

Ann. de l ' E c . Normale. 3e Série. Tome IÏ. — AVRIL i8^5, I6
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SEPTIÈME P A R T I E .

La sui te des nombres premiers de la forme HT 4-s esl i l l imitée ,
quel que soit le nombre entier que T représente.

Cette proposition a été déjà démontrée par M. Genoccbi d'une ma-
nière différente.

Si T est impair , il résulte des théorèmes exposés dans ce Mémoire
que les polynômes U11—^, IP-h-V11 ont tous deux, parmi leurs divi-
seurs, des diviseurs de la forme HT 4- r .

Supposons T pair, les polynômes U'^—V11, U^+V111 ont aussi néces-
sairement des diviseurs de la forme HT 4- i; U^ '+V^cs t donné par la
formule (12) qui a condu i t à U^ l+V I l l= LIT^. Dans cette formule, C
et D sont quelconques, pourvu qu'i ls soient premiers- Je puis donc y
remplacer C et D parC2 et D12, et, par suite, U et V par U2 et V 2 ; la rela-
tion U^+V11^ L n^ prendra la forme U^^-V1^ lYn^ puisque B == ^R,.
Ains i , si T est pair , les deux polynômes U11— V11, U^-h- V11 ont encore
des diviseurs de la forme HT 4~ i.

Cela posé, considérons les polynômes U11—Y11, U^+V1, dans lesquels
R est pair ou impair; ils ne peuvent avoir que 2 pour facteur commun ;
en effet, leur somme ^U11 et leur différence ^V11 n 'ont que a pour divi-
seur commun, puisque U et V sont premiers entre eux. Donc les divi-
seurs premiers de la forme HT 4- i de V^—^et U^+V^sont différents
entre eux. Il en résulte que le produi t (U1 1—V1 1) (U^+V1 1) ou, en
d'autres termes, (U 2 ) 1 1 — (V2)11, contient au moins deux diviseurs de la
forme HT -+- i.

Les deux polynômes (U2/1--( 'V2)^ (U2)1^ (V2)11 ont, comme les
précédents, des diviseurs de la forme HT -h i , puisque, d'après les
explications qui précèdent, C et D peuvent être remplacés par C2, D2

dans U^-t—V11, sans altérer la forme de ses diviseurs. Le produ i t
^U2)n_(y2)Rj^u .y^^y2yt^ c-est-à-dire (U28)^ (V22)11 a donc au
moins trois diviseurs de la forme H'T-hi , et ainsi de suite. Plus a,
dans l'expression (U2")11— (v^)11, augmentera , plus le nombre de ses
diviseurs de la forme H' ï+i sera considérable, et, comme rien ne
l imi te a, la suite des nombres HT "h i est aussi sans l imites .


