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SUR UNE

PROPOSITION DE M. HEKMITE,
PAR M. L. RAFFY,

MAITRE DE CONFÉHIîNCËS A LA FACULTE DES SCIENCES UH; PARIS.

Soit u une fonct ion de z , liée à sa dérivée U == ̂  par une équation
algébrique/(a, U) = o, où n'entre pas z.

MM. Briot et, Bouquet ont fait conna î t re ( 1 ) les conditions néces-
saires et suffisantes pour que la fonction u soit uni forme et les carac-
tères dis t inct i fs des trois espèces d'intégrales uniformes. D'autre par t ,
M. Hermite a remarqué ( 2 ) que, Fintégrâle étant uniforme, l ' équa t ion
/ ( a ,U)=o ne pouvauêt re que du genre zéro ou un. J'ai d o n n é ( 3 )
les conditions qu ' i l faul ajouter à celle-là pour que l ' intégrale soit
doublement pé r iod ique , s implement pér iodique ou ra t ionnel le , je me
propose ac tue l l emen t de déduire des conditions formulées par MM. Briot
et Bouquet la proposition de M. Elermite. Je montrerai ensui te comment
on peut évi te r dans chaque cas part icul ier la détermination du genre
de Féquation / (^ ,U)=o. A la vérité, j ' a i donné ( / ( ) une méthode
générale pour trouver le genre d 'une courbe algébrique, quel les que
soient ses s ingular i tés ; mais il y a avantage à pouvoir se dispenser de
cette recherche. Je terminerai en i n d i q u a n t sommairement les moyens

( i j Journal de l'École Pal} te'clinique, XXXVP Cahier; Théorie clés Fonction eUip~
tiques, 2e édition, p. 38l.

( 2 ) Cours d'Ânalfse de l'École Polytechnique (aulographié), année 1873; Proceeditigs
of thé London rncithematical Sociatf, t. IV, 1873.

(3 ) Annalefî de l'École Normale, ^ série, t. Xtï, p. 186.
( 4 ) Ibid.y p. i56; Mathernatiwhe ./i/înalcn, t XXIIÏ, ï8^4-
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d'obtenir par des opérations purement algébriques l 'expression de la
fonction u q u a n d on a reconnu qu 'e l le est uniforme.

I.

Désignons par^(^) un po lynôme ent ier en a, de degré au p lus égal
à 2 / s , et soit

IJm ̂  [jm-1 ̂  ( ̂ ) _(_ _ . ̂ _ Um -̂ .( ̂ ) _^ _

+UV//,^(«)+U/^i(^)-h/,,,(^)=o

une équation algébrique entre une fonction u et sa dérivée U == ^»<ft'<^
Je vais d o n n e r du genre p de cette équation une expression dont j ' aura i
à faire usage.

Je par t i ra i de la formule de Riemann

a (p -h m — x) == SS ( r - i) =: N,

dans laquel le r désigne le nombre des racines qui forment l 'un des
systèmes circulaires relatifs à un point c r i t i que de la fonction U. La
sommation indiquée s'étend : i° à tous les systèmes circulaires formés
par les valeurs f inies ou infinies que prend U en un point cri t ique;
2° à tous les points critiques de la fonction U, qu'ils soient situés à
l ' infini ou à distance finie.

Occupons-nous d'abord des derniers. Soit ^ l'un des points où plu-
sieurs racines deviennent égales : les unes seront différentes de zéro et
fourniront à la somme N une partie M^; les autres seront nulles. Elles
pourront être par rapport à (u — b,} de degré inférieur, égal ou supé-
r ieur à l 'unité.

Soit r^ le nombre des racines U == o qui composent un système circu-
laire de degré inférieur à l ' un i t é ; leur degré étant au pi us égal a i — — 5

/ î \ rlj

nous le représenterons par [î - '-t^^. Le produit de ces r^ racines

est du degré r,, ( î ~ ï^±^\ === (r^ - î - /^.), et la partie de la somme N
qui provient de ce système est (r,y— ï ) .
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Soit s,j le nombre des racines U == o qui composent un système cir-
culaire de degré égal à l 'uni té : le produit des racines de ce système est
du degré ^y, et la partie correspondante de la somme N est [s^— i).

Soit tij le nombre des racines U== o qui composent un système cir-
culaire de degré ( i -h- x<+' / 7 )? supérieur à l 'unité : le produit des

\ " i j /

racines de ce système est du degré (^+ i -I- /.y), et la partie corres-
pondante de la somme N est (^7— î ) .

D'après cela, le produit de toutes les racines U === o qui corres-
ponden t à u == bi est du degré

Y (r,—î — hij) +'V.ç/y-+-> (^7 4- ï + l i j ) .
J i /

Si b^ est une racine d'ordre p ^ d e réqual ion^(^) == o, le p rodu i t des
racines de l ' équat ion proposée F(^, U) == o est du degré de [u — b^i,
c'est-à-dire du degré ^ : on a donc

( ï ) \ ( r,y — ï — hij ) +V"^7 +V ( ̂ J -+-I + ̂  ) == ^••
/ i 1

La partie N\- de la somme N qui provient du poin t cr i t ique b^ a pour
expression

(9.) N^=M^S(r/7^I)+S('çv~I)+S(^^

7 /' 7

Ajoutons membre à membre toutes les relat ions, telles que ( i ) , rela-
tives aux points critiques b^ et désignons par (3 le degré du poly-
nôme^(u); il vient
(3) ss^7"J ""h i j ) ̂ ss^'^s^'7^ï + ̂ ) ̂ p'

< ; f / i ]

De même, ajoutons membre à membre les diverses relations, telles
que (2) , relatives aux divers points critiques b^ il vient

W ^N,=^MH-^^(/,-I) ̂ ^(.,-,) +^^«.- ».
i i i i
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Pour étudier les points critiques situés à l 'infini, posons u = -^ et

introduisons, à la place de U, la dérivée Y = ̂  on a

u^-^-v^.

Donc, si, pour une va leur de u, r valeurs de V deviennent égales ei
forment un système circulaire, r valeurs de U deviendront aussi égales
pour cette même valeur de u et formeront un système circulaire. Nous
n'avons à considérer que les systèmes circulaires formés par les valeurs
de V qui correspondent à u = a? ou à ^== o. Ils sont dé terminés par
l 'équation

(~ V)^ -}- P2 A (- (-- V V"1 + . . • - ̂ w"2 fn.-i - ) V d- ^frn^V.-^ -

Pour ^-=o, cette équat ion peut admettre des racines égales. A celles
q u i ne sont pas nul les correspond une par l ie M/ de la somme N.

Quan t aux racines V= o, soit r. le nombre de celles qui composent
u n des systèmes circulaires de degré ( i — -1——z) i n f é r i eu r à l ' un i t é :

\ 'y /

l eur produit est du degré r ^ ( i -~ i—-^.) == ( r . — ï — /^), et la pa r t i e
\ // /

correspondante de la somme N est ( r .— j i ) .
Soit s. le nombre des racines V == o qui composent un système circu-

laire de degré égal à l 'unité : le p rodu i t des racines de ce système est
du degré s , et la partie correspondante de la somme N est [ $ ' — ï ) .

Soit t'j le nombre des racines V = o qui composent un système circu-
laire de degré ( ï -f- î——) supér ieur à l 'unité : le p rodu i t de ces racines
est du degré Çtj-+-1 + l'^ et la partie correspondante de N est (^.-"- i).

D'après cela? le produit de toutes les racines V = o est du degré

^(r, ~ ï - À.;.) +^+^(^I + //)-
/ 7

Ce degré étant égal à l'ordre de mul t ip l ic i té ^m — f3 de la racine V == o
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de l'équation ^fm^-} == o, on a

(5) s^^1'^717'^^^^^^1^^^2^""13'
J 1 î

Par suite, la partie N'de la somme N qui correspond aux racines V==o
a pour expression

(6) ^^S^^'^S^^'^S^7"1^
/ / 7

Ajoutons membre à membre les relations (3) et (5), nous trouvons

S S( r i j ~"T ~h i j ) "^S S '̂ "^S S( ̂ 7 +1 "h zv )
i j i j i j

(7)
+^(/-; - i - h',) + ,̂î;. + ^(î; -hi + Z^) = 2m.

/' /' /

• Or on a évideinment
N=VN;+M'+N',

('

et la formule de Riemann devient

2 {p ^-m—-t) =VN,-+- W-+- ̂
i

ou bien, en vertu des équations (4) et (6),

2{p + m - r) ==^M,+^^(/-,-y- i) +^^(^—-1) -^-^^(^— I)ty ' • ^ ^ ^ ' ^ i L i ' 1 '
i j i j i j

,M'+ ^(r;-i)+. ^(^-i)+ ]̂ ;--i).
/ 7 /'

(8)

Désignons par a le nombre total des systèmes circulaires formés par
les racines U == o de degré égal à l 'unité^ par T celui des systèmes cir-
culaires formés par les racines U = o de degré supérieur à l 'uni té , par
o' celui des systèmes circulaires formés par les racines V == o de degré
égal à Funité) par ^ celui des systèmes circulaires formés par les ra-
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cinés Y = o de degré supérieur à l 'unité. Nous aurons

SS^^'^^SS^^'7 l/^1^]^'""^
i Ï i 1 J J

SS^'—^^SS^-'' I/^-1)^—'-
i î i î

La formule (8) devient alors

a(p + jn — i) =vM/•-4~yY(/^~ï) -^y y^'j —0 " -^y y ̂ y"-T
' ; 7 l î i î

-^W^r V(r;-~i) + V^—^ V^-^-
/ 7 7

Ajoutant membre a membre les deux équations (7 ) et (9), le terme
'2?n disparaît, ainsi que plusieurs autres, et il reste

^^'"^^s^^^^s7^7^^'
/• / 7

(^0) / "~s s°+ lu) ~~^>{l ̂ I J ) - (CT ̂ Œr+ T + T / ) -
t 7 7

C'est la formule que nous avions en vue d'obtenir.
Pour en déduire la proposition de M. Hermite, nous allons rappeler

les conditions trouvées par MM. Briot et Bouquet. Les voici :
Pour que l'équation irréductible

u.^u^-v^^+.-.+y/^^^^o
admette une intégrale uniforme, il faut et il suffît :

i° Que les coefficients/^), f^{u}, . . . , /^(u) soient des polynômes
entiers, et, au plus, le premier du second degré, le second du qua-
trième degré, ..., le dernier du degré ^m;

%° Que chaque racine de l 'équation, tant qu'elle ne devient pas
nulle, reste uniforme par rapport à u\

3° Que chaque racine nulle et d 'un degré plus petit que l 'uni té soit
du degré i — ̂  p étant le nombre des racines du système circulaire
auquel elle appartient;
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4° Enfin que l 'équation différentielle, que l'on dédui t de là proposée
en posant u = -^ présente pour v = o les mêmes caractères.

La première de ces conditions a été exprimée dès le début; en vertu
des conditions ^° et 4°, tous les nombres M, et le nombre M' sont n u l s ;
en vertu des conditions 3° et 4°» tous les nombres h^ et / z - sont nuls. La
formule précédente devient alors

(n) 2 (^~ Ï )=^YS ( I I+ / /7 )~S ( I+ /• / ) - ( Î+CT/+T+T / )^/ / /
Tous les termes qui figurent au second membre étant négatifs ou nuls ,
le premier membre ne peu t être que négatif ou nul Donc p ne peut
avoir d'autre valeur que zéro ou un, ce qu'il fa l la i t démontrer .

Voici quelques conséquences de la formule (n).
Supposons p = i. Le second membre de l 'équation (11) doi t être

nul. On a donc

c'est-à-dire que les racines U == o et les racines V = o sont toutes de
degré inférieur à l'unité. Par suite, les deux premiers termes du second
membre disparaissent d'eux-mêmes, et l 'équation ( î i) est sat isfai te .

Supposons main tenant jr? == o. L 'équat ion ( 1 1 ) devient

2 =^y y ( i - ) -1^} 4-y(i-i- ^.) 4- (j-i- c^-t-^ -i-^.
i- î /

II est impossible que l'un des deux nombres a et o-' soit d i f f é r en t de
zéro en même temps que l 'un des deux nombres r etr ' ; car, si cela é ta i t ,
l 'un au moins des deux premiers termes du second membre subsiste-
rai t ; par suite, ce second membre serai t .supérieur ou égal à 3.

En conséquence, ou bien x et T' sont nuls tous les deux, ou. bien cr
et ^ sont nuls tous les deux, c'est-à-dire que l 'équation f[u, U) = o et
sa transformée ne peuvent offrir à la fois des racines nu l l e s d 'un degré
égal a l 'unité et des racines nulles d'un degré supérieur à l ' un i t é f 1 ) .

Premier cas : T = = T ' = = O . — Les deux .premiers t e rmes ,du second
membre disparaissent; il reste

a ==:; a -h G"'

( 1 ) Théorie clefs Fonctions elliptiques, p. ^01, Remarque.
Aim. de ÏÉc. Normale. 3® Série. Tome IL— MARS i885, j4
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doiic, quand l ' intégrale est u n i f o r m e , les racines U == o et les ra-
cines V = = o de degré égal à l ' u n i t é forment en tout deux systèmes
circulaires, et deux seu lement ( f ) .

Deuxième cas : a==a'f=o. — La formule (11) devien t

2 ==y yci + ̂ ) -4-y(i + ̂  +T + ̂
7 ]

II est impossible que T et T' soient tous deux différents de zéro; car, si
cela é ta i t , les deux premiers termes du second membre subsisteraient;
par suite, ce second membre serait supér ieur ou égal à 4-

Soit donc, par exemple, T '==O. Le terme -S(i ~i- Ï . ) disparaît : i l
vient

2=^^(x~h^) 4-T,

ce qui exige r = i et 4/==o. L'hypothèse T == o donne ra i t T'== i et
/,=0.

Ainsi, q u a n d l ' intégrale est uniforme, il n'y a qu 'un seul système
ci rcu la i re de racines U == o ou un seul système de racines V= o qui
soient de degré supérieur à l ' un i t é ( 2 ) ; et, si ce système comprend
î racines, elles sont do degré j 4- ï- ( 3 ) .

II.

Nous allons ma in tenan t revenir à la formule générale (10) pour la
comparer successivement avec (rois théoreines que nous avons établis
dans notre t ravai l déjà cité (p. 181-186). Pour la déthution des para-
mètres c et c\ et les trois formes de l 'équation f[u, U) = o, nous ren-
voyons au premier Chapitre de ce Mémoire.

THÉORÈME I. — Pour que l'intégrale d'une équation différentielle algé-

( 1 ) Théorie des Fonctions elliptique'.^ p. 4^ î Remarque.
(2) Ibid.
(8) Ïbid., p. 385-386.
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brique f(u, U) === o soit uniforme et doublement périodique, il faut et il
su/fit : î° que les paramètres c et c'^ soient tous nuls y ^° que l'équation
proposée soit du genre un,

THÉORÈME II, — Pour que l'intégrale soit rationnelle, il faut et il suffit
que F équation T[u, U) = o vérifie les conditions suivantes : i° un au
moins des paramètres c et c^ est infini; aucun d'eux n est fini et dif-
férent de zéro; 2° une seule valeur de u vérifie à la fois les deux équa-

tions ̂  === oo et — == -o ; 3° si celle solution est u = 6, les p valeurs de U
U au • -

qui deviennent nulles avec u — h et sont d'un degré supérieur à l'unité
forment un seul système circulaires leur développement commence par un

terme en (u — b) f} et ne contient pas de terme en {u — b) f>. Si celte

solution est •I- === v === o, les p valeurs de V qui deviennent nulles avec v etu l '
sont d'un degré supérieur à F unité forment un seul système circulaire;

1.4-.1

leur développement commence par un terme en v f> et ne contient pas de

terme en v [ p ; 4,° l'équation F(a, U) == o est du genre zéro.

THÉORÈME III. — Pour que l'intégrale soit uniforme et simplement pério-
dique, il faut et il suffit que l'équation V(u, U) = o vérifie les conditions
suivantes : î ° aucun des paramètres c et c^ nest infini; les valeurs de U
qui deviennent nulles pour des valeurs finies de u et sont de degré égal à
l'unité, ainsi que celles de V qui deviennent nulles pour v == o et sont de
degré égal à F unité, forment en tout deux-systèmes circulaires; 2° l'équa-
tion T{u, U) == o est du genre zéro.

Dans le cas ou les paramètres c el Cy âont Ions nu l s , que faut- i l pour
que l 'équation proposée soit du genre un? Pcir hypothèse, il n'y a pas
de racine U == o ou V = o qui soit d 'un degré supér ieur à l 'uni té . Donc
C^C^T^^^O. Par suite, les termes 22 ( r - 4 " ^ ) et 2(1 + Ij) dis-
paraissent. La formule (10) devient

o=^M.+M^^^Â,-^A,
i ' /

On en conclut M,==M'=o et À/ /==À}=O. Donc d'abord toutes les
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racines mult iples différentes de zéro sont uniformes aux environs des
points cr i t iques; en outre, toute racine nul le est de degré i ~- -'-? sir i j
elle appar t i en t à un système composé de r^ racines.

Dans ie cas où les paramètres c et c^ sont tous finis et n'ont que
d e u x valeurs d i s t i nc t e s , il n'y a aucune racine d'ordre supérieur à
l ' un i t é . Donc T == ^ = o; les deux termes mentionnés p lus haut dispa-
raissent encore. Enfin la somme a 4- a ' est égale à 2.

Que faut-il pour que le genre soit zéro? La formule (10) se r édu i t
dans le cas présent à

o =Y M/ + M/ -+-V V fiij 4-V //-.^j Zj^j Zj J
1 i J )

On en t i re les mêmes conclusions que précédemment.
Supposons enfin q u ' a u c u n des paramètres c et c^ n'est différent de

zéro, qu 'un seul d'entre eux est infini, et que les t racines n u l l e s
f o r m e n t un système circulaire u n i q u e du degré i 4- -? c'est-à-dire que&
T -f- T' est é^'al à i et que a et a"' sont nu ls .

Que faut - i l pour que le genre soit égal à zéro?
Supposons d'abord T == i , -/== o. Le terme 2(i -4- h ' j ' ) d i spa ra î t ; le

te r rnR 22(i +4y) se r é d u i t à l ' u n i t é , et il v ient

o^M.+M^VV^^+V^;
/ /

d'où les mêmes conclusions que précédemment. On les re t rouverai t
encore en supposant r == o et T' == i.

En résumé, quand une équat iony(^, U) = o de l'espèce considérée
vérif ie , abstraction faite de son genre, les conditions .de nos trois
théorèmes, la condi t ion relat ive au genre revient dans tous les cas a u x
suivants :

i° Chaque racine U, t an t qu 'e l le ne devient pas nu l le , est une fonc-
t ion un i fo rme de u;

2° Chaque racine nulle et d 'un degré inférieur à l 'un i té est du
degré i — -^ si elle fait part ie d 'un système circulaire de p racines;
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3° L'équation t ransformée/^-? — -^\ = o présente pour v== o les
mêmes caractères.

On peut vérifier ces condit ions par de simples divisions et é l i m i n a -
tions, ainsi que je l'ai montré antérieurement. Je vais ind iquer un nou-
veau moyen, plus simple, de reconnaître que les racines U et V ( p o u r
y == o) restent uniformes, tant qu'elles ne s 'annulent pas. Je ferai usage
de quelques lemmes qu'il suffira d 'énoncer à raison de leur évidence
immédia t e .

LEMME I. — Etant donnée une fonction algébrique y qui admet n déter-
minations pour chaque valeur de la variable x, si au point x-== o plusieurs
de ces déterminations deviennent égales, pour quelles soient aux environs
de V origine des/onctions uniformes de x, il faut et il suffit que celles des
différences y^ — yi qui deviennent nulles pour oc •== o soient toutes de dey ré
entier par rapport à x.

LEMME IL — Si, au point x == o, l'une des déterminations y ^ de y devient
nulle, les n — i différences — — — deviennent infinies en ce point.

.n 7/z J l

II n'y a d'exception que si la différe]acej^~-j^ ̂  n u l l e elle-même
avec x, et si son degré est au moins doub le du degré commun dey,/ et
de JA.

LEMME III. — Si pour x == o plusieurs déterminations de y deviennent
égales, les unes étant nulles, les autres différentes de zéro, pour que ces der-
nières soient aux environs de l'origine des fonctions uniformes de x^ il
faut et il suffit [sous réserve du cas d'exception) que celles des différences

~ — — qui deviennent nulles pour oc == o soient toutes de degré entier par

rapport à x,

Cette proposition est une conséquence des deux précédentes.

LEMME IV. — Etant donnée une équation algébrique irréductible
f{oc, y ) = ô, si pour x == o plusieurs déterminations de y deviennent
nulles, et sont du même degré q- {q étant premier avec p), si de plus elles

se distribuent en systèmes circulaires composes chacun de p racines, leurs
développements en série diffèrent dès le premier terme.
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En effe t , ayant posé .r = x^.y = ^"7, Péqualion/(^, ̂ ^) == o se
réduit pour ,a/==o à une équat ion en i dont toutes les racines sont
simples; car, si deux d'entre el les étaient égales, les racines ne seraient
séparées que par une approx ima t ion ul tér ieure, et l 'un au moins des
systèmes circulaires qu'elles formeraient se composerait de racines en
nombre égal non a/?, mais à un m u l t i p l e àe p .

Cela posé, on formera l ' équat ion dont les racines w sont les diffé-
rences JT- — — des inverses des racines de l 'équation proposée. Soit
y(w, u] == o cette équa t ion , et i^(u) Fensemble' de ses termes indépen-
dants de ÏP. Il suff î t év idemment d 'effectuer un cer ta in nombre de divi-
s ions algébriques pour former les polygones de Newton relatifs aux
diverses racines w qui dev iennent nul les avec le polynôme ^(^) , et par
suite pour trouver leurs degrés.

S o i t ^ = = & u n e racine de 4'(^)1 Si pour u=b l 'équation proposée
n'admet pas de racines U égales à zéro, les valeurs -5—5 ,-,- sont assimi"~ u/c f/
labiés aux racines y^ y^ considérées dans le lemme I. Pour que toutes
les racines U restent uniformes aux environs du point &, il faut et il
suff i t que les racines w nu l les avec {u — b] so ient toutes de degré
entier par rapport à {u — b).

Si pour u= b l 'équation proposée admet à la fois des racines mul-
tiples différentes de zéro et des racines nulles, nous supposerons
d ' abord que ces racines ne soient pas d 'un degré égal à l 'uni té .

A deux racines nulles U/^ U^ de degré différent , correspondent dans
l 'équat ion en w des racines inf inies (lemme II). Deux racines U/c, U/
nulles et de même degré sont dans les condi t ions du lemme IV : leurs
déve loppements d i f fèrent dès le premier terme. Le cas d 'except ion du
lemme II se t rouve écarté. Le lemme IV est donc appl icable , en assimi-
l a n t U/^ et Uj ày/r et ày^. Ainsi il faut et il suf f i t que les racines w n u l l e s
avec [u — b) so ient toutes de degré entier.

Supposons en f in que pour u = b l ' équat ion proposée admet te des
racines mul t ip les différentes de zéro, et des racines nul les , dont plu-
sieurs pourront être de degré égal a l 'unité. Celles-ci ne peuvent ,
comme on sait, fo rmer plus de deux systèmes circulaires. Or on con-
naît en fonction rationnelle des coefficients de l 'équation proposée les
deux va leurs de u telles que h. On pourra donc séparer les racines
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nulles de degré égal à l 'un i té et compter combien de couples de ces
racines ( U A , U ^ ) auront une différence de degré supérieur à .2. Soit n
ce nombre. L'équation en w admettra in racines nulles de degré frac-
tionnaire, ni plus ni moins. Sauf ces sn racines de degré fractionnaire,
toutes les racines nulles de l'équation en w sont, d'après ce qui pré-
cède, de degré ent ier par rapport à Çu — &). C'est la condition néces-
saire et suffisante pour que les racines U qui deviennent égales sans
s'annuler au point u == b soient uniformes aux environs de ce point.

Le cas d'exception que nous venons de traiter ne peut se présenter
que si l ' in tégrale , supposée uniforme, est simplement pér iodique.

On n'aura qu'à répéter sur l 'équat ion transformée les opérations
ci-dessus indiquées pour s'assurer que les racines Y restent uniformes
aux environs du point v == o tant qu'elles ne s ' annu len t pas.

III.

Ayant reconnu que l'intégrale u est uniforme, voici comment on
pourra l 'obtenir .

Dans un important Mémoire ( 1 ) publ ié récemment, M. Nœther a
montré qu'on peu t , par de simples opérations algébriques et sans
résoudre aucune équat ion de degré supérieur à i , obtenir toutes les
courbes adjointes d'une courbe donnée, quelles que soient ses singula-
rités. Par suite, on saura exprimer en fonction d 'un paramètre les coor-
données de toute courbe de genre %éro ou un.

Si donc la fonction u est rationnelle ou s implement périodique,
l'équation f[u, U) = o étant alors du genre zéro, on sera ramené à
intégrer une différentielle rationnelle ( 2 ) .

Si la fonct ion u est doublement périodique, l 'équation f(u, U) == o
est d.u genre u n : on aura

u == ̂  [ t. ̂ /R(7)], u == % [ t, V/E(T)] ,

(1 ) Jîcttioncilc Àufffàlirun^ der Opcrationen in dcr T/icorie (1er algebreusc/ie/i Functio-
nen (Mcuhcmativc/ie Ânncden, t. XXIII, 1884).

(2) yoir notre Mérnoire déjà ci lé, p. i45 et suiv.
'4*
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R ( ^ ) représentant un polynôme entier du quatrième degré,

R(/) ==^^+4a^34- 6<^+ 4^4- c^*

Pour achever, par des opérations purement algébriques, la solution
de notre problème, il convient d ' introduire la fonction p de M. Weier-
strass, qui effectue l'inversion sans exiger la connaissance des racines
de l'équation R ( ^ ) = o. Nous emploierons les formules que M. Halphen
vient de publier dans, le LIV® Cahier du Journal de l'École Polytech-
nique ( p . l y i - i ^ S ) .

Désignons par la el L( les deux invariants de R(^) , et posons

^==-Ï2, ^=-Ï3.^o ^o

La fonction p^ de la variable ^ étant définie par l'équation

j)^=4j)^ -^-g,,

et la constante ^ par les deux relations concordantes

pT^'iL^J^ r/r. = f̂ ^^L^L î̂ ^
a^ ' ' ~ a;;

on aura, d'après M. Halphen,

•=-S-4'i^' ^w^w -*-•«)-. s],
ou, en remplaçant p(Ç + ^) par sa valeur connue,

./j[77y^^(6p^~^2)(p^-
^pS-j:)ïir

Par suite, l'intégrale u sera exprimée en fonction de p'c, et de p'Ç; or
Ç est une fonction l inéaire de z. L'intégration sera donc effectuée, dans
ce-cas comme dans les précédents, sans qu'on ait eu à résoudre aucune
équation algébrique.


