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SUR UNE
PROPOSITION DE M. HERMITE,

Par M. L. RAFFY,

MAITRE DE CONFERENCES A LA FACULTE DES SCIENCES DE PARIS.

du

Soit z une fonction de z, lide 4 sa dérivée U = T

par une équation
algébrique f{u, U) = o, ol n’entre pas z.

MM. Briot et Bouquet ont fait connaitre (') les conditions néces-
saires et suffisantes pour que la fonction u soit uniforme et les carac-
teres distinctifs des trois especes d’intégrales uniformes. D’autre part,
M. Hermite a remarqué (*) que, I'intégrale étant uniforme, I’équaltion
S(u, U) =0 ne pouvait étre que du genre zéro ou un. J'ai donné (*)
les conditions qu’il faut ajouter a celle-la pour que lintégrale soit
doublement périodique, simplement périodique ou rationnelle. Je me
propose actuellement de déduire des conditions formulées par MM. Briot
et Bouquet la proposition de M. Hermite. Je montreral ensuite comment
on peut éviter dans chaque cas particulier la détermination du genre
de I'équation f{u,U)=o0. A la vérité, j’ai donné (*) une méthode
générale pour trouver le genre d’une courbe algébrique, quelles que
soient ses singularités; mais il y a avantage & pouvoir se dispenser de
cetle recherche. Je terminerai en indiquant sommairement les moyens

(1) Journal de U Fcole Polytechnique, XXXVI® Cahier; Theorie des Fonctions cllip-
tigues, 2¢ édition, p. 381.

(2) Cours d’'Analyse de I’Ecole Polytechnique (autographié), année 1873 ; Proceedings
of the London mathematical Society, 1.1V, 1873.

(3) Annales de U'Ecole Normale, ¢ série, t. XII, p. 186.

(%) Ibid., p. 156; Mathematische Annalen, t XXIII, 1884.
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d’obtenir par des opérations purement algébriques Iexpression de la
fonction z quand on a reconnu qu’elle est uniforme.

I.

Désignons par fi(«) un polynome entier en u, de degré au plus ¢gal
a 2k, et soit

Uym 4+ gm—t ./'l(u) “+ .+ Um-«»l:/'k(u) -+ ..
-+ U?‘fln-—ﬁ(”) —+ U/;)z'l(u) +/m(u) =0

. . i . (e du
une équation algébrique entre une fonction u et sa dérivée U= ~--

Je vais donner du genre p de cette équation une expression dont j’aurai
a faire usage.
Je partirai de la formule de Riemann

2(p+m—1)=3Z(r—1)=N,

dans laquelle r désigne le nombre des racines qui forment 'un des
systemes circulaires relatifs & un point critique de la fonction U. La
sommation indiquée s’étend : 1° & tous les systemes circulaires formés
par les valeurs finies ou infinies que prend U en un point critique;
2° & tous les points critiques de la fonction U, qu’ils soient situés a
Pinfini ou a distance finie.

Occupons-nous d’abord des derniers. Soit &; 'un des points ol plu-
sieurs racines deviennent égales : les unes seront différentes de zéro et
fourniront & la somme N une partie M;; les autres seront nulles. Elles
pourront étre par rapport & (u — b;) de degré inférieur, égal ou supé-
rieur 3 ['unité.

Soit r;; le nombre des racines U= o qui composent un systeme circu-

. T \ o , <y s I
lire de degré inférieur a I'unité; leur degré étantau plus égal 41 — —,
i
I+lll'j
o

nous le représenterons par (: —
2

>- Le produit de ces r;; racines

I~ /l;j
,'l‘j

est du degré r; (1 ~ >= (rij—1—hyj), et la partie de lasomme N

qui provient de ce systeme est (r; — 1).
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Soit s; le nombre des racines U = o qui composent un systeme cir-
culaire de degré égal & I'unité : le produit des racines de ce systeme est
du degré s;, et la partie correspondante de la somme N est (s; —1).

Soit ¢;; le nombre des racines U= o0 qui composent un systéme cir-

. . T+ 4 .o R LY .
culaire de degré <1 -+ T‘li)’ supérieur a l'unité : le produit des
i
racines de ce systeme est du degré (z; + 1 -+ /;), et la partie corres-
pondante de la somme N est (z; — 1),

D’apres cela, le produit de toutes les racines U= o qui corres-

pondent & u=">b, est du degré

. Ql
}J(I'ij—‘— I — /l,'j) —}—26‘,‘1‘ +>_J(tl‘/+ 1+ l,‘j)-
] 7 7

Si b; est une racine d’ordre f; de 'équation f,,(«) = o, le produit des
racines de I’équation proposée F(u, U) = o est du degré de (u — b;),
¢’est-d-dire du degré £, : on a done

(1) 2("5/-— 1— ) +Z-9fj ‘*‘E(tiﬁ— Lo by) = B

‘ j i J
La partie N; de la somme N qui provient du point critique b, a pour
expression

(2) N,-:M,--i—Z(r,-,-—-I)—r—Z(si,-——!)+2(tfj~»x).

Ajoutons membre & membre toutes les relations, telles que (1), rela-
tives aux points critiques b;, et désignons par 8 le degré du poly-
nome f,,(u); il vient

DI ) YREIES ) YRS DI RT R
i i i

De méme, ajoutons membre & membre les diverses relations, telles
que (2), relatives aux divers points critiques b;; il vient

(4) zNz’ZZMi +2 Z("u’— 1) +22(3U—~ 1) “Fz z(ti/‘"' 1).
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. . I
Pour étudier les points criliques situés & I'infini, posons u = 7, et

. . R s e o dy
introduisons, & la place de U, la dérivée V= —-; on a

U=— X = —Vui.

o

Done, si, pour une valeur de u, r valeurs de V deviennent égales et
forment un systeme circulaire, r valeurs de U deviendront aussi égales
pour cetle méme valeur de u et formeront un systeme circulaire. Nous
n’avons i considérer que les systemes circulaires formés par les valeurs
de V qui correspondent & w=19 ou & ¢ =o. Ils sont déterminés par
I’équalion

(_ V)zlz+ v?ﬁ <_‘I;> (_V)m—l L — 22 ﬁ1L~~1 (_:_‘> V . ‘,‘.’/n/‘m (%) = 0.

Pour ¢ = o0, cette équation peut admettre des racines égales. A celles
qui ne sont pas nulles correspond une partie M’ de la somme N.
Quant aux racines V = o, soit 7; le nombre de celles qui composent

. . . , T+R0N\ . e . .
un des systemes circulaires de degré <1 - — ~’> inférieur & Punité :
J
= . . oo -+ 1) o , ot
Jeur produit est du degré rj<1 - > =(r;— 1 — &), et la partic

correspondante de la somme N est (r; — 1).

Soit s; le nombre des racines V= o qui composent un systéme circu-
laire de degré égal & I'unité : le produit des racines de ce systeme est
du degré s), et la partie correspondante de la somme N est (s} — 1).

Soit ; le nombre des racines V= o qui composcent un systeme circu-
1+ 0

4
est du degré (£;+ 1+ {;), et la partie correspondante de N est (¢, — 1).
D’apreés cela, le produit de toutes les racines V= o est du degré

.
Z(r;. —— 1) +Es}+2(t}+1 1.
J ]

Ce degré étant égal a 'ordre de multiplicité 2m — £ de la racine V= o

laire de degré <I + ) supérieur & I'unité : le produit de ces racines
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’ . I
de I’équation v2™ m(;) =o0,0na

() Z(r;_.r_/z;.)+Es;+2(z;+x+z;):2m_p.
. -7 4

7

Par suite, la partie N’de la somme N qui correspond aux racines V=
a pour expression

(6) 2(7 -—I)+2 s —-—1)-1—2 (¢;—1).

Ajoutons membre & membre les relations (3) et (5), nous trouvons

g EE(;«U — i) +Ezsl,+22(tu+l+lu)
? +Z(; —1— 1)) + Zc “+ E(t +1+41) =2m.

- Or on a évidemment
N:ZNL+ M+ N/,

et la formule de Riemann devient

2(p+m—ri) :ZN;—}—M'-—!—N’

ou bien, en vertu des équations (4) et (6),

;2(19 -+ m—1) :EMH—ZZ(I'U— 1) +EZ($,~,~—— I) —I-ZZ(t,-j__
(8) i Q) ] Q7
) + M+ Z(rl——x) -+ 12(51-—1) + Z(tj———x).

Désignons par ¢ le nombre total des systemes circulaires formés par
les racines U = o de degré égal a I’unité, par z celui des systemes cir-
culaires formés par les racines U= o de degré supérieur a I'unité, par
o’ celui des systemes circulaires formés par les racines V= o de degré
égal & I'unité, par 7’ celui des systemes circulaires formés par les ra-
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cines V=o de degré supérieur a I'unité. Nous aurons

EE(S;j—I)ZEE.Si/——G, Z(s;_x)_—_gs;_c,
J i J

i J

Zz(tij_l)—:EElij~’i, E(t’,_x)zit}_ﬂ
] o -~

v

La formule (8) devient alors

.
" S 2(1)+m——1)——21%—%—2]2(“;-—1)+ZZSU—¢+ZZQJ._ :

’ -+ M+ 2(7;—-1) -+ Zs'j-—-c’-&- 2&}———1’.
J j 1

7

Ajoutant membre & membre les deux équations (7) et (9), le terme
2m disparait, ainsi que plusieurs autres, et il reste

g 2(p—1) :2M,~—|—M’+E Ek,-j-q—glz}
) g 7 7

? _EE(I+[[j)_Z(I—{—Z))—-(a—i—o"—l—'r—l—’r').‘
i g J

C’est la formule que nous avions en vue d’obtenir.

Pour en déduire la proposition de M. Hermite, nous allons rappeler
les conditions trouvées par MM. Briot et Bouquet. Les voici :

Pour que I’équation irréductible

(ro)

U,,;+U/)z~-1f1(w) —+.. ."\—_/‘m(u) =0

admette une intégrale uniforme, il faut et il suffit :

1° Que les coefficients /i (), fo(u), ..., f,,(u) soient des polynomes
entiers, et, au plus, le premier du second degré, le second du qua-
trieme degré, ..., le dernier du degré 2m;

2° Que chaque racine de I'équation, tant qu’elle ne devient pas
nulle, reste uniforme par rapport a u;

3° Que chaque racine nulle et d’un degré plus petit que 'unité soit
du degré 1 — =, p étant le nombre des racines du systéme circulaire
auquel elle appartient;
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4° Enfin que I'équation différentielle, que 'on déduit de la proposée
1 , - N
en posant u = > presente pour¢ =o les mémes caracteres.

La premiere de ces conditions a été exprimée des le début; en vertu
des conditions 2° et 4°, tous les nombres M; et le nombre M’ sont nuls;
en vertu des conditions 3° et 4°, tous les nombres 24 et lzj sont nuls. La
formule précédente devient alors

(11) 2([)——r)=——22(1+lu)—2(1+ ) —(s+d' +t+7).
iy i

Tous les termes qui figurent au second membre étant négatifs ou nuls,
le premier membre ne peut étre que négatif ou nul. Donc p ne peut
avoir d’autre valeur que zéro ou un, ce qu’il fallait démontrer.

Voici quelques conséquences de la formule (11).

Supposons p =1. Le second membre de I'équation (r1) doit étre
nul. On a done

c=0d—=rt=<'=o0;

9

c¢’est-a-dire que les racines U= o0 et les racines V = o sont toules de

degré inférieur & I'unité. Par suite, les deux premiers termes du sccond

membre disparaissent d’eux-mémes, et I’équation (1 1) est satisfaite.
Supposons maintenant p = o. L’équation (r1) devient

2:ZE(I+lij)+2(‘+ ) +o4o 44+
i g J .

Il est impossible que I'un des deux nombres o et ¢’ soit différent de
zéro en méme temps que ’un des deux nombres = et 7'; car, si cela était,
'un au moins des deux premiers termes du second membre subsiste-
rait; par suite, ce second membre serait supérieur ou égal a 3.

En conséquence, ou bien 7 et 7’ sont nuls tous les deux, ou bien ¢
et ¢’ sont nuls tous les deux, c’est-a-dire que I'équation f(u, U) = o et
sa transformée ne peuvent offrir & la fois des racines nulles d’un degré
égal a ’unité et des racines nulles d’un degré supérieur & I'unité (*).

Premier cas : v =1'=o0. — Les deux premiers termes du second
membre disparaissent; il reste

2==0g -+ d;

(1) Theorie des Fonctions clliptiques, p. 402, Remarque.
Ann. de UFe. Normale. 3° Série. Tome 1. — Mars 18853, 14
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done, quand lintégrale est uniforme, les racines U= o et les ra-
cines V= o de degré égal & I'unité forment en tout deux systemes
circulaires, et deux seulement (*).

" Deuxiéme cas : ¢ =0o =o. — La formule (11) devient

2:2;(1 + 1) +>;(1+1}) “+ T

Il est impossible que = et 7’ soient tous deux différents de zéro; car, si
cela était, les deux premiers termes du second membre subsisteraient;
par suite, ce second membre serait supéricur ou égal a 4.

Soit done, par exemple, 7= o. Le terme X(1 + ;) disparait : il

vient
2 :22(1 4 li) + =,
i

ce qui exige =1 et /;=o. L’hypothtse =0 donnerait v'=1 et
l;=o.

Ainsi, quand Pintégrale est uniforme, il n’y a qu’un seul systeme
circulaire de racines U =0 ou un seul systeme de racines V= o qui

2

soient de degré supérieur a l'unité (*); et, si ce systtme comprend

. ’ 1 P
tracines, elles sont du degré 1 + 7 (*).

II.

Nous allons maintenant revenir & la formule générale (10) pour la
comparer successivement avec (rois théoremes que nous avons établis
dans notre travail déja cité (p. 181-186). Pour la définition des para-
metres ¢ et ¢, et les trois formes de I'équation f(u, U) = o, nous ren-
voyons au premier Chapitre de ce Mémoire.

Tutonime [. — Pour que Uintégrale d’une équation différenticlle alge-

) Théorie des Fonctions elliptiques, p. 402, Remarque.
(2) 1bid.
(3) Ibid., p. 385-386.
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brique F(u, U) = o soit uniforme et doublement périodique, il faut et il

N U M 27 -
suffit : 1° que les paramcires ¢ et ¢, sotent lous nuls; 2° que I’équation
proposée soit du genre un.

Tugonime 1. — Pour que Uintégrale soit rationnelle, il faut et il suffit
que Uéquation T(u,U) = o vérifie les conditions suivantes : 1° un au

hd A) ! . N 2 , M .
moins des paramdclires ¢ et ¢, est infini; aucun d’eux n'est fini et dif-
Jérent de zéro; 2° une seule valeur de u vérifie & la fois les deux équa-

. u du . . .
tions i = el g6 = T 30 st celle solution est u — b, les p valeurs de U

qui deviennent nulles avec uw— b et sont d’un degré supérieur a [ unité

forinent un seul systéme circulaire ; leur développement commence par un
2

1
PR . A= .
terme en (u— b) 7et ne contient pas de terme en (u— b) . Si celte
. I . B
solution est — = v = o, les p valeurs de V quu deviennent nulles avec v et

sont d’un degré supéricur a l'unité forment un seul systéme circulaire;
1

, 14— .
leur développement commence par un terme en v ' et ne contient pas de
2
14 = , . . ,
terme en v 7; 4° I'équation F(u, U) = o est du genre zéro.

Tutorime 1. — Pour que Uintégrale soit uniforme et simplement pério-
dique, 1l faut et il suffic que I’ équation T (w, U) = o verifie les conditions
suivantes : 1° aucun des paramélres c et ¢, n’est infini; les valeurs de U
qut deviennent nulles pour des valeurs finies de u et sont de degré cgal a
lunité, ainsi que celles de V qui deviennent nulles pour ¢ =0 et sont de
degré égal & I'unité, forment en toul deux systémes circulaires; 2° ['équa-
tion F(u, U) = o est du genre scro.

Dans le cas ol les parametres ¢ et ¢, sont tous nuls, que faut-il pour
que I’équation proposée soit du genre un? Par hypothese, il n’y a pas
de racine U= o ou V = o qui soit d’un degré supérieur & I'unité. Donc
¢ = ¢' =< =+ = o. Par suite, les termes E3(1 4 /;) et E(1+ lj'.) dis-
paraissent. La formule (ro) devient

.
0 :—_EMi M +2 Z/z,-, +Z/z
i i ]

On en conclut M\,=M =o0 ct /e,-,-:/z’j—_: o. Donc d’abord toutes les
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racines multiples différentes de zéro sont uniformes aux environs des

1

o’

points critiques; en outre, toute racine nulle est de degré 1 — 7':,
elle appartient & un systeme composé de r; racines.

Dans le cas ol les parametres ¢ et ¢, sont tous finis et n’ont que
deax valeurs distinetes, il n’y a aucune racine d’ordre supérieur a
anité. Done « = ='= o; les deux termes mentionnés plus haut dispa-
raissent encore. Enfin la somme ¢ + ¢’ est égale a 2.

Que faut-il pour que le genre soit zéro? La formule (10) se réduit

dans le cas présent a
) Wl
0= E M;+M + E ; Dy -+ 2 ;.
ol ol
¢ 14 ] 7

On en tire les mémes conclusions que précédemment.

Supposons enfin qu’aucun des parametres ¢ et ¢, n’est différent de
zéro, qu'un seul d’entre eux est infini, et que les ¢ racines nulles
) N . . . ’ I . .
forment un systeme circulaire unique du degré 1+ -, c’est-a-dire que

=+ < est égal & 1 et que ¢ et o’ sont nuls.

Que faut-il pour que le genre soit égal & zéro?

Supposons d’abord v =1, v'= 0. Le terme (1 + A}) disparait; le
terme EX(1+/;) se réduit a I'unité, et 1l vient

- :
) :ZM,:—l— M’—i—zzhu —i—zh};
i [ J

d’ott les mémes conclusions que précédemment. On les retrouverait
encore en supposant t=o0 et 7' =1.

En résumé, quand une équation f(u, U) = o de 'espece considérée
vérifie, abstraction faite de son genre, les conditions de nos trois
théorémes, la condition relative au genre revient dans tous les cas aux
suivants :

1° Chaque racine U, tant qu’elle ne devient pas nulle, est une fone-
tion uniforme de w;

2° Chaque racine nulle et d’un degré inférieur a 'unité est du

degré 1 — 5 s elle fait partie d'un systeme circulaire de p racines;
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3° L’équation transforméef(%, — ?;,) = o présente pour ¢ = o les
mémes caracteres.

On peut vérifier ces conditions par de simples divisions et élimina-
tions, ainsi que je I’ai montré antérieurement. Je vais indiquer un nou-
veau moyen, plus simple, de reconnaitre que les racines U et V (pour
¢ = o) restent uniformes, tant qu’elles ne s’annulent pas. Je ferai usage
de quelques lemmes qu’il suffira d’énoncer & raison de leur évidence
immeédiate.

Leywe 1. — Etant donnée une fonctior algébrique y qui admet n déter-
minations pour chagque valeur de la variable x, si au point x = o plusieurs
de ces déterminations deviennent égales, pour qu’elles soient auzx environs
de Uorigine des fonctions uniformes de x, il faut et il suffit que celles des
differcnces y, — yi qui deviennent nulles pour x = o sotent toutes de degré
entier par rapport a x.

Lemyme 1. — St, au point x = o, l'une des déterminations y, de y devient

.« X 1 . . . .
nulle, les n — 1 différences — — — deviennent infinies en ce point.

Yk Xn
Il n’y a d’exception que si la différence y, — v, est nulle elle-méme
avec x, et si son degré est au moins double du degré commun de y, et
de y4.

Lesve 1. — Si pour x = o plusieurs determinations de y deviennent
égales, les unes étant nulles, les autres différentes de =éro, pour que ces der-
niéres soient aux environs de l'origine des fonctions uniformes de x, il

Jaut et il suffit (sous réserve du cas d’exception) que celles des différences

1 1 . . . , .
— — — qui deviennent nulles pour x = o soient toutes de degré entier par

Yk Yt
rapport a x.
Cette proposition est une conséquence des deux précédentes.
Lemve IV. — Etant donnée une équation algebrigue irréductible
Sz, y)=o0, st pour x = o plusicurs déterminations de y deviennent
i, , . .
nulles, et sont du méme degré L (q étant premier avec p), si de plus elles
V4

se distribuent en sysiémes circulaires composés chacun de p racines, leurs
développements en série différent dés le premier terme.
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En effet, ayant posé @ = &P, y = ta'?, I'équalion f(a", t2'?) = o se
réduit pour = o0 & une équation en z dont toutes les racines sont
simples; car, si deux d’entre elles étai@nt égales, les racines ne seraient
séparées que par une approximation ultérieure, et 'un au moins des
systemes circulaires qu’elles formeraient se composerait de racines en
nombre égal non a p, mais & un multiple de p.

Cela posé, on formera I’équation dont les racines w sont les diffé-
rences —I;—/ — TJI—/ des inverses des racines de ’équation proposée. Soit
o(w, u) = o cette équation, et ¥(u«) Pensemble de ses termes indépen-
dants de w. Il suffit évidemment d’effectuer un certain nombre de divi-
sions algébriques pour former les polygones de Newton relatifs aux
diverses racines w qui deviennent nulles avee le polynome ¢ (), et par
suite pour trouver leurs degrés.

Soit # = bune racine de ¢(u). Si pour u=0b I'équation proposée
n'admet pas de racines U égales & zéro, les valeurs %; UL, sont assimi-
lables aux racines y;, y; considérées dans le lemme I. Pour que toutes
les racines U restent uniformes aux environs du point b, il faut et il
suflfit que les racines w nulles avee (u — &) soient toutes de degré
entier par rapport & (u — b).

Si pour u = b I'équation proposée admet a la fois des racines mul-
tiples différentes de zéro et des racines nulles, nous supposerons
d"abord que ces racines ne soient pas d’un degré égal a I"unité.

A deux racines nulles Uy, U, de degré différent, correspondent dauns
Péquation en w des racines infinies (lemme II). Deux racines U, U,
nulles et de méme degré sont dans les conditions du lemme IV : leurs
développements different des le premier terme. Le cas d’exception du
lemme II se trouve écarté. Le lemme IV est done applicable, en assimi-
lant Uy et U a yy et & y,. Ainsi il faut et il suffit que les racines ¢ nulles
avec (1 — b) soient toutes de degré entier.

Supposons enfin que pour u =54 'équation proposée admette des
racines multiples différentes de zéro, el des racines nulles, dont plu-
sieurs pourront étre de degré égal a U'unité. Celles-ci ne peuvent,
comme on sait, former plus de deux systemes circulaires. Or on con-
nait en fonction rationnelle des coefficients de I'équation proposée les
deux valeurs de u telles que 5. On pourra donc séparer les racines
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nulles de degré égal & 'unité et compter combien de couples de ces
racines (U, U;) auront une différence de degré supérieur 2 2. Soit n
ce nombre. L’équation en w admettra 2~ racines nulles de degré frac-
tionnaire, ni plus ni moins. Sauf ces 27 racines de degré fractionnaire,
toutes les racines nulles de I'équation en w sont, d’aprés ce qui pré-
cede, de degré entier par rapport & (u — &). C'est la condition néces-
saire et suffisante pour que les racines U qui deviennent égales sans
s’annuler au point u = b soient uniformes aux environs de ce point.

Le cas d’exception que nous venouns de traiter ne peut se présenter
que si I'intégrale, supposée uniforme, est simplement périodique.

On n’aura qu’a répéter sur I’équation transformée les opérations
ci-dessus indiquées pour s’assurer que les racines V restent uniformes
aux environs du point ¢ = o tant qu’elles ne s’annulent pas.

I11.

Ayant reconnu que l'intégrale u est uniforme, voici comment on
pourra 'obtenir.

Dans un important Mémoire (') publié récemment, M. Neether a
montré qu’on peut, par de simples opérations algébriques et sans
résoudre aucune équation de degré supérieur a 1, obtenir toutes les
courbes adjointes d’une courbe donnée, quelles que soient ses singula-
rités. Par suite, on saura exprimer en fonction d’un parametre les coor-
données de toute courbe de genre zéro ou un.

Si donc la fonction z est rationnelle ou simplement périodique,
I'équation f{u, U) = o étant alors du genre zéro, on sera ramené a
intégrer une différentielle rationnelle (*).

Si la fonction u est doublement périodique, I'équation f(w, U) =0
est du genre un : on aura

w=u[t,yR(6)], U=y[¢ yR(5)],

(1) Rationale Ausfihrung der Operationen in der Theorie der algebraischen Functio-
nen ( Mathematische Adnnaler, t. XXII, 1884).
(2) Poir notre Mémoire déja cité, p. 145 et suiv.
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R(¢) représentant un polyndme entier du quatrieme degré,
R(&) =aytt+ba P+ 6as 8+ hast + a,.

Pour achever, par des opérations purement algébriques, la solution
de notre probleme, il convient d’introduire la fonction p de M. Weier-
strass, qui effectue I'inversion sans exiger la connaissance des racines
de I'équation R(z) = o. Nous emploierouns les formules que M. Halphen
vient de publier dans le LIVe Cahier du Journal de !'Ecole Polytech-
nique (p. 171-173).

Désignons par I, et I, les deux invariants de R(¢), et posons

1 I
&r==hL, &=L

@y a,
La fonction p& de la variable & étant définie par Iéquation
J‘)ME :4‘})35, "é’2}3£ — &

et la constante » par les deux relations concordantes

a— aya, - ayal—3aya -+ 24}
R 2

") 'ﬂ - 2 'I‘ = -
! al

a;
on aura, d’aprés M. Halphen,

a, 1pt—p'n
G 2P Ph
a, 2 pt—pn

t=— VR(E) =Va,[p (5 + 1) — pkl,

ou, en remplacant p(& + ) par sa valeur connue,

VR = ag BPTE—22) (P1—p8) + A8 — gap? — gy — p'Ep's
2(ps—pn)?
Par suite, 'intégrale u sera exprimée en fonction de pé et de p’&; or
£ est une fonction linéaire de z. L’intégration sera donc effectuée, dans
ce.cas comme dans les précédents, sans qu’on ait eu & résoudre aucune
équation algébrique.



