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APPLICiTION DU THÉORÈME DE M. MITTAG-LEFFLER

AUX

FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES
DE TROISIÈME ESPÈCE,

PAR ÛL P. APPELL
M A I T R E DE C O N F É R E N C E S A L ' E C O L E N O R M A L E S U P É R I E U R E .

Les applications du théorème de M. Mitlag-Letller à des fonctions
connues sont encore peu nombreuses. Dans celles que M. Weierstrass
a ind iquées pour les fonctions e l l i p t iques , par exemple dans la for-
m u l e

H )̂ ̂ V F____L__,,,,, _ ,..,.,,,,̂ __,„ .„ ...___^^___1
H (.y) 'Z^V^ -+- 2wKl+2/^.K / 2/^fc-h a/u'K/ ( '2/^K + 3/< ' /ê< / ) 2 J ?

le polynôme retranché de la panie pr incipale est du premier degré.
'M. Uermite , dans une Lettre à M. Mittag-Lefïler insérée au Tome 92,
page ,r45 du Journal de Crelle, a donné des exemples, obtenus par des
combinaisons de fondions eulériennes, dans lesquels il faut retran-
cher des fractions simples un polynôme de degré l imité mais quel-
conque. Enf in , dans son Cours à la Faculté des Sciences ( 1 ) , M. Hermile
a considéré d'autres combinaisons de fonctions eulériennes pour les-
quelles le degré du polynôme à retrancher de chaque fraction simple
est proport ionnel au rang de cette fraction dans la série et, par suite,
croî t au delà de toute l imite.

Voici une nouvelle appl icat ion du même théorème, dans laquelle les
degrés des polynômes que l'on retranche de la partie pr incipale

( l) Cours do M. Hermite, rédigé par M. Audoyer; Ilermann; éditeur.



68 P. ÂPPELL.

croissent indéf in iment ; cette application est relative a u x fonctions
doublement périodiques de troisième espèce obtenues, comme l 'on
sait, en divisant un produi t de fonctions © par un autre produi t de
même forme; je m'attacherai surtout au cas, le seul intéressant , où il
y a plus de © au numéra teur qu 'au dénominateur .

1. Soit ¥ { x ) une fonction uniforme de x vérifiant les équations

F(^4"aK) •=.V(x\
( T ) < ^i

V^-^itK')-==\e" K FO),

). désignant un facteur constant quelconque et ^ un entier positif,
Supposons que cette fonction admette un pôle simple x == a avec le
résidu A; elle admet t ra tous les pôles

(2 ) a 4" awK -}- 2 / i i K ' , (m et n entiers)

avec les résidus respectifs
p- n TC% /

(3) AX^"^""'"^--!1^--1/,

ainsi qu'il résulte de l 'équation
^//TC.'r/

F(.r 4- 2s/uK/) == ̂ e K ^ - ; i / ^ - - i ) F(,y).

Nous allons nous proposer de former une fonction uniforme qui
admette les pôles simples (2) avec les résidus (3); nous pouvons évi-
demment supposer A == 2—> car cela revient à diviser la fonction

cherchée par ^- La question à résoudre est alors la suivante :

Soient les/onctions
(JL mtii

( ^ ) ^ ( ̂  ) = ̂  e 1 " ~i— q-^1 (ft -î ) cot — ( x — % — a ni K/ ),

où
/ ^ = = Û , ± 1 , ± 2 , . . . , ± : C O ;

former une fonction uniforme ^[x\ admettant pour pôles les points (2)
de telle façon que la différence

^O)--^^)
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soit holomorphe dans le voisinage de chacun des points

a -+- 2 m K 4- 2 ïiiK'^

OÙ
m -==0, ±: r, ±: -2, . . ., ±: co .

La série
^.r)

est divergente, car le module du terme général augmente indéfiniment .
I3n suivant la méthode de M. Mittag-Leffler, nous allons retrancher de
chaque fonction ^n[oc} un polynôme gn[^) ̂  ^T" et ^û—1 choisi
de telle façon que la série

n =- •+- «

^(.r)^ V [^(.:r)-,^0r)]

soit absolument convergente. Cette série définira une fonclion <]>(;r)
satisfaisant aux conditions du problème; la fonction la plus générale
satisfaisant a ces conditions sera <&(a?) augmentée d 'une fonction
entière G[x}.

On peut écrire
wn. ï .cn

(5) ^aK (•r^a^'2/UK/)^^^^£E^~^
e K — ff'1

d'autre part, quels que soient a et 6, on a identiquement

a+b b î^ /7AP-1 / / A P /' b\^ a -h h
(6) -.———— = i + -?, ~ 4- 2 — + . . . -+- 9- - 4- - + - ————,- •
" } a—h a a2 W \aj \a j a—h

Supposons d'abord n positifel appliquons l'identité (6) en y faisant

a == e K , b === /y^', p = p,^ ;

nous aurons

[ îEl̂ l-liLLf -o '"liï— l̂f
eoi— (.r — a — à /«*K/) -=. i ,14- a^2^"" K 4-. .. + rf^e n " K

2 1\

4- (f^ne K cot-^ (^> — a — amK7).
2i jrL
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Portant cette expression de coi— [x — ^— ^niW} dans celle de y//( .r)
et posant

p. n TCO f r •rc(.r—a)f' • __ TC^-_«)/1"

(7) ^nW^u^e"'"^^1^-1^!-^ ^ q ^ e ' K +..'.+^^P"^" " K , ,

on a
, TC'X /' IT .ri'

( 8 ) ̂  (^) -^ ̂  (^) = 5^ ̂  prt" ̂ n ̂  rf^^n.{n~-\ ) ̂ ~ F/t ~K- cot— (^ — a — 2 /liK' ) ;
' ' ' . 2.1».

la fonction ( 7 ) gn{^} est, comme il a été d i t plus haut , nn polynôme
en cos1— et s i n—^? et l'on voit que ce polynôme est de degré p ^ .

Cela posé, la série
n '~^ -+• w

^ 1:?..(^)-^(^)]
/? =0

sera absolument convergente, si l'on choisit l 'ent ier pn ^n fonction de n
de la façon suivante . Soit N un entier que l conque ; on prendra ^ arbi-
t ra i re p o u r toutes les valeurs de n pour lesquelles la d i f fé rence [[LU — N )
est négative, ce qui n'a l ieu que pour un nombre f i n i de termes à cause
de l 'hypothèse n > o; et, pour les au t r e s termes, on prendra

p/, =-= (J- // •— ,N.

En effet, avec celte dé terminat ion de p,/, la différence <p^(«^) — g i ^ ^ ' }
prend la forme

N 7C V. i -, W i ^
^"ï"^ÎA/^4-1)-2/^ 1 Jftï ' > "iTçç^__ ̂  __ y __ a/U'K/),

SI S».

ce qui, grâce à la présence du facteur <^\ est le terme général d 'une
série absolument convergente. La dé t e rmina t ion de Çn qu^ nous venons
d ' indiquer dépend de l'entier arbitraire N; le plus simple sera de sup-
poser N = o et de prendre

{ \ } } , , p^== [ j . n ;
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alors la différence <^(^) •— g'n{^) devient

TT.r; ^

( l e ) /^"^"iT^^-H) ̂ ^(^ „ a — 2/uK/) ,
2 JuL

forme que nous adopterons défmitivemenL
Nous venons d'envisager les termes dans lesquels n est positif; sup-

' posons, au contraire, n négatif; en a p p l i q u a n t alors l'identité ( 6 ) dans
laquel le on fait

TC ( y -„ .̂ , j /•

01-=.^, b=e h y p=?n,

on a
TT f .v ~ a. ) i TE (.*•-- q^ "

^ ( ̂ . „ a — 2 /uK/ ) = — / i + 2 q^111 e K + . . . 4- (y-^P" ^? I< ~cet —— ( . r — a — 2 / u K / ) ^ — / [ ï + a / y - 2 ^ ^ K -4-.. .--h-^-^P"
TC^x---a_)j ^

4- rr^ P" e l K c o l —— ( .r — a — 2 ni K/ ).

Si l 'on pose
y ^ i ' K ^ f r 7 c ( ^ — a ^ '̂.ïL-^LiJ"

^ (^) =:= — iV1 e ~ ï ï ^ - ^ ^ ( ^ - i ) | r 4- ̂ q-^e K +. .. + q^^ne • ' K "

i l v i e n t y pour la différence 9,2 (.r) —^(^), l 'expression

TTCU' TC.rj

. ^e l"" ( p ' / ^" ("p n)~T^^--.2^,,--;l.c^--l)^p^l-ï^ç^^^_ (^ _ ^ ___ a,^-K/).

La détermiination la plus simple de l'entier p^ sera ici

(ç/) p,,==—p./^

ce qui donne
TT^j ' ^

( ic / ) 9/,(^) — ^(^)= ̂ e^^1^^1^'^ coi;— (^ — a — a/u'KQ,

expression identique à (10). Ainsi l'on peut, pour les valeurs positives
et négatives de n, déterminer des polynômes gu{^) de degrés ±p,n
en cos^— et s i n — ? de telle manière que la différence ^n[^}— gn{^}
prenne la forme (10) . On obt iendra, de cette façon, pour l 'une des
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fonctions satisfaisant à la question, la série

/ -(- 33

1 ']>(.r) =V(:^(a-)-^(^)]
î —— •X

{ ï ' 2 > ( -+-X

( ____ TCjr / ^_

==^ \^e v'n~ïcqV'n^l^^ cot—— (.r —-a "— -îm'K/).

La fonction transcendante î^) à laquel le on est ainsi condui t se ren-
contre, comme on pouvait le prévoir, dans le problème de la décom-
position des fonctions d o u b l e m e n t pér iodiques de troisième espèce en
éléments simples ( i ) . Elle s 'exprime aisément à l 'a ide de la transcen-
d a n t e que j 'ai désignée par /^(^-s) et qui est définie par la série

^ ^ ̂ H ' ^
^(^)^^^/ K ^^"Dcot^Ca-^-amr).

p-'ïr,3 /
Si, clans la série (12) , on f a i t ^ = ê K , /3 é t an t u n e cons tan te con-
v e n a b l e m e n t choisie, et si l 'on y change n en — n, on voit que

oK
4,(^)=-^y^(a4-P,.r+p),

^ 4>(.r) ̂ - Ay^(a ̂  p, ̂  + ?).

Revenons ma in t enan t à la fonction doublement pér iodique de troi-
sième espèce F(^) qui vérifie les relat ions ( î ) . Nous avons supposé que
dans un paral lélogramme des périodes elle admettait le pôle a avec le
résidu A; imag inons qu'elle ait, dans ce même para l lé logramme,
n autres pôles simples a^ a^, . . . » a^ de résidus Ao As, . . . , Arr II
résulte de ce qui précède que celte fonction F(^) ne différera de la
somme

— A'/p^a 4- ?, x 4- p) — Aiy^(a, + p, *r'4- p) — . . . - A,,7^(a,, + p, ,-r + p)

( 1 ) F<9^/' deux Mémoires que j'ai publiés dans les Annales de P École 'Normale en 1884
et ï885.
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que par une fonction entière G^),

F ( ^ ) = G ( ^ ) - A / ^ ( a - f - ? , ^ + p )
--Ai7^(^-}-p,^+p) —.. .—A/zy^(^+p,^+p) .

Comme chacune des fonctions

X^+^.r-t-P), ..., y^(^4-P,^-4-(3)

vérif ie les re la t ions ( i ) , ainsi que l'on s'en assurera fac i lement , il f au t ,
pour que la fonction F (a?) vérifie ces relations, que la fonction en-
tière G(.r) les vérifie également. Or il est facile d'avoir l'expression la
plus générale d'une tel le fonction G{^]; c'est, comme l'on sait, une
fonction linéaire homogène de [j. fonctions spéciales qui , d'après la
nota t ion que j 'ai employée dans mon premier Mémoire ( 1 ) , s'écriront

^(.r+p), ^)(^4-P), ..., ^(.^+p);

on aura donc

G(.z-) = K^T^ 4- P) + KiéT(^ + P) 4-...+ ̂ -i^Li (lr +- P).

où i l ne restera plus qu'à déterminer les constantes Ko, K^ ..., K^
dans chaque exemple part iculier .

2. La résolution de ce même problème dans le cas où l 'ent ier y. qui
figure dans les équations (i) est négatif ne présente aucune di t f îcul té ;
ce cas est celui où la fonction F(*r) contient dans son expression plus
de fonctions © au dénominateur qu 'au numéra teur . Si l'on suppose
^ = — ^, l'expression du résidu (3) relatif au pôle

a -+- 2 mK 4- 2 niK'

dev ien t , en laissant de côté le facteur A,

y n'ny.i
) , " € K < 7 V ^ ~ 1 ) , ,

< [ ) Annales de l'Ecole Normale y 1884, p. ï38.
* ÂIHÏ. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome II.— MARS i8R5. ïû
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et la série des parties principales (p^(a?)

„ vn^'y-j . ^
W(.c)=y ^e K ^^^^cot— ^—^—2niK')

— ec.»

est absolurnent convergente. Si l'on fait encore ici

V TC P f

x^éT1^,
on a

^)=^Xv(^+i3,^+?).

On trouve alors, en supposant que F(<r) ait les pôles s imples a,
a,, ..., y^ de résidus A, A < , . . . , A,;,

F(.r)=A^(^-h P,a-l-P) + Aiy^(^ -1- P, ai+ ?) 4-. . . + A//,^(.r 4- P, a/,-t- p),

sans ajouter de fonction entière, comme je l'ai mon t r é dans mon pre-
mier Mémoire.


