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SUR LES

TRANSFORMATIONS RATIONNELLES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES,

Par M. E. GOURSAT,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE TOULOUSE.

Dans un article inséré aux Mathematische Annalen (Band XXIV) et
dans un Mémoire développé qui paraitra prochainement dans les Acta
Societatis Fennice, je me suis proposé d’étudier les intégrales ration-
nelles de I'équation du troisieme ordre, due & M. Kummer, qui se pré-
sente dans 'étude de la transformation des séries hypergéomé(riques.
Le probleme d’Algebre auquel on est conduit offre plus d’ane analogie
avec le probleme célebre de la transformation des intégrales ellip-
tiques, tel qu’il a été traité dans toute sa généralité par Jacobi an début
des Fundamenta nova. Les deux questions ne sont, d'ailleurs, que des
was particuliers d’un probleme trés général relatif aux transformations
rationnelles des équations différentielles linéaires, ¢t ce probleme
comprend aussi toutes les questions que I'on peut se proposer sur la
réduction: des intégrales ultra-elliptiques au moyen de substitutions
rationnelles. C'est I’étude de ce probleme général qui fait Pobjet du
présent Mémoire. Je m’attache surtout 2 montrer comment la question
dépend de la recherche des solutions en nombres entiers et positifs de
certaines équations indéterminées. Une fois ces systemes de solutions
connus, la détermination effective des substitutions rationnelles exige
Pemploi de caleuls par la méthode des coefficients indéterminés, cal-
culs qui peuvent étre tres compliqués, mais il ne semble pas qu’on
puisse s'en affranchir d’une maniere générale. Comme application, je
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montre comment on peut toujours ramener a une question d’élimina-
tion le probleme suivant : Une équation linéaire du second ordre ¢tant
DONNEE, reconnaitre si son intégrale generale est une fonction algébrique.

Pour fixer les idées et abréger les raisonnements, j’ai constamment
supposé que les équations linéaires étaient du second ordre, mais il
est visible que la méthode reste la méme, quel que soit ’ordre de ces
équations.

I.

1. Pour ne pas interrompre la suite des raisonnements, je commen-
cerai par établir un lemme dont nous aurons besoin par la suite.

Soit @ = ¢(¢) une fonction rationnelle quelconque d’une variable ¢,
et désignons en général par P(z — o) une fonction rationnelle qui n’est

ni nulle, ni infinie pour ¢=«, ¢— o devant étre remplacé par %

Soient @ et « deux quantités finies; d’apres la théorie des racines
égales, on peut dire que z=« est racine d’ordre 7 de I’équation
p(t)=a, si l'on a
z—a=(t—a)"P(t—a).

On dira de méme que ¢ = « est racine d’ordre 7 de I’équation ¢(¢) = oo
ou que z=oo est racine d’ordre n de I’équation ¢(¢z) = a, si 'on a
dans le premier cas '

1

= — — mpP -

po (t—2)"P(t— =)

1 III-‘ 1
‘Z-—'(l——<7> P(—[)’
Enfin ¢= o sera racine d’ordre m de I’équation ¢(z) =, si 'on a
L (L) "“p <l>
z ¢ ¢

Supposons que l'on fasse a la fois sur @ et sur ¢ une substitution
linéaire

et dans le second cas

o AX 4B _ AT+ B
T XD’ T TTFD7

si ¢, est racine multiple d’ordre 7 de I’équation ¢ (z) = x,, en appelant

R e ST By



TRANSFORMATIONS RATIONNELLES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES. 39

X, et T, les valeurs correspondantes de X et de T, T, sera dans tous

NT+BY _ « o
___C'T—l—l)’>_:\°' Par

exemple, si 4(z) se réduit & un polyndéme entier d’ordre m, ¢ =
devra étre regardé comme une racine multiple d’ordre m de 'équa-
tion cp(t) =w.

Imaginons que I’on considere toutes les valeurs de « pour lesquelles
I’équation ¢(z) =« a des racines multiples, finies ou infinies, et soit
r’ordre de multiplicité de 'une quelconque de ces racines. Si le degré
de la fonction o(¢) est égal & n, on a la formule absolument générale

les cas racine multiple d’ordre m de 1'équation o<

(1) E(r—i1)=an—a2,

le signe X s’étendant & toutes les racines multiples, finies ou intfinies,
de I'équation ¢(¢) = =, pour toutes les valeurs de x. D’apres ce qui
précede, on peut toujours supposer que I’équation ¢(¢) = » admet la
racine simple £ = » et n — 1 autres racines simples. Si ces conditions
n’étaient pas remplies, on n’aurait qu’a considérer une valeur finie «,
pour laquelle I’'équation ¢(¢) = a, ait » racines simples finies 7,, ¢,, ...,
l,,, et & faire les substitutions linéaires

I

T’

P L= (), —+

1
X?
qui ne changent ni le degré », ni la somme Z(7 — 1). On pourra don¢
toujours supposer la fonction rationnelle ¢(¢) mise sous la forme

>

L=o(l) = O

,
P et Q élant des polynomes sans facteurs communs, ‘le premier de
degré n, le second de degré » — 1, et le second n’ayant que des fac-
teurs simples. Grice aux substitutions précédentes, I'équation ¢(¢) =«
ne pourra avoir de racines multiples que pour des valeurs finies de «
et ces racines multiples auront elles-mémes des valeurs finies. De
I’équation précédente, on tire

Cdre _ PIQ - PQ

de Q2

b

et le numérateur est un polynome de degré 22 — 2 n’ayant aucune
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racine commune avec le dénominateur. Si ¢ = « est une racine d’ordic
r— 1 de I'équation P’Q — PQ’= o et @ la valeur correspondante de x,
on voit facilement que ¢ = « sera racine multiple d’ordre r de I’équa-
tion ¢(¢) = a; et réciproquement, si = « est racine multiple d’ordre 7
de I'équation P — aQ = o, ¢ = « sera racine multiple d’ordre » — 1 de
I’équation PQ’— QP'= o0, comme cela résulte de 'identité

P'Q—QP=(P'—aQ)Q—Q'(P—aQ).

On en déduit précisément la formule (1) qui est, par suite, absolument
générale.

On peut établir cette formule autrement. Considérons la fonction
algébrique ¢ de x définie par I'équation ¢(z) = =, et la surface de
Riemann correspondante, qui se composera de » feuillets, si ¢(¢) est
de degré n. Les points de ramification de cette surface correspondent
aux valeurs de a pour lesquelles plusieurs valeurs de ¢ deviennent
égales, c’est-a-dire aux valeurs telles que I'équation ¢(z) = a ait des
racines multiples. Or, d’apres la définition de I'ordre de multiplicité
d’une racine, on reconnait immédiatement qu'd une racine multiple
d’ordre r correspond toujours un point de ramification d’ordre r» — 1.
La formule générale, qui donne le genre d’une relation algébrique

H=D (i =p,
devient ici, puisque p = o,
2r—n=2n—u,
¢’est-a-dire la formule (1).
2. Soient
(2) %+P§%+w:o,
(3) %+l>§§§+(g;:(>

deux équations linéaires du second ordre, ol p et ¢ sont des fonctions

—
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de z, P et Q des fonctions de z. On peut toujours, comme il est bien
connu, passer de I’équation (2) & I'équation (3) en posant

x=uw(t), z==w),

o et o étant des fonctions convenablement choisies de ¢; on n’aura, en
effet, que deux conditions & remplir et 'on dispose de deux fonctions
arbitraires o et w. Ces fonctions seront déterminées par les équations
simultanées

r
X 85
('/l) . .,‘ - —

(3) ga't= " 4 P%—H)

et I'élimination de w conduil & une équation du troisieme ordre pour
déterminer la fonction inconnue x == ¢(t)

x" 3 /ax"\? | dp’ ) I dpP
3 ALY (i R (( S Y P ¢ L PR
) ax! o\’ . 151 dx, T2 ’
ou l'on a posé, pour abréger,

2 3 e,
2 - ‘_li?, o (T", o fl 7.
dt dde? ded

L’équation de Kummer est un cas particulier de I’'équation (6), que I'on
obtient en supposant que les équations proposées (2) et (3) se réduisent
a4 deux équations hypergéométriques. Dans ce qui va suivre, je suppo-
seral que p et ¢ sont des fonctions rationnelles de «, P et Q des fonc-
tions rationnelles de z, et, de plus, que les équations (2) et (3) ont
toutes leurs intégrales riéguliéres; je me propose de montrer comment
on peut étendre & 'étude des inlégrales rationnelles de I'équation (6)
les considérations dont je me suis déja servi dans le cas particulier de
I’équation de Kummer, et cela sans autre difficulté nouvelle que Ia
complication des calculs.

Je remarque en premier lieu que, si I'équation (6) admet pour inté-
grale une fonction rationnelle de ¢, 'équation (4) donnera pour la
valeur correspondante de ‘—;—: une fonction rationnelle, et il est aisé de

Ann. de U'Foc. Normale. 3¢ Série. Tome 11, — Février 1885, 6
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vérifier que w sera de la forme

i=k

(7) w=T]—urs

i=1

Pintégration de ’équation (3) sera. donc ramenée a l'intégration de
I'équation (2) ou inversement.

3. Un point ordinaire @ d’une équation linéaire du second ordre,
telle que Iéquation (2), peut étre caractérisé par la propriété sui-
vante : dans le domaine de ce point, ’'équation admet deux intégrales
particulieres distinctes de la forme suivante :

}’1:1“"“0(-}3"““)+°‘1(x—a)s+~-;
yi=(x—a)+ B(z—a)3+....

1l résulte des expressions de p et de ¢ au moyen des intégrales y,, y.,
que ces coefficients sont holomorphes dans le voisinage du point a.
Inversement, si p et g sont holomorphes pour # = a, le théoreme fon-
damental de M. Fuchs nous apprend que le point @ sera un point ordi-
naire. Tout point non ordinaire est un point singulier; j’emploierai la
classification suivante, qui est basée principalement sur la différence o
des racines de I'équation déterminante fondamentale relative 2 ce
point. _

1° ¢ n’est pas un nombre entier, ou bien, 0 étant un nombre entier,
I'intégrale générale contient un logarithme dans le domaine du point
considéré; je réserverai aux valeurs de la variable de cette nature le
nom de poinis véritablement singuliers ou, plus simplement, de points
singuliers. Jappellerai a,, a,, ..., a, les points singuliers de celte
espece de 'équation (2), que je suppose en nombre p.

2° 0 es! un nombre entier supérieur i I'unité, sans que I'intégrale
géuérale contienne de logarithme dans le voisinage de ce point. Je
donnerai aux points de cette nature le nom de points & apparence sin-
gulicre, et je désignerai par la lettre b un quelconque des points de
cette espece de ’équation (2).

3° d est égal a l'unité, sans que l'intégrale générale contienne de



TRANSFORMATIONS RATIONNELLES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES. 43

logarithme dans le domaine du point correspondant. Je considérerai
ces valeurs de la variable comme des points ordinaires.

Je désignerai de méme par la lettre « un quelconque des points véri-
tablement singuliers de ’équation (3), et par la lettre § un quelconque
des points & apparence singulidre de la méme équation.

Il est bien facile de saisir la raison de ces dénominations. En effet,

dp

: 2 dP .
les deux expressions 2¢g — 3 p* — —=» 2Q — ;P* — —- sont des inva-

riants, relativement au changement de fonction inconnue, ¢’est-a-dire
que ces expressions ne varient pas quand on multiplie toutes les inté-
grales de la premiere équation par une méme fonction de z, ou les
intégrales de la seconde par une méme fonction de ¢; on pourra tou-
jours choisir ce multiplicateur de facon a ramener les points singuliers
de la seconde catégorie a des points singuliers apparents (au sens
propre du mot), et ceux de la troisieme catégoric & des points ordi-
naires. Dans le probleme qui nous occupe, il n’y a donc aucun incon-
vénient & employer ces dénominations, ni aucune ambiguité & craindre.

Ces distinctions bien établies, le probleme que je me propose d’étu-
dier peut sc formuler ainsi :

Etant donnée une dquation qui a p points singuliers (non apparents),
irouyer toutes les fonctions rationnelles ¢ (t), telles qu’en faisant le chan-
gement de variable x = ¢ (1) dans cetle équation la nouyelle équation
obtenue ait seulement q points singuliers (non apparents).

4. Jétudierai pour cela les propriétés de I'équation différentielle
que 'on déduit de I’équation proposée en faisant le changement de
variable @ = (), ol ¢(¢) désigne une fonction rationnelle quelconque
de ¢. Il est clair d’abord que celte équation sera & coeflicients ration-
nels, et qu’elle aura toutes ses intégrales régulieres. Soit & une valeur
quelconque de ¢, @ la valeur correspondante de x, et m I'ordre de mul-
tiplicité de la racine ¢ = « de I'équation ¢(¢) = a. Si la valeur 2 =«
est un point singulier logarithmique pour I'équation proposée, il est
évident que toutes les valeurs correspondantes « de ¢ seront des points
singuliers logarithmiques pour la nouvelle équation. Si @ est un point
ordinaire ou un point singulier non logarithmique, I’équation pro-
posée admet, dans.le domaine du point # = a, deux intégrales appar-
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tenant 2 des exposants dont la différence est égale & une certaine
quantité 9, différente de zéro; la nouvelle équation admettra, dans le
domaine du point £ = «, deux intégrales appartenant & des exposants
dont la différence sera 24. On aura a distinguer plusieurs cas :

1° Le point a est un point ordinaire : On a alors

f=1, moé=nm;

le point o sera un point ordinaire si m =1, et un point a apparence
singuliere sim > 1.

2° Le point a est un point & apparence singuliére : Dans ce cas, d sera
un nombre entier supérieur & 'unité et, & plus forte raison, md. Le -
point ¢ = « sera toujours un point a apparence singuliere.

3° Le point a est un point véritablement singulier, et 3 est imaginaire
ou incommensurable : Alors md sera lni-méme imaginaire ou incom-
mensurable, et le point ¢ =« sera toujours un point véritablement
singulier.

4° Le point a est un point véritablement singulier, et 0 est commen-

T . . Ao
surable : Supposons-le réduit & sa plus simple expression, ¢ = 5 sim
. rm . .
n’est pas un multiple de p, - sera fractionnaire et la valeur ¢t =«
sera un point véritablement singulier. Mais, si 7 est égal & g ouh un
. Am ; . . s
multiple d p, . sera un nombre entier, et =« sera un point &

apparence singuliere ou méme un point ordinaire; cette dernigre cir-
constance ne pouvant se présenter que si 'on a a la fois

A=1, m=y.

En résumé, les points singuliers non apparents de la nouvelle équa-
tion proviennent : 1° des valeurs de ¢ correspondant aux points singu-
liers logarithmiques de la premitre équation; 2° des valeurs de ¢ cor-
respondant aux points singuliers pour lesquels & est imaginaire ou
incommensurable; 3° des valeurs de z correspondant aux points singu-
liers pour lesquels ¢ est commensurable, sans que 'ordre de multipli-
cité de la racine soit un multiple du dénominateur de J, supposé réduit
a sa plus simple expression.
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Soient a,, «,, ..., «, les ¢ points singuliers non apparents de la nou-
velle équation. Admettons, ce qu'on peut toujours faire, que 'on a

a,=0, ay=I, a,=—ow.

Soit d; la valeur de d relative au point critique z = a;, et soient yu,,
Mas --., M, p nombres entiers positifs supérieurs & 'unité, tels que p;
soit égal au dénominateur de 9; réduit & sa plus simple expression
lorsque 0; est commensurable, et w; étant pris arbitrairement si le
point singulier a; est logarithmique ou si d; est imaginaire ou incom-
mensurable. Désignons par IT; un produit de la forme

k=q

my=J ] (¢ —=)7,

k=1

ol r{ est un nombre entier positif, qui peut étre nul, et par P; un
polyndome en ¢ de degré n;, ne contenant aucun des facteurs ¢t — =,
t — a,, t — o, On devra avoir, en général,

1l I) Py 11, P.; 2
< p= gl p = U
(8) f W, (P )k o, (P )b
( e a— I (P, ) " M,y (P o
— T et e ey =l it B Sl i X '
TL,(P,)E p-t n,(P, )

cela est évident pour les points a; pour lesquels d; est commensurable.

Si @; est un point singulier logarithmique ou que 0; soit imaginaire
ou incommensurable, il faudra, en outre, supposer que le degré n; du
polynéme P, correspondant est égal & zéro. Toutefois je conserverai la
notation précédente qui présente plus d’uniformité; mais il sera tou-
jours sous-entendu que n;= o, si p.; est pris arbitrairement.

Les formules (8) subissent des modifications bien faciles & apercevoir
lorsque I’'une des quantités «,, a,, ..., o, est supposée infinie, ou que
t = est racine d’ordre p,; de I'équation ¢(¢) =a;. Afin de ne pas
multiplier les distinctions, je supposerai qu’on a ramené, par une sub-
stitution linéaire effectuée sur ¢, la valeur ¢ = o & correspondre & une
valeur de x différente de a,, a,, ..., a,; de sorte que les quantités o,,
%y, ..., %, auront des valeurs finies et les polynomes P, seront bien de
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degré n;. 1l sera facile de passer de cc cas général aux autres cas parti-
culiers. On voit, par conséquent, que, si une fonction ¢(z) répond a la
question, elle jouit des propriélés suivantes :

Les racines de l’équation ¢(t) = a;({ =1, 2, ..., p), qui n’ont aucune
des valeurs o, &, ..., «,, dotwent étre racines d'un ordre de multiplicité
égal a p; ou a un mult[p]e de p.;.

Il faut de plus que, dans certains cas que nous avons spécifiés, toutes
les racines aient l'une des valeurs «,, o5, ..., @, Inverscment, il
résulte de ’étude qui vient d’étre faite.que ces conditions nécessaires
sont suffisantes. Si I'on veut, en outre, que I'équation (3) obtenue par
le changement de variable 2 = ¢(z) ne présente pas de points & appa-
rence singuligre, il y aura un certain nombre de conditions aremplir :
1° ’équation proposée (2) ne devra pas avoir de points singuliers appa-
rentls; 2° toute équation ¢(z) = A, ol A n’a aucune des valeurs a,,
@s, ..., a, ne devra avoir que des racines simples; 3° les racines de
I’équation ¢(¢) = a; devront toutes avoir une des valeurs a,, «,, ..., a,,
si ce point est un point singulier logarithmique ou si ¢; n’est pas I'in-
verse d’'un nombre entier; 4° si d; est 'inverse d’un nombre entier p,,
les racines de I'équation ¢(¢) = a;, qui n’ont aucuné des valeurs «,,
@y, - . 2%, devront étre racines multiples d’ordre p.;; 5° si o, est racine
d’ordre A d’une équation ¢(¢) = a;, ou 0; est une fraction ayant pour
dénominateur p; et un numérateur > 1, % ne devra pas étre égal & p;
ni & un multiple de p,;; sans quoi le point «, ne serait pas un point sin-
gulier.

5. Revenant au cas général, je désigne par D le degré de la fraction
k=gq

‘ationnelle ¢(¢), par N; la somme Erf, et par V; le nombre des facleurs
: k=1

linéaires distincts qui figurent dans II;; comme chaque (acteur ¢ — o,

figure dans un des produits II; et dans un seul, on aura

i=p
EV[: (],

i=1

Entre les différents nombres qui viennent d'étre définis on a d’abor
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les relations évidentes

(9) D=Ni+rnp=Ny+ nopo=...=N;+n;p;=... =N, + n,u,

i=p
(10) Y Nizg.
i=1

La formule (1) établie plus haut fournit une autre relation; dans
3(r—1) les termes qui proviennent du facteur II; ont pour somme
N; —V,; et la somme des termes analogues sera

De méme, le terme qui provient des racines del'équation ¢(¢) = a,,
communes avec I'équation P;= o, sera, en supposant toutes ces racines
simples, n;(p;— 1) et aura une valeur plus grande si I’équation P;= o
a des racines multiples, comme il est aisé de s’en assurer par un calcul
facile. La somme des termes analogues sera donc au moins égale a

1=p

N nue—).

i=1

Enfin, la somme 3(7 — 1) pourra contenir d’autres termes provenant
des racines multiples de Péquation ¢(z) = A, s’il. en existe pour
d’autres valeurs de A; de sorte que 'on aura, en général, d’apres la
formule (1),

i=p

i=p
(r1) Eni([.n,-—-x)+ZN;--—q+A:2I)—'—2.

i=1 1=1

A désigne un nombre entier positif qui sera nul si tous les polyndmes P;
n’ont que des facteurs simples, et si 'équation ¢(z) = A n’a que des
racines simples, tant que A n’a pas I'une des valeurs a,, a,, ..., a,, et
dans ce cas seulement. En particulier, on voil que A sera toujours nul,
si ’équation (3) n’a pas de points & apparcnce singuliere.

L’équation (2) étant donnée, les équations (9), (10), (11) contiennent.
les indéterminées D, A, N,, N,, ..., N, et certains des nombres n;, ceux
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pour lesquels la valeur correspondante de &; est commensurable. Les
autres doivent étre supposés nuls, comme on I'a expliqué plus haut.

Pour traiter le cas particulier ot 'on suppose que les équations (2)
et (3) n’ont pas de points singuliers apparents, on devra faire A = o, et
supposer nuls tous les nombres z; pour lesquels le nombre correspon-
dant d; n’est pas I'inverse d’'un nombre entier.

Toute fonction rationnelle répondant & la question fournit évidem-
ment une solution des équations précédentes en nombres entiers et
positifs. Inversement supposons que ’on connaisse une solution de ces
équations en nombres entiers et positifs; connaissant les nombres N,
on pourra déterminer les nombres r/ par les relations

A‘:I]
(12) Ni:E’“z{",
k=1

el, d'aprés I’équation (10), on pourra déterminer ces nombres r! de

facon que chaque facteur ¢ — a, figure dans un produit II; et dans un
seul, et cela d’un nombre limité de manieres. Les nombres n; et r; étant
ainsi déterminés, supposons que I'on veuille calculer la fonction ¢(¢)
par la méthode des coefficients indéterminés. Les équations (8) four-
nissent p — 2 identités de degré D en ¢ et par suile (p — 2)(D+1)
équations de condition; or, dans ces identités, on dispose des ¢ arbi-
traires o, o, ..., «, et des coefficients des polynomes P;. Comme on
peut toujours supposer un de ces coelficients égal & I'unité, le nombre
total des parametres arbitraires sera

i

i

l{

P
ni~=p =4 q— 1.

i=1
Or I’équation (r1) peut s’écrire, en tenant compte des relations (g),

i=p

2\ ~Zn,~—q+A:2])—— 2
/=1
ou
i=p
b ' ﬁ
(13) Z"H—P*—’]—l=([3—-2)(D+1)+A+3,

D
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et cette nouvelle formnule exprime précisément que le nombre des coef-
ficients indéterminés surpasse 16 nombre des équations de condition
de A+ 3 unités. On en déduira donc, en général, une fonction ration-
nelle répondant & la question et renfermant A -+ 3 parametres arbi-
traires.

Je considérerai toutes ces fonctions rationnelles comme appartenant
4 un méme Zype. Comme & tout systeme de solutions des équations (g),
(ro), (rr) correspond un nombre limité de solutions pour les équa-
tions (12), on arrive aux conclusions suivantes:

4 tout sysiéme de solutions des équations (q), (10), (11) correspondent
en genéral une infinité de fonctions rationnelles répondant a la question,
qui appartiennent a un nombre limite de types distincts.

Chacun de ces types contient le méme nombre (A + 3) de parametres
arbitraires.

Pour achever de déterminer le probleme, on pourra se proposer de
disposer de ces A + 3 parametres, de fagcon que A + 3 des quantités o, ,
&gy -+ .y g aient des valeurs données & 'avance si A + 3 5¢.

Pour passer du cas général au cas particulier de I’équation de
Kummer, il faudra faire p=¢g = 3, A=o0; on retrouve ainsi un sys-
teme d’équations équivalent & celui que j’avais obtenu directement
(voir Mathematische Annalen, t. XXIV, p. 450). Chaque solution con-
tiendra trois parametres arbitraires dont on pourra disposer de facon
que les points o, @,, «y coincident avec les trois points o, 1, 20, et le
probleme devient alors completement déterminé, comme je I'ai déja
établi dans le travail cité tout a 'heure.

6. On voit par la le role important que jouent, dans le probleme
dont je m’occupe, les équations (9), (10), (11); dans toute application
de ce probleme, on devra commencer par rechercher les solutions de
ces équations en nombres entiers et positifs. On peut déduire de ces
relations d’autres formules susceptibles d’interprétations intéressantes.
Ainsi des équations (9) on tire

i=p i=p
I
D= ; zn,:p.i +2N;),

Ni=1 =1

dnn. de U'Ee. Normale. 3° Série. Tome Il. — Fivier 1885. 7
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et, en remplagant D par cette valeur dans I’équation (g), il vient

i=p i=p
(1) Y [ptw—n—2pdnr(p—2)( YN—g | =2(1—p)= 2.
i=1 i=1
Supposons p supérieur & 4; le premier membre de la formule précé-
dente ne peut étre négatif, et il ne sera nul que si chaque terme est
séparément nul, c’est-d-dire si I'on a n,=o0, N; = 1. Par conséquent le
second membre ne peut étre que positif ou nul; on en déduit qu’on ne
peut avoir ¢<p, et I'on n’aura g=p que si 'on a en méme temps
A=o,n;=o0,N;=1, et la substitution sera du premier degré. Ainsi :

Lorsque le nombre des points singuliers non apparents de la premicre
équation linéaire est supérieur a quatre, le nombre des points singuliers
non apparents de la seconde équation ne peut étre inférieur au nombre
des points singuliers de la premicre, et, s’il lui est égal, elles se déduisent
Uune de I’autre par une substitution linéaire.

Si p = 4, le premier membre de 'équation (14) ne peul pas non plus
étre négatif; donc on ne peut avoir ¢ <p; mais on pourra avoirp =g¢
si A==o0 et si le premier membre est nul, ce qui aura licu si I'on a

n;=o0, N;=1,

¢’est-a-dire dans le cas d’une substitution linéaire et, en outre, si I’on a
i=4h
Py = e =y Iy =2, EN" = 4.
i=1

Dans ce dernier cas, la détermination de la fonction ¢(¢) revient préci-
sément au probleme traité par Jacobi au début des Fundamenta nova.
Ainsi :

Lorsque le nombre des points singuliers non apparents de la premiére
équation est égal a quatre, le nombre des points singuliers de la nouvelle
équalion nepeut étre inférieur a quatre et, s’il est égal a quatre, la trans-
Jormation est linéaire ou est une transformation de Jacobi.

Dans ce cas particulier, I'équation (2) aura quatre points singuliers
non apparents, et la différence 0 relative 2 ces quatre points sera com-
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mensurable et, réduite & sa plus simple expression, aura pour déno-
minateur 2. Telle est I'équation de Lamé et I'équation plus générale
de M. Darboux (Comptes rendus, juin 1882); 'intégrale générale de
ces deux équations s’exprime, comme on sait, au moyen des fonctions ®
de Jacobi. Il en serait encore de méme si I’on ajoutaitaux quatre points
singuliers non apparents un nombre quelconque de points & apparence
singuliere. Il suffit, pour le voir, de se reporter & un petit travail que
j'ai publié dans le Bulletin de la Sociéte mathématique (t. XII, p. g7).
Nous avons en méme temps le résultat suivant :

Les seules transformations rationnelles, telles queles équations (2) et (3)
atent le méme nombre de points singuliers non apparents, sont les trans-
Jormations de Jacobi et les transformations qui résultent des iniégrales
rationnelles de I’équation de Kummer.

On voit, en outre, qu’on ne pourra avoir g < p.que sip = 3, et l'on
retrouve précisément les quatre types d’équations hypergéométriques
qui s’integrent algébriquement.

Je laisse de coté le cas singulier de p = 2.

7. L’équation (2) étant donnée, ainsi que le nombre entier ¢, il est
tres important de rechercher si les équations (9), (ro) et (r1) admet-
tent un nombre limité ou une infinité de solutions. Des équations (g),

je tire

NL—-— N+ n,p,

np=— — ——TL—L—-—- (i=1,2,...,p—1),

D=Np,+n,p,;
I"équation (11) peut alors s’écrire

i=p—1

L=p
2 T X | A .
np (pp—1) 4 Z (1——— b-) (Np—Ni+n,pp) —}—Z Ni—g+A=aN,+2n,p,—2
i
i=1 =1

»

ou bien

f = p—1 i::p—i

i N s A i=p
5 y ! N L Y pa=g—
(1d) Z py + Nyt p—2— Z P—[>+ Rpppl p—2 ZW) FA=¢qg—2.
[ i=1

gz =1

Plusieurs cas sont & distinguer suivant le signe du coelficient de 7,p.,.
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Premier cas. — Supposons ce coefficient négatif : le premier membre
de équation aura 3 la fois des termes positifs et des termes négatifs,
et cette formule ne nous fournit aucune limite pour les nombres N,

i=p
.z I A s .
et n;. Or la quantité p — 2 ——E o ne peut étre négative que dans les
;

=1

quatre cas suivants :

p=3. P Hy- B
2 2 n
2 3 3
2 3 4
2 3 5

qui correspondent aux quatre types d’équations hypergéométriques
s’'intégrant algébriquement. Dans chacun de ces cas, les équations (g),
(10), (11) admettent, en effet, une infinité de solutions, quel que soit ¢.
IIn’y a de limites ni pour les nombres 7;, ni pour les nombres N,.
i=p
. 1 . .
Deuxiéme cas. — Supposons p — 2 =Z o> ceciaura lieu dans quatre
i
i=1
cas seulement :

e (8

2

=~
[

4
6
3

w o wo
W v N
w waes v F

Dans chacun de ces quatre cas, I'intégrale générale de I’équation
proposée s’exprime au moyen de fonctions doublement périodiques de
premiere ou de seconde espece. Les équations (g), (10), (11) admettent
une infinité de solutions, pourvu que ¢ ne soit pas inférieur a p. Il n’y
a pas de limite pour les nombres n;; mais 1'équation (15) se réduit
11 a

i=p

N;
2L+A:(/_2’

[~ 0
=

et 'on voit que les nombres N; n’admettent qu'un nombre limité de va-
leurs.
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Troisiéme cas. — Supposons, ce qui est le cas général, p— 2>y

i=1
Tous les termes du premier membre de I'équation (15) seront positifs,
et, comme le second membre a une valeur déterminée, il en résulte
que tous les nombres N,, N,, ..., N,, n, devront étre inférieurs i une
limite déterminée. Comme il existe p — 1 équations analogues ou I'on
aurait remplacé successivement I'indice p par p—1, p—2, ..., 1, on
verrait de méme que les nombres n,, n,, ..., n,_, doivent tous rester
inférieurs a certaines limites, et, par suite, les équations (g), (10), (11)
admettent un nombre limité de systemes de solutions en nombres en-
tiers et positifs. Il suit de la que zoutes les substitutions rationnelles per-
mettent de passer de I’ équation proposée a une équation ayant un nombre
déterminé g de points singuliers non apparents appariiennent & un
nombre limité de types dyfeérents.

On peut aller plus loin et regarder dans les équations (g), (r0), (11)
tous les nombres N;, n;, ¢, D, A comme indéterminés, p et g seule-
ment étant donnés. Si on laisse systématiquement de coté les cas qui

i=p
. , . I oA . .
pourraient se présenter ol la somme E = pourrait étre égale ou supé-
- P!

i=1
i=p

. ) . 1 Lo N .
rieure & p — 2, le coefficient p — 2 —2 -, restera supérieur 4 une li-
L
=1

mite déterminée; par exemple, si p >4, ce coefficient sera supérieur

I

a4

a @ — 2; si p =4, il sera supérieur a §; si p = 3, il sera supérieur i 5.
Donc, d’apres ’équation (15), tous les nombres N, Ny, ..., N,, 4, n,p,
devrontresterinféricursa une certaine limite, et I’on démontrerait qu’il
en est de méme des produits n,p.,, ..., 7, p,-,. Par suite, les nombres
n; et p;auront eux-mémes une limite; il y aurait exception pour le
nombre entier ;, si I'on supposait n;= o; mais on sait que, dans ce
cas, le nombre p. ne figure pas dans les équations.

Il y aura donc un nombre fini de solutions pour les équations (g),
(r0), (11), et 'on arrive & cette conclusion que, abstraction faite des
huit cas particuliers énumérés plus haut, toutes les substitutions ration-
nelles conduisant d’une équation quia p points singuliers non apparents c
une équation quien a q appartiennent & un nombre limité de types distincts.
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Cette conclusion est tout A fait analogue, comme on le voit, & celle
que j’avais obtenue pour I’équation de Kummer, mais beaucoup plus
générale.

8. Les principes précédents conduisent sans peine & la solution de
ce probleme : Les cguations (2) et (3) étant données, reconnattre si elles
peuvent se déduire 'une de I’autre par une substitution rationnelle.

Les explications données plus haut nous dispensent. d’entrer dans
un grand nombre de détails. On reconnait d’abord qu’un certain
nombre de conditions préalables doivent étre remplies : I'équation (3)
doit avoir au moins autant de points singuliers logarithmiques et de
points & apparence singuliére que I'équation (2); la différence 9, rela-
tive & un point critique o doit étre multiple d’une des différences d;
relative & un point critique a;. .... Ces conditions étant supposées
remplies, les nombre Ny, Ny, ..., N, auront un nombre limité de sys-
temes de valeurs positives. Quant & A, on obtiendra comme il suit la
valeur de ce nombre ou du moins une limite supérieure. Si I'équa-
tion (3) n’a pas de points & apparence singuliere, I'équation (2) ne
pourra pas non plus en avoir, et I’on aura

A=o,

comme on I’a vu plus haut. Si les deux équations ont des points
apparence singuliere, nous désignerons par A, et A, les différences des
exposants de discontinuité des intégrales de la premiere et de la
seconde équation dans le domaine d’un de ces points, par A,, et A, le
nombre des points 2 apparence singuliere des deux équations. Dans le
cas ol A, = o, on trouve aisément

A=3A,—A,;

mais, si A, n’est pas nul, on a les deux inégalités

-

DE Al EAQ, A;x&ln -+ EAg_'Ag,

qui fournissent a la fois des limites pour D et A, et il est aisé¢, dans
chaque cas particulier, d’obtenir des limites heaucoup moins élevées
par d’autres considérations. Quoi qu'il en soit, une fois qu'on aura
choisi un systeme de valeurs admissibles pour les nombres N; et A,
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Péquation (15) et les équations analogues donneront les valeurs des
nombres »;, pourvu que I’on n’ait pas

i=p
I

. E =p—2.

=1

Ecartons d’abord cette hypothese; les valeurs que 1’on trouve pour
les nombres »; devront étre entiéres et positives, ou nulles dans cer-
tains cas.

On aura donc tous les éléments nécessaires pour effectuer le calcul,
et on voit que la question se ramene dans tous les cas & un nombre
limité d’essais. ,

Les calculs pourront sans doute étre trés compliqués, mais il me
suffit pour le moment d’avoir montré que le probleme est susceptible
d’une solution complete. J’étudie plus spécialement ci-dessous le cas

i=p
ou p— 2 ——2[—;-‘ < 0, qui présente un intérét particulier.
iw=1

Il en est tout autrement dans les quatre cas oit1’on a

i=p
I

p—2=>—;
%

I=1

I’équation (15) ne nous donne plus les valeurs-de n,, et il peuty avoir
une infinité de solutions des équations (9), (10), (r1). Il est aisé de se
rendre compte de cette circonstance par un exemple; si 'on cherche
toutes les fonctions rationnelles « = ¢(¢) vérifiant une équation de la

forme
da g dt

V=) (=Rt JO—8) (1 — k2 e)

on sait que, pour un degré donné nde ¢(2), il devra y avoir une relation
algébrique entre £* et £'%. Si £* et £'* sont donnés, on pourra vérifier si
cette relation est vérifiée ou non pourn = 2, 3, 5, ...; mais, aussi loin
qu'on aille dans la série des essais, on ne pourra jamais affirmer que
la transformation n’est pas possible par cette seule considération des
équations modulaires.

Le probleme qui nous occupe dans ces quatre cas particuliers est
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lié¢ & la réduction des intégrales abéliennes, et je me propose .d'y
revenir dans un autre travail.

1.

9. Pour donner un exemple de discussion du systeme des équa-
tions (9), (10), (11), je me propose d’étudier ici le cas de p =3,
g =14, qui peut étre regardé comme le plus simple apres celui de
p=q=3.

J'observe d’abord que, dans le cas particulier en question, les équa-
tions (9), (1o) et (r1) sont équivalentes aux suivantes :

(16) D=N,+ n;py=Ny+ nypuy= N3+ n3p3,
(17) Ni+ Ny -+ Ny 24,
(18) ny(pg—2) 4+ ne(pa—2) + N, -=Ny=2n5+ 4 — 243

i=38
I’équation (18) s’obtient en remplacant, dans I’équation (11), D ——zn,-
' i=1
par la valeur 2 — A tirée de la formule (13). La discussion comprend
plusieurs cas.

Premier cas. — Soit n, = n,= ny, = o. La seule solution est
Ny=Ny=N;=2, D=2, A=o.
La substitation correspondante sera du second degré, et 'on peut
prendre comme type de cette substitution @ = ¢*; si les points singu-
liers de la premiere équation sont, comme nous le supposons toujours,

0, 1, ®, ceux de la seconde équation seront o, 1, — 1, 9 ; [y, Lo, Py
sont arbitraires.

Deuzieme cas. — Soient n,=n,= o, n,Zo. Les équations de-
viennent

D=Ni+np=Ny=Ns, Ny+No+Ny24, 2N;+2n(p—1)=14—24;

elles admettent les systemes de solutions suivants :

ey thye Pege n,. ny. ng. N,. N,. N,- D. A
2 » » 1. o o I 3 3 3 I
2 » » 2 o o) [} 4 4 4 O
3 » » I ) o 0 3 3 3 0
2 » » I ) 0 0 2 2 92 I
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On peut prendre comme types de substitutions correspondantes les
substitutions ci-dessous :

o t(4¢—3)?

"o CE T G
(20) Lz‘--__--——————-———(52—"Gt_‘z—l).2

. (t+1)t

, (82— 361+ 027)?
(2r) €= G =S ,
(22) T__Q_[ﬂn:__‘g[—}—r)’:,
- T (et —a)?

. [ — 2)?

23 o= =
(23) g t(t—r1)

Troisieme cas. — Soient n, == 0, n,ny% 0. Les équations deviennent

D=Ni+num=No-+nyp,=Ny,
ny(pyg—2) 4 ng(pe—2) -+ Ny Ny=§ — 24,
N, -+ N, -+ N3z 4.

Les substitutions correspondantes peuvent se déduire des intégrales
rationnelles de ’équation de Kummer. En effet, toute fonction ration-
nelle provenant d’un systeme de solutions du systeme précédent don-
nera lieu & une identité de la forme

Py — 11, PY= = 11y,
ou I1; est de la forme
(& — 2 )i (b= 2y)% (L — 23)" (& — ;)" -
Prenons, par exemple, |

== (4 oty ) (£ iy ) (£ — 23 )" (£ — )3

supposons m, supérieur a 'unité. Par une substitution linéaire conve-
nable, on pourra remplacer «,, «,, o, par les valeurs o, 1, » et l'on
aura précisément une de ces identités d’olt se déduisent les intégrales
rationnelles de I'équation de Kummer. La réciproque est aisée a dé-
montrer.

Ann.de {’Ec. Normale. 3° Série. Tome II, — Fevrizr 1885. 8
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Quatriéme cas. — Soit n,n,ny7 0. On a encore plusieurs hypotheses
1

a examiner, suivant le signe de 1 — T TR

. 1 T 1 L. N
Dans les quatre cas ol la somme — + — + 5, est supérieure 2
o1 2 3
Punité, les équations (16), (17), (18) admettent une infinité de sys-
temes de solutions; il n’y a aucune limite, ni pour les nombres »; ni
pour les nombres N;.

. . . 1 I I . \ s e
Dans les trois cas ou la somme — + — + o est égale & 'unité, il y
&1 -2 3

a encore une infinité de solutions, toutes comprises dans les suivantes,
ot A désigne un nombre entier positif arbitraire :

A=o.

", ey [T n, n,. n, N, N,. N, D

3 3 3 h h /] 2 2 2 3+
» » » h /DY Y/ 6 0 0 3h+6
2 4 1 2/ 4+ 4 le—+ 2 h 0 0 8 ih—+8
» » » oh -+ 3 I+ Vi 0 2 6 M/
» " » 2f 4o h h o 4 1 Hle—+ ¢
» » » 2h 42 fo+1 14 I 1 5 /N
» » » PY/ h h 1 3 3 143
» » » DY/ L+ h DY 0 1 G+
» » » 2/ Y/ Y/ 2 2 9 1h -2
» » » 2h— 2 h h 1 0 0 4l

Y 3 6 3h+6 LY/ h 0 0 12 Gl =10,
» » » 3/&—&-—5 2/ 43 h (6] 1 10 6h -+ 10
» 0 » 3h+4 ol -+ 2 h 0 2 8 60+ 8
» » » 3h+3 2/ 1 h [ 3 6 Gh—+ 6
» » » 3h +a 2h / 0 1 1 6% -+ §
» » » 3h+1 DY/ ke 0 5 2 60—+ v
» » » 3/ 2h— o h 0 6 0 Gh

» » » 30+ 4 2h+3 /) I 0 9 6h+ g
» » » 3h+3 2/ + 2 h f I 7 6+ 7
» » » 3A 40 DY/R=n /] I 2 5 6k +5
» » » 3k 1 Py - 1 3 3 6h~+3
0 ) » 3h o/l —1 h- [ 1 1 Gh +1
» » » 3h -+ a 25+ 2 h 2 0 6 64—+ 6
» » » 30+ 2/ -1 h 2 1 4 64+ 4
» » » 3h 2/ h 2 2 9 [$Y/
» » ” 3h— 1 ‘)./l —1 h 2 3 [0 6/

" » » 3h DY/ R /] 3 o 3 6h+3
» » » 30— PY/ . h 3 1 1 6/ ~+1
» » » 3h— DY/ h 4 0 0 Gh
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A=1.
. ey Uge n,. n,. ng. - N, N.. N, D.
o 3 6 3h+3 2k Y o o 6 6/ -+ 6
» » » 30+ o o2h 41 Y o [ 1 6+ 4
» » » 3h—+1 2k Y/ 0 2 9 64 -2
" » » 3041 DY/ Y/ [ 0 3 64 -3

A chacune de ces solutions correspond une infinité de différentielles

de la forme
dt

£
(6= s )l (L — ag)hs (6 —2y)0s (L — ay )i

qui se rameénent par un changement de variable & des différentielles
elliptiques.
. I 1 I y 9 o e
Si 'on suppose ottt <1, on n’a qu'un nombre limité de
‘1

Pa Py

solutions, ol aucun des nombres 1,, 11y, py ne peut dépasser 14. Le
nombre A ne peut étre supérieur & I'unité; il ne pourra donc prendre
que les deux valeurs A=o0 et A =1. Je citerai comme exemples les
solutions sulvantes :

. Py Meye n,. 7. n,. N, N,. N, D. A

) 3 14 9 6 1 0 0 4 18 0

D 3 13 9 6 [ o 0 5 18 0

2 3 13 8 5 I 0 1 3 16 o

2 3 192 9 6 I 0 0 6 18

2 3 12 8 5 I 0 1 1 16 0
II.

10. Une application importante des précédentes recherches est rela-
tive & 'étude des intégrales algébriques des équations linéaires du
second ordre. On sait, en effet, d’aprés un beau résultat da & M. Klein
(Société de Physique d’ Erlangen, juin 1876), que 'équation

(24) CX P L Qy=o,

ou P et Q sont des fonctions rationnelles de ¢, aura son intégrale
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algébrique si les deux conditions suivantes, qui sont d’ailleurs néces-
saires, sont remplies : 1° e/P% est une fonction algébrique de
2° ’équation du troisieme ordre

dp

I
2 de’

(25) 2 a\z 2x?(w —1)2

2" 3 (x”>‘-’ (1—v2) @4 (02 vi— P2 —1) 2 +1— )2 2= Qe
2

olt A, p, v ont 'un des systemes de valeurs ci-dessous :

~<

U

v

10 el 18 Wi
e e wha R

W e i 1

admet pour intégrale une fonction rationnelle de z.

Laissant de coté la premiere condition que nous supposons remplie,
proposons-nous de voir comment on pourra reconnaitre si la seconde
I’est également. Le probleme qu'il s’agit de résoudre est évidemment
un cas particulier du probleme général dont il a été question plus
haut, et ’on obtient ce cas particulier en supposant que I’équation (2)
est une des quatre équations hypergéométriques dont I'intégrale géné-
rale est algébrique et pour lesquelles &, (1, v ont un des systemes de
valeurs ci-dessus.

Pour fixer les idées, je suppose que I’on prenne

’

el

—1 — 1 —
A=1, p=4, v=

équation (24) ne devra pas avoir de point singulier logarithmique, et
la différence des exposants de discontinuité relative & un point critique
non apparent sera un nombre commensurable qui, réduit a sa plus
simple expression, aura pour dénominateur ’'un des nombres 2, 3, 5.
Supposons qu’il existe une fonction rationnelle ¢(z) répondant 3 la
question. Soit = « un point singulier non apparent de ’équation (24)
et 0 la différence des racines de I’équation déterminante fondamentale

. N . . » m
relative & ce point. Si 9 est de Ia forme — on en conclura que ==«

est racine d’ordre m de 1’équation ¢(¢) = o; de méme, si 'ona 0 = %1'

m

> on en conclura que ¢ =« est racine d’ordre 7 de I'équa-

ou &=
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tion ¢(z)=1 ou de I’équation ¢(z)==9c. C'est ce qui résulte bien
clairement du n° 4. On partagera, d'apres cela, les points singuliers
non apparents de I’équation (24) en trois groupes, suivant que le déno-
minateur de ¢ est 'un des nombres 2, 3, 5. Je désignerai par «,, a,, ...,
PN

- les

2

. . . . PYS
a; les points singuliers du premier groupe, et par —'> %> ---»

valeurs correspondantes de d'; par 8,, 8,, ..., f3; les points du second

L. Lo Ly
groupe, et par %; ‘-gf, cees ‘—?’i les valeurs correspondantes de ¢'; enfin
, R . s \ vy Y
PAT 745 7a» --+» Yk les points du troisieme groupe et par £ =5 -

NV

~

CJ(|

les valeurs correspondantes de 0. Je suppose que tous ces points sin-
guliers sont & distance finie; ce qu’on peut toujours réaliser par un
changement linéaire de variable. Posons

W= (b= )M (& — )b (£ — ap),
= (£ B (6 ). (£ — Bi)¥s
My= (¢ —)" (L—ra)s o (L— 1)
Nyz= 2= kg == o= Ay
No= oy =+ ot oo+ gy
Ny=vy vy 4.y

S'il existe une fonction rationnelle « = ¢(¢) vérifiant I'équation (25),
on aura les deux expressions
1, P2 L 0,Q8

= X — 1 = =5
”:; ‘v{" ’ 11‘5 l.{d ’

xX =

ce qui donnera lieu & Pidentité

(26) - 1, P2 — 11, Q% = 11, R,

P, Q, R étant trois fonctions entieres de degrés inconnus pour le
moment.

Soient n,, n,, n, ces degrés; les équations générales () et (11)
deviennent ici

(27) D=N,+2n=Ny~+ 3n,=N;~+ 5n,,

(28) nyAon,+bhn,+N+Ng+Ny— (A +i+ k) +s=2D—2,



02 E. GOURSAT.

et ces équations résolues nous donnent pour 7, 7a, 7y les valeurs sui-
vantes :

SOt 2 L A= (k) — 2,
I9 10 ) 9
g 1 3N, N .
(20) Jom N 3N N iy,
* J 10 2 10 J
) N N, .
f__.'.lﬁi_*_% +1\’ + 2 a=(h4+i+k)—o2.

6

Ces formules ne contiennent d’indéterminé que le nombre A. Bor-
nons-nous d’abord au cas le plus simple, celui ol I’équation (24) n’a
pas de points singuliers apparents. On aura alors forcément, d’apres
ce qu'on a vu, A =o, et les équations (29) nous donnent sans aucune
ambiguité les valeurs de n,, n,, n,. Si les valeurs ainsi obtenues ne
sont pas toutes des nombres entiers positifs, il est inutile de continuer
le caleul, et I'on pourra affirmer que I’équation (25) n’admet pas d'in-
tégrale rationnelle. Si I'on trouve ainsi pour ny, n,, 7, des nombres
entiers positifs (pouvant étre nuls), on aura tous les éléments néces-
saires au caleul de 'identité (26). Le nombre d’équations de condi-
tion fournies par cette identité est égal & D +r et I'on dispose de
n,+ n,+ n, + 2 coelficients indéterminés. Or des équations (27) et
(28) on déduil sans peine, en supposant A = o,

ni+ng+ng+2=D -4 — (h+i+£k);

le nombre des coefficients indéterminés est donc inférieur au nombre
des équations de condition et la différence est & -+ ¢ 4+ % — 3, nombre
positif, sauf dans le cas ol I'équation (24) elle-méme serait une équa-
tion hypergéométrique. Dans ce cas, qui a é1é traité si completement
par M. Schwarz (Journal de Borchardt, t. 75), on connait, d’apres le
Tableau donné par ce géometre, les valeurs admissibles pour Ny, N, N,
et la méthode précédente fournit un procédé de caleul régulier pour
-trouver I'intégrale elle-méme. Si % + ¢ + £ est supérieur a trois, Iiden-
(ité (26) ne pourra avoir licu que si les quantités «,, ..., a,, 3,, coer By
Yi» «- » 7k satisfont 4 certaines conditions. La détermination de ces
équations de condition est un probleme d’élimination, qui n’offre que
des difficultés algébriques. Si ces équations de condition ne sont pas
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remplies, I'équation (25) n’admettra pas d’intégrale rationnelle. Si
elles sont remplics, on en déduira une identité de la forme (26) et une
fonction rationnelle ¢(z) qui est la seule pouvant répondre a la ques-
tion. Il restera & vérifier si elle satisfait ou non & I’équation (25).

I'1. Sil'équation (24) a des points singuliers apparents, A ne pourra
étre nul, mais il est aisé d’avoir la valeur de ce nombre. Soientd un point
singulier apparent de cette équation (24) et A’ la différence des expo-
sants auxquels appartiennent les intégrales dans le domaine de ce
point; ¢ =0 pourra étre racine d’ovdre A’ d’une équation telle que
o(t)=a, ou a est différent de o, 1, %, ou bien racine de I'une des
équations ¢(¢) =o0, 9(¢) =1, p(t) = = au degré de multiplicité 24,
3A’, 5A" respectivement.

Si I'on se reporte a la signification de A, on voit que le terme qui
provient de la racine multiple ¢ = b sera dans tous les cas A’ — 1.

En faisant la somme de tous les termes analogues et en désignant
par A le nombre des points singuliers apparents de U'équation (24), on
trouve

' A=23A—A.

On peut, par conséquent, partager les points singuliers apparents
de I’équation (24) en plusicurs groupes, suivant que 'on suppose que
la valeur correspondante de x est différente de o, 1, o oua l'unc de
ces valeurs.

Ce partage peut étre effectué de plusieurs manieres, mais le nombre
des hypotheses possibles est évidemment limité. Adoptons une de ces
hypothéses en particulier; la valeur de A est connue, et les équa-
tions (29) fourniront les valeurs des nombres entiers r,, r,, n;. On
sera encore ramené au calcul d’une identité telle que (26); mais aux
équations de condition provenant de cette identité il faudra ajouter
d’autres conditions qui expriment que les polynémes P, Q, R con-
tiennent certains facteurs linéaires ou bien que I'équation ¢(z) =0
admet, outre les racines des trois équations II,P=o, II,Q=o0,
II,R = o, certaines racines 4 des degrés de multiplicité déterminés.
On reconnait facilement que le nombre des équations de condition est
supérieur & celui des inconnues, si 2+ ¢+ £ est supérieur & trois. Le
reste du calcul s’acheévera comme plus haut.
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12. Les détails dans lesquels nous sommes entrés pour le cas de
A=1 p =1, v =1 nous dispensent d’insister beaucoup sur les deux
autres cas de A=4, p=4 v=y5 ou v=4 Il y a, cependant, une
complication spéciale relative & ces deux cas que I’on saisira faci-
lement. Ainsi, dans le second cas, si la différence d relative & un

point singulier non apparent o est de la forme — on pourra faire

les deux hypotheses suivantes : = « est racine d’ordre m de 'équa-
tion ¢(¢)=o0, ou bien z=« est racine d’ordre 2m de 1'équa-
tion ¢(¢) = o . De méme, dans le premier cas, si la différence 9, rela-
- N . . . m
tive & un point singulier non apparent «, est de la forme 32 On pourra
supposer indifféremment que ¢= a est racine d’ordre m de I'équa-
tion ¢(z) =1 ou de 'équation ¢(¢) =oco . Une difficulté analogue se
présente pour les points singuliers apparents; mais le nombre des
combinaisons possibles est toujours limité, et il suffira d’essayer suc-
cessivement chacune de ces combinaisons comme il a été expliqué tout
a I'heure.
On pourrait étudier de la méme maniere I’équation (25) en suppo-
) o s N . .
sant .= p. =3, v= —- Meis il est & remarquer qu’aussi loin que I'on

pousse les essais, en prenant successivement pour n les nombres
entiers 2, 3, 4, 5, ..., on ne pourra jamais affirmer sans d’autres con-
sidérations que 'intégrale générale de Péquation (24) n’est pas alge-
brique. 1l parait donc préférable d’employer la méthode suivante.

I’équation hypergéométrique que I’on obtient en prenanth =4, p. =1,

I A
= - est la suivante

d?y
da?

dy ¥
(=) T AT

(30) x(x—1) P

elle admet les deux intégrales particulieres distinctes

= (JF +VEI),
‘)/2:(\/2——\/‘1,—-1) ’

dont le produit est égal & Iunité. Par conséquent, si dans I'équa-

S
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tion (30) on fait le changement de variable x = ¢(¢), et qu'on mul-
tiplie toutes les intégrales de la nouvelle équation par un facteur de
la forme (7), le produit des intégrales correspondant a y, et & y, aura
une différentielle logarithmique rationnelle. Done, si I'équation (25)
admet une intégrale rationnelle pour une valeur convenable de v, en
supposant A = p. =3, I’équation linéaire du troisieme ordre, qui est
vérifiée par le produit de deux intégrales quelconques de (24), admettra
une intégrale particuliere de la forme (7). Comme il est facile de déter-
miner a priori des valeurs limites pour les exposants qui y figurent,
ainsi que pour leur somme, on voit qu’on pourra toujours reconnaitre
s'il en est ainsi par un nombre fini d’essais. S’il arrive que 'on trouve
pour une intégrale particuliere une expression de la forme W, on com-
mencera par multiplier toutes les intégrales de I'équation (24) par un
facteur de méme nature, de facon que le produit de deux intégrales
particulieres de la nouvelle équation soit un polyndme entier entre ¢,
R(z). Cela fait, I'intégration de la nouvelle équation se raménera a des
quadratures (voir Heronre, Annale di Matematica, t. IX, 2° série).
Soit
d*s ds
?[5—2 _I—[);[—[ —I—(]G:O

I’équation dont il s’agit, telle que le produit de deux intégrales parti-
culieres distinctes z,, =, soit un polyndome R(z). Admettons que I'équa-
tion a une intégrale holomorphe dans le domaine de chaque point

critique; on aura
, A;
£ @ — (1[’

et il est aisé de démontrer que e=7% sera de la forme

RION
O]

e——j‘p{U:

F et f/étant des fonctions rationnelles de z. Cela posé, des équations
s 5, =R(¢),
5y o e 5y == G Pl = (————“ F(e)

de *de Vi)

Ann. de I’Ec, Normale. 3¢ Série. Tome 11. — Fvriek 1885. 9
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on tire
’ Crey

~1—-\/1{ t)efl‘- iy f(t)

'

~f————~———cuu i
- :\/R(Z)e Rty fer) ,

et la question se ramene & rechercher si I'intégrale

/R(t \//(t

ETC.

est égale au logarithme d’une fonction algébrique. Cetle question a
donné lien & un grand nombre de recherches, en particulier & des
recherches d’Abel et de M. Tchebycheff. Je renverrai & leurs Mémoires

pour ce qui concerne cette derniere question. ,



