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SUR LES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES
A COEFFICTENTS DOUBLEMENT PERIODIQUES,

Psr M. G. FLOQUET,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE NANCY.

Dans un travail antérieur (*), j’ai considéré une équation différen-
tielle linéaire homogene, d’ordre m, & coefficients uniformes, et dont
I'intégrale générale était supposée uniforme. J’airegardé les coefficients
comme simplement périodiques, de méme période v, etj’ai établi que
cette périodicité entrainait 'existence de m solutions distinctes de la

forme
Q(x) = oo (2) + 2oy (&) + 2?0y (2) +. ..+ 2lo;(2),

ot 94(x), ¢, (), ..., o;(x) désignent des fonctions simplement pério-
diques de seconde espece, de méme multiplicateur, et de la période w.
Les expressions ®(«) se réduisent généralement a leur premier terme,
de sorte que, en général, il existe m solutions distinctes qui sont sim-
plement périodiqués de seconde espece. Il y a d’ailleurs toujours une
solution de cette nature.

Il est tout indiqué d’examiner ensuite le cas plus spécial des coeffi-
cients doublement périodiques. Ce sont les beaux travaux de M. Her-
mite sur I'équation de Lamé qui ont suggéré ’étude de ce cas impor-
tant, et I'intégration de cette équation, celle de certaines écuations
particulieres, les recherches de M. Picard (%), de M. Mittag-Leffler

(1) Annales de I’Ecole Normale supérieure (février el mars 1883).
(2) Journal de Crelle, t. 90.
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sur les équations d’ordre quelconque, ont montré combien sont inté-
ressantes, dans ce cas, les propriétés des intégrales.

Je me suis proposé ici, étant donné que les coefficients de ’équation

considérée admettent deux périodes distinctes w et o', de trouyer comment
cette double périodicité se traduit dans la forme des intégrales.
* Jai résolu la question en prouvant qu'il existe 7 solutions distincter
affectant la forme de polynomes aux deux variables « et Z(x), les coef
ficients de chaque polynome étant des fonctions doublement pério-
diques de seconde espece, de mémes multiplicateurs, aux périodes o
et w's Z(x) désigne une fonction uniforme qui augmente de quantités
constantes quand on y remplace & par  + w ou par x + o’

L(x+o)=L(x)+q, T(z+o)y=Lx)+q,

)/
et telle que wg'— go’ differe de zévo. Si, dans le rapport = le coeffi-

cient de y/— 1 est positif, on prendra

Z(x) = ®logh(z) = %,((:))

§(x) étant une des quatre fonctions ¢, auquel cas on aura

am\/—1 e
g =0, r/’::-———\{)——, wg' —qu'=—a2m\/—1.

Si, au contraire, le coelficient de \/— 1 est négatif, on prendra

5 ()
rowmmmealv ]

Z(z)=®logT () = 5(2)

9(x) étant 'une des fonctions 9, et I'on aura

o= ZTT\/),_—I, g'=0, wq—qu'=—2m/—1.

Nos polynomes en x et Z(«x) se réduisent généralement & leur terme
indépendant de ces variables, de sorte que, en général, il existe un
systeme fondamental d’intégrales doublement périodiques de seconde
espece, ce qui constitue le beau théoreme de M. Picard. Je démontre
d’ailleurs que, pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que deux
¢quations algébriques, appelées équations fondamentales, aient leurs
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racines inégales, ou au moins que les racines multiples remplissent cer-
taines conditions déterminées. Il y a toujours une solution de seconde
espece, et j’étudie, dans un cas quelconque, le nombre de celles qui sont
distinctes.

Les fonctions doublement périodiques, soit de premiere espece, soit
de seconde espece, qui vont figurer dans ce travail, étant toujours aux
périodes » et »’, je me dispenserai de spécifier chaque fois ces deux
périodes.

Pour abréger, j’écrirai s. p. d.s. e. et d. p. d s. e. au licu de sim-
plement périodique de seconde espece et de doublement périodique de
seconde espece. J'écrirai pareillement s. p. d. p.e. et d. p. d. p. e.
pour les fonctions de premiére espece.

Je continuerai & employer la notation @ () pour désigner une expres-
sion de la forme

Q(z) =9y(@) +x g (2) +...+2lo(2),

ol 9,(x), o,(x), ..., p;(x) sont des fonctions s. p. d. s. e., de méme
multiplicateur et de la période w. Je dirai alors que cette expression
est de la forme @(x), avec ce multiplicateur et le degré <.

Je désignerai de méme par @'(«) une expression telle que

Q' (2) = ¢ () + 2 ¢, (@) . . .- 25 (2),

cout gy (), ¢\ (x), ..., oy(x) sonts. p. d. s. e., de méme multiplica-
teur, et de la période '.

.

I. — Equations fondamentales.

1. Soit I'équation différentielle linéaire homogene

dmﬂ,- , dm—1 y dm-2y

P('y) = dam P dx”‘;l P dan—2 e Pmy =0,

a coefficients uniformes et doublement périodiques, de périodes o
et w’, et dont I'intégrale générale est supposée uniforme.

Faisons abstraction, pour le moment, de la période ', et regardons
les coefficients comme périodiques, de période o.

L’intégration dépend alors d’une certaine équalion algébrique A =o,
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que J'ai appelée I'équation fondameniale relative & la periode w, et dont
le premier membre est un déterminant

f&“_"s Al‘.’ ... ‘Alﬁl
Ay Asn—= L. A,
A== ,
A Amg B S

de degré m par rapport a 'inconnue ¢ (*).

Chaque racine ¢; de A = o a, pour ainsi dire, deux caractéristiques,
son degré de multiplicité p; et I'ordre X; & partir duquel les détermi-
nants mineurs de A cessent d’étre tous nuls pour ¢ = ¢;, auquel cas on
a 2;<p; (?). La premiére p, représente le nombre maximum des solu-
tions distincles qui sont de la forme () avec le multiplicateur ¢, (*),
et la seconde ); représente le nombre maximum des solutions distinctes
qui sont s. p. d. s. e., de période w, avec le multiplicateur ¢ (*).

p.; solutions distinctes ®(«), appartenant au multiplicateur ¢, pro-
viennent du groupe (°) d’intégrales corrélatif de la racine ¢, et le
nombre des sous-groupes (°) engendrés par ce groupe est égal 4 ;.

Si n est le nombre des racines distinetes ¢,, &,, .... g, de A=o, il ya
ainsi n groupes corrélatifs des diverses racines, et leur ensemble com-
prend [, + po—+. .. + p, éléments, c’est-d-dire m éléments, consti-
tuant un systeme fondamental. Quant au nombre total des sous-
groupes, il est égal & &, + 2, +...+ 2, et je poserai

11—}— 7‘2—I—. e )\,L:v,

.

de sorte que v représentera le nombre maximum des solutions dis-
tinctes qui sont s. p. d. s. e., de période w, tel que P =o0 en admette v,
~et pas davantage. Je désignerai par S, (), S,(«), ..., S,(x) v solu-
tions distinctes de cette nature.

Toute intégrale de la forme ®(x) a pour multiplicateur une racine

(1) Annales de PEcole Normale supérieure, p. 49 ; 1883.
(2) Ibid., p. 76.
(3) 1bid., p. 70.
(*) Ibid., p. 83.
(%) 1bid., p. 52.
(8) Ibid., p. 75.
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de A =o, et, si¢; est cette racine, I'intégrale est une combinaison
linéaire des éléments du groupe corrélatif de ¢;. J'ai méme démontré (')
que, si cette intégrale de la forme @(«) est du degré , elle s’obtiendra
“en combinant seulement quelques éléments des divers sous-groupes
corrélatifs de ¢, ceux du degré égal ou inférieur & Z. En particulier,
une solution s. p. d. s. e., de période w, sera une combinaison linéaire
de celles des fonctions S,(x), S,(«), ..., S,(x) qui appartiennent &
son multiplicateur.

Enfin la condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe m inté-
grales distinctes qui soient s. p. d. s. e., de période w, étant que I'on
aity =m, ou '

“équivaudra i

a causc de 2;<p;. Autrement d]twﬁ:haque "acine; (’i(,fll annuler tous
les mineurs de A jusqu’a lordre ma ‘rquc paauson degre de multiplicité
~exclusivement. Cette condition est rcmpltc g,cch,x 'me lorsque A = o
n’a que des racines simples. S

"ﬁ

. Simaintenant nous faisons abstraction de la période o, pour n’en-
visager, dans les coefficients p,, ps, ..., pn que la période o', nous
aurons des propriétés en tout point analogues aux précédentes. Nous
obtiendrons un systeme fondamental de solutions de la forme @'(x),
qui se partagera en groupes et en sous groupes, et qui sera lié & une
certaine équation algébrique

A —¢ AL U
A A, —:< ... Al
A’ 21 22 2/m =0,
' ° . '
Aml Amz M Amm

n’ayant, comme A = o, ni racines nulles, ni racines infinies, et qu'on
appellera I'dguation fondamentale relative a la periode o'.

Je deslrrnnr.n par »’ le nombre des racines distinctes de A"= o, par
€5 &, ..., &, CES TACINES, pAr (L), ,, ..., P, leurs degrés de multipli-

() Annales de ’Ecole Normale supéricure, p. 823 1883.
Ann, de UEc. Normale. 3° Série. Tome I. — Jurx 1884.

)
N
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cité respectifs, et par 1, X,, ..., X, les ordres & partir desquels les
mineurs de A’ cessent d’étre tous nuls, quand on y remplace ¢ succes-
sivement par ¢\, ¢, ..., £,.
Sije pose
)\’1—)—)\/2—}—...—1—).;,':*)’,

P = o admet alors v’ intégrales distinctes s. p. d. s e., de période »’,
et n’en admet pas davantage. Je représenterai par S,(x), S,(x), ...,
S,(2), v solutions distinctes de cette nature. Pour exprimer qu’elles
sont au nombre de m, on écrira

~ r 4 -~/ ’
Ny=n My=wuhy ooy D= P

II. — Sur le nombre des solutions distinctes qui sont doublement
périodiques de seconde espéce.

3. Considérant maintenant les deux périodes simullanées » et w’,
j'envisage les intégrales désignées aun®1 parS, (), S,(=z), ..., S,(x),
et les intégrales désignées au n® 2 par S (x), S,(«), .... S,(x).

Puisque les coefficients de P = o possedent la période ’, les fone-
tions S, (¢ + 0'), So(x + o), ..., S,(x + o) sont aussi des solutions.
En outre, comme le changement de x en 2 + o' dans Uidentité

Si(@+w)=28:(z)
donune celle-ci
Si(z 4w 4+ w) =8 (x + o),
ces solutions sonts. p. d s. e., de méme période w queS,(x), S,(z), ...,
S,(x), et respectivement des mémes multiplicateurs.

Pareillement, les fonctions S\(x+ o), S,(x+ ), ..., S, (2 + o}
sont des intégrales s. p. d. s. e., de période ', et respectivement des
mémes multiplicateurs que S\(x), S,(x), ..., S,(x).

De cette remarque et d’une proposition rappelée plus haut découle
le théoreme suivant :

Si, parmi les intégrales S(x) ou parmi les intégrales S'(x), une fonc-
tion se trouve seule de son multiplicateur, elle est doublement périodique
de seconde espéce.

En effet, S;,(x + '), par exemple, étant une intégrale de méme pé-
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riode w et de méme multiplicateur ¢; que S;(x), s’obtiendra en combi-
nant linéairement S;(z) et toutes celles des fonctions S(x) qui appar-
tiennent au multiplicateur ¢;. Si'done S;(x) est seule dans ce cas, on
aura : '

S+ ') =¢8;(2),
;; élant une constante, c’est-h-dire que S;(x) admet aussi o comme
période de seconde espece.

Supposons que l'une des deux équations fondamentales, A =o par
exemple, n’ait pas de racines multiples; on a alors ()

VIZ R T/

autrement dit, lesintégrales S(x) sont au nombre de m, et chacune est
seule de son multiplicateur. D’olt cette proposition, conséquence du
théoreme précédent :

St l'une des deuax équations fondamentales n’a que des racines simples,
’équation P = o admet comme iniégrales distinctes m fonctions double-
ment périodiques de seconde espece.

Comme, en géncral, une des équations fondumentales aura ses ra-
cines toutes différentes entre elles, on peut dire que :

En géneral, I'équation P = o admet, comme iniégrales distinctes, m
Jonctions doublement périodiques de seconde espéce.

(Cest la le théoreme de M. Picard.

4. 11 est clair que P = o n’admet pas toujours ces m solutions. Le
nombre des intégrales distinctes quisont d. p. d. s. e. ne peut évidem-
ment surpasser celui des intégraless. p. d. s. e. de I'une ou de Iautre
période. Autrement dit :

Le nombre maximum N des fonctions distinctes, doublement périodi-
ques de seconde espéce, qui sauisfont a ’équation P = o, ne peut sur-
passer aucun des deux nombres v etV'.

Le plus petit de ces deux nombres est ainsi une limile supérieure du

(1) Annales de I Ecole Normale supéiieure, p. 52 ; 1883,
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nombre N. Cette limite pouvant-étre inférieure a m, il en est de méme
du nombre N. ,

Si, par exemple, 'une des deux équations fondamentales n’a qu’une
racine, de degré de multiplieité 72, n’annulant pas tous les mineurs du
premier ordre, P = o n’aura pas deux intégrales distinctes d. p. d. s. e.

5. Mais nous allons voir que P = o admet toujours au moins une
solution de cette nature et trouver une limite inférieure du nombre N.

Dans ce bul, je remarque que le théoreme du n° 3 peut s’étendre
ainsi : '

St, parmi les intégrales S(x) ou parmi les intégrales S'(x), plusieurs
Jfonctions se trouvent du méme multiplicateur, il existe au moins une com-
binaison linéaire de ces fonctions qui est doublement periodique de seconde
espece.

Supposons, cn effet, que S,(x), Sy(x), ..., S,(«) appartiennent au
méme multiplicateur. Les fonctions S, (z + w'), S,(2x + o), ...,
Sy(@ + o) sont alors des solutions (n° 3) admettant, pour la période w,
ce méme multiplicateur. Il en résulte (n° 1) que ces solutions sont X
combinaisons linéaires des intégrales S, (z), Sy(x), ..., Sy(x), car on
suppose que ces intégrales sont les seules & admettre le multiplicateur
en question. Le déterminant des )* coefficients constants est d’aillears
différent de zéro. Or j’ai démontré (') que, dans ces conditions, il
existe (oujoursau moins une combinaison linéaire de S, (x), S,(2), ...,
Si(x), qui ests. p. d. s. e., de période w’. Comme une pareille combi-
naison admet évidemment la période de seconde espece w, puisque,
pour cette période, les multiplicateurs de S,(x), S,(«), ..., Sy(«) sont
égaux, elle constituera une intégrale d. p. d.s. e.

De ce théortme et du théortme n° 3, je conclus que :

L'équation P = o admet toujours, comme intégrale, une fonction dou-
blement periodigue de seconde espece.

C’est la proposition qu’ont établie, pour la premiere fois, MM. Pi-
card (*) et Mittag-Leffler (*).

(1) Annales de I'Ecole Normale supéricure, p. 55; 1883.
(¥) Comptes rendus des séances de 1’Académie des Sciences, 16 février 1880.
(3) Ibid.
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D'apres les deux mémes théoremes, a chaque multiplicateur des
fonctions S(x) par exemple, répond au moins une intégrale d. p. d. s. c.
Il existe donc au moins autant d’intégrales de cette nature qu'il y a
de multiplicateurs, c’est-a-dire au moins n. Elles sont dailleurs dis-
tinctes, car une relation linéaire et homogene entre elles en donnerait
une entre les fonctions S(). Par conséquent :

L’équatior P = o admet comme intégrales linéairement indépendantes
au moins autant de fonctions doublement periodiques de seconde espéce
que U'une quelconque des équations fondamentales a de racines distinctes.

Nous avons ainsi une limite inférieure du nombre N. Ce nombre est
au moins égal au plus grand des deux entiers n et n/, et en tout cas au
- moins égal & Uunité. -

6. Nous avons reconnu (n° 3) que, si 'une des équations fondamen-
tales n’a que des racines simples, P = o admet comme intégrales dis-
tinctes m fonctions d. p. d. s. e. Nous en avons conclu que P = o est
généralement dans ce cas, en ce sens que généralement 1'une des équa-
tions fondamentales aura toutes ses racines différentes entre elles. Mais
il importe de préciser les circonstances ot P = o remplira ces condi-
tions, ce qui peut avoir lieu, comme on va le voir, lorsque 7 et »’ dil-
ferent de m.

Observons d’abord que, si N est égal & m, il en est de méme de v et
de v 4 cause de I'inégalité

N<v et v,
établie au n° 4, les nombres v et v' ne pouvant surpasser m.

Réciproquement, siv et v’ sont égaux am, il en sera de méme de N.

Si, en effet, v est égal & m, les intégrales S(a) étant au nombre
de m constituent un systeme fondamental.

Soient S, (x), Sy(x), ..., Su(x) toutes celles qui appartienncnt & un
certain multiplicateur. On a vu que S,(x + o), S;(z + '), ...,
S.(z + o) sont alors p. combinaisons linéaires distinctes des solutions
S, (x), Se(@), ..., Su(a). Or j’ai démontré () que, dans ce cas, on peut
toujours combiner linéairement ces p. solutions, de maniere a obtenir

(1) dnnales de I’ Ecole Novmale superieure, p. 525 1883.
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v fonctions distinctes D(x), qui soient de la forme ¢ (x) ou de la
forme

eo( L)+ 2 %) (@) + 2* ¢y(2) +. ..+ 2l gi(x),
les ¢'(2) étant s. p. d. s. e., de période »’. Concevons donc qu’on ait
construit ces . intégrales D(x).

Elles possedent évidemment la-période de seconde espece w; mais
~elles admettent aussi o’ comme période de seconde espece, ¢’est-d-dire
qu’elles sont toutes de la premiere forme, de la forme ¢, (), car, v’
élant égal & m, les solutions §'() constituent un systeme fondamental.
Les p fonctions D(x) en sont donc des combinaisons linéaires. Or cela
exige, entre autres choses, qu’aucune d’elles ne renferme a explicite-
ment. Toutes sont donc de la forme ¢/ ().

Nous avons ainsi p. fonctions d. p. d. s. e. D(2), qui sont des com-
binaisons linéaires distinctes des p. éléments S, (), S,(x), ..., Sy.(x),
et qui, par conséquent, peuvent étre substituées a ces p. éléments dans
le systeme fondamental S, (), S,(«x), ..., S,(x).

Cette substitution étant faite, considérons maintenant les intégrales
S(a) qui appartiennent & un autre multiplicatéur et opérons parallele-
ment, puis faisons de méme successivement avec tous les multiplica-
teurs. On voit que finalement on aura substitué au systeme fonda-
mental des S(z) un systeme fondamental composé uniquement de
fonctions d. p. d. s. e.

Et, par conséquent, si 'on a v=+v"=um, il existe m fonctions
distinctes de cette nature qui satisfont & P = o.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que N soit égal & m
sont donc

v=v'=m,
qui équivalent, comme on sait (n° 1 ct 2), aux n + n' égalités
My =Py, A=y ey Ay =g,
M=, My=w, .. hr=pn.
D'olr cetle proposition : ,
Pour que P = o admette comme intégrales distinctes m jfonctions dou-

blement périodiques de seconde espéce, il faut et il suffit que toute ra-
cine de chaque équation fondamentale annule tous les mineurs du premier
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membre jusqu'a I'ordre marqué par son degré de multiplicité exclust-
vement.

Remarquons que, quand I'une des équations fondamentales, A = o
par exemple, n’a que des racines simples, auquel cas v =m, comme
alors N = m, le nombre v’ sera aussi égal & m; autrement dit, la con-
dition de nullité des mineurs sera nécessairement remplie pour 'autre
équation fondamentale.

7. On peut se demander ce qui a lieu lorsqu’un seul des deux
nombres v et v’ est égal & m. Il est facile de voir que N est alors égal i
autre. -

Faisous, en effet, v'=1m, et répétons la démonstration de la réci-
proque précédente, en y supposant vz=m. On_verra que l'on peut
combiner linéairement les X intégrales S,(x), S,(«), ..., S;(#), qui
répondent A un méme multiplicateur, de maniere a obtenir X fonctions
d. p. d. s. e. Ges X fonctions sont distinctes et peuvent, par consé-
quent, remplacer S,(x), Sy(x), ..., Sy(#») dans la suite S,(x),
S.(2), ..., S,(«). En faisant la substitution analogue pour chaque
multiplicateur, on aura finalement v intégrales distinctes d. p. d. s. e.
Comme N ne peuat surpasser v, on a donec N = .

D'oli ce théoreme :

Quand 'un des nombres v et V' est égal a m, N est €gal a U'autre.

Ce théoreme, et la réciproque du n° 6, qui en est un cas particulier,
peuvent d’aiileurs s’établir aussi aisément de la maniere suivante :

v étant égal & m, les intégrales §'(x) constiluent un systeme fonda-
mental. En écrivant que S\(x + ), S,(z + ), ..., S, (x + w) sonl
des combinaisons linéaires de S(x), S, (%), ..., S,,(«), on en déduira
alors I’équation fondamentale A =o. Coinme S;(« + «) s’obtient en
combinant uniquement celles des fonctions S'() qui appartiennent &
un méme multiplicateur, on verra que le déterminant A se présente
sous une forme particuliere, produit de plusieurs déterminants, et
telle que le nombre v, relalif au déterminant total A, soit la somme des
nombres analogues relatifs aux déterminants composants. On en con-
clura sans peine que N est égal & v.
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8. Supposant maintenant les nombres v et v' quelconques, je me
propose, connaissant les intégrales S,(z), S.(z), ..., S,(x), par
exemple, de calculer les solutions d. p. d. s. e. el, par conséquent, aussi
le nombre N. '

Soient, comme toujours, ¢, &, ..., & les n multiplicateurs distinets
des fonctions S, (), Sa(#), ..., S,(2). Une intégrale d. p. d. s. e.
admet ('), pour la période », un de ces multiplicateurs. Pour obtenir
toutes ces intégrales, il suffira donc de construire successivement
toutes celles qui, pour la période , répondent au multiplicateur ¢,,
puis au multiplicateur e,, etc.

Cherchons celles qui répondent au multiplicatear ¢,. .

Soient S, (), So(x), ..., S (2) toutes celles des fonctions S(x) qui
possedent le multiplicateur ¢,. Chaque combinaison linéaire de ces
2., fonctions jouit de la méme propriété. Si donc je construis celles de
ces combinaisons qui possedent la période de seconde espece &, j"ob-
tiendrai des intégrales d. p. d. s. e. au muoltiplicateur commun e,
pour w. Toutes les intégrales cherchées seront, d’ailleurs, obtenues
par ce moyen, car on sait (n° 1) qu’une intégrale qui admet la période
de seconde espece » et le multiplicateur ¢ est une combinaison
linéaire de S, (x), 8,(x), ..., S (@).

LLa question est par conséquent ramenée a ce probleme : « Trouver
les expressions

CiSy(@) + CySy(z) +...+ Gy, 8y, (@)

qui admettent o’ comme période de seconde espece, C,, C,, ..., G, dési-
gnant des constantes. »

Or, sil’on observe que S,(z + v'), S;(x + '), ..., S, (x + o) sonl
des combinaisons linéaires de S, (x), S, (x), ..., S, (@), on sait résoudre
le probleme précédent. Soient, en effet,

S1(.‘L‘—I—w’) :Q.L“81(‘Z') ~. . '+L1)\1 S).’(w),
Sg(x'-“(’),) :1121 Sl(x) —+.. .+L2)q87‘l(z‘),

1/

S (z+w)=L S (x)+...+ Ly S, (x)

(VY Annales de UEcole Normale supéricure, p. 50; 1883.
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les relations linéaires distinctes. On formera I’équation

Ly—e¢ ... Ly,
L.’ ..o VL')
21 22, — 0.
Lo oo L, —c

Si ses diverses racines annulent les mineurs jusqu’aux ordres respectifs
Ay Mgy «ooy hyns elsi on pose

A+ A .o A, =V,

on trouvera v, expressions distinctes C, S, (x) +... + G S, («) admet-
tant la période de seconde espece o', ¢’est-a-dire v, intégrales d. p. d.
5. €.

En opérant de cette facon & I'égard de tous les multiplicateurs «,,
€2, <5 &5, ON Obliendra successivement toutes les solutions d. p. d. s. e.
qui, pour la période w, admettent ces multiplicateurs, c’est-a-dire
toutes les fonctions d. p. d. s. e. qui satisfont 2 P =o.

Observons d’ailleurs que si, pour chaque multiplicateur, on forme
des fonctions distinctes, toutes les intégrales ainsi obtenues, répondant
aux divers multiplicateurs, seront elles-mémes distinctes, de sorte
qu’on en obtiendra le plus grand nombre possible, en prenant chaque
fois Ie nombre maximum. Or, pour ¢,, ce nombre maximum était v,;
si donc je désigne par v, vy, ..., v, les nombres analogues pour e,,
€, +..1 &, 0N VOIL que 'on a

. N=v,4vy-t+...+v,;
autrement dit :

L’équation P = o admet comme intégrales distincles v, + v, + ...+,
Jonctions doublement periodiques de seconde espéce et n’en admet pas
davantage.

9. Il est facile d’obtenir d’autres représentations du nombre N.
Auparavant, je vais établir un lemme.

Une intégrale d. p. d. s. e. admettant, pour la période », un certain
multiplicateur, est une combinaison de celles des fonctions S(z) qui
appartiennent & ce multiplicateur. Pareillement, I'intégrale considérée

Ann. de UEc., Normale. 3¢ Série. Tome I. — Joix 1884. 25
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est une combinaison linéaire des fonctions S'(w) qui possedent son
multiplicateur relatif a la période o'.
Il en résulle qu'une somme d’intégrales d. p. d. s. e. peut se mettre

sous la forme
CiSy(x) + Gy Sy(2)+...+C, Sy (),

et aussi sous la forme
C,S\(z) + C,8, (z) +. ..+ C, Sy (2),

les C désignant des constanles.

Je dis que, réciproquement, toute expression susceptible de ces deux
formes est une somme d’intégrales d. p. d. s. e.

Soit, en effet, y une telle expression. Dans la combinaison linéaire
de S,(x), S.,(x), ..., S,(x) qui, par hypothese, représente y, groupons
les termes de méme multiplicateur, et désignons par s;(x) la somme
des termes de multiplicateur ¢;. Soit de méme s;(x) la somme des termes
de multiplicateur ¢, dans la combinaison linéaire de S(z), S, (), ...,
Sy(x) qui exprime y. Nous aurons

Yy =50(2) + 5:(2) 4. o A su (@) = 51(2) 4+ 55 (2) +. - A s (1),
les fonctioqs s(x) et s'(x) étant telles que
si(@+o)=esi(@), s+ o) =es(r).
Dans I'identité
$1(2) +82(2) +. .5y (2) =5 (@) + 55 () 4+ s (),

changeons x successivement en & + w, £ + 20, ..., £+ (2 — 1)w.
Nous aurons n équations, d’ott 'on peut tirer s, (x), s,(x), ..., s,(@),
car le déterminant est le produit des différences des n quantités dis-
tincles ¢, e, ..., &, et, par conséquent, n’est pas nul. J’obtiens ainsi

s(z)= Lysi(z) +Lys\(z+w) +...+L,si[x+(n—1)o]
+Lis, (@) +Lash(z+w) +...+Lysy [+ (n—1)0]

+ Lysp(2) +Lysh(z+0) ...+ Lysw[z + (n—1)w],

c’est-a-dire
si(x) =0y (@) +oy(2) +...+ 0y (2),
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les fonctions o () élant des solutions, et des solutions telles que
oi(z + ') =c¢jq;(x).

Chaque ligne L,s(2) + Lysi(x + o) +... + L,s;[x + (n — 1)w] est,
en effet, dans ce cas. '
Dans I'identité
si(a) =0y (@) + 03(2) +. ..+ g, (1),

changeons maintenant & en @ + w, et il vient

gSi(r)y =0, (2 +w) +05(r +0) 4. ..oy (x + w)
ou bien

g (x4 w)—zgoa(x)+o(xd-0)—z0(x)+... .+ (z4+w)—z0,(x)=o0.

Or, les différences gj(a + o) — ¢;0;(2) admettent chacune la période
de seconde espece »', avec des multiplicateurs différents Elles sont
donc (') nulles séparément; d’olt

Gj(.l' -I—OJ):SiO'j(.)C),

c¢’est-a-dire que les intégrales o(x) sont d. p. d. s. c.
Chaque solution s;(a) est donc une somme d'intégrales de cette
nature, et, par conséquent, il en est de méme de 'expression y.

10. Le lemme qui précede conduit & deux interprétations du nom-
bre N.
Une combinaison linéaire d’intégrales d. p. d. s. e. s’exprimant sous

la forme
CiS () + CoSy(2) +. ..+ C, Sy (2)

et aussi sous la forme
S (@) + Sy () ..+ Gl Sh(a)
donne lieu a I’égalité
CiSi(2) + CoSu(@) ...+ CSy () = €18 () + Cy 8y(x) +. ..+ Cu Sy (),

c’est-d-dire & une relation linéaire et homogene, & coefficients con-
stants, entre les v -+~ v fonctions S(x) et S'(x). Comme, avee les N inté-

(1) Annales de I’Ecole Normale supérieure, p. 69; 1883.
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grales doublement périodiques, on peut construire N combinaisons
linéaires distinctes, il existera N relations distinctes de cette forme.

Il 0’y en a pas davantage. En effet, considérons-en N +1, et écri-
vons-les ainsi:

’ ’ I3 —_ 14
O1= 0y, O3==0y, ©y ONT=O0N,  ON+l = ON+1D»

les ¢ ne contenant que les S(x), et les ¢’ que les S'(«). D’apres le
lemme, les ¢ et les ¢’ sont alors des combinaisons linéaires des N inté-
grales d. p. d. s. e. Comme avec N quanlités on ne peut former plus de
N combinaisons linéaires distinctes, on voit sans peine que I'une des
N -+ 1 relations est une conséquence des autres. Il n’y en a done pas
plus de N distinctes.

D’ou celte proposition :

I/ existe, enire les intégrales S,(x), ..., S,(z), S\(x), ..., S,(z),
autant de relations lindaires distinctes que P=o0 a de solutions dis-
tnctes doublement periodiques de seconde espéce, et il n’en existe pas
davantage.

Les intégrales S,(x), S,(x), ..., S,(=) satisfont (') & une équation
différenticlle linéaire homogene P, = o, d’ordre v, & coefficients pério-
diques, de période v, car les S(x + ) sont des combinaisons linéaires
des S(x). Parcillement, les intégrales S («), S,(x), ..., S,.(«) vérifient
une équation analogue P, =o, d’ordre v'. Un théoreme, démontré
plus loin, montre méme que les coefficients de ces deux équations
sont doublement périodiques. Une solution d. p. d. s. e. de P = o, ou
une somme de pareilles solutions, étant & la fois une combinaison
linéaire des S(x) et une combinaison de S'(«), satisfera & la fois aux
deux équations P,= o et P, = o. Réciproquement, toute intégrale
commune 4 ces deux équations, étant susceplible des deux furmes,
sera, d’apres le lemme, une somme des solutions d. p. d. s. e.

Les intégrales communes aux équations P, = o et P,y = o sont done
les solutions de celte nature, et leurs combinaisons linéaires. Par con-
séquenl :

P,=o0 et Py=o0 ont autant d’intégrales communes distinctes que

(1) Annales de PEcole Normale supéricure, p. 67; 1883.
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P = o a de solutions distinctes doublement periodiques de seconde espéce,
et n’en ont pas davantage.

11. Nous avons reconnu (n* % et 5) que le nombre N satisfait aux
inégalités
netn'=N<vety,

ce qui prouve incidemment que
n<vy et n'Zv.

La premiere proposition du numéro précédent conduit i la nouvelle
inégalité '

v —v'— N<m.
En effet, puisqu’il existe, entre les v intégrales S(x) et les v/ inté-
grales S'(x), N relations linéaires distinctes, et seulement N, il y a
v +v'— N de ces intégrales qui sent linéairement indépendantes, et,
par conséquent :

Le nombre entier positif v + v' — N est toujours au plus égal a 'ordre
m de l’équation différentielle.

Cette derniere inégalité contient la proposition du n° 7 et, par con-
séquent, la réciproque du n° 6, qui en est un cas particulier. Elle
montre en effet que, si v', par exemple, est égal & m, N sera égal a v,
qu’il ne peut surpasser.

Si 'on supposev =v'=m — 1, elle montre que N sera égala m — 1
ou am— 2.

Quant aux inégalités
netn=N=vetH,

je les ai déjh utilisées. En voici deux conséquences que je n’ai pas
énoncées.

Si aucune des racines de l'unc des équations fondamentales n’annule
tous les mineurs du premier ordre dans son premier membre, le nombre N
est égal au nombre des racines distinctes de celle équation.

Si le nombre v, pour l'une des équations fondamentales, est egal au
nombre de racines distinctes de I’autre, il représente exactement la va-

leur de N.
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ITII. — Propriétés des intégrales.

12. Désignons par fi(x), fy(x), ..., f(x) m solutions distinctes de
I’équation P = o, choisies arbitrairement. Comme les coefticients de
P = o possedent la période w, les valeurs fi(z + o), filx +a), ...,
/(@ + w) quacquierent ces m solutions, lorsqu’on y change x en
x -+ o, s'expriment en fonctions linéaires, homogenes, a coefficients
constants, des valeurs primitives. Pareillement, 2 cause de lapériode o',

Silz o), filz+o), o fa(z+o)

sont des combinaisons linéaires de f, (z). fo(2), ..., fu(2).
Ces propriétés caractérisent les équations différentielles qui rem-
plissent les conditions imposées 4 P=o; car réciproquement :

Sotent f,(x), f.(x), ..., fu(x) m fonctions uniformes, lincairement in-
deépendantes : si les valeurs que prennent ces fonctions, lorsqu’ony change
xenx —+ o, et les valeurs qu’elles acquicrent, lorsqu'on y change x en
x + o', peuvent s'exprimer en fonctions linéaires, homogenes, a coeffi-
cients constants, des valeurs primitives, ces m fonctions satisfont a une
dquation dyfeérentielle linéaire, homogéne, d’ordre m, a coefficients uni-
Jormes et doublement périodiques, de périodes w et ’.

En effet, les /(@ + ») étant des combinaisons linéaires distinctes
des fonctions f(«), ces fonctions satisfont (') & une équation diffé-
rentielle de la méme forme que P = o, & coefficients uniformes, mais
simplement périodiques, de période w. Comme, d’autre part, les
Sl + o) sont des combinaisons des fonctions f(«), ces mémes fonc-
tions vérifient une équation différentielle, toujours de la forme P=o,
a coefficients uniformes, mais de période o'. Or les premiers membres
de ces deux équations différentielles sont identiques; car elles ont un -
systeme fondamental d’intégrales commun, et, siles premiers membres
ne coincidaient pas, leur différence, quiest au plus d’ordrem — 1, se-
rait annulée par m fonctions distinctes, ce qui est impossible.

(1) Annales de I’ Ecole Normale supérieure, p. 67; 1883.
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Ce théoreme montre, en particulier, que les équations P,=o et
Py =0 dun° 10 sont & coeflicients doublement périodiques.

13. Je me propose actuellement de former un systeme fondamental
d’intégrales possédant des propriétés simples.
Ce probleme est résolu dans le cas ot 'on a

v=v'= m,

et par conséquent dans le cas général, qui est celui olt 'une au moins
des deux équations fondamentales n’a pas de racines multiples. Nous
avons vu, en effet, qu'alors P=o0 admet un systeme fondamental
composé de fonctions d. p. d. s. e.

14. Je vais examiner le cas le plus général apres celui-la, celui ou,
les deux équations fondamentales ayant des racines multiples, aucune
de leurs racines n’annule tous les mineurs du premier ordre dans le
premier membre : ¢’est le cas ot I'on a

n<m, n'<<m, v=n, v=n

Comme v et v ne sont pas tous deux égaux a m, P = o n’admet pas
m solutions distinctes d. p. d. s. e. D’ailleurs, nos inégalités don-

nent ici :
- N=n=v=n'=V,

c’est-h-dire que le nombre des racines distinctes est le méme pour les
deux équations fondamentales et que ce nombre représente celui des
solutions distinctes qui sont d. p. d. s. e. Ces n solutions ont, par
conséquent, des multiplicateurs distincts relativement & chaque pé-
riode.

Envisageons les coefficients de P =0 au point de vue de la pé-
riode ». Puisque aucune des racines de A= o n’annule tous les mi-
neurs du premier ordre dans A, le groupe d’intégrales qui correspond
a chacune d’elles ne donne lieu qu’a un seul sous-groupe (). Soient
F,(z), Fy(x)i ..., F, (x) les éléments qui composent le groupe cor-

(1) Annales de UIEcole Normale supéricure, p. 785 1883.
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rélatif de la racine ¢,, d’ordre de multiplicité p.,. On sait (') qu’ils sont
de la forme

Fi(x)=o,(2),

1

Fo(x) =0y (2) + & 922 (),

T

(1)

FP-((‘T> - L?P'xl(x) -+ .’I"-"?p‘lg(..l') +. 4 “Z"y"—‘_‘?PﬂPu(‘r")y

ol les fonctions o () sont telles que
o(z +w)=¢9(x).

Ces fonctions sont des combinaisons linéaires de celles d’entre elles olt
le second indice est 1, et I'on a

957 (2) =Cro1 () + Ca0a1 () +. .. Gy 0imy,1 ().

En particulier, o,, (), ¢.5(2). ..., ¢y, (@) ne different mutuellement
que par des facteurs constants. Enfin aucune de ces dernieres fonc-
tions, d indices égaux, n’estidentiquement nulle. En effet, le groupe (1)
ne donnant lieu qu’a un seul sous-groupe, un élément de ce sous-
groupe renfermera la puissance g, — 1 de . C’est ce qui ne pourrait
avoir lieu si o, , () était nulle, car les éléments du sous-groupe coin-
cident avec les expressions (1), ou en sont des combinaisons linéaires.
Il faut done que o, (2) differe de zéro. Mais alors ¢;(x) en differe
aussi ().

Comme les coefficients de P == o possedent également la période o',
Fi(x 4+ o), Fo(x + o). ..., F, (2 + »’) sont aussi des solutions, et, &

cause de
ez +o +o)=g0(x+wv),

ces solutions sont respectivement des mémes formes que F, (x), F,(2), ...,
Fy (2). Il en résulte (*) que F;(x + ') est une combinaison linéaire de

(1) Annales de I’Ecole Normale supérieure, p. 59; 1883.
(2) Ibid., p. 8o.
(3) Tbid., p. 59.
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F,(x), Fy(x), ..., Fi(x), et 'on a, par conséquent,

Fi(z+ o) =L, F(x),
(2) ) Fi(z +o0') =Ly, F,(2)+ Ly, F,(2),
( Fpl(x -+ Lu’) et qulFl(.‘[) —+ L(Jq‘ll:ﬂ(‘l?) +. . L:J.[ o Fp,,((r),

les coefficients I. étant constants.

Je dis que les coefficients L, L.y, ..., Ly, 2 indices égaux, sont
égaux. ‘ . :

Si, en effet, dans les égalités (2), nous remplacons les F(ox + o) et
les F(«) par leurs valeurs tirées de (1), les coefficients de « devront étre
identiques (') dans les deux membres de chaque égalité. Egalons, en
particulier, les coefficients des plus hautes puissances de «; il vient

(2 4+ 0y =L0,(2),
Goa( @ -+ ') = Lyy 9y (),

Py, le(m‘—*_ wl) = LPﬂ P P (JZ‘).

Oro, (), ¢.(x), ..., ¢ u () ne sont pas nulles et ne different mutuel-
lement que par des facteurs constants. On a donc

.L“ = ng _— ... :Lp,‘ e

Les coefficients L, & indices égaux, élant égaux, je désignerai par ¢
leur valeur commune.

Si maintenant nous considérons successivement les n» — 1 aulres
groupes, corrélatifs des n — 1 autres racines ¢, ¢, ..., ¢, d€A = o,
chacun d’eux conduira & desrelations pareilles aux relations (2). Qu’on
écrive alors toutes ces relations, qu’on désigne par &, €, ..., ¢, les
valeurs communes des coefficients & indices égaux, qu’on forme le dé-

terminant A’ qui, égalé & zéro, donne I’équation fondamentale relative
ala période o', et 'on verra que cette équation en ¢’ est

(&) —e'Yti(ey —e Y. .. (e, — & )P =0.

(1) dnnales de I’Ecole Normale supéricure, p. 69; 1883.
dnn. de U'Fe. Normale. 3° Série. Tome I. — Jurx 1884. 26
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Les constantes &, ¢, ..., ¢,, associées respectivementa z,, &, ..., &,
sont donc les racines de A’ = o, ce qui était bien visible. Mais on voit de
plus que chacune d’elles est du méme ordre de multiplicité que la
racine de A = o qui lui est associée, car ¢, €,, ..., €, sont distincts,
puis n’ est égal a n.

Cela posé, revenons au groupe F,(x), F,(x), ..., Fy (), corrélatif
de g,. Il renferme done autant d’intégrales qu’il y a d’unités dans le
degré de multiplicité de laracine ¢, de A’ = o, et par conséquent, &u
égard aux relations (2), il constitue un groupe complet au point de vue
de la période o'. On a
:‘?,11_("”),

1

(&) + ), (),

Fu (2) =9p,1 (@)~ 2oy () + 2oy (2) 4. .4 a2t ley o\ (1),

ot les fonctions ¢ (a) sont s. p. d.s.e., de période o’ et de méme mul-
tiplicateur ¢,. Ces fonctions sont des combinaisons lincaires de celles
d’entre elles ol le second indice est r, et, en particulier, ¢\ (x],
Do (@)y vy @ () ne different mutuellement que par des facleurs
- constants. Observons enfin qu’aucune des fonctions ¢, (%), ¢,,(x), ...,
Y. () ne sera‘identiquement nulle, puisque, par hypothese, ¢, n’an-
nulant pas tous les mineurs du premier ordre dans A’, & ¢ répondra un
seul sous-groupe.

Tout groupe d’intégrales de I'équation P = o, considérée comme
coefficients périodiques de période o, est donc composé d'éléments
susceptibles chacun des deux formes @(x)et® (o) avec le méme degré,
ainsi que U'indiquent les formules (1) et (3), et 'on a la proposition
sulvante :

Lorsque, les deux équations fondamentales ayant des racines multiples,
aucune de ces racines n’annule tous les mineurs du premier ordre, chaque
racine de A = o est associce & une racine de A' = o ayant méme degré de
mudtiplicité. Soit n la valeur commune des nombres de racines distinctes:
sutent €, €y, ..., g, ces racines pour A = o, et ¢, ¢,, ..., ¢, les racines
respectivement assoctées de A'= 03 soLent (., Ly -+ ., [k, les valeurs com-
munes de leurs ordres de multiplicité. 1l existe un systéme fondamental
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d’intégrales se partageant en n groupes, repondant respectivement aux
n couples de racines associces, et les p. eléments qui composent le groupe
corrélatif du couple (z,¢'), d’ordre de muluplicité p., peuvent s exprimer
sous les deux formes

ei(r) = ¢y, (@),
\ 20 (0) @ 90a(2) = 04, (2) + 2 544 (2),
(4) « 031 () 2 932 (7) + 2% 93y (2) = ¢ (2) + @ 9%, (2) + 22 ¢y (@),

( .......................................................... ,
\ Bp (2) +x opa(2) .ot 2P oy (2) = oy (r)+x :g’w_,(:r) T 7 ot ’.‘7!',':,_(.1,'),
ou les fonctions ¢ () et o' () sont uniformes, et telles que
g (x +w)=z90(x), ¢(c-+ov)=7t¢ (),

aucune de celles qui multiplient les plus hautes puissances de x, dans
chaque expression, n’étant identiquement nulle. Ce systéme fondamental
renferme le nombre maximum n de solutions distinctes, doublement pé-
riodiques de seconde espéce, que posséde dans ce cas P = o, qui sont aussi
les solutions distinctes, en nombre maximum, simplement périodiques de
seconde espéce, de l'une et de Uauwlre période. Chacune des fonctions
v0:i(x) est d’ailleurs une combinaison linéaire de celles d’entre elles o le
second indice est 1 et le premier inférieur a i, et, en particulier, o, (x),
022(@), ooy puplx) ne différent que par des facteurs constants. Il en est
de méme pour les fonctions o' ().

15. Me placant maintenant dans un cas quelconque, je me propose
toujours d’obtenir un systeme fondamental dont les éléments se com-
portent simplement et de maniere & metire en évidence, s'il est pos-
sible, les solutions d. p. d. s. e. et les solutions s. p. d. s. e.

Envisageons les coefficients de P =o aupointde vue de la période w.
A chacune des racines ¢, &, ..., ¢, de A= o correspond un groupe
J’intégrales. Soient F,(x), Fo(x); ..., Fy (o) celles qui composent le
groupe corrélatif de la racine ¢,, d’ordre de multiplicité p,. On sait
qu’elles sont de la forme (1) du n® 14, c’est-a-dire de la forme @(«).
Seulement, toutes les fonctions ¢(x) & indices égaux ne sont plus né-
cessaivement différentes de zéro.

Comme les coeflicients de P = o possedent également la période ',
Filx+ o), Fol + '), ..., Fy(x+ o) sont aussi des solutions et
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des solutions de méme forme que F (#), F,(x), ..., F, (), apparte-
nant au méme multiplicateur ¢,. Il en résulte que 'on a

Fi(x+o") =L F(x) +...+ Ly Fy, (o),

Py @+ o)=Ly Fy (2) 4. ..+ Ly, Fy, (2),

les coeflicients L. étant constants.
Si alors on considere I’équation

r
IJ“—E P LlP-1
...... e ce =0,

N
Lyi oo Lyp—c

que on désigne par v, la somme des ordres & partir desquels les mi-
neurs de ce déterminant cessent d’étre tous nuls pour ses diverses ra-
cines, on sait (*) qu’il existe g, combinaisons linéaires distinetes de
Fiz), Fy(x), ..., F, (x), ¢’est-d-dire v, intégrales de la forme @(x),
se partageant en v, sous-groupes, dont les éléments sont de la forme
@ (x), le premier de chaque sous-groupe étant s. p. d.s. e., de pé-
riode o',

Le groupe F\(z), Fy(z), ..., Fy (), corrélatif de la racine ¢, de
A = o, donne ainsi ., intégrales distinctes, qui sont a la fois des deux
formes @(x) et €'(x), et dont v, admettent o’ comme période de sc-
conde espece. .

Considérons maintenant les n — 1 autres groupes, corrélatifs des
n — 1 autres racines ¢,, ¢, ..., ¢, de A — o. Chacun d’eux conduira a
des intégrales analogues.

Dot l'on conclut que P=o0 admet un systeme fondamental de
solutions susceptibles des deux formes @(x) et @(x), et dont
v, 4+ v, =+ ...+ v, admettent o’ comme période de seconde espece, v,
Vyy .oos v, €lant Tes nombres analogues a v

On reconnait d’ailleurs sans peine que I'on a

‘/'1 vy, =

de sorte que v, + v, + ...+, est le nombre maximum des solutions
distinctes qul admettent o’ comme période de seconde espece.

(1Y Annales de 1’ Ecole Normale supcricure, p. 785 1883.
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D’oli cette proposition :

P = o admet toujours m intégrales distinctes susceptibles chacune des
deux formes ©(x) et ®'(x), et parmi lesquelles se trouvent les solutions
distinctes simplement périodiques de seconde espéce, de periode o', en
nombre maximum v'.

Et, par analogie :

P = o admet toujours m intégrales distinctes susceptibles chacune des
deux formes ®(x) el ®(x), et parmi lesquelles se trouvent les solutions
distinctes simplement périodigues de seconde espéce, de periode w, en
nombre maximum v.

Cela posé, désignons respectivement par

Q Q
(l) bh S‘z; ] b‘/; Tl’ 1’27 et rrnlf‘l
et
(2) S Sh, e Sh T T, e, Ty

les systemes fondamentaux du second et du premier énoncé qui pré-
cedent.

Soit, comme toujours, N le nombre maximum dessolutions distinctes
D,, Dy, ..., Dyquisontdoublement périodiques de seconde espece.

Jobserve d’abord que, dans chacun des systemes (1) et (2), on peut
remplacer N des éléments périodiques de seconde espece par les N inté-
grales distinctes D, D, ..., Dy. Considérons en effet le systeme (1), par
exemple. Les fonctions D, Dy, ..., Dysont N combinaisons linéaires
distinctes de S,, S,, ..., S,. Parmi les déterminants de N? éléments que
Pon peut former en prenant de toutes les maniéres possibles N colonnes
dans le tableau des coefficients constants de ces combinaisons, il en est
donc au moins un qui n’est pas nul. Les N fonctions S qui lui corres-
pondent peuvent, par conséquent, étre remplacées par D, D,, ..., Dy,
sans que le systeme (1) cesse d’étre fondamental.

Soient alors

N " N ) M L4 n
(3) ])h -D25 L] DI\; bN+1J S.\'-r-‘z’ LICIES bv; ll’ 12’ ) I m-v s
N - ~ Q.o )
(4) -Dly ])2) ten I)N; hf\'#—l’ SI\'—#?; L] b‘/'v 1 y r; se ey lm v

les nouveaux systemes.
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Hovisageons le premier. Je remarque que l'on a (n° 11)

v—NZm—v,

¢’est-a-dire que le nombre des éléments S’ du second est au plus égual au
nombre des éléments T, et je vais prouver que, dans le systeme (3),
on peut remplacer v'— N des fonctions T par les fonctions Si,,,
Svies s Sy du systeme (4).

Les intégrales Sy,,, Sy.es ..+, S, sont en effet v'— N combinaisons
linéaives des éléments D, D, ..., Dy Sgiss Sxear ««-s Sy Tyy Toy .0,
T, du systeme (3). Il suffit donc d’établir que, si I"on considere le
tableau des cocfficients des fonctions T dans ces combinaisons, puis les
déterminants obtenus en prenant de toutes les manieres possibles
v'-—— N colonnes dans ce tableau, 'un au moins de ces déterminants ne
sera pas nul. Or, supposons que tous soient nuls; il en résulteraitune
¢galité de la forme

ONg1 SN+ oo Gy Sy =G Dy ...+ CyDy 4+ Cx it Sy . ..+ C, S,

qui est impossible; car alors chaque membre de celte égalité serait
.n° 9) une combinaison linéaire de D,, D,, ..., Dy, de sorte qu’on au-
rait une relation linéaire entre D,, D,, ..., Dy €t.Sx. s Sxiay «-+1 So,
par exemple. On peut donc toujours, dans le systeme (3), remplacer
v — N des fonctions T par Sy,,, Sy,s - - ., S, sans que ce systeme cesse
d’étre fondamental.

Faisons cette substitution, et nous obtenons un systeme de la forme
Dl D:z- . ‘DN Sm—l S.\'+2- .- SvL f\'+IS."I+2- .. S:/'T1T2 .- -Tm-(v-f—v'--—:\',-

D’ol cette proposition générale :

L’équation P = o admet toujours un systéme fondamental d’intégrales
susceptibles chacune des deux formes ®(x) et ®'(x) et comprenant :
1N fonctions D (x); 2° v — N fonctions S(x); 3° v'— N jfonctions S'(x).
Ce systéme renferme donc a la fois les intégrales distinctes, simplement
periodiques de seconde espéce, en nombre maximum, pour chaque pe-

riode, et, parmi elles, les intégrales doublement périodigues de seconde
espcce distinctes en nombre maximum.

Ainsi, dans un cas quelconque, une intégrale fondamentale de P =a
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jouit de cette propriété d’étre susceptible & la fois des deux formes
®(x) et @' (x). Cest cette propriélé qui nous conduira a 'expression de
cette intégrale. Mais auparavant je vais appliquer ce qui préceéde au
cas ot P = o est du second ordre.

16. P =o élant du second ordre, les équations fondamentales sont
du second degré et les entiers n, n’, v, v ne peuvent avoir que les va-
leurs 1 et 2. '

Sichaque équation fondamentale, ou seulement 'une d’elles, a ses
racines inégales, P = o admet deux solations D(x) distincles. 1l en est
de méme si chaque équation fondamentale a une racine double annu-
lant tous les mineurs du premier ordre dans son premier membre.

Reste & examiner ce qui a lieu lorsque, chaque équation ayant une
racine double, ces racines n’annulent pas tous les mineurs du premier
ordre dans les deux premiers membres. Ce sont les casv =1 avecy'=1,
puis v=1 avecy' =2, etv=2avecy =1.

Dans ces trois cas, il n’y a pas deux intégrales d. p. d. s. e. qui
soient distinctes, et il existe un systeme fondamental dont un élément y,
a la forme D(«), tandis que I'autre y, est susceptible des deux formes
®(x) et @'(x), 'une au moins de ces formes étant du premier degré, et
toutes deux étant au plus du premier degré, puisque I'ordre de multi-
plicité des racines est 2.

19 v=1, v'=1. (Cest le cas du n° 14, et on a, par conséquent,

Yi=on(r) =9, (), ya=sa(r) + 2 en(r) =9, (%) + 29, (),

=D(x), ya= w(z)+ CxD(x)=qo (2)+C'2D(x), avec Cz£o, Uz=o.

20 v=1,v = 2. On peul prendre y, de la forme S'(x), d'apres le
n® 15, ct I'on a, par conséquent,

= D), ya=g (2) + @5 (2) =8 (2),

,(x) v’étant pas nulle, sans quoi P = o admettrait deux intégrales
d. p. d. s. e. distinctes. De plus, 9,(x) ne differe de D(x) que par un
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facteur constant, car g, () + @ ¢,(x) étant une solution, il en est de
méme de ¢, (x); on a done
o (x) =CD(2) + C oo () + 2o (2)],

qui donne C,¢,(x)=o0 ou C,= o, puisque ¢, (x) n’est pas nulle. 1l
vient, par conséquent,

ri=D(x), ro=o(x)+CxD(xr)="8(x), avec C'=o.
3° v=2,v'=1. On aura, par analogie,

n=D(z), »=8S(2)=d¢@)+CxD(z), avec C's%o.

IV. — Expression d'une fonction capable des deux formes @ (x) et '(.x).

17. Nous avons reconnu, au n°15, 'existence de m intégrales dis-
tinctes possédant ce caractere d’étre susceptibles chacune des deux
formes @(x) et @' (). Si ces formes sont toutes deux du degré zéro,
I'intégrale correspondante est d. p. d. s. e.; mais sinon, quelle est’ex-
pression analytique de 'intégrale? Autrement dit, quelle est 'expres-
sion d'une fonction capable des deux formes @(x) et @'(x) de degrés

quelconques? Tel est le probleme qui va nous occuper actuellement.
. . R L. . . 0 (&
La fonction Z(«), qui représentera la dérivée logarithinique ¥ix)

0(x)
T (x . .
ou -;;((—x-)l de 'une quelconque des quatre fonctions ¥ ou Z (suivant que,
vl ;

' > — . , . .
dans le rapport — le coefficient de y — 1 sera positif ou négatif), étant

telle que
Ne+w)=Uz)+q, Lz+o)=Lz)+q, wg—qou=—ar/—1

(¢ étant nul dans le premier cas el ¢’ dans le second), je poserai

v’ . qx ww'  f q'z
— | L(2)— = |=u(x), ———— 2)— L= | = (2
+27:\/——I[ () w] “l) gn\/—'[Z(%) w’] w'(z),
de sorte qu'on aura
u(x+w) =u(x), (e +ov)=u(zx) —uw,

u(z+w)=u(z) —v, u(r+o)=ud(z),

u—%——u'—f—x:o.
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Soit alors F(«) une fonction capable des deux formes @(x) et @' (),
avec les multiplicateurs ¢ el <. Je vais chercher son expression analy-
tique, en supposant d’abord @'(2) du degré zéro. Le cas ou ©(«) serait
du degré zéro et @'(x) du degré ¢ se conclura par analogie. Quant au
ias général des degrés ¢ et &/ quelconques, il se raménera aux précé-
dents.

18. Considérons I'expression
R(2) =9 (@) +x o (2) +...+ 2l (x)

du multiplicateur ¢ et de degré 7, ¢,(x) n’étant pas identiquement nulle.
Supposons que €(x) admette »’comme période de seconde espece avee
le multiplicateur <.
Ona
@z +o')=cD(x),

¢’est-a-dire

go(2 4+ w') 4+ (2 + o) (2 4+ o)+ (o) g (24 w)
= [ () +xo(z) + . 4 xle ()]

Ordonnons le premier membre par rapport aux puissances de 2. Nous
obtenons ainsi une expression de la forme ¢(x), de multiplicateur ¢ et
de degré 7, qui sera identique terme & terme (') avec le second membre.
Identifions, et nous aurons (Z-+ 1) équations du premier degré, qui
vont donner o,(x + '), ¢, (x + '), ..., ¢;(x+ "), en fonction de
o), 0, (x), ..., 9;(x). Ces équations sont

7 b

I — k41
(X 4+ ') 4+ f“’(‘r”i- e (2 ")

— k+ [ — k-2
+(l -!—-II)(; i !_7>UJ,2§9,'_A~+2(.Z‘+(D/)—i"-.-

+ ([-/.'-1—1)([—-—(/(—;—2)...([—1):'
1.2.3...k

k=o0,1,2,3, ..., 1.

wF o (x+ o) =g (2),

(1) Annales de P Ecole Normale supéricure, p. 69; 1883,

dnn. de U'Ec. Normale. 3¢ Série. Tome 1. — Juis 1884. 27
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Elles donnent

g+ =eo(r),
3
2imi (@ o) = — Sellei(2) + o (),
i(i—1 i—1
Pia (@ 4+ w') =+ Ukt oo (x) — doo_ ()4 o, (r),

1.2

_ ki(l’—l)'--(lf“/f“f‘l):/ 1w (2
2 P S L

-G
-
ES
e
[~
+
€
—
Il
—

I—Fk—+1
P oy (@) g (2),

2y (z+o)=(—1)dwlio(x)4+.. .+ do? e (x)—wz (x)+ 3 ().

Lorsqu’on change « en « -+ o', les fonctions s. p. d. s. e. o,(x),
o, (x), ..., 0;(x)se comportent donc d’une maniere simple, qui va nous
permettre de les exprimer.

Yobserve d’abord que, d’apresla premicre équation, la fonetion ¢ ()
est d. p. d.s. e. aux multiplicaleurs et <. Je pose

0; () = woo ().
Considérons la fonction suivante ¢, («). On a

o (x40 9 (x)
oz o) | wi(@)

ool
=i,

de sorte que la fonction uniforme ct périodique, de période w,

<?i--1(x) . iu(:c),

o:(2)
ne changera pas parle changement de 2 en z + »’. Je peux done écrire

Qi1 (z)

) —wu(x)=1y(x),

#1(2) désignant une fonction doublement périodique. En posant alors

11 (2)¢i(2) = wyo(2),
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il viendra

¢ (2) =y (2) + émuo(w)u(w),

w,o(@) élant une fonction uniforme d. p. d. s. e. aux multiplicateurs <
et ¢, comme m,,(x).
Passons a la fonction ¢;_, (). Ona

Gimg (X 40 wiy(z)  i—1 o () =1

o (2 4+ w') o () I o) 1.2

b

c'est-a-dire

grg(@+w) o, (x) O
¢ (@ +w') 9;(x)

T l o' [ (@) 47 ()] + : (ll_‘) 2l w'2,

On en conclura que la fonction périodique, de péricde o,

tﬁ% — lT [ salz)u(z) — if—:‘—” u?(r)

admet aussi la période o’. En désignant alors par y,(x) cette fonction
doublement périodique, puis posant

La(2) gi(2) = w50 (),
on aura

9y () =wa(2) + : T i we(x) u(x) + l—(‘i“:_xzmuo(-”)”?(‘r):

@, () étant une fonction uniforme d. p. d. s. e. de multiplicateurs «

ete, comme w,,(x) et wy,(x).

On apercoit maintenant la loi qui régit la forme des fonctions z(x).
Pour montrer sa généralité, je la suppose établie pour o;(x), 9, (x),
Di—a(2)s <oty Diked[ @), et je vais prouver qu’elle subsiste & 'égard -de

i-r(%)-
in cffet, je puis toujours poser

(— k-1
1

eip(z) =wp(x) + whoy,0 (@)t (x)

—+ (= k+2)(i_k_‘_l)m/,.-g,o(x)u’(w)—i-.. .

1.2
(=) (k) (k)
- 1.2.3....k wyo () (),

sauf 4 déterminer m,,(x) en conséquence.
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Or la fonction m,,(«) est forcément uniforme, périodique de seconde
espece, de période et de multiplicateure, puisque ¢;x(x), m5_1,0(x),
@hon,o(@)y oo Too(x) et u(x) sont dans ce cas. Je dis qu’en outre elle
admet la période " avec le multiplicateur¢’; car on a, d’une part,

(@) [a(x) = o]

",?,-‘,,(.1' + ') = (2 + o) + ¢

+E/(L.-—/i‘—t—2)(l""/\'+!)

1.2 Tieenyo () [e(@) — P

e (i—1).. (i—;{;+1)(l —_ /‘.+I)U00($>[lt(1‘) — o

et, d'autre part,

(=) .. (I— k4 2)(l—Fk 41 !
'?i-—/.'(t'l"_l_ lu'): (_1)/. ( ) (l ~ 3 /{)( )8’0)”‘ FTU(,(-'Z‘) “+...
[— k1 {— k42
— ——;—t—- v’ [m/,__j,o(w) +— G0 () () 4. ..

(i—1)...(i—Fk~+2)

- 1.2, ... (k—1) Woo(-l‘)ltk“(w)_
/ {—k—1
G+ wp(2) + ——T——w/ﬂml,o<1’)lt(;2f;)+___

>

N (i—1)...(i—Lk+2)(i—/L+T)
1.2.3....L

woo () ”k("")-

et, sil’on égale ces deux valeurs, on obtient une égalité qui se réduita
@i (@ + ') =& wy (2).
La loi est donc générale, et par conséquent :

Lorsque la forme

®(x)y=oo(x)+x o () +...+xo;(x),

de mulliplicateur < et de degré i, admet &' comme pérwode de seconde
espece, avec le multiplicateur ¢, ses coefficients o(x) s'expriment de la
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maniere suvanie :

si(x) =we(x),

g1 (2) = (@) + = wy () (),

: I.
........................................................ ,
’ , 2 3.2 ) i((—1)and2
01 (2) = Wimg,o{2) + T Wima,0(@) () -+ T Ti-3,0(2) () et T3 =) Wyo() 1! I
1 2.1 ({—1)...2.0 N
o(r) =op(x) -+ n Bint,o(2) (1) + 1o Tia,o(2) H(Z) oot —(1—>%—_L— woo ()l (1),

ot les fonctions w(x sont uniformes, doublement périodiques de seconde
espece, de multiplicateurs ¢ et €.

Comme ¢ (x) est supposé de degré i, @y, (x) n’est pas identiquement
nulle, et les coefficients ¢,(x), 0, (2), ¢;—a(x), ..., ¢o(x) sont tou-
jours des degrés respectifs o, 1, 2, ..., 7, relativement & u(x).

Connaissant maintenant expression des coefficients ¢(x) de €(x),
on en déduit celle de €(x). Nous aurons

Q(2) = gy(2) + 25(2) + 2704 (@) oo @F01y (2) - B0y () + @iy ()
= (&) + &—y,0 () + 2200 (2) . o .+ 22Ty () + 21wy (&) + 2wy ()

pC) [Dimt,0(2) + 220190 (2) +. ..+ ({—1) 272wy (2) + (2w ()]

I
+ ”I(f) [2.1.Wi g o(2) 4. . . £(f — 1) i~ wyy (2)]
R R T T TR T g
i (x) 3
ST (I —1)...3.2. 1.5 (2).

Or on voit immédiatement que, si I’on pose

T (2) + L Tig,0 (@) + 2200 () +. . A Ty () =1 (2),

. u(z u(z ui(x .
les coefficients de _(1—)" de 1(2 L s de T«T%_)_z’ dans I'expression

précédente, sont les dérivées de II(x), prises en y considérant w,,(x),
Bic,0(@), Bicay (@), .., Boo(2) comme des constantes, de sorte que,
si nous employons la caractéristique 0 pour représenter ce genre de
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dérivées, il viendra

u(e) dl(a) . w(x) 92l (x) . ui(x) O0'(axr),

Rlo)= () + dx 1.2 dx? T r.e 30000 gt

d’ot il résulte que @(x) coincide avec le résultat obtenu en remplacant,
dans TI(x), @ par @ -+ u(x), mais seulement en dehors de =;(x),
Fit,0(®)s Timao(X)s ooy Too(@). Or & + u(z) est égal & — /(). On
a donc finalement

R(z) =w(2) — iy o(2) U (2) + Tpgyo (@) W (2) +.. .
+(— 1)V o (@) W (2) +. ..+ (— Diwg t'i(2),
ce que j'écrirai
Qx)=w,(2) +m () (2) +w(x) 2 (2) +...+w,(2) (x),

en posant
(= 1wy (@) = ().

Remarquons que I'on a
wi (@) = (— )imy (2) = (— 1) g;(2).
D'ol cette proposition :
Lorsque la _forme
C(x) = go(@) + 2o (2) +.. .+ 2lg(x),

de multiplicateur ¢ et de degré i, admet »' comme période de seconde
espéce, avec le multiplicateur ¢, elle a pour expression

() - (x)e(z) +m () () +. ..+ (2) 'i(x),
ot les fonctions w(x) sont doublement périodiques de seconde espéce, de
periodes w et o', et de multiplicateurs ¢ et €. Les deuwx formes de @(x),

en x et u'(x), sont toujours du méme degré, et les coefficients ¢,(x) el
() des termes de degré le plus clevé sont égaux au signe prés :
wi (@) = (—1){g;(2).
19. L’expression de

(@) =0, (2) + 2 oi(2) +.. .+ 2V¢i (2),
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au multiplicateur ¢ el de degré 7, se conclut par analogie, lorsque
@'(x) admet » comme période de seconde espece, avec le multiplica-
teur e. Celle expression sera ‘

wy(x) +wy(x) u(x) + oy (2)ud(x) +...+wp(x)w(z),

ot les fonctions ='() sont doublement périodiques de seconde espece,
@, (2) élant égal, au signe pres, & ¢,(x) :
o (2) = (— 1) ¢ ().

20. Quelle est maintenant U'expression de la fonction F(x), capable
des deux formes @(x) et €'(x), lorsque ces formes sont toutes deux de
degrés quelconques? Pour Uobtenir, jétablirai préalablement un théo-
reme qui permettra de ramener ce cas général aux précédents.

Supposons que la fonction

C(z) =9(x) + @9 (&) +.. .+ xl g (x),

de multiplicateur e ct de degré ¢, soit susceptible de la forme
(@)= oy (@) + z ¢\ (2) +...+ ¢ (2),

de multiplicateur ¢ et de degré ¢/, auquel cas on a
oy (2) + 20 (&) +. ..+ 2lg(x)=4"(z).

Danscetteidentité, changeonssuccessivementxenx + o, & +20,...,
x + i». Nous obtenons ¢ nouvelles identités qui, avec la précédente,
donnent les ¢ + 1 égalités
oy (2) + C o zo (&) 4.+ 2lgy(z) =D (x),

290 (2) + (2 -+ 0)e 9 () 4.+ (2+0)e g(x)=D(z+w),

.............................................................

oy (@) + (@ + (w)efo,(x) +...+ (x+ (w)elo ()= Rz + (o),

suffisantes pour calculer les 7 + 1 inconnues o,(x), ¢,(x), ..., ¢:lx ).
Faisons le calcul. La valeur de ¢,(«) sera

op(x) = i— [Lo®(2) + L, (2 + ©) 4o L; (2 + jw) +.oo+ L2 + ()],

L désignant le déterminant des coefficients des inconnues, et L; étant
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le produit par (— 1)/+* du déterminant que I'on déduit du précédent en
supprimant la (7 + 1) ligne et la (£ + 1)=¢ colonne.
Or, dans le déterminant des coefficients des inconnues, on peut
ii+1)
mettre en facteur ¢ ***3++i c’est-d-direc * , et 1'on apercoit immé-
diatement que 'autre facteur est le produit des différences mutuelles
des 71 quantilés ¢, © + w0, £+ 2w, ...,  + iw, produit égal

i(i+1)

aw * .ala™' . (d—1)%7'. On adonc

i)

L=(ew) * (14201302 (i—1)2.0L
Calculons maintenant L;. Si, dans le déterminant des coefficients des
inconnues, on supprime la (7 1) ligne et la (£ + 1)™ colonne,
on obtient un déterminant ol 'on peut mettre en facteur la puis-
sance T+2~+...+(J—1)+(j+1)+...+7¢ de &, c’est-d-dire

iti+1) .
LAl

]
g ? . L’autre facleur est de la forme
1 o ... ak-t gkt gl
O T <Lt R TET N
I o ... rElogket gl

@, B, ..., q désignant les ¢ quantités z, x +w, x+ 20, ...,
x+(j—1v, 2+ (j+1)w, ..., £+ iw. Or on sait qu’un pareil
déterminant est le produit des différences mutuelles des 7 quantités «,
B, ..., n, multiplié¢ par la somme de leurs produits i — £ 4 ¢ — £. Soit
donc S; ;. la somme des produits { — A7 — kdes i quantités x, x + w,
20, vooy X+ (jJ—1)0, T+ (J+ )0, ..., T+ lo; comme le
produit de leurs différences mutuelles, qui se calcule aisément, est égal

ili—1)

Ao a3 (C—2)h ( —1)'CY, G désignant e nombre
des combinaisons de 7 objets j &4 7, on aura
iiet) 0 ii=1) )
L= (—1)/+ke 2 w 2 oilai=t L (T — )L CY S .

Connaissant L et L;, j’en déduis

A i~/ Q. .
C,- e? /5/',,___/..

L, _ jl
L = (=07 (w)t.2.3...0
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d’ou
(—1)F . " .
or(x) = W g C'e8y, ;i W' (x) — G118, ;L (2 + w)

-+ CiHe=28, ;1 (2w +20) —. ..
()OS, R @+ (D — 1) w]
+ (— 1) CP8, i P (2 + iw)},", -

pour £=o, 1, 2,3, ..., On a, en particulier,

I : ;
~854)E(‘D,(w)) b !

(‘Di(x):(sm)i.l.z.B...l ’ iy

A
en posant, d’une maniere générale, \
Sz 4 io)—C¥ Ve flo + (i—1)0] +...
+ (— )G et fz - w) + (—1)iel fa) = 8 /().

On voit, par conséquent, que ¢,(x) est une fonction linéaire, homo-
géne, des quantités @' (x), ¥'(z + o), ..., (2 + iv), dont les coeffi-
cients sont des polynomes en z, tous de degré z — £. Or, @' (z + o),
@ (2 + 20), ..., ¥(x+1i)sont des expressions de méme forme que
@'(a), de méme multiplicateur ¢, et de méme degré 7. D’ou il résulte
que ¢4(x) est aussi une expression de la forme @'(x), de méme multi-
plicateur ¢, mais d’un degré égal ou inférieur & ¢ +-7 — £.

Faisant successivement A =1, £ -1, { — 2, ..., 1, 0, On aura pour
0(@)y 0iy (%) Qims(@)y .5 ¢4(2), 9o(x), des expressions de la forme
@' (), du méme multiplicateur ¢, mais de degrés respectivement égaux
ou inférieursd ¢, ¢ + 1,0+ 2, ..., U +1—1, ¥ + 1. Les coefficients
des termes en &¢, '+, ..., ', dans ces expressions, sont d’ailleurs

: G
—or
(1) ( (ew)ir.2.3...0 “F

B(L;),E 'f:’(‘I’%

(—I)iC‘;[’
(ew)i1.2.3...¢

8([.0 € ﬁ"l,'(‘l’)’

et ne different mutuellement que par des facteurs constants.

Ann. de I'Fc. Normale. 3* Séric. Tome I. — JuiLLer 1884. 28
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On peut donc énoncer ce théoreme :

St les deux formes ®(x) et ®'(x), de degres t et V', représenteni une
méme fonczz'on chaque coefficient de l'une d’elles admet la forme de
Uautre, ainsi que son mullzplzcateuz mais sous un degré égal ou infc-
rieur a la différence entre ¢ + 71 et I’exposant de la puissance de x qu
multiplie ce coefficient. :

Si #=o0, un voit que ¢,(x) sera du degré zéro; d’out ce corollaire,
déja trouvé aun® 18 :

Sila forme P (x) admet la période «' avec le multiplicateur €, il en est
de méme du coefficient ¢;(x) de la plus haute puissance de x, et ce coef-
Jicient est par conséquent doublement périodique de seconde espéce.

. Le théoreme précédent étant admis, je vais en déduire l’ex-
prcqsmn d’une fonction F(«) affectant la forme

$0(@) 29 (2) 4. .+ T 01(2),
avec le multiplicateur e et le degré ¢ et aussi la forme
¢ (@) + @ oi(2) +...+ 2" ¢y (@),

avec le multiplicateur ¢ et le degré ¢'. v

En effet, puisque ¢, () +x ¢, (x) +...+ &'g,(x) est capable de la
forme @'(z), de multiplicateur ¢ et de degré 7/, les coefficients ¢;(x),
0i(2), ..., 0o(x) sont de la méme forme, avec le méme multipli-
cateur ¢, et avec des degrés qui, en général, sont respectivement
égaux av,i'+1, ..., 7+ Ona done

0im1:(2) = 010 (@) + X G (&) .. .+ Z"FE g 1y 1 (2)
(k=o0,1,2,3,...,10),

les fonctions ¢’(x), & deux indices, étant entierement analogues aux
fonclions ¢'(«) & un seul indice. Remarquons que, d’apres les éga-
lités (1) du n® 20, on a

! —1 LC[L "l
(2) Wv,i'+/r(x)”@;§"5;1)2 5 O 9i (@ )-' _

Mais la forme ¢jo(@) + @ 03 (%) + ...+ 2" ¢} ., (), étant égale a
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oi—k(x), admet la période w avec le multiplicateur ¢ et, par consé-
quent (n° 19), on a '

Qi i(Z) = Who(2) 4+ 1 (%) w (@) . . .+ T (T) U (2) 4. . . T g 4 (@) 0 TE(2)

(k=o0,1,2,3,...,10),

ol les fonetions %'() sont d. p. d. s. e., de multiplicateurs ¢ et <.
Remarquons incidemment que, d’aprés le méme n° 19, on a

(3) & pn (2) = (— 1)k o) oy i (2).
La fonction considérée F(x), qui est égale &
oo () + 2o () +. ..+ 29 (x),
s’exprime donc de la maniere suivante :
F(z)=Umn+2Ui g+ 2*Urys+. . .+ 2'Uy

en désignant par Uy, un polyndome en u(x), de degré '+ %, dont les
coefficients sont des fonctions d. p. d. s. e., de multiplicateurs < et ¢'.
D’ou cette proposition :

St une fonction est capable de la forme ®(x), avec le multiplicateur ¢
et le degré i, et aussi de la forme €'(x) avec le multiplicateur € et le
degreé v, elle coincide avec un polynéme aux deux variables x et u(x),
de degré au plus égal a i+ i et loujours de degré i seulement par rap-
port a x, les coefficients de ce polynéme étant des fonctions doublement
periodiques de seconde espéce, de multiplicateurs < el <.

La réciproque n’est pas exacte. Tout polynéme de cette nature ne
sera pas nécessairement de la forme @' () avec le degré ¢'. Il faut, en
effet, qu’il existe certaines relations linéaires et homogenes entre les
coefficients d. p. d. s. e., relations qu’on obtiendra aisément de la ma-
niere suivante.

Tel qu’il est écrit, le polyndome en x et u(x), qui exprime F(x), est
visiblement de la forme

e (2) +z o (2)+...+ xig;(x).
Mais il doit étre aussi de la forme

wo(2) +x o (z) +. ..+ a2 g (2),
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et cette forme n’est pas mise en évidence. Pour la faire apparaitre,
remplagons, daps le polyndéme, u(z) par son égal — 2 — u'(2) et or-
donnons par rapport aux puissances de 2. 1l viendra

F(z)=19(2)+zoi(2) +...+ 2V ¢p(x) + 2" iy () +. ..+ 2"+ op (),
les ¢”(x) étant s. p. d. s. e. de période o', Celte forme de F(x) est bien
la forme ¢'(z), mais avec le degré ¢+ i. Pour qu’elle coincide avee

eo(2) + 2o (2) +. ..+ 2" 9 (z),
il est nécessaire que 1’on ait
Ohpr(2) =0, oipa(®)=0, ..., ¢hyi(z)=o.

Or les premiers membres de ces équations sont des polyndmes en u'(z),

dont les coefficients sont d. p. d. s.e. Tous ces coefficients devront

étre nuls, d’apres un théoreme qiie nous verrons plus loin (n° 23). En

les égalant & zéro, on reconnait sans peine que :

i(i+1)
2

1l existe = relations linéaires et homogénes entre les coefficients

du polyno‘me F(x), savoir : une entre les coefficients des termes de
degré i'+1, deux entre les coefficients des termes de degré i' + 2, ..., 1
entre les coefficients des termes de degré i’ + i.

Comme les termes de degré ¢+ ¢ sont au nombre de ¢+ 1, et qu'il
existe entre leurs coefficients ¢ relations linéaires et homogenes, ces
coefficients ne différeront mutuellement que par des facteurs constants.

Ceci résulte, d’'ailleurs, de ce qui a été dit plus baut. Considérons,
en effet le terme en *~* R“+(x). Son coefficient est @ ;. ,(«). Or les
égalités (3) et (2) donnent

, . —1 /LC(/‘:) o
mA‘,i’+k(x) :(——I)I’-'_/” (s(f))L])’) d t‘ws’.?l (.’L'):(_

(k:o,1,2,3, vesl).

)i/ Ou) EGL(.Z') C(]l

(ew)ir.2. 2.3..

Les coefficients @, (@), @ ;.4 (2), &) 1 o(@)s ..., @) 4 () des termes
de degré i —+ ¢ ne different donc respectivement de la fonction

("I) 3 i (z)

(sw)‘[ 2.3. Oweﬁu
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que par les facteurs constants C{, Ci*", G*', ..., C!, qui sont les coef-
ficients du binéme.

23. J'ai obtenu I’expression
F(z)=Uppi+ U,-'_,_i_l-—k- 22Upgat... 21Uy + 20Uy,
en calculant 94(x), 9, (), ..., 9;(x), de maniére que
¢0(2) + 29y (2) +. ..+ 2l (@)

soit susceptible de la forme @'(x). On aurait pu faire le contraire et
calculer oy(2), ¢,(x), ..., ¢;(x), de fagon que

90(2) + 2o (x) +...+ a0y ()

soit susceptible de la forme @(«). Il est clair qu’en opérant ainsi on
obtiendra pour F(«) ’expression suivante :

F(.Z') e U:'_'_"l-—}—- Z U;'+£I_1+ 22 U2+i’—2+' . + .Z'i/_‘ U;—I—i_'_ .2'-‘[' U:,

kS
ot U, , désigne un polyndme en u'(x), de degré ¢+ £, dont les coef-
ficients sont des fonctions d. p. d. s. e., de multiplicateurs e et ¢'.

23. Lesdeux expressions deF(x), oblenues aux n** 21 et 22, ne mettent
en ¢vidence chacune que 'une des deux formes ®(x) et @' (z), et, pour
avoir l'autre, il faut introduire certaines relations entre les coefficients.
Mais ces deux expressions de F(«) vont en fournir une troisieme, que
nous adopterons finalement et qui présentera cet avantage de renfermer
a la fois les deux formes ®(x) et €'(«), sans qu’aucune relation soit né-
cessaire.

Voici auparavant quelques théoremes qui seront utiles.

TutoreMe 1. — St le polyndme en u(x)
Yo(@) + V(@) u(z) + V(@) u*(2) +. . .+ Y (2) uf (2),

dont les coefficients |/ (x) admetient la période de seconde espéce o', avec
le méme multiplicateur €', est identiguement nul, tous ses coefficients sont
tdentiquement nuls.



222 G. FLOQUET.

On a, en effet,
b(@ 4+ ko') + V(2 + ko) u(z+ ko') + ...+ Y(z+ ko') ub (z + ko) =o,
ce qui s’écrit, en divisant par &%,
bo(2) +¥i(z)[u(2) — ko'T+...+ $p(2) [u(2) — ko'l =0,
‘quel que soit le nombre entier £. Le polyndme en W
- Yo(@) + (@) W 4y (2) W2 - 4 (2) W

a donc une infinité de racines, et, par suite, tous les coefficients ¢ (),
b, (2), ¢y (2), ..., U (x) sont identiquement nuls.
On en conclut, paranalogie, le théoréme suivant :

Tatortme II. — Si le polyndme en u'(x),
Yo (2) + 4y (2) W(2) + $o(2) u?(2) +. . .+ by (2) WP (2),

dont les coefficients | (x) admettent la période de seconde espéce w, avec
le méme multiplicateur ¢, est identiquement nul, tous ses coefficients sont
dentiguement nuls.

C’est ce théoreme que, par anticipation, nous avons invoqué un peu
plus haut.

TaeoreMe III. — S un polynéme aux deux variables w(x) et u'(x),
dont les cocfficients admettent les périodes de seconde espéce w et o', avec
les mémes multiplicateurs ¢ et ¢, est identiquement nul, tous ses cocffi-
ctents sont identiquerment nuls.

En effet, ordonnons-le par rapport & u(«). Les coefficients des di-
verses puissances de «(x) sont alors de la forme ¢'(x) du théoreme I.
Donc, d’apres ce théoreme, ils sont identiquement nuls; mais ce sont
des polyndmes en u'(x), dont les coefficients sont de la forme ¢ () du
théoreme II. Donc, les divers coefficients de ces polyndmes sont tous
identiquement nuls.

On en déduit cette proposition :

TreoreMe 1V. — St deux polyndmes, aux deux variables u(x)et u'(x),
dont les coefficients admettent les périodes de seconde espéce w et o', avec
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les mémes multiplicateurs ¢ et ¢, sont identiques, tous leurs coeffictents sont
tdentiques chacun a chacun.

2k. Ces théoremes étant démontrés, je reviens 2 la recherche d’une
expression de F(x), telle que, réciproquement, toute expression de
méme nature soit capable des formes @(x) et @'().

Nous avons trouvé

Flz)=Umi+2Usig+ 22 Uppjoa+. . .2 Uppy + 20 Uy

En dehors des U, remplagons x par son égal — [u(x) -+ u'(=)], et il
viendra

F(x) = Ui — [w(2) + &/ (2)] Uryim
lu(z) + ' (2)P Upia 4+ . o (— 1) [w(z) + ' (2)] U,

Nous obtenons ainsi F(«) sous forme d’un polynéme aux deux variables
u(x) et w'(x)a coefficients d. p. d. s. e., toujours de degré ¢ par rap-
port & u'(x) et de degré égal ou inférieur & £+ ¢ par rapport & u(xz).
Je dis que ce polynome est de degré ¢’ par rapport a u(x).
En effet, on a aussi

F(x) fr U;,,_y—’r € U:‘+i’—~1 -+ z? U;'_,_i'_.g—l— R i1 U;+1 + z¥ U:,
ou, en remplagant « par — [u(x) + u'(x)],

F(z) = Uiy —[u(z) + ' (2)] Uirr
+[u(z)+ ' (2)P Up—s+. ..+ (— 1) [u(z) + &' (2)]"U;

Cette seconde expression de F(«) doit étre identique & la premiere, ce
qui exige, d’apres le théoréme IV, que les coefficients de ces deux po-
lynomes en u(x) et w'(x) soient identiques chacun a chacun. Or le se-
cond est seulement de degré ¢ par rapport & u(x). Il en est donc de
méme du premier.

D’ol cette proposition qui résout le probleme que I'on s’est proposé
au commencement de ce Chapitre (n°17):

St une fonction ¥ (x) est capable de la forme ®(x), avec le multiplica-
leur ¢ el le degré i, et aussi de la forme @'(x) avec le multiplicateur ¢ et
le degré v, elle coincide avec un polynéme aux deux variables u(x) et
w'(x), dont les coefficients sont des Jfonctions doublement périodiques de
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seconde espéce, de multiplicateurs = et &. Ce polynéme est géneralement du
degre z'.—i— . 1l est toujours a’u‘ degré i’ par rapport & u, et toujours de
degré i par rapport a 1. D'ailleurs F(x) ne peut s’ exprimer ainsi que
d’une seule maniéere (n° 23.)

Réciproquement, tout polynome de cette nature, de degré s’ en u, de
degré 1 en u/, représente une fonction F(x), susceptible des formes
®(x)et @'(x), de degrés ¢ et 7, et, pour les mettre en évidence, il suffit
de remplacer dans le polyndme u’ par son égal — (x + u), ce qui
donne (), ou upar — (@ + «'), ce qui donne ¢'(x).

25. Le polyndome en u et «/, qui exprime F(x), et que je désignerai
par & (x, u, u'), est généralement du degré ¢ + ¢’. Mais il peut étre de
degré inférieur sans cesser d’étre de degré ¢ en u, et de degré tenw'.
Voici un cas ot il est effectivement de degré inférieur :

Reprenons le raisonnement du n° 21, en y supposant &’ = 7, de fagon
que lon ait
Flz)=o(2) +2 0o (x)+...+zle; (&) =gy(2) +2 o (2) +...+zlei(x).

Supposons de plus que les coefficients o;(x), 9, (x), ..., ¢, (x), 0,(x),
qui sont alors de la forme ¢'(), en soient avec des degrés respective-
ment égaux ou inférieurs & o, 1, ..., 7 —1, ¢, ¢;(x) étant du degré
zéro.

¢;(x)sera d. p.d.s. e., et 'on aura

op(@) =Up, (k=1,2,3,...,10),

U, désignant un polyndome en u, de degré égal ou inférieur a £, i coelli-
cients d. p. d. s. e.
Il vient, par conséquent,

Fz)=U;+2Ui;+...+271 U+ 2ig(x)
ou, en remplagant  par — (u + u'),
F)=U;— (« 4+t Uiy .. .4 (— 1)~ (u + /)1 Uy + (— 1)/ (e—+ o) g (),

polynéme aux deux variables u et «', de degré ¢ seulement, et non de
degré 2i.
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Ainsi, dans ce cas, le polyndme & (x, u, «') est seulement du degré i.
Les termes en u' et usont (— 1) ¢;(x)u’ et (— 1) o, (x)u".

26. Soit r(2) un polyndme en
r(z) =Y (@) +¥i(2)u+ (@)l +...+ Y (),

dont les coefficients ¢’(x) admettent o’ comme période de seconde
espece, avec un méme multiplicateur. Soit 7' (2) un polynome en v’

r(x) ={(x)+d (z)e'+. ..+ Yy (2)'?,

dont les coefficients ¢(x) admettent ® comme période de seconde
espéce, avec un mnéme multiplicateur. Soit &, comme précédemment,
un polynéme aux deux variables u et «/, dont les coelficients admet-
tent » et o' comme périodes de seconde espece, avec les mémes multi-
plicateurs respectifs.

Aux quatre théoremes démontrés plus haut (n°23) a I'égard de ces
polynomes r(x), r'(x) el &, on peut ajouter les suivants :

TutoriMe V. — St la somme de plusieurs polyndémes r(x), a multiplica-
teurs différents, est identiquement nulle, chacun d’eux est identiguement
nul.

Soit, en effet,
ro(x) +ri(x) +ry(z) +...+rp(x)=o0

une pareille identité, €, €,, €, ..., ¢, étant les multiplicateurs des
k —+ 1 polyndomes. Supposons que ces polyndémes ne soient pas nuls, et
r . 7/ / ! ’ :
désignons par G, (2), Vi, (@), Yop, (@), -5 Gip, (@) les coeflicients des
plus hautes puissances de « dans ry(x), r,(x), ry(x), ..., rx(x). Dans
I'identité, changeons successivement xz en xz + o', X + 20/, ...,

x + kw'. Nous avons en tout £ —+ 1 équations, d’ou nous déduirons

ro(x) ry(z) . ri(x) |
ro(z+4+w) r(x+o) .. rp(z-4+o) —%
ro(x -+ ko' ri(z+ko') ... rp(z-+ ko)

Or, si 'on développe le déterminant, en obhservant que (% + jo') est

Ann.de U Fc. Normale. 3¢ Série. Tome 1. — JuiLLer 1884, 29
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égal & [u(x) — jw'], égalité qui précede prend la forme

Yo (@) + ¥y (2) u(@) + ¥y (2) (@) +. ..+ g (2) wP (2) =0,
les fonctions ¢'(«) étant s. p. d. s. e, de période o’ et de méme multipli-
cateur égal au produit & ¢, <, ...¢.. Donc, d’aprés le théoreme I (n° 23),
chacune de ces fonctions doit étre identiquement nulle et, en parti-
culier, ¢o(2). Or ce n’est pas possible, car on a

1 I R
s & ..o

o(z)=|=22 2 ... & Vo (&) Yip (2).. Vg (2),
e elF L e

c’est-a-dire que ¢, («) est un produit de facteurs dont aucun n’est nul
par hypothese.
Pareillement :

Tutorime VI. — 87 la somme de plusicurs polyndmes r'(x), a multipli-
cateurs différents, est identiquement nulle, chacun d’eux est nul.

Tutorime VII. — Sila somme de plusieurs polyndmes &, tels que deux
quelconques d’entre eux aient au moins un multiplicateur différent, est
identiguement nulle, chacun d’eux est identiquement nul.

Soit, en effet,

Ry+R, +Ry+...+~Rp=0
une pareille identité.

Je désigne par ey, &, ..., ¢y, les multiplicateurs distincts relative-
ment a la période w des £—+1 polynomes & et j"appelle &, la somme de
ceux qui, relativement a @, appartiennent au multiplicateur ey Ry
Sypr - -+ Ry, TEPTésentent les sommes analogues.

L’identité proposée s’écrit alors

Ry 4+ Ry .+ Ry = o.

Or, dans &,, les coefficients des diverses puissances de «’ admettent
évidemment la période de seconde espece », avec un méme multipli-
cateur e, et il en est de méme dans &, &y, ..., &,. Notre identité
est donc de la forme ‘

e () 4+ ry, () +. .o+ ri(x) =o,
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ol les multiplicateurs e, , ¢, ..., ¢, sont distincts, et, par conséquent,
d’apres le théoreme VI, les sommes Roys Ry oo nr Ry, s00L identique-
ment nulles.

Mais les fonetions & dont la somme égale &, sont évidemment de la
forme r(«) et ont de plus, relativement & »’, des multiplicateurs dis-
tincts. Donc, d’apres le théoreme V, chacune d’elles est nulle, puisque
Ry, Uest, et il en est de méme des fonctions & qui composent &,
Reyys + vy Ry, Cest-b-dire des £+ 1 fonctions &.

On en déduit la proposition suivante :

Tutorime VIII. — Soient dewx sommes depolyndmes &, telles que, dans
chacune d’elles, deux: polynémes quelconques aient aw moins un multi-
plicateur dyferent : si ces deux sommes sont identiques, les polynémes &
qui les composent seront identiques chacun a chacun, et, par conséquent
(théoréme IV), les coefficients de ces polynémes seront les mémes.

V. — Forme analytique des intégrales.

27. Nous avons vu (n°15) que, dans tous les cas, P(y) = o admet m
solutions distinctes possédant ce caractere d’étre capables chacune des
deux formes () et @' («). Ce caractere nous donne la forme analy-
tique des intégrales. Il résulte, en effet, du Chapitre précédent, que
chacune de ces m solutions coincide avec un polyndéme &(xz, u, u'),
¢’est-a-dire avec un polynéme aux deux variables u et w', dont les coef-
Jicients sont des fonctions doublement périodiques de seconde espéce, aux
peériodes o et w'. Les deux multiplicateurs, dans ce polynéme, sont
d’ alleurs deux racines des équations fondameniales A = o et A'= o.

Une intégrale quelconque de P =o est, par conséquent, la somme
dem polynomes & et, d’apres le théoreme VIII du n° 26, elle ne peut se
mettre sous cette forme que d’une seule manicre.

Ainsi, la forme analytique d’une intégrale fondamentale est celle d'un
polyndéme aux deux variables x et Z(x), ayant pour coefficients des
Jonctions doublement périodiques de seconde espece, de mémes multipli-
cateurs racines des équations fondamentales.

28. Lorsqu’on av =v'=m, les m polynomes qui expriment les in-
tégrales fondamentales se réduisent a leurs termes indépendants de u
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et de w/, el ces m intégrales sont d. p. d. s. e. (n° 6). C’est ce qui a
lieu, dans le cas général ol I'une au moins des équations fondamen-
tales n’a pas de racines multiples.

Le cas le plus général, apres celui-la, est celui ol les deux équa-
tions fondamentales ayant des racines multiples, aucune de leurs ra-
cines n’annule tous les mineurs du premier ordre dans le premier
membre. C'est le cas du n° 14. Reportons-nous a la proposition et aux
formules (4) de ce numéro.

La premigre formule montre que ¢,,(x) est d. p. d. s. e. .

Dans la seconde, ¢.,(x), ne différant de ¢,, () que par un facteur
constant, est aussi d. p. d. s. e. Mais alors cette scconde formule,
donnant

921 (2) = 9 (@) + 2 [922(2) — 922(2)];

montre que ¢, (x) est de la forme @ (x), avec un degré égal ou infé-

.rieur a 'unité.

Dans la troisieme, ¢g;(a)estd. p. d. s. e. pour la méme raison que
©s0(x). Puis, ¢,.(2), élant une combinaison linéaire de ¢,, (@) ct de
¢4, (2), est de la forme @ (2) avec un degré égal ou inférieur a 'unité.
Mais alors cette troisieme formule, donnant

¢ (2) = 9y, () + 2 [95:(2) — a2 (2)] + 22 945 (2) — 935 (2)],

montre que ¢, () est de la forme @'() avec un degré égal ou infé-
rieur a 2.

Et ainsi desuite. La fonction ¢y, («) sera d. p. d. s. e. Puis g, ,_, (x),
Gup—a(Z)s vy 0pa(®) 0y, () seront de la forme @' () avec des degrés
respectivement égaux ou inférieurs & 1,2, ..., o — 2, p— 1.

Les p. éléments (4) du n°® 14 sont donc exactement dans le cas de la
remarque faite au n° 25, et, par conséquent, si 'on applique ce qui a
é1é dit alors, on voit qu’ils s’expriment ainsi :

15

(227 -+ (b20 u-+ bgiul‘),
gy ~+ (byo U+ b3 ') 4-(C30 P+ Cyy e~ 35 0'?),

QA (Do A=y ')+ (Cpo P+ Cpy et~ cy, u’%‘—}—...—l—(luo L TR Vo) B
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ol les coefficients a,b,¢,..., A,...,1 désignent des fonctions d. p.
d. s. e., de multiplicateurs ¢ et ¢, aucun des coefficients b,,, ba,, ¢05
Cans v vvs Pios iy ooy Lugy Lo yey, qui multiplient les plus hautes puis-
sances de w et de &/, n’étant identiquement nul.

1l existe, d’ailleurs, certaines relations entre les coefficients. Ainsi,
ces coefficients, qui multiplient les plus hautes puissances de u et
de w', ne different mutuellement que par des facteurs constants. En
effet, la méme remarque du n° 25 donne

frjg=(—1)i1 ‘-P:‘i(x); /li,i—1: (—1)—t v ().

Or, 0;;() et ¢;;(«) ne different de ¢, ,(x) et de oy (@), est-a-dire de a,,,
que par des facteurs constants. Si donc 'on pose

vii(z) =Ciay, ¢u(x)=Ciay,
il viendra
hiy=(—1)"'Ciayy, lyioy=(—1)"1Cray,

et, par conséquent, tous les coefficients qui multiplient les plus hautes
puissances de u et de »' ne different mutuellement que par des fac-

teurs constants.
La proposition du n° 14 donne donc la suivante :

Lorsque, les deux équations fondamentales ayant des racines multi-
ples, aucune de ces racines n’annule tous les mineurs du premier ordre,
chaque racine de A = o est associde a une racine de A'= o, ayant méme
ordre de multiplicité. Soit n la valeur commune des nombres de racines
distincies ; sotent €, ey, ..., &, ces racines pour A =0 elz, ey, «.., ¢, les
racines respectivement associées de A= 0; SOlenl [y, [Lyy + .+, [L, les va-
leurs communes de leurs ordres de multipliciié. Il existe un systéme jfon-
damental d’tniégrales se partageant en n groupes, répondant respective-
ment aux n couples de racines associées et les p. éléments qui composent
le groupe corrélatf du couple (<, '), d’ordre de multiplicité p., ont la forme
analytique (1), ¢’est-a-dire coincident avec des polyndmes 5, Kyyovey Ryis
de degréso, 1, 2, ..., .. — 1 et de multiplicateurs ¢ et <. Les coeffictents
byos bary Cy0s Canr + s byos Ly qui multiplient les plus hautes puissances
de u et de v, sont tous différents de zéro et ne différent entre eux que
par des facteurs constants. Ce systéme fondamental renferme le nombre
maximum des solutions distinctes doublement periodiques de seconde
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espéce, qui sont ausst les solutions distinctes, en nombre maximum, sun-
plement periodiques de seconde espece, de l'une et de I'autre periode.

29. Me placant enfin dans un cas quelconque, j'observe que P =o
admet (n°15) un systeme fondamental d’intégrales comprenant:
1° Nfonctions D(«); 2°v — N fonctions S(x); 3°v' — N fonctions §'(x);
4° m — (v +v'— N) fonctions T(«), ces intégrales étant toutes ca-
pables des deux formes ®@(x) et ®'(«). D’oli cette proposition générale
résultant des n°s 18, 19 et 24 :

P = o admet toujours, comme intégrales distinctes, m polyndmes .

- Leurs multiplicateurs sont les racines des équations fondamentales. Un
polynéme qui appartient aux multiplicateurs ¢ et ¢, racines multiples
d’ordres p. et (!, estde degré inférieur a (! par rapport a u, et de degré
inférieur a p. par rapport a u'. N de ces polynémes sont indépendants de u
etde u', v—Ndeuw, eev'— N de u, de sorte que ce systéme fonda-
mental renferme a la fois les intégrales distinctes simplement périodiques
de seconde espéce, en nombre maximum, pour chaque période, et parmi
elles toutes les solutions doublement periodiques de seconde espece.

30. Je vais examiner le cas particulier ol 'équation différentielle
P =o est du second ordre.
Reportons-nous au n° 16. Quatre cas sont & considérer :
1° vy =2,V = 2. P=oadmetalors deux solutions D («)distinctes.
2° y =1, v'=1. J'ai obtenu, pour cette hypothese, le systeme fon-
damental
X1 ::D(.Z),
yi=¢(2)+CzD(z)=7¢'(#) + Uz D(2),

ol C et C' sont différents de zéro. C'est le cas du n° 28, et I'on a, par
conséquent,
Yo = oy =+ byo b + by
bpy=—0C'D(z), by=—CD(x);
d’olt
yi=D(2),
Ya=wy(2) —=CD(z)u—CD(z)u,

@, () étant identique & a@,,.
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3° v =1, ¥"=2. On a obtenu, pour ce cas, le systeme

7i=D(a),
yr=o(@)+ CaD(z) =5(a),

ot C n’est pas nul. D’apres le n° 18, on a done

Y =w(x) + oy (z)u,
w, () = —CD();
d’ou
Y11= (x):
Ya=w(z) —CD(z)u'

4° vy=1,v =1. On a pareillement (n° 19)

yi=D(=),
ra=w(z)—CD(2)y,
(" différant de zéro.
Ces quatre cas peuvent se représenter empiriquement par les for-
mules uniques

Y1 =5(z),
yo=w(2)+C(v—2)o(2)u+C(v—2)w(z),

les facleurs vy — 2 et v — 2 faisant évanouir, quand il le faut, les
termesen u et u'.
Si je remplace maintenant les fonctions et «' par leurs valeurs

! * 7 ! pa
ST My [Z(x)——gg:], wW=— 22 [Z(JIJ)——%,&];

:Hzn-\/_-—:? amy/—1

voici, pour I’équation du second ordre, le systeme fondamental qui ré-
pond i tous les cas:

F=(2), ya=m(2) + Ao m(a)- BL(2)(2)

(%) et w(x) étant d. p. d.s. e. Les constantes A et B sont nulles si

v et v sont tous deux égaux i 2. Sinon, une au moins differe de zéro,

. N ST B
etw,(x), =(2)ont toujours alors mémes multiplicateurs.Ona A=— 3(]

By
lorsque vy =2, V=1, et A = — —L lorsque v =1, v’ = 2.
w
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31. Je vais chercher le systeme fondamental y,, y, pour une équa-
tion différentielle de second ordre, en suivant une tout autre voie.

Voici préalablement quelques propriétés générales.

Considérons I’équation P = o, d’ordre m. Soit =(«) une intégrale
d.p.d.s.e.,depériodes » et ', de multiplicateurs ¢, et €,. Ces mul-
tiplicateurs satisfont respectivement aux équations fondamentales A=o
et A'=o.

Si, dans P = o, nous posons

y=uw(x)fsdx,
nous obtenons la transformée d’ordre m —

dm—1zg dm—2z

Q(s)= iz + ¢ gmms + -+ I3 =0,

Cette transformée aura (') ses coefficients uniformes, doublement pé-
riodiques, de périodes et »’, et son intégrale générale uniforme. En
outre :

Ste,, € €, ..., &, désignent les m racines de I’équation fondamen-
tale A=o, et ¢, ¢, ¢, ..., €, les m racines de I’ equation fondameniale
A'=o, lesm — 1 racines des équations fondamentales relatives a Q(z) = o

° r
g3 €m

seront respectivement les quotients =, =, ..., 2%, et les quotients %,

€ € €

, , 1 1 1 1

€, €
faey —— e

&

Quelles sont maintenant les propriétés de I'intégrale [¢(x)dx, sup-
posée uniforme, lorsque ¢(«) est d. p. d. s. e. aux périodes o et o,
et aux multiplicateurs ¢ et ¢? On peut les déduive de la définition méme
de la périodicité et trouver, pour tous les cas, la forme analytique de
[§() da.

Supposant d'abord que ¢ et ¢ different de 1'unité, si je représente
par G() une quelconque des intégrales de §(x) dx, j'aurai

dG(=)

dz §(=),

et j’en déduis ’
AdG(x + w) § ,
R = (2 +w) =eQG(x).

(1) Annales de I’ Ecole Normale supéricure, p. Go; 1883.
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Les fonctions G(a + o) et ¢G(x) ont donc méme dérivée. J’en conclus
G(x+w)=:G(z)+C.
On a pareillement
Gz —-ow)=4IG(z)+C.

Telles sont les propriétés d’une intégrale quelconque.
L’intégrale indéfinie sera G(x)+ C,, C, étant une constante arbi-
traire, et I'on aura
G4 0) + Gy = 2G(2) -+ €+ Co=e[6(2) + €] + (=1 (755 — ),

g ——

Gz + o)+ C=¢[G(z) +C ]+ (—1) (—CI— — Cl>.

g —1

Or G(x + o + ') s’exprime des deux manieres suivantes :

Gz + ')+ C == Ggaﬂ) + Ce +C,
fG(z 4 v) +0 =¢eeG(z)+ G+ C,

et, par conséquent, il vient

S C ¢
Cert-C=C/+C ou — =——-
g —1 £ —1
Si donc on prend comme valeur de C,
G b
Cl = 2 _— g bJ

“valeur admisible, puisque ¢ et ¢ different de 'unité, et sil’on pose
G(x) ~+ C; == ﬂ(x),
'intégrale particuliere g(«) jouira des propriétés

g(z +o) =cg(z),

glz+ov')=¢g(z),

et, par conséquent, sera aussi d. p. d. s. e. aux mémes périodes etaux
mémes multiplicateurs que ¢(x).
Supposant en second lieu que 'un des deux multiplicateurs de G(«)

Ann. de U’Ec. Normale. 3°Série. Tome 1. — JuiLer 1884. 30
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est égal & 'unité, soit ¢ =1, je représente encore par G(«) une quel-
conque des intégrales de §(«) dx. Jaurai

G(z+w) =:G(z)+C,
Gz + o) = G(z)<+C.
Mais on en déduit

Gz+o+o)=cb(z+0)+C=:G(z)+ C:+C,
Gzt v+o)= Gz+ov) +0=::G(z)+C +C

et, par suite,
’ Ce=C ou C(e—1)=o0,

¢’est-a-dire C'= 0. G(«) admet donc la période ’. Il en est de méme
de I'intégrale indéfinie G(«) + C,. On a d’ailleurs

G(# +w) =+ C=<[G(z) 4+ C,]+ C — Cy (e — 1).
Si donc on prend comme valeur de la constante arbitraire C,

C

01:

et si I'on pose '
' G(z)+ Ci=g(=),

I'intégrale particuliere g(x)jouira des propriétés

g(@+w) =cg(2),

gz +o)=g(z)

et, par conséquent, sera encore une fonction d. p. d. s. e. aux mémes
multiplicateurs que ¢ ().

Ainsi, lorsque les multiplicateurs de G(2) ne sont pas tous les deuax
égaux a l'unité, on peut toujours déterminer la constante d’intégration
de telle sorte que 'intégrale uniforme [G(x)dx soit aussi doublement
periodique de seconde espece, les multiplicateurs éiant les mémes que
pour G(x).

Il n’en est plus de méme, en général, lorsque ¢ et ¢ sont tous deux
égaux a l'unité, c’est-a-dire lorsque G(«) est de premiére espece. Le
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raisonnement précédent est en défaut, et dans ce cas on a, pour toute
intégrale G(x) de ¢(x)dw,

) Gz +wv) =G(2)+GC,
’ Glz 4+ o) =G(2)+C.

Il peut se faire cependant que I'une des constantes C et ¢/, ou toutes

les deux, soient nulles. Dans ce dernier cas, G(x) est d. p. d. p. e.

Quelle est, d’ailleurs, la forme analytique de G(«), convenant aux cas

ol C et (' ne seraient pas nuls? Elle va résulter des égalités (1).

En effet, d’apres ces égalités, G(x) — %’f admet la période o et

Cw—Co' N
augmente de ———— quand on y change zen x -+ w’. Or, d’apres les
5 o 8

- . C'w — Cof
propriétés de la fonction u (=), ———
ww

C'w— Co' ' ,
~“———— quand on y change = en  + w’. Donc, la fonc-

u(x)admet aussi la période v,

et diminue de
tion

, /oy '

G(w)— C_a; . Cw—Cw

» ww'

w(x)

estd. p. d. p. e. Désignons-la par y(x), et il vient

G(2) = 7(2) + F 4 CO Ty (g)

wn'

ou, en remplagant & par son égal — u(x)— u'(x),
a G
G(z) =y (z) — = u(z) — = ' (z).

Telle est la forme analytique de G(z).
Ainsi, lorsque G(x) est doublement périodique de premiére espéce, toute
intégrale de G(x)dx est de la forme

r(2) +Ayu(z) + A i (=),

otl y () est doublement périodique de premicre espece, et oiw A, et A, dési-
gnent des conslantes, qui peuvent d’ ailleurs étre nulles.
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32. Cela posé, supposons que I’équation différentielle P = o soit du
second ordre.

P = o admet toujours unc intégrale d. p. d. s. e. Désignons-la par
w(x), et, dans P = o, posons

¥ :::m(m)fs dx.

La transformée Q(z) = o est du premier ordre et de méme nature que
P(y)= o. Elle admet une intégrale g(«) d. p. d. s. e.

Si I'on pose alors
: Y17 m(x),

ye=m(@) fG(a) da,

¥ et y, constituent un systeme fondamental de solutions de P = o.
Or, soient ¢, et ¢, les multiplicateurs de =(2), racines de A=o et

de A'= o, et soient ¢, ct ¢, les autres racines de ces deux équations

fondamentales. D’aprés ce qui précede, les multiplicateurs de () sont

’
. € €
les quotients = et 2
: 1 ©1
Si donc ces deux quotients ne sont pas tous deux égaux a l'uniteé,
¢’est-a-dire si 'unc au moins des équations fondamentales a ses racines
inégales, on pourra déterminer la constante d’intégration, de maniere

que l'intégrale [G(«x)dx, qui est uniforme, soit d. p. d. s. e., avec les
!
o . qe e E2 g, 5 . . R

mémes multiplicateurs ot 7 que G(z), et alors y, sera lui-méme d. p.
!
. . €, €

d. s. e., avec les multiplicateurs ¢, > 2 et €, >< % ou e, et e,.

1 1

Si, au contraire, les deux quotients sont égaux a 'unité, c’est-a-dire
si les deux équations fondamentales ont leurs racines égales, ¢, =¢,,
y = ¢, lorsd. p. d ¢néral, [G(x)dx sera de 1
e,=¢,, G(a) est alorsd. p. d. p. e., et, en général, [¢(x)dx sera de la
forme

r.(2) -+ Agu(z) + Ay (),
et par suite on aura

Jr=w0(2) + Ayw(2) u(z) + Ao (@) &/ (2),

ol m,(a) est d. p. d. s. e., avec les mémes multiplicateurs ¢, et ¢, que
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w(x), et ot Ay et A, désignent des constantes, qui d’ailleurs peuvent
étre nulles. ’

Ces résultats sont completement d’accord avec ceux que nous avons
trouvés au n° 30.

33. En terminant ce travail, je reviens au cas général olt P = o est
d’ordre m, et je vais élablir un théorime concernant les solutions qui
affectent la forme des intégrales fondamentales, & savoir, celle d’un
polyndme aux deux variables u(x) et &/(x), a coefficients d. p. d. s. e.
de mémes multiplicateurs ¢ et ¢

St le polynéme & (x,u, u') est une intégrale de P = o, il en sera de
méme de toutes ses déripées partielles successives, prises par rapport aux
deux variables u et w', les coefficients doublement périodiques de seconde
espéce ctant considéres comme des constanigs.

En effet, & [, u(x), ' (2)] élant une solution, il en est de méme de

(1) Rz + ko o', u(z+ ko + ko), d(z -+ ko+ o),

quels que soient les nombres entiers £ et £'. Or on a
w(z+bko+ko)=u(z)— ko,
wW(z+ko+KFo')=u(z)— ko

On en déduit que I'expression (1) est identique &

kM Rz, 0 — K, u'— ko],

et, par conséquent, [z, u — k' o', ' — kw] est une intégrale. Or elle
se développe ainsi : '

ETINEEY ¥ ol V2 )2 Fw)? 02
éft(:c,u,u’)~{{-u—)—gil~!r—ed‘1--' (Klw)? 0 -I—( w)* 9

I due -1 d& ¢ 1.2 ou? C L2 du'
4 2.(kw)(Kw') 2R
-+ j
1.2 Ju.du
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indépendantes de Aw et de £'w’, les coefficients 5—> = 5> 57>
du’ Jdu our’ ou

arR

du.du’’
des intégrales, ce qui démontre le théoreme.
On voit en particulier que, dans ’ensernble des termes de degré le

plus éleve de & (x, u, u'), chaque coefficient est une intégrale.

---» qui multiplient les puissances de £w et de £ o', sont aussi




