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M É M O I R E

SUR LA M U L T I P L I C A T I O N

LE MULTIPLICATEUR EST LA DIFFÉRENCE x - a,

PAR M. DÉSIRÉ ANDRÉ,
ANCIE'N, ÉLÈVE DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE.

1. Ce Mémoire sur la mul t ip l ica t ion par x •— ^ressemble beaucoup
a ce lu i que nous avons donné sur la mul t ip l ica t ion par x -{- oc. On s'y
propose un but ana logue : la dé t e rmina t ion du nombre exact des
var ia t ions qui se gagnent dans la mult ipl icat ion du polynôme/(.r)
par le b inôme x —a, où a esl: positif. On y emploie une m é t h o d e iden-
t ique , consistant à considérer ce r ta ins trinômes, d i t s trinômes éléva-
teurs; à par tager le m u l t i p l i c a n d e f{x} en tronçons; et à chercher
les changements qu ' ép rouve le nombre des va r i a t ions contenues dans
c h a q u e t ronçon du m u l t i p l i c a n d e , lo rsqu 'on passe de ce t ronçon du
m u l t i p l i c a n d e a u tronçon correspondant du p rodu i t .

2. Toutefois, malgré ces ressemblances, le présent Mémoire , pa r ses
résul ta ts , diffère du précédent plus qu 'on n 'aura i t pu le prévoir . Le
théorème auque l i l condui t pour la dé t e rmina t ion du nombre des varia-
t ions gagnées dans la mul t ip l i ca t ion par X—OL est un peu moins s imple
que celui qu 'on a t rouvé pour le nombre des var ia t ions perdues dans
la m u l t i p l i c a t i o n par x + a. Tandis, en effet , que les variations perdues
ont tou t e s la même origine, les variations gagnées prov iennent , comme
on le verra, de trois sources essentiellement différentes.
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S. 34 DÉSIRÉ ANDBÉ.

3, L'ordre que nous suivons, dans ce second Mémoire, n'es! autre
que celui que nous avons suivi dans le premier. Seulement nous pro-
fi tons de l 'identité de la méthode employée pour éviter les redites, et
pour abréger notre exposition au tan t qu'on le peut faire sans nuire à
sa clarté.

CHAPITRE I.

TRINOMES ÉLÉVATEURS.

4- Nous appelons trinôme élévateur t ou t groupe de (rois termes con-
sécutifs, c'est-à-dire de trois termes non séparés par des lacunes, qui
présente deux permanences, et où le carré du coefficient, moyen est
m o i n d r e ' q u e le produi t des coefficients extrêmes.

Nous nommons de tels groupes trinômes, parce qu' i ls se composent
chacun de trois termes; nous les qua l i f ions à'élévateurs, parce que
c'est, en partie, grâce à eux que, dans la m u l t i p l i c a t i o n par oc — oc, le
nombre des variat ions est augmenté , ou, si l'on veut , éleçé.

. 5.. Si nous désignons parL, M, N les valeurs absolues des trois coef-
ficients, t o u t t r inôme élévateur est de la forme '

^(L^^-^M.r^N^-1);. . , , ' - :

et nous avons, en t re L, M, N, la relation

M^LN, -

d'où il faut bien remarquer que le signe === est- exc lu . ! . . 1 ! ! -

M6. Dans un trinôme élévateur L, M, N, la fraction j- est toujours
M ; ! 1 ' ' • i! 1 , , , . , , . '- :• ! ! .

inférieure à la fraction „ et ne peut jamais, lui être égale.,La pre-
mière de ces fractions est la limite inférieure du t r inôme, la seconde en
est la limite supérieure, l/miervalle qui les sépare est X amplitude du
trinôme. Comme les deux limites ne sont jamais égales, celte ampli-
tude ne se r é d u i t j amais a zéro.

7. Soit <x un nombre positif quelconque. Ce nombre estwmpris dans
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le trinôme élévateur (L, M, N), s'il satisfait à cette double condi t ion

M , N
L^M'

! ! ! ' ' ' Noù il faut bien remarquer que la fraction -.5 que a ne peut jamais
at teindre, est une limite inaccessible.

Il est évident qu'il existe une infinité de nombres positifs compris
dans un trinôme élévateur quelconque-

8. Ainsi définis, les t r inômes élévateurs sont, en apparence, iden-
tiques aux groupes que nous avons considérés, dans notre précédent
Mémoire, sous le nom de trinômes abaisseurs de la seconde espèce. En
réalité, ils diffèrent de ces derniers par deux particulari tés essen-
tielles, sur lesquelles nous ne saurions trop insister : d'abord, dans
le trinôme élévateur (L, M, N), le carré M2 n'atteint jamais le produi t ,
LN; ensu i t e , lorsque le nombre a est compris dans ce même t r inôme

Nélévateur , il n'atteint jamais non plus la fraction —

9. Les mois distincts, imbriqués, compatibles se définissent, pour les
trinômes élévateurs, de la même façon que pour les tr inômes abais-
seurs du précédent Mémoire. Toutefois il est bon de faire observer que
deux trinômes élévateurs compatibles sont forcément distincts.

10. Soient les trinômes élévateurs
(L,M,N) , (I^MS^), (L^M^N^) , . . . .

Pour qu'ils soient compatibles entre eux, il faut évidemment et il suffi t
M M7 "M^ . . / » , .que la plus grande, ^ des fractions -p -rp r-r? • • • so11 nnéneure à

la 'plus petite, ^ des fractions ̂  ^p J^ • • • • En d'autres termes, il
faut et il suffit que l'on ait la relation

(-'• < V,

d'où il convient de remarquer que le signe = est toujours exclu-

11. Les trinômes élévateurs comprenant a peuvent être parfois des-
trinômes élévateurs superflus»
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Un t r inôme élévateur comprenant a est super/lu lorsque ses deux
premiers coefficients composent ou te rminent une suite de coefficients
consécutifs, tous de même signe, fo rmant une progression géomé-
tr ique de raison o^ et précédés imméd ia l emen t soit (rime lacune, soit
d ' un coefficient de signe contraire^ soit d ' un coefficient de même
signe, trop petit en valeur absolue pour faire par t ie de la progression.

Pour q u ' u n tr inôme élévateur soit superflu, la première condi t ion,
nécessaire mais non pas suf f i san te , c'est donc que la l imite inférieure
de ce trinôme soit juste égale au nombre a.

Il est évident d'ailleurs, sur leur défini t ion même, que les tr inômes
élévateurs superflus ne se peuvent présenter que dans des cas très
rares., tout à fait exceptionnels,

CHAPITRE II.

ÎŒM'ÀRQUES SUR LES TERMES DU POLYNOME f(x).

là. Nous supposons tou jour s que le polynôme/*^) soit ordonné
par r a p p o r t aux puissances décroissanles àex. Ce polynôme peut d'ail-
leurs éire complet ou incomple t Si a^est le coefficient de ̂  dans le
m u l t i p l i c a n d e f[x\ et Kp le coe f f i c i en t de ^+"1 dans le p rodu i t de
f\x} par x — a, nous disons que dp et Ap sont deux coefficients cor-

respondants . Tous les coeff icients d u mul t ip l i cande ont leurs corres-
p o n d a n t s au produi t ; mais la réciproque n'est pas vraie : dans loute
portion du p rodu i t qui répond à u n e l a c u n e du, m u i t i p l i c a n d e se trouve
•un terme surnuméraire, qui provient du terme du m u l t i p l i c a n d e placé
à gauche de la lacune, et qui a toujours un signe contraire à celui de
ce terme. Il se t rouve au p rodu i t un aut re terme surnuméraire prove-
n a n t du d e r n i e r terme d u mul t ip l i cande , et de signe contraire à ce
dernier terme.

13. Nous emploierons , dans ta m u l l i p l i c a l i o n p a r ^ — a , les mots
coefficients disparaissants, variables, essentiellement invariables, acciden-
tellement invariables, avec les significations que nous leur avons données
dans notre précédent Mémoire.
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14. Dans cetle mult ipl icat ion par SD — a, tout coefficient disparais-
sant, variable ou accidentellement invariabie, est évidemment précédé
d'un coeff icient de même signe. Pour qu 'un coefficient soil essentiel-
lement invar iable , il faut et il suffit, ou bien qu' i l occupe, dans le
polynôme /(^), la première de toutes les places, ou bien qu' i l suive
imméd ia t emen t une lacune, ou bien, enf in , qu ' i l soit précédé immé-
d i a t e m e n t d 'un lerme de signe contraire.

15. Si l'on considère l 'un quelconque des t r inômes élévateurs du
mult ipl icande, et que ce trinôme comprenne !e nombre oc, il est évident
que son terme moyen est variable ou d ispara issant , et que son dernier
terme est accidente l lement invar iab le . Il faut avoir soin de remarquer
que, contra i rement à ce qui arrive pour les trinômes abaisseurs, le
dernier coefficient d 'un trinôme élévateur n'est jamais un coeff ic ient
disparaissant.

11 su i l de là q u ' u n tr inôme élévateur comprenan i a ne peut présenter
q u e deux aspects d i f f é ren t s , et i l est év ident , r éc ip roquement , que si
un groupe de trois termes consécutifs, offrani deux permanences, pré-
sente l ' un ou l 'autre de ces deux aspects, ce groupe constitue un tri
nome élévateur comprenant Se nombre a.

" CHAPITRE III.

PARTAGE DU POLYNOME /(.r) EN TRONÇONS.

16. Supposons marqués , dans le mult ipl icande/^) , tous les coef-
ficients invar iables , soit essentiellement., soit accidenlellement Ces
coefficients, ainsi marqués, par tagent le multiplicande en plusieurs
tronçons. Chaque tronçon se compose de deux termes invar iables qui
en sont les l imites , et des termes, tous variables, que ces limites
enserrent. Il n'y a d'exception que p o u r le tronçon terminal, qui se
compose do dernier terme invar iable du m u l t i p l i c a n d e et de t o u t ce
qui le sui t ,

Si un tronçon non terminal du m u l t i p l i c a n d e a pour coefficients
limites dp et a^ le tronçon correspondant du produit a pour coeffî-"
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cienîs l imites Ap et Aç. Si le tronçon terminal du mul t ip l icande com-
mence par^, c'est par Ar que commence le tronçon terminal du pro-
du i t .

Le mot tronçon? employé sans complément, désignera toujours un
tronçon du mul t ip l i cande .

17. Nous pouvons remarquer qu'un trinôme élévateur comprenant a
n'est jamais à cheval sur deux tronçons du mul t ip l icande ; qu'aucune
permanence ou variation ne peut passer d'un tronçon dans un tronçon
voisin; qu 'un tronçon qui contient une lacune du polynôme/'(.'r) n'en
contient qu 'une seule; e-nfm qu'un tronçon composé seulement de
deux termes consécutifs du mul t ip l icande n'apporte j amais aucun
changement dans le nombre des permanences, ni dans celui des varia-
tions.

18. D'après ces remarques, pour arriver à déterminer le nombre
exact des variations gagnées, il nous suffît de comparer chaque tronçon
du multiplicande au tronçon correspondant du produi t . Il est clair
que notre étude sera complètes si nous considérons successivement :

1° Les tronçons non terminais et sans lacune, présentant trois
termes au moins, et unissant par un coefficient essentiellement inva-
r iable;

2° Les tronçons non terminais et sans lacune, présentant trois
termes au moins, et unissant par un coefficient accidentel lement inva-
riable;

3° Les tronçons présentant une lacune;
4° Enfin le tronçon terminal.

CHAPITRE IV.

E X A M E N DES TRONÇONS.

19. Considérons les tronçons non terminais et sans lacune, de trois
termes au moins, qui finissent par un coefficient essentiellement inva-
riable.

L'un quelconque d'entre eux nous présente une suite de perma-
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nences, suivie d'une variation unique. Le tronçon correspondant du
produit nous présente, au contraire, mie variation unique/suivie de
permanences. Quand on passe de ce tronçon du mult ipl icande au
tronçon correspondant du produit, on ne gagne ni ne perd aucune
var ia t ion; et il en est encore de même lorsqu'un, ou plusieurs, ou la
total i té xles coefficients intermédiaires deviennent des coefficients dis-
paraissants.

Quoi qu' i l arrive,, d 'ail leurs, le tronçon considéré du multiplicande
ne présente jamais aucun trinôme élévateur comprenant oc.

20. Considérons maintenant les tronçons non terminais et sans
lacune, de trois termes au moins, finissant par un coefficient acciden-
tellement invariable.

Un tronçon de cette sorte ne nous présente a u c u n e variation. Le
tronçon correspondant du produi t nous en présente toujours deux ,
excepté lorsque tous les coefficients intermédiaires sont disparaissants,
car alors il n'en présente plus aucune* II est d 'ai l leurs évident que le
tronçon considéré du mult ipl icande nous présente toujours un trinôme
élévateur u n i q u e , comprenant a, par lequel 11 se termine; et que ce
t r inôme devient superf lu dans le cas exceplicmnel où tous les coeffi-
cients intermédiaires d e v i e n n e n t disparaissants.

Un tronçon de'l 'espèce précédente (19) ne nous faisait jamais gagner
ni perdre aucune variat ion. Un tronçon de la présente sorte nous fa i t
gagner deux variat ions, toutes les fols que le tr inôme élévateur, com-
prenant a, qu' i l nous présente, n'est pas un trinôme élévateur superflu.

21. Nous avons déjà fait. remarquer (1.7) : qu'un tronçon contenant
une lacune n'en cont ien t qu 'une seule. Celte lacune sépare les deux
derniers termes de ce tronçon; en quelque sorte elle le termine. Si elle
nous présente une variat ion, c'est-à-dire.. si les deux termes qu'el le
sépare sont de signes contraires, ce t te -var ia t ion subsiste' au produi t ,
et il ne se perd. ni ne-se gagne aucune variation.

Si cette lacune nous présente, au contraire, une permanence, c'est-
à-dire si,les deux termes qu 'e l le sépare ont le même signe, le tronçon
considéré cLu produit ne contient aucune va r i a t ion , tandis que le tronçon
correspondant du produi t en contient toujours deux : on gagne deux
variations.
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Ce résultai subsiste lors même que ce dernier tronçon nous off r i ra i t
des termes disparaissants. D'ailleurs, ce tronçon du mul t ip l i cande ne
nous présente a u c u n t r inôme élévateur. Nous pouvons donc résumer ce
que nous venons de dire sous cette forme : toute lacune séparant deux
termes de même signe nous fait gagner une couple de variations.

' ' ' ââ . 'Cons idérons 'enf in le tronçon, terminal du multiplicande. ' Ce
tronçon ne présente que des permaiÏeDces. Le tronçon terminal '1 du
pToàml présente, toujours une.variatioû. Donc le tronçon- terminal, qui
ne-1 nous. offre •d 'ai l leurs, aucun ' t r inôme élévateur, ..nous fait1 toujours
gagner une var ia t ion unique".:1 , , ' . . . . 1 ; • • • . • ' : ' ,..•',.

: : „ • , ^; ^ , , - , CHAPITRE V. . , , , . ,,,'

NOMBRE EXACT DES VARIATIONS GAGNÉES.

23. Si l 'on reprend, en les comparant , toutes les conséquences tirées
dê'l'eïa m'en •de'1 nos'..quatre' sortes, de tronçons, 'on est amené' 'à énoncer
l^-tNôrème suivarïl, qui'esl vrai . dans tous1 les 'ôîfô et ne11 souffre aucune
exception : ' • n . - 1 - ; ) 1 — / ,, ; ; - ^ . . . -,;,;,- .^;.. , .^^ : , ; ^ - ; . ; . . , „ ; . , - ,

THÉORÈME FONDAMENTAL. — Dan s la multiplication du polynôme entier
jf^x^parle binôme x — o^ où a est positif, il se gagne: autant de
couples de variations •q uil y a, clans f^x}, de trinômes élévateurs com-
prenant a et non superflus; plus autant de couples de variations a uil r
a^ dans f[x}, de lacunes présentant une permanence; plus, enfin, une
variation unique. " '

" H. Comme •on le savaitdepuls Tongtemps, le' nombre total des varia-
tions gagnées dans la m u l t i p l i c a t i o n xle1/^) par x — a est toujours un
nombre1 lmyay..0:nl:voi:t, 'wr^èwwé^w. précède, que ce, nombre total
se^'TOmposeJ^.t^ois.pa..^ paire, suscoptiNe
dêiS'annul.er^.e'tdépendan'I.à la foi^ de la fornie^le/(^) et-de. l a . valeur
numér ique de a; la d e u x i è m e , toujours paire aussi et suscep.lible^s
s^iAflute^l.dépendant.lde'lxi fornie.-du.polynôffîej^.^)1,1 maist'no.n •pëide
•lan^va^w'de/ a;- la-troisièni'e .e-nfin-, ^pnslamm.-ent ;égâlle;l à' V imité,1: Q'^.W.
àépwdwi-m^^^Mvme àe/^m'd^ la 1 valeur, 'de1 a.111,.. ,,,; . i i l r^1:1,
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CHAPITRE VI.

P R O B L È M E S DIVERS.

25. PROBLÈME .1. •— Combien gagne-t-on de variations quand on mul-
tiplie le polynôme f[x] par le binôme y — a?

Notre théorème fondamenta l nous fourn i t précisément la solution de
ce problème. Pour donner un exemple numér ique , supposons qu'i l
s'agisse de m u l t i p l i e r par x — 3 le polynôme

-r0 4- a ..r5 -4- 1 2 ̂  4- ^2 -4-- 4 ̂  4- 3 î2.

Ce polynôme cont ient deux t r inômes élévateurs, savoir

( ï ) X^ -h 2 X^ 4- î 2 X '',

(2) ^.4^^.3^

qui o n t pour limites respectives û et 6, 4 et 8< Le premier comprend
seul la va leur n u m é r i q u e de a, et comme, pour celte valeur , il n'est
pas superflu, i! nous fai t gagner deux variations.

Mais le polynôme donné cont ient une lacune présentant une perma-
nence, puisque le terme en x^ y manque entre deux termes de même
signe. Donc, f ina lement , on gagne un nombre de variations égal à
2 -h 2 4" r , c'est-à-dire à 5,

26. PROBLÈME II. — Un polynôme f[x') étant donnée trouver les chan-
gements qu éprouve le nombre des variations gagnées dans la multipli-
cation de ce polynôme par x — a, lorsque a prend successivement toutes
les valeurs, depuis o jusquà 4- co ?

D'après notre théorème fondamental (23), pour résoudre cette ques-
tion, il nous suffit de trouver les changements qu'éprouve le nombre
des tr inômes élévateurs, comprenant oc et non superflus, que présente
le polyîiômey(^).

Reprenons pour exemple le po lynôme du problème précédent (25);
rappelons-nous les limites de ses trinômes élévateurs, et remarquons
que, quel le que sol t ia valeur numérique de a, on doit toujours compter

S.6
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d'abord t ro i s 'var ia t ions ^gagnées, savoir : deux variations- dues à: la
lacune qui figure dans ce polynôme, plus la variation unique dont BOUS
avons••par^é•da^s'nolre :énonc :é l(23), l• l : ; / l : i i - '1'1 ' j - ' - ' • 1 • : : ' . -• • ,, :

Cela étant , lorsque a est intérieur à ^, il n'est compris dans aucun
tr inôme élévateur. On gagne seulement 3 variat ions.

Lorsque a est égal à 2, il est compris dans le premier tr inôme; mais
celui-ci est alors superflu. On gagne encore trois variat ions.

Lorsque a est intermédiaire entre 2 et 4» il ^st compris dans le pre-
mier tr inôme. On gagne 5 variations.

Lorsque a est égal à 4, il est compris' dans les deux tr inômes; mais
le second est encore superflu. On gagne encore 5 variations.

Lorsque y- est intermédiaire entre 4 Gt 6, il est compris dans les deux
trinômes. On gagne 7 variations,

Lorsque a est égal à 6, il est compris dans le second trinôme seu-
lement . On gagne 5 variations; et il en est de même lorsque a, est inter-
médiai re entre G et 8._ . . l i " ^ , ' ! " ' • ' 1 ; ' ; '

Enf in , lorsque a est soit égal, soit supér ieur a ' •a , i l 1 n'est plus com"
pris dans aucun des deux tr inômes élévateurs. On ne gagne plus que
les 3, variations indépendantes de la valeur, de a.

27. PROBLÈME III. — Entre quel/es limites faut-il prenfdfe Mvûleur
numérique de a, pour'gué, dans'la multiplication de f{oc^ par œ — a, il
se gagne un nombre donné de variations?

Soit 2/À-4- i ce nombre donné. D'après notre théorème f o n d a m e n t a l
(23), il nous suffit de chercher les régions ou oc est compris dans h — \
t r inômes élévateurs non superflus, \ é tant le nombre des lacunes pré-
sen tan t une permanence.

28. PROBLÈME IV. —- Quel est le plus grand nombre de variations
quon puisse gagner dans la multiplication d'un polynôme donné f(x)
par un binôme de la forme x — a?

D'après notre théorème fondamenta l (23), ce nombre maximum est
égal à 26 •+" 2X4- i , si l'on désigne par X te nombre des lacunes pré-
sentant une permanence, et par Q le plus grand nombre de trinômes
•é'tévà^eurs-, oô'lîlp^ti'b^.esi;le!t::rioni..supelrfl^usl-) qu'e.iïipu^^.^ro'Hvef dans le
^olyn^m^/^^).^'.!'.1.1 "^ h 1 : - 1?.^ 1^^^:,1^:,.; ; : „ . . -.:„;,^,,,,1,::-. 1 - - 1 ^ 1 1 , , ^ • 1 1 ' -;v.,,,^



S U R LA MULTIPLICATION DONT LE MULTIPLICATEUR EST LA DIFFÉRENCE X — a. S.43

• H est: à re marquer, dans cette multi:.pliealion..dey(.r) par«xr—a, que
le .nom,bre des variat ions gagnées1 ne peut jamais... descendre au-d'essous
de 2). + i • Ce binôme i\ 4- i est le minimum d u . îloiïibre. des variations
gagnées.... •. : : ;.••, :1 . . „, . 1 ,,, 1 , 1 , . 1 . , . 1 , ... , . . . . . . , , 1 : 1 • 1 , 1 . : - - .

.,. . . J ; :.,,:,1,1 • , „ ,. : , ' '; , ,CHAPITRE'Y1I. . '1 / . "^ , ./ „' , '̂ 1

, 1 ' 1 : ' ' REPRÉSENTATION' 1 GRAPHIQUE. • ' ' 1 : 1 •

29. Les tr inômes élévateurs se peuvent représenter, graphiquement,
de la même manière que les trinômes11 abaisseurs de notre précédent
Mémoire. , , ^ _ , ^ : ' " ! ' ^

Seulement, tandis que le tableau des trinômes abaisseurs p o u v a i t
contenir des gros points isolés, le tableau des tr inômes élévateurs n'en
contiendra jamais a u c u n . C'est là une conséquence immédiaîe de ce
fait : que les gros points isolés représentent des tr inômes cl 'ampli tude
nulle, qu'il y a de pareils trinômes parmi les trinômes abaisseurs, et
qu ' i l n'y en a jamais parmi les trinômes élévateurs.

30. En a p p l i q u a n t ce mode de représenta l ion aux trinômes éléva-
teurs du polynôme „ . , ! ,, ! . ,,1,- , 1 1 . 1 . ^ . . • ,1 ;-1 1 : 1 1 . 11:11.

1 . . , , 1 1 1 1 . . -:. . T : , 1 , :1 - : / \ , .^^^.a^^'iaœ4^--^2^.^.^ .,' l l l / i l . 1 , 1 . . • 1 . 1 , 1 • 1 . . 1

que nous ayons déjà é tud i é (25), nous ob tenons le Tableau que voici :

31. Pour lïiontrer. l'usage de ce mode de représentation graphique ,
supposons qu'il s'agisse du polynôme auquel se rapporte le Tableau
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ci-dessus; et qu'on demande dans combien de trinômes élévateurs , non
superflus, est compris le nombre d o n n é a.

Sur l'axe OY,^îi.jnarq;uera le points; puis, par, ce-'p oint, on mènera,
menta lement , une parallèle à l'axe OX des abscisses. Il est év iden t que
cette parallèle pourra , soit tomber entre deux hor izonta les pointillées,
soit coïncider avec une de ces hor izonta les .

Si cette parallèle tombe entre deux horizontales pointil lées, ou bien
elle ne rencontre r ien, ou bien elle ne rencontre que des traits pleins.
Le nombre des traits pleins qu'elle rencontre nous donne exactement ,
dans tous les cas, le nombre des trinômes, élévateurs, non superflus,
qui comprennent a. _.,;,•-.'.'/' :. - : ^ • . - • • \ 1 1 . ^ ; - - _ 1 . , "'. ,

Si cette parallèle coïncide avec l 'une des horizontales pointillées,
elle peut rencontrer : des traits pleins, des gros points représentant
des l imi tes supérieures de trinômes;, des gros points représentant
des limites inférieures. Les traits pleins rencontrés donnent chacun
un trinôme élévateur comprenant ^ et non superflu. Les gros points
représentant les l imites supérieures des t r inômes ne donnent absolu-
ment rien, puisque ces li mites supérieures, (7) sont.-inaccessibles : il ne.
faut donc pas les compter . Quan t a'ux'•gros" points" représentant1 les
limites ihfôrietires^cl es' trinômes, chaque'fois 'que i'o'rï en rencontre .ur i , ' 1 '
i l fau t se reporter au 'polynôme /(.r), p o u r voir si".le'tr;nôine élévateur
correspondant est ou n'est pas un t r inôme élévateur superflu. S'il n'est
pas superflu^.o.n1,le co^pie^,sinon, non1:.. - ,1 1 1_,•, , - • . • . . „ .1 1.. . . , „,, , ,,

32. • Ce1 q ui'1 p ré ce de, no u s m o n t r e n et t e m en t ^ e qu e'I le • fa ç on , à l ' a ide '
de not re représentation graphique, on peut résoudre le premier (25)
des problèmes que nous nous sommes proposé. Pour résoudre les trois
autres, il nous suff î t d'observer ce qui se passe lorsque le po in t <x, par-
t a n t de. rorigine,, s'élève d.e p,lus;en •plus. Mir -Paxe.'QY,,,, en. .emportant .
avec lui , vers le haut , la parallèle menée m e n t a l e m e n t à Faxe des
abscisses.! • 1 1 : • • - 1 1 - - 1 • • 1 - • • • . ' ' ' 1 : ' 1 1 • 1 . -11' 1 : 1 ! , ! 1 ' ! 1 ^. 1 • • • 1 ,, : , : . ,1 1 . , -1 .1 ; \


