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MEMOIRE
SUR LA MULTIPLICATION

DONT

" LE MULTIPLICATEUR EST LA SOMME z + «,

Psr M. Disiri ANDRE,

ANCIEN ELEVE DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

1. Comme on le sait depuis longtemps, dans la multiplication d'un
polynéme f(z), ordonné suivant les puissances décroissantes de x, par
le binome x + «, ol « est posilif, il ne se gague jamais aucune varia-
tion, mais il peut s’en perdre une ou plusieurs couples. Le but prin-
cipal du présent Mémoire, ¢’est de chercher des caracteres a aide
desquels, sans faire la multiplication, et simplement par I'examen
attentif du polynome f(x), on puisse déterminer combien, exactement,
dans la multiplication de f(z) par x + «, il se perdra de couples de
variations,

2. La solution que nous donnons de ce probleme repose sur la
notion, probablement toute nouvelle, des trindmes abaisseurs. Ces tri-
nomes sont des groupes de trois termes conséeutifs qui satisfont & cer-
taines inégalités; ils sont de deux especes; d’une espece ou de I'autre,
tantot ils comprennent le nombre «, tantot ils ne le comprennent point.
Nous les définissons, d’une-maniere précise, dans le Chapitre I de ce
Mémoire; puis, dans le Chapitre 1I, nous expliquons ce qu'il faut
entendre par trindmes abaisseurs distincts, par trindmes abaisseurs
imbrigues, par trinémes abaissears compatibles.
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3. Ces définitions et explications données, nous étudions, dans le
Chapitre I, 1a facon dont se comportent, lors de la multiplication par
x + «, les différents termes du polynome f(x). Cette étude nous con-
duit (Chap. IV) & partager ce polynome en trongons de trois sortes;
puis & examiner (Chap. V, VI, VII) combien, dans la multiplication
par x + a, chacun de ces trongons perd de couples de variations. Résu-
mant les résultats obtenus, nous établissons, au Chapitre VIII, que,
dans la multiplication de f{x) par x + o, il se perd juste autant de
couples de variations qu'il y a, dans f(x), de trindmes abaisseurs de la
premiére espéce, distincls entre eux et comprenant «. ‘

4. Cest la le théoréme fondamental ¢t comme la pierre angulaire de
tout notre travail. Ce théoreme nous permet de résoudre bon nombre
de problemes intéressants, que I'on n’avait, jusqu’a présent, pas méme
eu I'idée de sc proposer. Dans le Chapitre IX, nous en résolvons plu-
siears, d’unc fagon purement analylique; mais nous faisons remar-
quer que ces mémes problemes se résoudraicnt d’unc fagon bcauump
plus simple et beaucoup plus rapide, si on avait recours 4 une repre-
sentation graphique du systeme des trindomes abaisseurs de la premitre
espece qui figurent dans le polynome /(). Nous exposons cetle repré-
sentation graphique dans notre Chapitre X; et nous indiquans, dans
notre Chapitre XI, la maniere dont il convient de s’en aider.

-5. Enfin, nous appliquons notre théoreme fondamental, d’une part
(Chap. XII) & Pabaissement des limites fournies par la regle des signes
de Descartes; de 'antre (Chap. XIII) & la démoustration de plusieurs
théorémes sur les équations dont toutes les racints sont réelles et sur
les sommes des produits une & une, deux & deux, trois a trois, ... de
ces racines. L'application de notre théoreme fondamental & I'abais-
sement des limites fournies par la régle de Descartes nous parait tout
a fait 1'cnruuquable Elle nous condunt a deux théoremes nouveaux qui’
prcsenlent ce double avantage : d’abord, de donner tout 'abaissement
qu’on peut tirer de la 1nultnplxcalx0n par & + «; eusuite, d’étre appli-
cables des que quelques coefficients de /() satisfont i certaines inéga-
lités, c’est-ia-dire dans des cas trés généraux, qui se rencontrent i
chaque instant. Ces théorémes nous semblent appelés & passer immé-
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diatement dans la pratique, & y devenir {’un usage continuel, et & y
rendre les plus grands services.

CHAPITRE 1.

DEFINITION DES TRINOMES ABAISSEURS.

6. Nous ne considérons, dans le présent travail, que des polynomes
entiers en a, ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de x.

Soit /() un tel polyndme : ou bien il est complet, ou bien il est la
somme de plusieurs polynomes complets, séparés par des lacunes.

Nous disons que deux termes de /() sont consécutifs lorsqu’ils ne
sont point séparés par une lacune, c’est-ia-dire lorsque, dans ces deux
termes, la différence des exposants de & est égale a 'unite.

7. Cela posé, nous appelons trindme abaisseur tout groupe de trois
termes consécutifs, ou les coefficients extrémes sont de méme signe,
et ol le carré du coefficient moyen ne dépasse pas le produit des coef-
ficients ex(rémes.

Nous nommons de tels groupes trinémes, parvce qu’ils présentent
chacun (rois termes; nous les qualifions d’adaisseurs pour deux rai-
sons : d’abord parce que ¢’est grice i certains d’entre eux que, dans la
multiplication par 2 + «, le nombre des variations est diminué; ou, si
I'on veut, abaissé; ensuite parce que, comme nous le verrons plus tard,
toutes les fois que ces trindmes figurent dans une équation, ils nous
permettent d’abaisser les limites données par la régle des signes de
Descartes pour le nombre des racines soit positives, soit négatives de
cetle équation.

8. Il ya deux especes de mnomes abaisseurs : ceux ot le coefficient
moyen n’est pas de méme signe que les coefficients extrémes : ce sont
les trinomes abaisseurs de la premicére espéce; ceux ou le coefficient
moyen est de méme signe que les coefficients extrémes : ce sont les
trindmes abaisseurs de ld seconde espece.

Il est ¢clair que les premiers présentent. (,hacun deux variations; et
les seconds, chacun deux permanences.

9. Sinous désignons par L, M, N les valeurs absolues des trois bOL[-
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ficients, tout trindme abaisseur de la premiere espece est de la forme
== (Lap*+—MaxP+ NzpP-1);

tout trindme abaisseur de la seconde espece est de la forme
&= (Lz?P+' 4+~ MaP + Napr-1);

et nous avons, dans les deux cas,
M2<LN.

10. Nous ferons observer, avant d’aller plus:loin, que les trindmes
abaisseurs, étant définis par des relations d’inégalité, ne sont point,
dans les polynomes entiers, chose exceptionnelle ni rare. Il s’en ren-
contre & chaque instant.

11. Dans un trindome abaisseur quelconque (L, M, N), soit de la pre-

miere, soit de la seconde espece, la fraction T est toujours inféricure

ou égale ala fraction gi La premiere de ces fractions est la limite infé-
rieure du trindme; la seconde en est la limite supérieure. L'intervalle
qui les sépare est I'amplitude du trindme. Lorsque les deux limites sont
~égales, cetle amplitude se réduit & zéro.
L’amplitude est, d’ailleurs, supéricure & zéro, lorsque le carré M*
est inférieur au produit LN; elle est nulle, lorsque ce carré est juste
égal & ce produit.

12. Soit 2 un nombre positif quelconque. Nous disons que ce nombre
est compris dans un trindme abaisseur donné, lorsqu’il est égal & 'une
des limites de ce trindme, ou intermédiaire entre ces limites, ¢’est-
a-dire lorsqu’il satisfait & cette double condition

M N

— <yl e .
L~ "M
Evidemment, un trinéme abaisseur, dont 'amplitude est nulle, ne
comprend qu’un seul nombre; tandis qu’un trinéme abaisseur, dont
I'amplitude n’est pas nulle, en comprend une infinité.
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CHAPITRE 1I.
TRINOMES ABAISSEURS DISTINCTS, IMBRIQUES, COMPATIBLES.

13. Deux trindémes abaisseurs de la méme espice sont distincts lors-
qu’ilsn’ontaucun terme communou qu'ilsn’en oni qu'un seul; ilsne sont
pas distincts lorsqu’ils ont deux termes communs, ¢’est-a-dire lorsque,
dans le polynome, ils se recouvrent en partie et sont comme imbriques.

Deux trindmes imbriqués sont toujours tels que la limite inférieure
du second coincide avec la limite supérieure du premier.

Deux trindmes abaisseurs, qui n’ont pas une limile commune, ne
sont jamais imbriqués et, par conséquent, sont toujours distincts.

14%. Plusieurs trindmes abaisseurs, tous de la méme espece, sont
distincts les uns des autres, lorsque deux quelconques d’entre eux,
de quelque maniere qu’on les choisisse, sont toujours distincts.

15. Plusieurs trindomes abaisseurs, tous de la méme espece, sont
compatibles entre eux, lorsqu’il existe un nombre, au moins, que chacun
d’eux comprenne. Lorsque cette condition n’est pas remplie, les tri-
nomes abaisseurs sont incompatibles.

16. Soient les trinomes abaisseurs
(L,M; N), (L,M',N"), (L",M",N"), ...,
tous de la méme espece. Pour qu'ils soient compatibles entre eux, il

‘ - MW
faut évidemment et il suffit que la plus grande, p., des fractions iI—J, I

M dé int la pl tit des fractions &, 0, N, ..
77 -+ ne dépasse point la plus petite, v, des frac 3 3
En d’autres termes, il faut et il suffit que I'on ait

w<v.
CHAPITRE III.

REMARQUES SUR LES TERMES DU POLYNOME f'(x).

17. Nous allons nous occuper, dans ce Chapitre III ainsi que dans
les Chapitres suivants, des changements qu’éprouve le nombre des
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variations du polynéme entier f(2), quand on multiplie ce polyndme
par & + «, le nombre a étant positif. : \

Nous supposerons toujours que le polynémc J(2), donné comme
multlpllcande, soit ordonné par rapport aux puissances décroissantes
Vde x. Ce polvnome d’ailleurs, peut étre soit comp]et soit 1ncomplt'
S'il est incomplet, il se compose, comme nous I'avons déja (6) fait
observer, de plusieurs polynomes complets séparés par des lacunes.
v()r il est évident que toule varialion ou permanence correspondant a
une, lacune se retrouve dans le produit par # + . Il nous sufiira donc,
pour I'objet que nous avons en vue, de considérer un polynome com-
plet. | , ) »
18. Soient a, le coefficient de x# dans le polynome complet f(x),
et A, le coefficient de 27*' dans le produit de f(«) par 2 + a. Nous
~dirons que a, et A, sont deux coefficients correspondants. Tous les coef-
ficients du multiplicande auront ainsi leurs correspondants au produit;
mais la réciproque ne sera pas vraie : dans ce produit’il exislera un
terme qui n’aura pas son correspondant au multiplicande.. Ce terme
surnuméraire sera juste le dernier terme du produit; il proviendra de
la mulij phcahon par o du dernier terme du multiplicande; il aura tou-
jours le méme signe que ce dernier terme : nous le désignerons par Q

19. Considérons le coefficient @, du multiplicande. Le coefficient
correspondant A, du produit peut étre nul ou différent de zéro; et,
dans ce dernier cas, il peut étre soit de méme signe que a,, soit de
signe contraire.

Si A, est nul, nous disons que a, est un coefficient disparaissant.

Si A, supposé différent de zéro, est de signe contraire & @,, nous
disons que a, est un coefficient & signe variable, ou, par abréviation,
un coefficient variable.

Si A, supposé différent de zéro, est de méme signe que a,, nous
disons que a, est un coefticient a signe nvariable, ou, par abréviation,
un coefficient invariable. B

20. Comme nous supposons toujours x positif, chaque terme, soit
du multiplicande, soit du produit, a toujours le méme signe que son
coefficient. Nous pouvons done remplacer, & volonté, danstoutes nos
explications, le wot'cogfficient par 16 mot terme; ¢t ‘parler indiffé-
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remment de coefficients ou de termes correspondants; de coefficients
ou de termes disparaissants, variables, invariables.

. Dans la multiplication par 2 + «, tout coeflicient disparaissant
cst ev1demment précédé d’un coefficient de signe contraire.

Tout coefficient variable est, évidemment aussi, précédé d’un coeffi-
cient de signe contraire.

Quant aux coefficients mvariab]és, ils sont de deux sortes : les uns
¢tant invariables quelle que soit la valeur numérique de «, nous les
nommous coelfficients essentiellement invariables; les autres n’étant inva-
riables que quand o« posséde certaines valeurs numériques, nous les
nommons coefficients accidentellement invariables.

Tout coefficient accidentellement invariable est évidemment précédé
d’un coefficient de signe contraire.

Pour qu’un coefficient soit essentiellement invariable, il faut et il
suffit, ou bien qu’il occupe dans le polynome flr) la premiere de
toutes les places, ou bien qu’il suive immédiatement un coefficient de
méme signe que lui.

. Dans la muliiplication par « + 2, nous ne nous occupons que
dos trmomes abalsseurs, de la prermere espcge qu1 ﬁaurent au multi-
plicande.

Si on considere 'an quelconque de ces trindmes abaisseurs, et que
ce trindme contienue ¢, il est évident que son terme moyen est variable
ou disparaissant, que son dernier terme est disparaissant ou inva-
riable, et que, par conséquent, ce trinome peut présenter quatre aspects
différents. : :

Réciproquement, si-un groupe de trois termes consécutifs, offrant
denx variations, nous présente I'un quelconque de ces quaire aspects,
ce groupe constitue un trindme abalsseur, de la premiere espece, com-
prenant: le nombre a. Lt

CHAPITRE 1V,
PARTAGE DU MULTIPLICANDE EN TRONCONS.
23. Marquons, dans le mulnphcande f(ac) tous les coefﬁments

invariables, soit essentiellement, soit accidentel 1,ement. Ces coefficients,
Ann. de U'Fe. Normale. 2¢ Série. ’l‘ome‘XH. S.2
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ainsi marques, determment (,ansf( .un _certain nombre de trongons,
lcsquels, a lexcepnon du dernier, que nous nommons trongon ter-
mmal commencent el ﬁnxsswt tous par un coefﬁclent mvmal)lc

FETE s TEV43
PO g il REEES

v 'n;_,f.:_v‘q,, et ay, deux Qefﬁments mvamables, ne: comprenant
engne CuUX aueun, autve coefﬁcwnt invariable.- Ces coeflicients a, et «,
sont les limites d’un trongon non:terminal du. multiplicande, composé
des deux; termes a, et a,, qui en sont. les limites, el de tous les termes
que ©es. hm;tes ensgrrent, Le trongon- correspondant du: produit est
celm quia pour limites A, et 4,; et il esbcwdcnt A ces deux trongons
mmptent le mé¢me. nombre. de texmes. nieaT o

,;"‘.‘(. .

25, Quant au trongon lermmal, Cest celui qm f\ pour prumer
terme le dernier terme invariable du multiplicande. Le trongon ter-
minal dw.produit a tonjours juste un terme de:plus:que le trongon ter-
minal du multiplicande. 1l se peut-faire- que ce: trongon terminal du
multiplicande n’ait, parfois qu un'seulstermes Celm du prodult en'a
alors juste deux. . gfiaicoye’ tnnnilanmes snoailtung ‘ e

'26. Quand nous parlemns d un, tronron quelconque sans (hre $ 11_
appartient au multiplicande ou au produnt, 11 faudra toujours entendre
qu’il s’agit d’un troncon du multiplicande.

27. Dans un tron¢on non terminal du multiplicande, il 0’y a de
termes invariables que les deux termes limites. Par conséquent, tous
les termes intermédiaires sont variables ou disparaissants; par consé-
quent, chacun de ces termes intermédiaires est précédé d’un terme de
signe contraire. Et il en est dg, méme, dans. le Aroncon, termmal pour
tous les termes, sauflc premier. . H1s il .

1 sult de la que, dans un, tronqon non lermmal 1l n’ y a quals plus
d’une permanence; et que, dans le. tlour'on termmal 1l,n 'y en a jamais .
aucune, :

R I SRR R PR I T IR R AR S AN R A RS E O T T &

28 Lé nmé thodc que 'nous allons suivre consistera i chercher les
changements qu’éprouve le nombre des variations lorsque, dans Ta "
multiplication par # +- &, on_.passe, d’un. trongon quelconque - mul-
tiplicande ,au . (rongon c@,:rcsp,o,ndr»nl du produit, et a.comparer ces !
Lh‘aqgg‘,}mﬂgp;s%quc le,nombre. destrinomes abaisseurs de:la premiere.

fa\
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espece, comprenant oy’ que presente le tronqon comldéle du muh1ph~
cande. - oo -

29. Nous pouvons remarquer, avant de procoder 2 cette recherche et
a celte: comparmson, qu’un trindme abaisseur de'la-prewmigre espéce
comprenant «, n’a-jamais son terme moyen invariable; -et, p‘ll" emte.
n'est jamais & cheval sur deux trongons contigus. ' " R

+Nous pouvons remarquer aussi que, quand un (rongon non’ ;E1'|iiixi':’xl
se- compose de deux termes- seulement, ces’ deux termes; élant ses
limites, sont tous deux invariables; et, par conséquent, queé Ia perma-
nence ou .variation qu’ils présentent se retrouve-toujours «u produit.
Nous n’avons donc pas a nous occuper des trongons non terminals cou-
poses de deux termes seulement

.30, Pour faire une ctude eomplete du polynome multlphcanduf( )
il nous suffira donc.d’étudier successivement = R R DU IS
D’abord. les trongons non terminals, de trois: temnes’au?nic‘mis, qui
finissent par un coefficient essentiellement invariable; ~ i@ 220 <o
Ensuile les troncons non terminals, de trois termes au moins, qui
lmmsent par un coeflicient acudenlellembnt qunab\e; ' R
‘Enifin le trongon terminal. ' o

[SRESTLERFA RIS VS RS AN S I IS B WA B ES A S

basoloriom gb lgwinmol g geogord op 2ol

CHAPITRE Y. ..\ .., .

TRONC ONS FINISSAI\T PAR ’UN COEF'FICIFN'I‘ ESSEINTIEU E‘MEN‘ ]‘\VARIABLh

e i LSRN AP I ” RICIR R ]

'81. Considérons, dans le’ muluphcande Sz, ”uh ‘trongon finissant
par un coefficient essentiellement invariable. Ce’ coefficionit final est
précédé d'un ‘coefficient 'de ménie signe;- mals Tes‘coefficients Tntermé-
diaires, étant tous variablésou’ diﬂp:iralssarrts ‘chacun d’enx'est preccde
immeédiatement d’un coefficient de signe contraire, de telle sorte que ce
troncon nous offre une série, (e, variations, sqme ‘dggn@iﬁpgmx_},ﬁynenge
umqu ol

82 Su*ppé»sans Jd*a!bbw qu*i‘}? nlv‘ dit;dans 16 trongon co‘m«idér dieun
termie dlsparmbsant Cé ‘trotigon-ne- leomtient alors ducun trindme’ ﬁbah-gv
seur-comprenant &} Soit & le nombre de ses” coerficients fitermediaires.
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Ce troncon du multiplicande nous offre £ variations, suivies d’une per-
manence unique. Le troncon correspondant du produit nous offre, au
contraire, une permanence unique suivie de £ variations. Il n’y a ni
variations perdues, ni variations gagnées.

~33. Cherchons maintenant ce qui arrive lorsque le troncon considéré
du multiplicande /() présente des coefficients disparaissants; pour
éviter toule erreur d’énumération, comparons le produit que nous
obtenons dans cetle nouvelle hypothese a celui que nous obtenions
lorsqu il n’y avait aycun coefficient disparaissant; et considérons suc-
cessivement : le cas ol tous les coefficients intermédiaires sont dispa-
raissants; celui ot il y a, au commencement du troncon, un groupe de
termes disparaissants; celui ol un tel groupe se trouve au milieu; celui
ol un tel groupe se trouve & la fin. '

34. Supposons que tous les cocfficients mlermedl.urcs soient. dis-
paraissants, et désignons-en le nombre par Z. :

Si £ est pair et eanl a 2/, ces coefficients dl@p.lralqsnn!s font perdre
2k variations et introduisent A trindmes abaisseurs de la premiere
espece, distincts et comprenant «, lesquels sont formés par les 24 coef-
ficients disparaissants, associés au coefficient invariable qui les pré-
cede. , ,

Si £ .est impair et égal & 24 + 1, les coefficients disparaissants font
perdre encore 2/ variations et introduisent A trinomes abaisseurs de
la premitre espece, distincts et comprenant e, lcequels sont formcs par
les pla + 1 coelficients Uisparaissants.

3 - Considérons un groupe de £ coefficients consécutifs, dxspamm-
sants, placés tout au commencement du troncon.

Si % est pair et égal 4 24, ces coefficients dlsparaxesants font pexdre
2h variations, et mlrodmse‘n[ h trinomes abaisseurs de la premiere
espece, distincts et comprenant «, lesquels sont formés par les 2/ coef-
ficients disparaissants, associés au coefticient invariable qui les précede.

Si k estimpair et égal & 2/ + 1, les coefficients disparaissants font
encore, perdre 2/ variations, et ils introduisent 4 trindmes; abaisseurs
de la premitre espice, distinets et comprenant a, lesquels sont. formes
vniquement! par-lesi2 /A ~+- 1 coefficients disparaissants.. .

LR B
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+36. Considérons un groupe de £ coefficients consécutifs di:p’xmis—
sants, pl cés au milieu du troncon, ¢’est-a-dire ne touchmt ni son pre-
mier ni son dernier terme. -

Si £ est pair et égal & 2/, ces termes disparaissants fom p’erdl‘e-
2/ variations et mtlodmsent A trindmes abaisseurs de la premiere
espece, distincts et comprenant «, lesquels sont formés par les 2/ coef-
ficients disparaissants, associés au coefficient variable qui les precede

Si % est impair et égal & 2A—1, ces termes disparaissants font
encore perdlc 2/ variations, et ils introduisent 4 trinomes abaisseurs
de la premidre esptce, distincts et comprenant «, formés par les coef-
fiuents disparaissants, associés aux deux coef'hclents qui les precb(lent

37. Considérons enfin un groupe de % coefﬂcxents consécutifs dispa-

ucqanlq, placts tout 4 la fin du troncon.

Si £ est pair et égal & 24, ce groupe fait perdre 2k variations et
introduit % trindmes abaisseurs distinets et comprenant «, formés par
les coeflicients dxsparalsmnts, associés au coefficient \‘um!)le qu1 les
précede. ‘ 4 S8 i

Si £ est impair et égal & 24 — 1, ce groupe fait encore perdre
ok variations et introduit & trinomes abaisseurs de la premigre espece,
distinets et comprenant «, formés par les coefficients dxspamlssantq
associés aux deux coefﬁmentb qui les precedent -5 :

38. En reeume, daus la muluplmatlon de f( )pm x—l—«, loxsquc
Ion passe d’un trongon du multiplicande, finissant par un coefficient
essentiellement invariable, au trongon correspondant du produit, on
ne gague jamais de variations et 'on en perd juste autant de couples
qu'ily a, dans le trongon considéré du multiplicande, de trinémes abars-
seurs de la premiere espéce, distincts et .comprenant .

L33 PRSI

. CHA PITRI‘ VI

]

“TRONCONS FINISSANT PAR UN COEFFICIENT ACCIDE\ITELLEMET\T E.\V‘\RI‘\BLE
g 39 D,\m tout troncon’ du mulnphcandef( ) firnSsant paruan’ coefh—
cient ‘accidentellement invariable, le dernier ‘terme,-ainsi que chacun
des termes intermédiaires, est précédé d un coeflicient de'signe con-
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traire au sien.. Un pareil trongon ne: présente donc que des variations,
et finit forcément par un trindme abaisseur de la premxere espece com-
prenantle nombre ¢ A B OFQU 0 g JED S

ltO Supposons & abord qu aucun des coefficw,nts ne soit dlsparalb-k
bdllt et désignons _par .k le nombrc, des termes: [intermédiaires. Le
trongon considéré du multlphcande ne contient qu’un trindme abais-
seur de la premiere espece, comprenant o, et 'on perd juste deux
variations quandon passe de’ ce tron(;on du multlpixcande au tx*oncon
(orrespondant du produn -

H

Cherchons mamtenam ee qui arrive quand cerlains coeflicients
dev.lennent disparaissants et supposons d’abord que ce soit le cas de
tous les coefficients intermédiaires du trongon..Désignons-en le: nombre’
par £.

Si £ est pair et égal & 2/ + 2, les termes disparaissants font perdre
2/ variations et introduisent’/4 trinomes' abaisseurs de la premicre
espece, distinets et comprenant «, lesquels sont formés par les 2/ + 1
premiers coelficien(s disparaissants. |

Si £ est unpan‘ et égal & 2k +-1, les lermes, dmpara;ssauts font. perdxv
2h \matlons ‘et mtrodulsent ]z mnomos abaxsscurs de la premiere
espece, distincts et comprenant a, lesqucls sont formés par, lcs 2/ pre-
miers coelhclents dmparalss'mla, associés au (oefﬁmcnl qui les pré- .
(de. - '

SERETTE

42. Silon suppose un groupe de coefficients disparaissan(s, placés
tout.au commencement du trongon,.on retombe dans un cas déja exa-
miné (35), et.l'on retrouveiles résultats, de;pa obwnus U e -

Il en serait de méme si I'on .supposait un groupe de. coefﬁcnentq (]l‘w-. :
par 'ussants, placés awmilien. du trongon., Ce cas ne dl{fererau pomt de:
celui qu’on, a, dcl}a etudle (BBNso1 it muers Tat g o = 9 bt

53! Conblderoﬁé e‘ﬂifiiin‘ljri éroupe de /c coefhcm; s
raissants, placés lout '8 Ta fin du trongon.

Stk est pair et -dgalih 24 ¢ce groupe decoefficients dispanaissants
fait perdre 2/ variations et introduit 4 teindmes abaisseurs de-laspre=~: i
miere; espiees «listinets:eticomprenhntay lesquels sont formés par les

(RS EES]

hs‘ ”utl,‘(é dl$p;l-,’:,;
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2h-— 1 premiers coefficients thsparmssants assoeiés aux detx\ coeffi-
cients qui les précedent. : ' :

Si % est impair ct égal & 24 +1, ce croupe de coefﬁexems dl@p'xrms-
sants fait perdre 2/ variations et introduit 4 trindmes abaisseurs de la
premigre espéce; distinets et comprenant «, lesquels sont formés par
les' 2/ premiers coefﬁcxents dl%pamlssants, aesomes ‘au coefﬁmenl qm'
les prccede P : : : )

44, En résumé, dans la 1nult1phcatmn defgx) parx =+ ¢, lm*squ on
passe d’un trongon du multiplicande, finissant par un coefficient acei-
dentellement invariable, au troncon correspondant du produit, on
ne.gagne jamais aucune variation, mais on ‘en perd Juste awlant de
couples qu'tl y a, dans le trongon considéré die multiplicande, de trinémes
abaisseurs de la premiére espece, distincts et comprenant o.. SR

CHAPITRE VII.

"TRONGON TERMINAL.

%5. Un troncon terminal ne nous offre évidemment que des varia-
tions. Lorsque aucun de ses coefficients n’est dlsparaxssant, il ne nous
présente aucun trinome abaisseur de la’ premlere espece, comprenant a.
Dans'lé trongon ‘correspondant du produit, lequel a toujours un terme
de plus, on retrouve juste le méme nombre de variations que dans le
trongon considéré du multiplicande. :

46. Pour trouver ce qui arrive lorsque certains coefficients'sont dis-
paraissants, il faut et il suffit que nous étudiions successivement :'Ie
cas olt tous les coefficients; saul le premier, sont disparaissants; le cas
ottfil'y'a-un groupe dé ‘coefficients' disparaissants au commencement
du troncon; le cas ol un tel groupe ne touche pas le-premiér'terine et
ne contient p?\s le dernier; le cas enflll olt ce groupe ne touche pas le
premier, mais contient e dermer tcrme‘ du troncoh. )

4

47 -Supposons.d’abetd quel tous les termes, sauf Ie premler *smem

dlsparamsants,,et appelonsik leur nombre.J:t o o 1 i
Sil & est-pair-et égal 424y ¢es coefficients dlsparmssants font perdre i
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2h vanmons et introduisent % trindmes abaisseurs de la premiere
espece, distinels et comprenant «, lesquels sont formés par les 24 termes
disljar*aissani;s, associés au terme invariable qui les précede.

Si k est impair et égal & 24 + 1, les coefficients disparaissants font
perdre 2/ variations, ct introduisent /4 trinomes abaisseurs de la pre-
migre espece, distincts et comprenant «, lesquels sont formés par les
2h + 1 termes disparaissants.

48. Le cas ol il v aurait un groupe de termes disparaissants, tout au
commencement du trongon terminal, serait tout & fait analogue a celui
qu’on a déja traité (35), et donnerait les résultats déja obtenus.

Il en serait de méme du cas ou il y aurait un groupe de termes dis-
paraissants au milieu du trongon, ¢’est-a-dire un groupe de termes
disparaissants qui ne toucherait pas le premier terme du trongon et
qui ne contiendrait pas le dernier. Ce cas reviendrait & un cas déja

_trailé (36). :

49. Supposons, en dernier lieu, qu’il y ait un groupe de termes con-
séeutifs disparaissants, tout & fait a la fin du troncon, c’est-a-dire un
groupe de termes consécutifs disparaissants ne touchant pas le premier
terme du trongon, mais comprenant le dernier terme méme du multi-
plicande. Soit £ le nombre des termes disparaissants constituant ce
groupe.

Si £ est pair et égal & 2/, ces coeflicients disparaissants font perdre
2h variations et introduisent A (rinémes abaisseurs de la premieére
espece, distinets et comprenant o, lesquels sont formés des 24 coef-
ficients disparaissants,-associés au coefficient variable qui les pré-
- cede.

Si'k est impair et égal & 24 —1, les coefﬁclents dlspavalbsants font
perdre/2/4 variations et introduisent 4 trindmes abaisseurs de la pre-
mitre espece, distincts et comprenant c, lesquels sont formés des

2h — 1 coefficients disparaissants, associés aux deux termes qui les
precedent

50 En resume danb la multlpllcmon de f(«) par @ + a, lorsque
. l on passe du trongon termmal du multlpllcande au trongon correspon-
5 (Lmt du prqdunt on ne gagne jamais aucune yariation, mais on en perd
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| Juste autant de couples qi'il y a, dans le troncon terminal du multpli-
cande; de trmomes abaisseurs de la pr emze‘m espece distinets et compre-
nant «.

CHAPITRE VIII.

THEOREME FONDAMENTAL.

51. Ainsi, pour les trons ecpcces detroncons que nous venons d’exa-
miner, la conclusion est la méme : Le rombre des couples de variations
perdues est juste égal aw nombre des trindmes abaisseurs de la premiére
es’pece distincts et comprenant w, que I’on trouve dans ces trongons.

* Mais, d’aprés ce qu’on a vu (30), dans les polynomes complets, ces
tronc¢ons étaient les seuls h examiner, car ce sont les seuls ou le nombre
des variations puisse éprouver un changement. Mais, d’aprés ce qu'on
avu aussi( 7), les lacunes des polyndmes incomplets ne font jamais
gagner ni perdre aucune variation. Done, dans tous les cas, nous pou-
vons u)oncer ce théoreme fondamental :

TukoREME FONDAMENTAL. — Lorsque [’ on multiplie par x + «, le nombre
o. etant positif; un polyndme entier quelconque f(x), ordonné par rap-
port auw puissances decroissantes de x, on perd juste autant de couples
de variations qu'tl v a, dans ce polynéme, de trindmes abaisseurs de la
premiére espéce,- distinots les uns'des autres, et comprenantle nombre o.

2. Cette relation si précise, entre le nombre des couples de varia-
tions perdues et le nombre des trinomes abaisseurs du polynéme /(2
nous parait & la fois toute nouvelle et tres remarquable. Les consé-
quences diverses que nous en tirerons.nous montreront qu’elle est
aussi de la plus haute importance, et justifieront U'épithete de fonda-
mental donnée par nous au théoreme dont elle forme I’ oh]ee

:"% Il est A remarquer que la methode employee ci-dessus, pour
déterminer le nombre des variations perdues dans la multiplication du
'polynome S(z) par la somme &' +la, ol « est positif, pourralt, sans
grande modification, servir 'a determmer le nombre des variations
gagnées dans 1’ multiplication du polynome f(z) par la dSnﬂ;erenue

Ann. de lI’Fc. Norm. 2° Série. Tome XII.
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& — o, Ol « serait encore positif. On sait depuis longtemps que ce
nombre de variations est toujours impair; ¢’est méme sur ce fait qu’on
s’appuie pour démontrer la Regle des signes de Descartes; mais il nous
semble que c’est & cela que se bornent nos connaissances relatives a
ce nombre des variations gagnées. Déterminer la valeur exacte de ce
nombre nous parait une recherche fort intéressante, a laquelle nous
comptons nous livrer bientot.

5%. Une détermination qui se rattache a ces recherches est celle du
nombre des termes disparaissants du polynome /{«). Dans le cas de la
multiplication par & + a, ce nombre est juste égal & celui des groupes
de deux coefficients consécutifs, qui présentent une variation et qui
sont tels, en valeurs absolues, que le rapport du second au premier soit
juste égal au nombre positif a.

S'il est des termes disparaissants, il en est d’autres apparaissants
pour ainsi dire. Ce sont les termes du produit qui proviennent soit des
termes du multiplicande qui précedent immédiatement une lacune,
soit du dernier terme du multiplicande. Leur nombre est égal au
nombre des lacunes, plus un.

On pourrait chercher & déterminer aussi le nombre des termes non
disparaissants de chaque espece, c’est-a-dire le nombre des termes du
multiplicande qui sont ou variables, ou essentiellement invariables, ou
accidentellement invariables.

Toutes ces recherches sont faciles. Nous laissons au lecteur le plaisir
de s’y livrer.

83. Quoi qu’il en soit, ¢’est le propre des théoremes nouveaux, d’une
part, de permettre de résoudre des problemes déja posés mais non
encore résolus, de I'autre, de faire naitre I'idée de nouveaux pro-
blemes. Notre théoreme fondamental possede ce double avantage.
Nous allons indiquer quelques problemes dont il fait naitre I'idée et
dont il donne Ia solution.



SUR LA MULTIPLICATION DONT LE MULTIPLICATEUR EST LA SOMME & —+ o.. S. 19

CHAPITRE IX.

- PROBLEMES DIVERS.

56. Provrine I. — Combien perd-on de variations quand on multiplie
le polynéme f(x) par le binéme x + a?

Notre théoreme fondamental nous donne précisément la solution de
ce probleme. Pour 'appliquer, supposons qu'il s’agisse de multiplier
par  + 4 le polynome

25— 2Tt — frt i1t — 2%+ 2 — 5.

Ce polyndme contient quatre trindémes abaisseurs de la premiere
cspece, savoir :

(1) 28— 27T 228,
(2) — 2T 22— [ 2t
(3) +2&S — fad -+ 112t
(&) —x4+z—5
A )

quiont pour limites respectives 1 et 2, 2 et 2, 2 et 3, 1 et 5.

Or le dernier seulement de ces trindmes comprend ¢, puisque a est
égal & 4 : done, dans la multiplication par  + 4, il se perd juste deux
variations. -

Si I'on effectue le produit considéré, on trouve qu’il est égal a

294+ 3t — o’ -+ fat— fat 4+ 48t — 2P — 32— & —'20

et qu’il contient deux variations de moins que le multiplicande.

On peut remarquer que ces deux variations se sont perdues, non
seulement sans qu’il se soit formé au produit de lacune nouvelle, mais
quoique la lacune qui existait au multiplicande ait été comblée au
produit. ’ '

57. Prosuime II. — Un polynéme f(x) étant donné, trouver les chan-
gements qu’éprouve le nombre des variations perdues dans la multipli-
cation de ce polyndme par x + a, lorsque o prend successiement toutes
les valeurs, depuis o jusqu'a + »?
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D’apres notre théoreme fondamental, cela vevient & trouver les chan- -
gements qu’éprouve le nombre des trindmes abaisseurs de la premiére
espece, distinets les uns des autres et comprenant o.

Reprenons pour exemple le polynome du probleme précédent (56)
ct rappelons-nous les limites de ses trindmes abaisseurs.

Lorsque « varie enlre o'et 1, il n’est COlT‘pI’lb dans aucun trindme :
on'ne perd aucune variation.

Lorsque o est égal & 1, il est compris dans le premier et le qua-
trieme trindéme : on perd 4 variations.

Il en est de méme lorsque o varie entre 1 et 2.

Lorsque o est égal & 2, il est compris dans tous les trindmnes; mais,
de ces quatre trmomcs, trois seulement sont dlstmcls : done on perd
G variations. o] :

Lorsque « varie entre 2 el 5. il est compris dans les deux derniers
trinomes : on perd 4 variations.

(’est encore ce qui arrive lorsque « est égal & 3.

Quand « varie de 3 & 5, il n’est plus compris que dans le dernier
trindwme : on ne perd plus que 2 variations.

Enfin, on en perd encore 2 lorsque « est égal & 5.

Pour les valeurs supérieures a 5, le nombre o nest plus compris
dans aucun trinome : on ne perd plus aucune variation.

58. Proprime Ill. — Entre quelles limites faut-tl prendre la valeur
de o pour que, dans la multiplication de f(x) par x + @, il se perde un
nombre donné de variations? o

Soit 2% ce nombre donné. D’apres notre théoreme fondamental, il
suffit de chercher les régions ol '« est compris ‘dans 4 trindines abais-
seurs de la premitre espece; distincts les uns des autres: i

Reprenons encore pour exemple le polyndme (56) du probleme I, et
Supposons qu’on‘demaﬁde‘entreique’lles limites il faut prendre « pour
qu'il se perde 4 variations. Les régions convenabléssont celles ol o est:
compris dans deux trindmes abaisseurs distincts de ta premiere espece.
I analyse que nous avons faite (57); pour la résolution du probleme ¥,
nous ‘montre qu’vi”l ya-deux'régions répondant'é la question, savoir =
la région qui's"étend depuis 1 melustvément wsqu?u 2'¢xclusivements’
et'ta rémon qui s'étend depuis a'exclusivenent jusqu’s 3 inclusivement.
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En d’autres. termes, il faut et il suffit que owsatisfasse & la double rela-

tion e
152 <2

ou bien a la double relation
2 <<al3..
59. Prosuine 1V. — Quel est le plus grand nombre de variations

qu’on. putsse perdre dans la multiplication. d’un polynéme donné /() par
un binéme de la forme x + o?

D’aprés notre théoreme fondamental, le nombre cherché est le double
du plus grand nombre des trindmes abaisseurs de la premigre espece,
distincts et compatibles, que I'on puisse trouver dans le polynéme
donné f{). Or, évidemment, pour obtenir ce dernier nombre, il suffit
de refaire Panalyse (87) quinous a donné la solution du probleme II.

Si nous prenons toujours le méme polynome pour exemple, nous
trouvons ue, dans la multiplication de ce polynéme par'un binonie de
la forme x + «, il peut se perdre, au plus, 6 variations; et que, pour
qu’il s’en perde ce nombre maximum, il suffit de donner & e la valeur 2

'CHAPITRE X. LT s

REPRESENTATION: GRAPHIQUE +DES | TRINOMES- ABAISSEUBS‘,::: it

60. Comme nous venons de le voir, grace & notre theoreme Innda-
mental, tous les problemes du: Chapitre précédent se ramenent & des
problemes sur les trinomes abaisseurs de la premiere espece. La réso-
lution de ces derniers problemes n’est jamais tres compliquée. Elle se .
simplifie beaucoup lorsqu’on s’aide d’un certain mode de représentation
graphique du systeme des rinomes abaisseurs de la premnene espece
que renferme le polyndome f{a).. . ... ;

Ce mode de représentation crraphu;iue estd’ allleurs lc memq poux les
trindmes abaisseurs de la seconde espeéce que pour ceux de la premitre.
En d’autres termes, on peut représenter graphiquement, par les mémes
procédés, en un. premler tableau,le systeme complet des Lrindmes, abais-
seurs.de la. premitre espece qui figurent daus le polyndme f{x); et, en
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un second tableau, le systéme complet des trinomes abaisseurs de la
seconde espece, qui figurent dans le méme polynome. Mais, sous aucun
prétexte, il ne faut jamais méler, dans un méme tableau, des trinémes
des deux especes.

Afin de fixer les idées, nous supposerons, dans tout ce qui va suivre,
qu'il s’agisse toujours, et uniquement, de trindbmes abaisseurs de la
premiére espece.

61. Soit donc & représenter graphiquement le systeme des trindmes
abaisseurs de la premitre espece figurant dans un polyndome quel-
conque f{x), complet ou incomplet, ordonné par rapport aux puis-
sances décroissantes de x, et composé de n termes.

Nous tragons d’abord n — 2 ordonnées verticales, cquidistantes et
pointllées, correspondant respectivement. aux n — 2 premiers termes
du polynome. ' '

Cela fait, considérons I'une quelconque de ces ordonnées. Si le
terme correspondant du polyndome douné n’est point le premier terme
d’un trinéme abaisseur de la premiére espece, nous laissons cette
ordonnée telle quelle, sans y rien marquer. Si ce terme est, au con-
traire, le premier terme d’un (rindme abaisseur de la premiere espece,
nous portons sur cette ordonnée, & partic d'un axe lorizontal des
abscisses, el en employant une échelle arbitraire, deux longueurs
représentant les deax limites de ce trindme. Les extrémités supérieures
de ces longueurs sont deux points, marquant ces limites et que, pour
celte raison, nous nommons points-limites. Dans le dessin, nous les fai-
sons fort gros. Quand les limites sont égales, les deux points-limites se
confondent en un seul qui représente un trindme d’amplitude nulle;
quand les deux limites sont distinctes, les points-limites ne se con-
fondent pas, et le trait plein, par lequel nous les joignons, représente
Vamplitude du trindme abaisseur correspondant; de telle facon que
chaque trinome abaisseur est représenté sur 'ordonnée correspondant
4 son premier terme, soit par un gros poirl unique, soit par un zrait
plein, reliant deux gros points. :

‘Nous opérons ainsi pour toutes les ordonnees Nous menons, par
tous: les: points-limites, des droites pointilldes, horizontales, et, par con-
séquent; paralléles a ’axe des abscisses. Enfin, nous tragons, au-dessous
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du tableau formé, I'axe OX des abscisses; et, 2 la gauche de ce tableau,
un axe vertical QY, sur lequel nous marquons les cotes des points-
limites, c¢’est-d-dire les cotes des horizontales pointillées.

62. En appliquant ce mode de représentation aux trinomes abais-
seurs de la premiere espece du polynome
b — 2T ot — et — 2t — 5,
nous obtenons le tableau que voici :

Y

R P PP, ‘: ........ E ......................... " P,

[ 3 PO S, e S R PN .

9 feveeannn Qo G- eeneee T T, SICERIIn

1 ferenenn L LLL L ET T PEERTETIS CRPPRPRTE PESPRPIR P RN
0 X

63. Si nous considérons la région du dessin comprise dans I'an-
gle XOY, nous constatons que celte région est divisée, de bas.en haut,
par les horizontales pointillées, en un certain nombre de bandes paral-
leles. : :

Lorsqu’on se meut horizontalement, de gauche & droite, dans I'inté-
rieur d’'une de ces bandes, on ne rencontre aucun point-limite; mais on
peut rencontrer des traits pleins. Il est & remarquer que, si I'on ren-
contre ainsi deux traits pleins, ces traits pleins ne sont jamais placés
sur deux ordonnées consécutives. Les trindmes abaisseurs dont ils repré-
sentent I'amplitude sont, par conséquent, des trindmes distincts.

- Lorsqu’on se meut le long d’une horizontale pointillée, on peut ren-
contrer et des traits pleins et des points-limites. Deux de ces traits
pleins ne sont jamais placés sur- deux ordonnées consécultives; il en
est de méme d’un point-limite et d’un trait plein, de telle fagon que
les deux trindmes abaisseurs correspondants sont forcément distinets.
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Au contraire, plusieurs points-limites, rencontrés par une méme hori-
zontale pointillée, peuvent étre placés sur des ordonnées consécutives
et, par conséquent, peuvent appartenir a des trindmes imbriqués.

CHAPITRE XI.
USAGES DE LA REPRESENTATION GRAPHIQUE.

6%. Pour indiquer la maniere d'utiliser la représentation graphique
que nous veuons de faire connaitre, supposons qu’il s’agisse toujours
du polyndme

X8 2T 22— [ et — 2P — 5,

dont nous avons représenté graphiquement (62) le systeme des tri-
nomes abaisseurs de la premiere espéce; et proposons-nous de trouver
dans combien de trindmes abaisseurs distincts de la premiere espece
est compris un nombre donné o,

Sur I'axe OY, a partir de 'origine O, et avec I’échelle employée,
nous porterons la longueur mesurée par le nombre «. L’extrémité
supérieure de celte longueur sera un point qui représentera «, el que
nous nommerons le point .

Par ce point « menons mentalement une parallele & 'axe OX. Il faudra
distinguer deux cas, cette parallele pouvant : soit lomber entre deux
horizontales pointillées, soit coincider avec une de ces horizontales.

Si cette parallele tombe entre deux horizontales pointillées, ou bien
elle ne rencontre rien, ou bien elle rencontre des traits pleins. Le
nombre des traits pleins qu’elle rencontre nous donne exactement le
nombre des trinomes abaisseurs de la premiére espéce, qui com-
prennent c.

Si cette parallele coincide avec 'une des horizontales pointillées,
elle peut rencontrer des traits pleins et des gros points. Les traits pleins
correspondent & des trindmes abaisseurs tous distincts, les gros points
correspondent aussi a des trindmes abaisseurs distincts, excepté lors-
qu’ils se trouvent placés sur des ordonnées consécutives. Si I’on ren-
contre une série de gros points placés sur des ordonnées consécutives,
pour obtenir des trinémes distinets, il faut corpler, non pas tous les
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gros pomts de cette série, mais seulement le premier, le troisieme, le
cinquitme, etc., jusqu’a la fin de la série. Le nombre des trindmes
abaisseurs distincts, comprenant o, est juste égal au nombre des traits
pleins et des gros pointsainsi comptés que rencontre la parallele menée
mentalement a 'axe OX par le point a.

65. Ce que I'on vient de dire nous montre nettement de quelle facon,
4 I'aide de notre représentation graphique, se peut résoudre le pre-
mier (56) des problemes que nous nous sommes posés.

Pour résoudre le second (57), nous n’avons qu’a supposer que le
point « parcoure I'axe OY, en s’élevant de plus en plus & partir de OX
et en emportant avee lui, vers le haut, la parallele menée mentalement
a cet axe OX. Nous pourrons suivre du regard la maniere dont varie le
nombre des trinémes distincts qui comprennent «.

Le troisicme (58) de nos problemes se résout de lui-méme lorsque 'on
suit encore la parallele « dans son mouvement ascensionuel. On voit
immédiatement dans quelles régions de OY le point « doit éire placé
pour que I¢ nombre des (rinomes abaisseurs (hstmcts, comprenant o,
soit égal & un nombre donné.

La méme élude du mouvement ascensionnel du point « et de la
parallele qu'il entraine nous donne immédiatement aussi la solution
de notre quatrleme probleme (59),, car elle nous permet de trouver,
sans aucune peine, quel est le plus grand nombre des trinomes abais-
seurs de la premiere espece dlstlncts et compatibles, que présente le
polyndome donné.

"CHAPITRE XII.

APPLICATION A LA_ REGLE DES SIGNES DE DESCARTES.

66. La régle des signes de Descarles possede Pimmense avantage de
nous donner immédiatement une lLmite supérieure ¢ du nombre des
racines positives de 1'équation algebrlque S(x) = o, et une limite supe-
rieure w du nombre des' racines négatives de la ' méme équation.

Comme on le sait, ¢ est le nombre des variations du polynéme f(x
et w celui des variations du polynome f(— ). Mais 1l est bien evulent

Ann. de UFe. Norm. 2 Série. Tome XII. S.4
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que I’on n’a pas besoin, pour obtenir w, de former ce polynéme f{— x),
et que les nombres ¢ et w peuvent se déduire tous deux, sans calcul, de
Pexamen du polynome f(x

67. Le seul inconvénient que présentent ces limites ¢ et w, c’est que
d’ordinaire elles sont trop élevées. Il y a grand intérét a les abaisser.
On a tenté de le faire de bien des facons, notamment en s’appuyant sur
la considération des variations qui se perdent dans la multiplication
de f(2) par @ -+ «. Mais les théorémes qu’on a ainsi obtenus présentent
ce double défaut : d'abord, de ne pas donner tout ’abaissement que
peut fournir la multiplication par « + «; ensuite, de n’étre applicables
que quand les coefficients de f{«) satisfont & certaines égalites, c¢’est-
a-dire de n’étre applicables que dans des cas tres particuliers, qui ne se
rencontrent pour ainsi dire jamais.

Grice & I’étude que nous venons de faire du nombre exact des varia-
tions perdues dans la muliiplication de /() par # + «, nous pouvons
remplacer les théoremes si défectueux dont nous parlons par des théo-
remes nouveaux possédant ce double avantage : d’abord, de donner
tout I'abaissement qui se peut tirer de la multiplication par x + «;
ensuite, d’étre applicables des que quelques coefficients de /() satis-
font & certaines inégalités, ¢est-a-dire d’étre applicables dans des
(rés généraux, qui se rencontrent a chaque instant.

68. Prenant pour point de ,départ ce théoreme bien connu : Autant
il se perd de variations dans la multiplication de [(x) par x + o, autant
on peut retrancher d’unités a la limite ¢ du normbre des racines positives,
nous chercherons le plus grand nombre de trindmes abaisseurs de la
premiere espece, dlSLlnCtb et compatlbles, que présente le premier
membre f(x) de 'équation donnée.

Soit ¢ ce nombre. Si I'on donnait & « une valeur numérique com-
prise dans ces 0 trindmes, lorsqu’on multiplierait par la somme z + «,
il se perdrait 20 variations; et, par suite, on pourrait prendre pour
limite supérieure du nombre des racines positives, non plus ¢, mais
p — 20.

69. Pour abaisser autant que possible la limite supérieure du nombre
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des racines négatives, on pourrait opérer sur le polynome f(— x) et
chercher le plus grand nombre de trindmes abaisseurs de la premiere
espece, distincts et compatibles, que présente ce nouveau polynome.
Mais il est inutile de considérer ce polynome f/{— x), car les trindmes
abaisseurs de la premiere espece de f{— x) correspondent exactement
aux trindmes abaisseurs de la seconde espeéce du polynome f(x).

Si done on cherche le plus grand nombre de trindmes abaisseurs de
la seconde espece, distincts et compatibles, que présente le polynome
donné f(«), et que on appelle v ce nombre, on peut prendre, pour
limite supérieure du nombre des racines négatives, non plus w, mais
w—art.

70. Nous pouvons done énoncer les deux théoremes suivants :

Tutorimg I. — St 'on designe par G le plus grand nombre de trinémes
abaisseurs de la premiére espece, distincts et compatebles, que presente le
polynéme f(x), le nombre des racines positives de I’ équation f(x)=o0
est, au plus, égal a v — 20, et, s'il est inférieur a cette limite, c’est d’un
nombre pair.

Tutorime II. — Si l'on désigne par t le plus grand nombre de tri-
némes abaisseurs de la seconde espéce, distincts et compatibles, que pre-
sente le polynéme f(x), le nombre des racines négatives de l'équa-
tore f(x)= o est, au plus, égal a w — ar, et, sil est inférieur a cetle
limite, ¢’est d’un nombre pair.

71. Nous le répétons, ces deux théoremes donnent tout I'abais-
sement que ’on peut tirer de la considération des variations perdues
dans la multiplication de f(«) par # + «. lls nous conduisent immé-
diatement a ce nouveau théoréme :

Tutorime 1II. — Le nombre des racines imaginaires de léqua-
tion f(x)= o0, dont m désigne le degré, est au moins égal a
m—p¢—+ 20 —w -+ 21, et, a fortiori, au moins égal a 20 + 2t.

72. Comme nous 'avons déja dit, les théoremes qui précedent (70)
nous paraissent de la plus haute importance, surtout pour la pratique.
Ils oot cet inappréciable avantage de s’appliquer & chaque instant, les
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trinomes abaisseurs se présentant continuellement dans les premiers
membres des équations. -

73. Pour donuer un exemple de leur efficacité, considérons I'équa-

tion
P i 2at+ 23 3t — 22 +5=o.

Dans cette équation, les quatre nombres ¢, w, & et T ont pour valeurs
numériques respectives 4, 2, 2 et 1. Il s’ensuit que chacune des diffé-
rences v — 24, w — 27 esl égale & zéro; et, par conséquent, que cette
¢quation n’a ni racine positive ni racine négative : toutes ses racines
sont imaginaires.

74%. Comme nouvelle application, considérons 'équation

rm— gpin—l -+ 2¢.m—2 —_ 3_L./)L~—3 -+ 5‘1;.1'1—"«____ 8_1,m—5 “+. .= o,

dont le premier membre est un polyndme complet, sans permanence,
présentant m —+ 1 termes, et ol la valeur absolue de chaque coefficient
est constamment égale h la somme des valeurs absolues des deux coef-
ficients qui le précedent. Ce premier membre est une suite de trindmes
abaisseurs distincts, de la premiere espece,.dont les termes moyens ne
sont autre chose que les coefficients de rang pair du polynome. On
sait, en effet, depuis Cassini, que le carré de chacun de ces coefficients
de rang pair est moindre que le produit des deux coefficients entre
lesquels il se trouve placé.

Cela étant, ces trindmes abaisseurs ont pour limites inférieures res-

pectives les fractions 1, 3, %, ...; et pour limiles supérieures respec-

tives les fractions 3, §, 4%, .... Or, ces fractions limites sont préci-
sément les réduites successives de I'irrationnelle | (1 + /5), mise sous
la forme d’une fraction continue. Par conséquent, les limites infé-
rieures de nos lrindmes abaisscurs sont toutes moindres que l'irra-
tionnelle £ (r—+y5); par conséquent aussi, leurs limites supéricures
dépassent toutes cette irrationnelle. Donc, cette irrationnelle est com-
prise & la fois dans tous nos trindmes abaisseurs; donc ces trindmes
sont tous compatibles.

Si m est pair et égal a 2., le premier membre de I’équation consi-
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dérée a 2p variations et p. trindmes abaisseurs de la premibre espece,
distincts et compatibles. Donc la différence ¢ — 29 est nulle; done
notre équation v’a aucune racine positive.

Si, au contraire, m est impair et égal & au + 1, le premier membre de
notre équation a 2p + 1 variations et . trindmes abaisseurs de la pre-
miere espece, distincts et compatibles. Donc la différence ¢ — 25 est
égale & 'unité: donc notre équation a une racine positive, ni plus ni
moins.

Il est d’ailleurs évident que, quel que soit m, cette équation n’a
jamais de racine négative.

75. Nous pouvons remarquer, en finissant ce Chapitre, que les théo-
remes (70), dont nous venons de donner des applications, exigent
toujours la détermination des quatre nombres ¢, o, § et 7. Ces quatre
nombres peuvent se déterminer snr f{«) lui-méme, sans calcul et d’une
maniere tres facile, surtout si 'on s’aide de notre mode de représenta-
tion graphique.

76. Lorsque I'on ne tient pas & obtenir tout I’abaissement que la
méthode est capable de donner, on peut se borner aux deux théoremes
suivants dont I'usage, comme I’énoncé, est d’une simplicité extréme :

Tutorime IV. — Dés que le premier membre d’une éguation algébrigue
présente un trindéme abaisseur de la premiere espéce, la limite supérieure ¢
du nombre des racines positives peut étre abaissée de deux unites.

Tutorime V. — Dés que le premier membre d’une équation algebrique
présente un trindme abaisseur de la seconde espece, la limite supérieure w
du nombre des racines negatives peut étre abaissée de deux unilés.

77. On voit, par tout ce qui précede, que nous ne faisons usage de
nos trindmes abaisseurs de la seconde espece que dans les applications
de notre théoreme fondamental & la Reégle des signes de Descartes..Si
I’on ne s’occupait point de ces applications, on pourrait passer ces tri-
nomes sous silence. Alors on ne parlerait point du tout des deux especes
de trindmes : on n’emploierait que nos trindmes abaisscurs de la pre-
migre espece, sous la simple dénomination de trinémes abaisseurs.
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78. Lors méme que I'on s’occuperait des applications de notre théo-
reme fondamental & la Regle des signes de Descartes, on pourrait se
dispenser de parler de nos trinomes abaisseurs de la seconde espece.
Pour se passer d’eux, dans I'évaluation de la limite supérieure du
nombre des racines négatives, il suffirait de considérer le poly-
nome f(— x) et d’opérer sur lui comme on a opéré sur f{x). Mais, 2
cette simplification apparente, on perdrait deux avantages trés réels :
le premier, de pouvoir déterminer le nombre = sur le polynome f(x)
lui- méme; le second, de pouvoir énoncer, comme nous le faisons (76),
notre théoreme V.

CHAPITRE XIII.

THEOREMES DIVERS.

79. Des deux derniers théoremes (76) du Chapitre précédent, nous
pouvons conclure immédiatement que : si une équation a toules ses
racines réelles, cetie équation ne présente, a son premier membre, aucun
trinéme abaisseur, ni de la premiére espéce, ni de la seconde.

80. Considérons d’abord une équation qui ait toutles ses racines
réelles et positives. Le premier membre de cette équation est complet
el ne présente que des variations; mais trois quelconques, consécutifs,
de ses termes, ne forment jamais un trindwme abaisseur de la premiere
espece. Si donc nous appelons L, M, N les valeurs absolues des coeffi-
cients de ces trois termes, nous avons toujours

M>> LN.

Mais, st M est la somme S, des produits p & p de toutes les racines
de I'équation considérée, L est la somme S,_, des produits p — 1 &
p — 1 de ces mémes racines, et N est la somme S,,, de leurs produits
p+1ap-+r1.Delace théoreme :

TutoriMe. — Etant données m quantités réelles et positives quelconques,
st l'on désigne, en général, par S, la somme des produits p a p de ces

quantltes, on a tozgours
SI" > Sp—‘l S[)—H'
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81. On arriverait absolument aux mémes conclusions, si I'on étu-
diait une équation algébrique, de degré quelconque, dont toutes les
racines seraient réelles et négatives.

82. Examinons maintenant le cas d’une équation algébrique de
degré quelconque, dont les racines seraient toutes réelles, mais les
unes positives et les autres négatives.

Le premier membre d’une pareille équation peut présenter des varia-
tions, des permanences et méme des lacunes. Considérons-y trois termes
conséeutifs, c’est-a-dire trois termes non séparés par des lacunes. Si,
dans ce groupe de trois termes, les coefficients extrémes sont de signes
contraires, leur produit, qui est négatif, est forcément moindre que le
carré, toujours positif, du terme moyen. Si les coefficients extrémes
sont de méme signe, le carré du coefficient moyen dépasse encore le
produit des coefficients extrémes, car, dans le cas contraire, le groupe
considéré formerait un trindme abaisseur, et I'équation aurait des
racines imaginaires. En résumé done, lorsqu’une équation a toutes ses
racines réelles, st I’on y prend, avec leurs signes, trois coefficients consc-
cutifs, le carré du coefficient moyen est toujours supérieur au produit des
deux awtres.

Nous pouvons déduire de 12 le théoreme suivant :

TutoriMe. — Etant données m quantités réelles quelconques, st I’on

| 4 4 * 1 E)
désigne, en genéral, par S, la somme de leurs produz_l.s pap, et que l'on
suppose les trois sommes S Sps Spiy toutes les trots différentes de zéro.
on a toujours forcément

p—1"

82> 8, , 8,

Il est bien évident que ce théoreme est tout a fait général, et que le
théortme qui précede (77) n’en est qu’un cas particulier.

83. Supposons que l’équation considérée n’ait plus qu’une seule
racine distincte, et que cette racine soit égale a I'unité. L’équation se
réduit & (@ — 1)"= o3 et ses coefficients, abstraction faite de leurs
signes, ne sont autre chose que les coefficients du développement du
binéme. S donc on représente par Cyp p—.s G py G, pey trots coefficients
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consécutifs de ce developperment, on a forcément

o

2 ~. (O
‘.4,,,’,, - ‘um,p- 1 Cm,p+1-

Cette inégalité, d’ailleurs, peut étre regardée comme évidente, puis-
qu'elle se réduit & celle-c1 :

m-—p-+1 m-—p
P >P+‘



