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M É M O I R E

SUR LA M U L T I P L I C A T I O N

LE MULTIPLICATEUR EST "LA SOMME x ^ r ^

PAK M. DÉSIRÉ ANDRÉ,
ANCIEN ÉLEVÉ DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEUKE.

1. Comme on le sait depuis longtemps, dans la multiplication d 'un
polynôme/^), ordonné suivant les puissances décroissantes de x, par
le binôme x + a, où ex. est posit if , il ne se gagne jamais aucune varia-
tion, mais il peut s'en perdre une ou plusieurs couples. Le bu t prin-
cipal du présent Mémoire, c'est de chercher des caractères à l'aide
desquels , sans faire la mu l t i p l i c a t i on , et simplement par l 'examen
at tent i f du polynôme/(.r), on puisse dé terminer combien, exactement .
dans la m u l t i p l i c a t i o n de f[x} par x 4- a, il se perdra de couples de
var ia t ions .

2. La solut ion que nous donnons de ce problème repose sur la
no t ion , probablement toute nouvelle, des trinômes abaisseurs. Ces tri-
nômes sont des groupes de trois termes consécutifs qui sat isfont à cer-
taines inégalités; ils sont de deux espèces; d'une espèce ou de l 'autre,
tantôt ils comprennent}^ nombre a, tantôt , ils ne le comprennen t point.
Nous les définissons, d 'une'manière précise, dans le Chapitre 1 de ce
Mémoire; puis, dans le Chapitre II, nous expliquons ce qu'il faut
entendre par trinômes abaisseurs disuncts, par trinôîïies abaisseurs
imbriqués, par tr inômes abaisseurs compatibles.
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3. Ces d é f î n i t i o l ï s e t explicat ions données, nous é tudions , dailiN le
C h a p i t r e III, la façon dont se compor ten t , lors de la iTiul t ipl icat ion par
x 4- a, les d i f f é ren t s termes du polynôme/^). Cette é tude nous con-
d u i t (Chap. IV) à partager ce polynôme en tronçons de trois sortes;
puis à examiner (Chap. V, VI, VII) combien, dans la m u l t i p l i c a t i o n
par x -h- a, chacun de ces tronçons perd de couples de variations. Résu-
mant les résul ta ts obtenus , nous établissons, au Chapi t re VIII, que,
dans la multiplication de /(a?) par oo + a, il se perd juste autant de
couples de variations quU y a, clans f^so)^ de trinômes abaisseurs de Ici
première espèce, distincts entre eux et comprenant CK..

4. C'est là le théorème fondamental et comme la pierre aîîgulîï ire de
tout notre travail. Ce théorème nous permet de résoudre bon nombre
de problèmes intéressants , que Von n 'avait , jusqu 'à présent, pas même
eu l'idée de se proposer. Dans le Chapitre IX, nous en résolvons plu-
sieurs, d ' une façoîa purement analytiqu.e; mais nous faisons remar-
quer que ces mêmes problèmes se résoudra ient d 'une façon beaucoup
plus simple et beaucoup plus rapide , si l 'on avai t recours à une repre-
smialion ^fafthi^ue- du. systètftc. .des trin-çunes abxi isseur^. de, I yi p rem i i^'re
espèce qui fîgurent-.dans'ic polynôme j^,}.'Nous; exposons cette rcpré":
sen t a t i on g raph ique dans , notre Chapi t re X; et nous i n d i q u û p & , da r f r ,
notre Chap i t r e Xt,Ja manière dont i l convient de s'en aider.

5. Enf in , nous a p p l i q u o n s notre théorème fondamental , d 'une |)url
(Cha-p. XII) .à 1îa^^^w<?n/,deÂ,,li,mit:es,fouruies;par la.rogle, des, .signes,
de Desea rtes ; de .l'a u tre ,(,Ch,a,p.. XI.II.) : à ;la,.de rn o i i s t ra î io n 4ç,', pi U3i eu rs
théorèmes sur les é q u a t i o n s dont toutes les r a c i n i s sont réelles et sur
les sommes des p r o d u i t s une à une, deux à deux, trois à trois, ... de
ces racines. L 'applicat ion dé notre théorème fondamentat à rabais-
se m e n f c d es In'ni te s ̂ mrniè^ par la'règle drDesôârtes nou^ yara î t ida t
à Ml remarquable.; 'ÉlIe no us'conduit1 à^cleux^héorèriies ' nouvéaiiïc'qui11"
présentent ' ce1 doublé111 avantage : id'abord^dly dtnHïeribut l'ÀbaiiseWërtt^
qu'on peut t i rer de la m u l t i p l i c a t i o n par A -pà; erisuileii'd'étrê'ëlitoT.i1^1

câbles ̂ eis'qûé'quelque^' lcoetficîe lnts' idê7^A) l l 'salfô^ certaines m'ëgà-
lités, c'est-à-dire dans des cas tres^'gétaéraùl.'-qm1 ^''yeilcô'iit^énï^
chïqut'e'wstan-t. •••Cês'tbiorfemes^noMs^efïibIiLïni^ppeléBi1^^ ïeîm€-
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diatementdans la pratique, à y de venir". d'un usage continuel, et à. y
rendre les plus grands services.

'y, ,'„. . ' " ^CHAPITRE L :r " ' ' ' : ' i : ; ' - - •

. : ! ^ • . - ; . ! DÉFINITION DES •TRINOMES ABAîSSEUBS.,,, • ! . , . , ^ ,

6. Nous ne considérons, dans le présent t ravai ly que des polynômes
entiers en ^ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de^".

Soit/^) un tel polynôme ; ou bien il est complet, on bien il est la
somme de plusieurs polynômes complets, séparés par des lacunes.

Nous disons que deux termes de/'(^) sont cwséculi/s lorsqu'ils ne
sont point séparés par une lacune, c'est-à-dire lorsque, dans ces deux
termes, la différence des exposants de ̂  est égaler,l'unité., ^ • .

7. Cela posé, nous appelons trinôme ahaisseur tout groupe de trois
termes consécutifs , où les coefficients extrêmes sont de même signe,
et où lé carré du coefficient moyen ne dépasse pas le p rodui t des coet'"
ficicnts extrêmes.

Nous nommons de tels groupes irinômes, parce qu ' i l s présentent
chacun trois termes; nous les qualif ions ^abaisseurs ^QM deux Tai-
sons : d'abord parce que c'est grâce à certains d'entre eux que, dâhsia
mul t ip l ica t ion paY^ ^^y'Ié-noWbre^s^'vârîâïîons'^s^dim^^
l 'on veut, abaissé; ensuite parce que, comme nous le verrons plus ta rd ,
toutes les fois que ces Irinômes figurent dans une équat ion, ils nous
permettent (rabaisser les l imites données par la règle des signes de
Descartes pour le nombre des racines soit positives, soit négatives de
cette'équation. ' l ï l 1 1 ' 1 1 ' 1 1 1 1 : ' 1 1 : 1:1 ' : • : ' 1 1 1 : 1 1 " 1 - ; - • 1 1 1 1 1' ; • ' : 1 1 : 1 1 ' 1 • : ' . . 1 ' 1 ' 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 " 1 1 ' " 1 1 1 ' 1 1 1 • - 1 • 1 :

8. Il y a deux espèces de t r inômes abaissiBurs : ceux où le coefficient
moyen n'est pas de même signe que îcs coefficients extrêînes : ce sont
les trinômes abaisseurs de ^première espèce; ceux où le coefficient
moyen çst de même signe que les .coefficients çxtrêtnes : ce sont les
t r inômes abaisseprs de la seconde espèce. ^

I[ çst tîtair que les, prçnner$ présentent chacun deux variations ; et
les seco,aç|s^ filiacun deux pjçrmwœnçe§. ,,,.^ ^^^ ^ ^ , ^ . , , , ; 1 , ^ _ . ,

9. Si nous désignons par L^M, N tes valeurs absolafôs des îr^is coe^
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fîcients, tout t r inôme abaisseur de la première espèce est de la forme

± (La^-1-1 — M^+ N^-1) ;

tout trinôme ahaisseur de la seconde espèce est de la forme

d: {LXP^ -+- 'M.XP 4- N.^-1) ;

et nous avons, dans les deux cas,

M^LN.

10. Nous ferons observer, avant d^aller plus loin, que les trinômes
abaisseurs, étant définis par des relations d'inégalité, ne sont point ,
dans les polynômes entiers, chose exceptionnelle ni rare. Il s'en ren-
contre à chaque instant.

11. Dans un trinôme abaisseur quelconque (L, M, N), soit de la pre-
mière, soit de la seconde espèce, la fraction y est toujours inférieure

ou égale à la fraction — - La première de ces fractions est la limite infé-
rieure du trinôme; la seconde en est la limite supérieure. L'intervalle
qui les sépare est \ amplitude du trinôme. Lorsque les deux l imi tes sont
égales, cette a m p l i t u d e se réduit à zéro.

L ' ampl i tude est, d'ailleurs, supérieure à zéro, lorsque le carré M 2

est inférieur au produit LN; elle est nulle, lorsque ce carré est jus te
é^'al a ce produi t .

12. Soit a un nombre positif quelconque. Nous disons que ce nombre
est compris dans un t r inôme abaisseur d o n n é , lorsqu'il est égal à l 'une
des limites de ce t r inôme, ou intermédiaire entre ces limites, c'est-
à-dire lorsqu'il satisfait à cette double condit ion

M ^ .N
L ^ M *

Évidemment , un trinôme abaisseur, dont l 'amplitude est nulle, ne
comprend qu'un seul nombre; tandis qu 'un trinôme abaisseur, don t
l 'amplitude n'est pas nulle, en comprend une infinité.
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CHAPITRE IL
TRINOMES ABAISSEURS DISTINCTS, IMBRIQUÉS, COMPATIBLES.

13. Deux trinômes abaisseurs de la même espèce sont distincts lors-
qu'ils n^nt aucun terme commun ou qu'ils n'en oui qu'un seul ; ils ne sont
pas distincts lorsqu'ils ont deux termes communs, c'est-à-dire lorsque,
dans le polynôme, ils se recouvrent en partie et sont comme imbriqués.

Deux trinômes imbriqués sont toujours tels que la l imite inférieure
du second coïncide avec la l imite supérieure du premier.

Deux trinômes abaisseurs, qui n'ont pas une l imiie commune, ne
sont jamais imbriqués et, par conséquent, sont toujours distincts.

14. Plusieurs trinômes abaisseurs, tous de la même espèce, sont
distincts les uns des autres, lorsque deux que lconques d'entre eux,
de quelque manière qu'on les choisisse/sont toujours distincts.

15. Plusieurs trinômes abaisseurs, tous de la même espèce» sont
compatibles entre eux, lorsqu'il existe un nombre, au moins, que chacun
d'eux comprenne. Lorsque cette condition n'est pas remplie, les tri-
nômes abaisseurs sont incompatibles.

16. Soient les trinômes abaisseurs
. . , (L,M,N), (L^M^NQ, (L^M^N^ ,.., : ,, ' .:

tous de la même espèce. Pour qu'ils soient compatibles entre eux, i l
faut évidemment et il suffit que la plus grande, ^, des fractions . 3 — ^
]—,-- ne dépasse point la plus petite, v, des fractions ̂  ̂  ^pp • - • -
En d'autres termes, il faut et il suffit que l'on ait

jj.< v.

CHAPITRE III.

REMARQUES SUR LES TERMES DU POLYNOME/(.r).

17. Nous allons nous occuper, dans ce Chapitre III ainsi que dans
les Chapitres suivants, des changements qu'éprouve le nombre des
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-:1 ̂ ariaiio-ns un ^o^lyjiôrne^eïilier 1/(^), qua.nd o.îi; mul t ip l i e N :pol:y.nôme
par .y -+- a, le nombre1, a étantpositif,'.;:'11' ^ :,,,,:.— :, - , 1 1 1 1 - . 1 . 1 1 ' . -r,';1.-^'1 •.,., :

Nous supposerons t ou jou r s que le polynôme/(;»), donné comme
mul t ip l i cande , soît o rdonné par rappor t aux puissances décroissantes
de .r. Ce i )oîynoîne, d 'a i l leurs^ peu t être soit complet , soit incomple t .
S'il est incomplet , il se compose, comme nous l 'avons déjà (6) f a i t
observer, de plusieurs polynômes complets séparés par des lacunes ,
or 11 est év ident que toute varia l ion ou permanence correspondant à
une j acune se retrouve dans le p rodu i t par x -^ a. I l nous sufîïra donc,
pour l 'objet que nous avons en vue, de considérer un polynôme corn"
plei. 1 ! "1"111'1 " ' 1 1 ' 1 ' ! 1 1 1 " 1 1 ' 1 " ' " , 1 ' „ ' 1 , ' ^ , „ . ' ' , 1 . : :".,\, ' l i i //\ ' ' .: '; . 1 . 1 1 1 ' ' , ^ /:^'...

^^•.•iS', ^Soienl^'te'îeoeffimeBt^e^^.t^
et Ap le coefficient de <rp+"1 dans le produit de f{^) par a? + a. Nous
dirons que Op et Ap sont deux coefficients correspondants. Tous les coef-

-âeierits d^ffî;ulliplicand€1 auront.ainsi. lfeurs;correspondantB w p rodui t ;
•'•.ma.i's laTéciproq.u'e n:e sera pas ;:vra;ie : 'dans-ce produit ' i l existera, un

terme qui n'aura pas son correspondant au mult ipl icande. Ce ter
surnuméraire sera juste je dernier terme, du produit; il proviendra de
ta ï ï iul t ipl ïcat ioû par a du. dernier terme du mult ipl icande; il aura tou-
jours le même'signe que ce dernier ' terme ^nousTe "désignerons par û.

•;.-• 19. ,,Ccœisidéroîis le; coefficient, Op du multiplicande.- Le • coefficient
;<îorrespond'antA^ duproduil.peu-i être-nul o.u',différent dâ-xéro; -e t ,
.-dans-ce .dernier'cas,, il : peu t , être s.oit.de .niêrne. signe, ̂ que-a.^1 soit .de
. signe 'conteaw.:11-1,.'- 1'11; ^ 11,- 1 , • .— 1 . . 1 1 , . -.- . 1 1 . 1 . . ; , 1 1 .,; • 1 ' , , - , " : ^ 1 • ; 1 .. : , .

Si Ap est nul, nous disons que ciy est un coeff ic ient disparaissant:
; Si A^supposé différent: de. zéro, ̂ i -de^âigae,, contraire à^^'nous

(lisons que Op est w cûêfûcient '.à •:^igne variable -;ou.,. par abréviation,
un coefficient yar^a^fc. — ' • • • . . . 1 ; 1 1 ' . - . . , : . 1 . 1 . 1 1'1•1: • • ' i . . 1 1 , , . ' • • ' i , ] • 1 1 : ; ; ' : . . , • - • 1 1 , 1 - 1 ; ' [ 1 : , ' . ; 1 . 1 • 1 : • ' . : , , 1 1

Si Kp, supposé différent de zéro, est de même signe que a?» DQUS
disons que dp est un coefficient à signe invariable, ou, par abréviation,
un coefficient invariable.

20. Commell•'ll':lîï-ôlïslîéfappownsl^ ^'pésitîfy-chaque terme, soit
du multiplicande, soit du produit , a toujours le même signe que son
'!::eô^ffi!ciéût.lil•IÎNalÏs:'ll•^ ï'lâtl6tofîltlé?,:lllld•&AS?/tou%ès nos
^^'Ïîcyî'bïSi,1' W 'W(ït$ ̂ èfficieM^ pfr ̂ ë^ttirit^^r^ê," WpâNetr1 •'la.dîtfé-
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remment de ^effidenfô OIE 4e termes .oe-rrespônda^ts.; •de -coeffments
ou de termes disparaissants, variables, invariables.

2L Dans la mult ipl icat ion par ' x +a, tout', coefficient disparaissant
est, évidemment, précédé d'un coefficient de signe contraire.

^ Tout coefficient variable est, évidemment aussi, précédé d'un coeffi-
cient de signe contraire.

Quant aux coefficients invariables, ils sont de deux sortes : les uns
étant inYariabIes quelle que soit la valeur numérique de a /nous les
n ommons coefficients essentiellement invariables ; les autres n'étant inva-
riables que quand <% possède certaines valeurs numériques, nous les
nommons coefficients accidentellement invariables.

Tout coefficient accidentellement invariable est évidemment précédé
d'un coefficient de signe contraire.

• -Pour qu'un'coefficient soif.essentiellement invariable, il faut et il
suffît,- ou tien ^ qu'il occupe dans'"le •polynôme f{x), la : première/de
toutes les places, DIX bien qu'il suive 'immédia tement un coefficient de
'silême-signe-q^el.ui11^111' - ^ ^ ,-..•-.:: ; : ; 1 1 11- 1 1 • . 1 1 . , 1 1 . ' ^ , 1 1 - ^ , ^ 1'1.

22. Dans la multiplication.par x + a, nous ne nous occupons que
des trinômes abaisseurs, de la premiëre espèce, qui figurent au multi-
plicande. 1 ' 1 ' 1 1 ' 1 1 ' 1 1 1 ! 1 . 1 1 ' ' ! -1 '11 1 ' 1 ' 1 ' l i 1 " 1 : ' ' • 1 - 1 1 . " 1 1 ' 1 ; 1 ' ' 1 : 1 1 1 1 1 ' : ' 1 1 ; ; 1 :

• • Si1 l'on "considère V'w •quelc'ôîique ^ée. eês-trinô-mes-ab^is'seurs» et que
ce trli:n'•ÔIïtô co^tNft^e ï^ll,iîllel5tl^^ït^lèla•ltl:queison lerme, moyen'-est: variable
ou disparaissant, que so^ dernier terme est disparaissant ou inva-
r iable , et que, par conséquent, ce t r inôme peut présenter quatre aspects
(lifférents-'11-'..111"'11111' "" ' 1 1 1 - l l . • l ' l l : l ' t : " - l • l . • -1 :1 1 ' ' • : . : : . ."'';, 1 1 : . 1 : : : : 1 1 • 1 1 • : 1 : 1 1 1 • ' 1 ; : -..;•-,•: : ; . : •11, ' 1 ,1 '1:

-'Récip'roqtféïiîïe-nt, •.-sî^an^gro'upe.'d'e:. trois termes consécutifs, offrant
deux variations, nous présente l 'un quelconque de ces quatre aspects,
ce groupe constitue un trinôme abaisseur.de là première espèce, com-
ivrenântle- n'ôrabre11'^.';"" 11.'1' .-"•:- . ; 1 • • 1 ; 1 : ; • 1 • : ' ' • L . j j . , ? ' 1 - . . ; 1 ; ^ " ! 1 ' ' , . . 1 1 ' - 1 1 ' , , - , 1 : , / ,,̂

^"1 ' . ' ' 1 1 1 ; 1 1 1 1 : 1 " ' 1 1 1 ; " 1 1 ICHAPITRE'"1v. : ' i^ l lY;^' .^ ' , / /^
1 : , ;,1^;,--, .../.....PABÏ^GiE^DU MULTIPLICANDE EN:1 TRONÇONS.,; ; . , , 1 1 , . 1 1 ^ i ,

23.. Marquons ^ daûs le niul£^plicande jf(^^^tQiis les coefS^çiLents
invariabtes^ soit essentiellepfiept,,so]t acçideïîtell^went» Ces coeffieients,

Ann. de l'Éc. Normale. 2e Série. Tome Xiï. S» 2
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alt?sl ffl^Wlt^ri^MW1:111^0^^^
lesquels, à l'exception du dernier, que nous nommons tronçon ter-
minal, commencent et finissent tous par un coefficient invar iable .

, ̂ M^W^iên(f^i ̂ g^^^^çâ^ffi^fl
e%?^al?qlauau^JR4t^r^«B^ -inllv^i^hlê..(^Sf,€0^ffiçi^
sont les limites d'un troïlçon^^ûitç^ni^
^id^?^ tg^ç^,^^^ q^ qw-w sçftfeJesfjlinjiêtjel^.^tîde ,4ous':tes terres
W? ^^l^^^^P^Ï.P'W1^ da^ produifc.est,1-1

^^IS1]:3 R6WjJffli|^4pr?
cow^teql le,ni^^^^m^r^vde,.te.^ç ^ l î ' 1 ' ; : ; - ; 1 1 , -1^1 : l • • . ; l l ] -^v- -.-:. -, l l l l•-y: l• .

'" •' âÔ.J'111 Q uitit' • i d' 'tNïicon ' i l '' "tei-m i h a ï , ̂  este ël uî^ qui ^ ' a,' '.pour l ; i i pré m'ieî' ^
terme le dernier terme invariable du mùîtipÏîcand^^^^^^^
mii,ai4%iprtdfiâ|ili ̂  {Aojîjio^si,^usN^^^ter»©dô?plmiq|t3ei^^^^^^^^^^
minai du multiplicande. ^l^l?lpMt-te%•t;.qus;BeVte • :

tUiUltiplI^^d^j.îi^^^p^rf'ois îqtfuœ^uIfitenïfâ^'Geluis1^^ prédit'ît-.e'riï a
alors juste deux. •.^bl^rr.^'^^ i ' 1 : ' '^ , 1 ' ' ; ! .^!!^^; ;^^ ' : . - . - ' ' ' " ' / 1 1 ^o11-':-, '!^'?-.^1^'. i r^ ^.^ .in,1 , '1 .- : . ; :?^,,1 ' '

1 1 '16; ^uandl'llnou^,^
appartient au ^ùttîp1icân(S•ft' : ' iou lau ipro^ul^
qu'il s'agit d'un tronçon du mu l î i p l i c ande .

27. Dans u n tronçon non terminal du mul t ip l icande , il n'y a de
termes invariables que les deux termél limites. Par conséquent, tous
les tpyï»^jr|,term^(l|ai^^^
quent, chacun de ces termes intermédiaires est précédé d'un terme de
^gftÇ.ÇOB1^^^;;!^^^ ptur
tous las.^er{^es,,,;s^^ '.r^1."^^!!-^!^^.^ i.-.r^in-,:-.11: ; • , « . ' -'... -

-•jf^^H^ll1^^^^^^
dyHP^,P^^%WÇ1n:^
aucune,. .,..,,„,„ , , 1 ^ . ^ , , , , , , , „ ' , ̂ , ,,,,.„ ,,,^,,, • . „ ' , . ; ^ ,„ ,- /^.„1„ ; , , . .„„ « „ „ • • - , : . , . , , , . .^..,. ' . , 1 ' - , . , , .

•l-28^îtf'lïfi@tlWdfeîl?qy^ ÏD^^lfôri^luî^rê^-eÔhsiëÉVil^
changements qu'éprouve le nombre des variations lorsque, danV8 ta"
mftit!flli^4ÎAI?,fla5. E^fe '^w, WQÎ-
^N^âB^ilaii'-lr^fte^ft gw^sMîri^f^uoe^eil^
^^q^fflpfflÂâ^^jlfeasft
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esp^ëey-^orôprenani-'a^que^rè
caBde.11-7""^^^-1^"'11 '" - : 1 : 1 1 ; 0 ; 1 1 1 " 1 : ' ! • i : ' - i ' : i : i i i i :•"::0^ 1 1 1 - 1 1 : • 1 1 : • 1 : / 1 1 1 . 1 1 1 - - ' . - • . . . ; ^ .-..^..-.'....i^^'^^ -. • i-- .^.^-^-.;lr"-.

29. Nous pouvons remarquer, avant de procéder à cette recherche et
à; .ce tte.; çom p arai soïï ,'q u'a'o- trïnôffîe-'^abâisseyr-'d^
cpmprÊ!na3ïfc^ a'^ n.^^ jamais.1 ̂ oti.1 ̂ effîîe TOoycn^rivaprôlM '-snNeV1'1
n'est1 jaiïï-ais ià-'^ê^ai1 stf^ d'MX-^ronçôîi^ ^orïllt.^gâl&1.3j liï IJ ij' :;: il" •ï ' v'ii 11 ; "'t: • J l'1 " ^
-iNo.'u's p^u^iôas^-rernar^uè^^ussi q^e, qùaBd^ U1ÏU^ôa^ôïi:ll••rfÔnJtlfêrîiîînà^:

se^côrBposeï da- deiï^ termes seuîeûa^lBt,:l:li<jes•l; îd^'lîx':'••:^ërftill:lléé,njétânt sè^11'
liIïl^tels^yl••.so?t^tolîSt-d^u^ ét^iÂr'coÀsèq-àeyi^q'tî^ l'a'përiîia"'
nence ou.varialion qu'ils présentent -''-se-'11' •Têtro-uvfr^tôujWrè^rd -jprô^âffrt.'
Noas n'avons donc^pas à. nous^ occuper des^tr.oncon^npn^r',iigip?^^ <^pi-
posés'de' deux^çrmesiseillei'nenl.1 ^ :' _^^ ^,,.,,.,....; ;^,^n .-.^f-,..,^-; '-,1 .-rïv^-.- •

^iSO^i.-P^M^.Nre-.p.Be-'.étudbeoffîplel^
i l^ous-sa'fca-dûa&d' étudier sîaccëssiTOpe-'nt: ^ [ ^ ^ ^ ' ' ^ ( ^ H i y ^ ^ ^^ -.'^ï.1.-'"

^D^b.ardiles^ tRMç^né^^noB.^^miMsals^^idie^^^
finissent par un coefficient essentiellement invariable; - ^ ̂ -^ D I ^ J [ : t ï o

Ensuite les tronçons non terminais, de trois termes au, inoigs, gui
nnissent 'par'ùncDefiicîeWàccKÎenteltemen ',7,, ,-..^.;..,,..

;'-Ëîiflnl11€'•tronlçoln terminale ' " : 1 ' " 1 1 1 : " 1 . '1111.1111''"1 " 1 1 , , " 1 " 1 " 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 - ' 1 " 1 1 ' 1 1 " ' 1 ' _ , ^ ^ ^ . _ , ^ ^
. fa j - , f-; f ; 1 1 1 ; ; : ; ' • ' " I j îs j l1^ ,a;;^ ii0'•^"•)0'il;] i3 -J iJ ji^i.i ^ .n -fif

„:,- < , .^.r î i ^ l - r ï s - l i i n î j i n f s i ' l îh - lijîiiriiiol lion iiu^l'îcrij fît! aa-cp /ïï:
;;;:^^;-;^;^;^^

"TRONÇONSmKISS^K^111^»1" ̂ N ̂ -CÔE^ÏCtÊNr1 ESSj^ftË^

' ^ 31.;' C(yïïsid'étbfi^"dâns ^e '^liltiplicâîid'ié-^SbJ," un 'tf-oirçotT^;1^^^^^^
par un coefficient essentiellement invarMttfëf'^e^ctfèffîcïë^ ê 11"11

l)îrféîeêdê-dîtf6 ^(ïtôffiVieJiVW'Mêrfi^i^
dfâi^s.^'éîrfn.t 'trfùs^^KMëâ^ffyi^iîâraiyâ^
immédia tement d'un coefficient de signe contraire, de telle sorte qût'cè
troflçqp,^n9,^,o^^n^^^^
uniqu^^ ^ijpad1 àiloîiai1-!!,^ ï-^1^ û l u i l î t s i - i t:.»i ynKrK]-;nrp âj r ïe i 'n^ygn^û ' .

-ter Sdppwya^^ ri^'llt^e^sî^trô^ôti fô&^d^iei^uyW
teyffîe -•êi '̂SrQtôsSnl? Ce ̂ èa^ n^e •te^tféÏï^l^N âiëtin^iri tfémte^Ëâi^;
seu^^tepfe'rlaÀ ^îlaîïï1^ ^IW^^yé^às^eë^
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Ce tronçon du miiltipHcaiide BOUS offre k variations, suivies d'UBe per-
manence. unique. Le tronçon correspondant du produit nous offre, ait
contraire, une permanence u n i q u e suivie de & variations. I L n ' Y a ni
variations'perdues^-ni'variatio^s'gagaées./^:.'' - , .,.,,' . - 1 1 1 . ; ; . 1 . ' 1 : 1 • - . : . , • 1

33. Cherchons main tenan t ce qui arrive lorsque le tronçon considéré
du mul t ip l icande /{oc} présente des coefficients disparaissants ; pour
éviter tou îe erreur d 'énumérat ion, comparons le p rodu i t que nous
obtenons dans cette nouve l l e hypothèse à celui que nous obtenions
lorsqu' i l n y avait a^cun coefficient disparaissant; et considérons suc-
cessivement : le cas où tous les coefficients intermédiaires sont dispa-
raissants; ce lu i où i l y a, au commencement du tronçon, un groupe de
termes disparaissants; celui où uni tel groupé èe trouve au itiilieu; cel
où un tel groupe se trouve à la'fin.-"1-' :11 • 1 : 1 ; : 1 : 1 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 : ; • " • ' : , l l " l ' l • ' • l l l l l ' l l l i ^ ' 1 1 1 - 1 1 1 : 1 • 1 • "

34. Supposons que tous les coefficients intermédiaires soient dis-
paraissants^ eldésigoans-en le,nombre par /^ : -, .-1/, , , < . . . , , 1 , - : 1 , , ^

Si k est pair et égal à 2/^ ces coefficients disparaissants font perdre
aÀ.variatioû^.et.i 'ntroduisent^ h . trin-ômes ab,aissçurs,.,de. la. première
espace distiact&.e^cQmpmia^nta, le&quel-s.soïit formés pardes^^: eoef-
flcient3;,dispaTâissants;,'-.asspciés,au coefficien.t Invariable, .qui les;, pré-
cède. ' ,, „ " . • . . , . ; ^ . . . . 1 . • ^ , 11, . ; , ,

Si /c.est impai r et égal à 2/1 + i, les coefficients disparaissants font
perdre encore 2À variat ions et introduisent h ' t r iuômes abaisseurs de
la première espèce, distincts et comprenant a, lesquels sont formés par
les ùh 4-' i : coeffî cien f s "dïsparàissari'ts. '' 1 ; 1 ; 1 1 1 'J l 1 ' ' 1 < ' > 1 11 ' " : 1 ; : " '1 ' 1 [ ' ' 1 1 : 1 : ' 1 ! lii ' l l l î : 1 1 1 1 : " 1 ' 1 1 : • ! î " 1 1 1 1 :

3S.- Considérons un groupe de k coeffieien ts Cûnisécutife, disparais-
sants, placés tout au cemmçneement du trônçoiî;

Si k est pair et égal à 2Â, ces coefficients disparaissants font perdre
2Â variations, et introduisent A trinômes abaisseurs de la première
espèce, distincts et comprenan t ^, tesquels sont formés par les 2/z coef-
fi'cijeotsdi'sparais&antô.-a^ocie^

Si /{ est impai r et égal à ih + î , les coefficients disparaissants fon t
..,W$Mejper;4refi-2àiy^riat|o^s,r
..d^l^-preîïïiereï^sp^^,^
... u îî iqs î|N n.ti'.p^r^leîî1^ ̂ ;'-h.i1;' eoeifMeiaBitâ 4i spaïi?ilsteflA^ ̂ i^ î 9 (, m11 s ̂  î ? ̂  h
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-•ï36.,:- Gon'sidéyoïïs -an :; groupe^'de^-,- coefficients'1' consécutifs disparais-- '
san ts, p 1 a ces aïs :mi îi eu' d'à, franco n ,: € est-à -di re ne ton ch aïïÊ .ni sow ptë-
mier ni son dfsr mer termes :,^;...- :. ' ' . . - : : . . 1 , . 1 - : 1 . ' 1 , , , - 1 1 1 : ' 1 1 1 1 : 1 : : 1 1 1 : 1 ' , •:,1.:'.;1 . : 1 1 1 1 ' 1 •1 ' ' : ; : ' ;-1 ' :

Si. k est pair et égal à sÀ^:CBs,,lerî:île.s''dispârâissa•»ls•; fortt .perdre,
2À variations et in t roduisent h t r inômes atmsseurs de la première
espèce,'distincts et •coînprenanf ^ 'îesqueîs'sont'fbrmes'par les ih èoeC-
fî'cients 'disp-araissants/'associés au coefficient variable' qui les'précède.

Si k est impa i r et égal à ^Â— î , ces fermes disparaissants fûn t
encore perdre ^h variations, êl ils introduisent h t r inômes âKaisseûrs
de la première espèce, distincts et comprenant a, formés par les coei-
ficients disparaissants, associés aux deux coèfticients quï les précèdent.

37. Considérons enfin un groupe de k coefficient? consécutifs dispa-
raissants , placés tout à la fin du t ronçon. -

Si k est pair et égal à 2À, ce groupe fait perdre 2/1 variat ions et
in t roduif -À tTihlômes•••aba1sseuTS;•diistiricts"l•l;êt^û
les coefficients disparaissants, assoies au coefficient vaïiable qui les
précède11 '^111- - • ^ . l ^ ' l l l l , l l ï . ; ; l . . l l l l l l ' - l • " - l - , ' 1 1 ' - : . 1 ' : . ; ' . : . 1 1 - : - ' - 1 1 —;. ..1^.^. . 1 1 : 1 : -"— — 1 1 1 - ' - 1 1 1 • ! ' i ' - 1 1 1 1 '.^ .""

Si k est impair et égal à 2À • — • ï , • • c e ̂ groupe '"••fait '^encore'perdre
2 À variations et introduit A trinômes abaisseurs de la première espèce,
dis ti nets et co ni p ren aïi t a, formés par les co efficien ts d isparaiisyQ rits,
associés aux deux coefficients qui les précèdent, yiso

38. En résumé, dans la multiplication de ̂ ^) par a? -^ ^» loy^H^
l'on passe d'un tronçon du mul t ip l icande, finissant par^un caefficient
essentiellement invariable, au tronçon correspondante ^lu produit , on
ne gagne jamais de variat ions et Von en perd juste autant de couples
quiiy a, dans le t^nçon considéré du ^nliip^ •<H^ triîtârylës (i^àis--
seurs de la première es^êce^ distincte ̂ cû^reMnt^.ju.y: ,ili.jl:..l.,.LI^ .ïjiï::-1

: 11"1 : ' ' ' : " :11 :1 '1^'^_!; ;^^11 : ' :1 , J;1';1:!1;:1;,^;^^^
1 ] '-"TfiOHÇÔNS'1 FINISSANt^TÂR ^UN ^COÈPFICîÉNrICCîDÊ^TËtLIMEN INVÀ^I^BÉÊ.^

^ i1 1 ̂ f^ ns- tôwl itTOÀçyMi(eul•lïtfelri|)ltjéatede^(;'^ ̂ ^^iliâbânt^pâr % tf eto^fïî-
•^ifênfic'cidéntéINrile^t ^'ft^trNfe^^ fô-dër&ie^^^^^
des termes inter^^râ^s^-^^yécâ^
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traire: an,^ffî.:,r:tj® ^eilcitrQïï^ûn.iBieïpîés'eatfêdonc'^
et finit forcément par un trinôme abaisseur de la ; première •espèfCpyC'om-'1

p.̂ il̂ nt̂ ^n ï̂iHb:̂ ';̂ .̂ -,; -ih t)iï;Kr.:,, û";- ,ï -r" ^£. r; -.ï,-;-; . L 1 .^^.^ ',^.; .^ .̂ :,

^4p^;^Syi),pQsonj5^^ ^u'auç^R^-^^s.^pçfHcie^^^ne^^
sanf,,e^designQns^,pir^:^ (içs. jEejR^G^^.ntei^^di^W^^
tronçon considéré du mul t ip l icande ne contient qu 'un trinô^,atl9i?ni
seur de la première espèce, comprenant a, el l'oîi perd juste deux
variàtfô&s'qfi^rtd'^on^^àsse''^
(.^prespôntfàrif^u11^ ,:,-;•;:;^:-'.ll....•.'i:'l:i.^!jj!.^ î : t 1 , • : ; 1 1 , ; • • : • ' ^L ; 1 ! ! .u; 1. i J , - a f > • - - :

.^l,^-:Gè^.rcfa(>œ 'toaipfceBâTOl ee: 'qui ̂ arri.v.e ̂ '(pâ^d ...(ïètlaiîis'^ coefficients-1

d^ienïl'eN^.d i^âra.i^aBtr; fât^sup'p-ôs^ns.d'ab-ord-qu^^
tous les coefaciÊntointerffiédiair^&^^AraRço'fl-
par k.

Si k est pair et égal à 2/1 -h .2, les termes disparaissants font perdre
2/1 var ia t ions et i n t r o d u i s e n ^ Â tHyoinès^abaisseurs de la première
espèce, dist incts et compreiiaût a, i'esquelç sûnt formés par les 2/1 -+- i
premiers coefficients disparaissants.

S i A _ c s t |mpaii\et ega^ |i ^h -j-^^ les^erme^di^p.araissaii^, fon^.perdre
aA^'variatIpns^'e^'linÏro^lqiçe^.,,^ aÈalsseiirs,,,(l'e^la/^prepi^
cspece^^distihcts^t^om prenant ̂ '^^.^^squels^soat'jfqi'més^
Iniers^c loètBcîe lnts' ldi'âparais lsanls:., ^assocjês^au^.çoefAcient. ' . 'auï 'les ,pré-,.

^ lll!•,j! ', 't "i1 î; ; 1 î» t S1 11 , " 1 " 1^ ' : " B : 1 ; . ? • if ; c1 q î " » ,' t 1 ' , t. ' 1 1 » ; , , ,j . . - 1 , i 1 . 1 », ". :t ( ', , 3 i ' ' - 1 . •' " f; i!' " 't " ' ^ i i •' '•:', 'i- ' , 'f ' . 1 '•' 'i ^'/ •• " i i " ''• . '''* » ~ " ' " .'. ' •• '•• '••.''

cède."111" /1"";1 ' l l l l" l l i 1 " 1 1 ' 1 . " " ' ^•'y , .""/;- "1' ^ 1 1 „ , ^ ^ ', ^ , „ , , _ ^,,. ,̂. „

42. Si l'on suppose un groupe de ̂ Wèfficièiltg 'ctiépàrâî'lîsïrils,1 places
tou;tjau,^&n)menn'e1^ exa-
sniflé (^^J^.e^l'o^^^r^^^ j i .^u11,,;;,;.!1..11^^:1.'

ILpÇj sçç^t^^s-milifl^sliï^ft^
paj^u^aç^^p^a^&^u.^ ^ ^ilBr^piAipoiatid^'.-
cejyi.^^op,^^^itp^ ^^ ofiîpr.T,, l',:i 1 1 1 ; m^ î ^ ^ :^'oi:ul^,,nî ni1

.UQ^11 ' -^ oil^iM)!'o^i (H1^û>!,,î ^••i j jo rijiî.y} yi îJ„.1:)H^•")i l. ^1 ^ în 1 ! 1 i y ̂  i ...î fj1;; -.m
43. Considérons erifînu^ ̂ ou[)e^e^coeflicip%

raissants, placés tout a la f in du tronçon,
Sfo&^^^ti^tNO-^t^âgijtà ^À^jCîÊlgrdupeAijçofeffîœfêiA^îid:^^

fait perdre 2/1 variations et intrcidOTfcé-teillom^aiy^issfeupsitidfê
mW?îSeipf?ê^ ^iNtetetefi^itoayyfëriânfc Mo.?i*^fotffî^si-pi 1%
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^è^,^:':ï^,:preffîiérs:illCtef^ :aax ^Nîx^o^fti-
cienX;quMes ̂ rêcèldlCTt..ll ,;::• •^j:,^,::î'c.:. t;.:::..•:l]:,;[•:.,:: m,; .̂.t' j r^-7 '-,--".•-'. ' .̂ û:;i .̂

Si k est impair et égal à 2À -4- i, ce groupe de coeffi'nîeïï-l^ àispa-raîs"^
sants fait perdre '2/1 variations et introduit h [rinômes abaisseurs de la
prtnïière- ̂ è^pëiEîe^-'dîstiîïcts^ ̂ t^cômpretfàïït1-'^ lesquels ïonï'^fô^més '[î'ar
lesiil^Âïty?ëffîiB^é'î;•ëffeffîcië^ dtepara1ss^nt&,'-lassdcîès^:âu:lco^
les^pÉ'écèd^^111'"^ {il 1 ' : £lrl; - 1 1 ' l l l : l ' l î l l ; l l ' . • l i ï l l l l ' l l • ; " - • • • • - ; l-.•^. ï"•.. : '-^^ ; ; '..ri.:; '.— - 1 ' ' 1 - - • i l i-—- -^ ; ; ; " - - 1 1 J

^ , , 4,4,, En réspnîé, :dânsJ,a,mnldplicMio,p.d.ô^^),p^r^^
passe d 'un tronçon dû multiplicande, unissant .par ,.nn ̂ Q^^^^f^^
dentel lement invariable, au tronçon correspondant do produit , on
n,ei ,gag.jrîe,,jâroais ;tn:c^tê:;varixtion^.:.ïnais Wi^m 'pird yMsiey'cwt^nÀ ̂ de
coupler quitta, ̂ w^ ^ro^^Qn cw2 î<^^
cib^tsseurs de la^ejrlié^e^ ï ï ï

,,.̂ ,.:,̂ ,,.,, ^ ^ ,,.'.,,:,. .^-CBABITjElE VII.,,,,,,':.1:^,::^ ^ ;- . . I G- 1 • , 1 . . , . -—^ - 1 . -
- -"•l1-- i —^ ^ ' : 1 • : : „ —•--^--s1.'. ••:TKO^ÇIdN'''TEKMWAIL.Ï • • " ' Y 1 1 1 ' ; ' " 1 1 1 ::';l''.'ll'l;^\:ll^'l'„i'''.^''l/,^'''

45. Un tronçon terminal ne nous offre évidemment que^ des^ varia-
tions. Lorsque aucun de ses CQefficienIs n'est d ispara issapty l l î le nou^
presërité' auc ufû ''Irih'onie'abaissenrdela'p^
Dan^I^lrôïi^ri'^rres^oridà^n 'toujours 'un îerm'e
de plus, on retrouve juste le même nombre de variations que dans le
tronçon cppsidere.4u,myllipliqan,.d-p.^, .,nr^^ :;-n- ,^;.•\•• l•: ; : lf^ \L11:"'11^1; .c ^ i -^

• A6.1 Pou'r"' ?0 uwr.'ce '•q-tti '''a rrive 1 èrsqulè•l:llll•c:ëlrtâlilns 'eôe'ffîci ë nts ̂ on't 'd i s'-'
paraissants, il faut •^V ̂ i-1 ̂ ùffll l-qlfèill-;nensl'!léÏu<liïûlnll:sl:: s&eessivèmént r'Ïe
cas. ÎO.IT' tô.û^'ÏôS^ô é-ffi ciênitiSl̂ â f̂ I^^NAfe ri^sè nt dïs^àrai'ssfnf^'^ Pè îà
o.ù1 li 1 .î'y ^ Q qml̂ f̂̂ up ë 'lé WtePS^i^fÏ1 lié [ja-tatëèyfiis11^^1 ÏbW-ïnenëèftîytA' '
du tronçon; le cas où un tel groupe ne touôtfolMà^I^pi^i^
ne contient pïis le dernier; le ca3 enfîn où ce groupe ne jouçhe ,^as^k
p reïnîër /' nb^îs ̂ ûritî enÏ 'î ̂  'dernier "te rmie '^^^tron^ n1^ 'ii^ ̂  ̂ i'^ \ "^ " "̂  ̂  '^._ ; ̂

^I^^Steppçayn^jê^âîdcxyuÀw teiS teimès., .sab'fcle 'îpr^îÉiiei^^ô'iert
dispwa&èsâfate^i^âpyy'o^isfAlfâW )̂ ^fif-Lî^r-LGï ;u; tnb'iocj :u^

.Si! À ̂ stsp^if^t.jégal ây^^A^-côeffidwte^di^paa^iesfciitls f^WfprtWi
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^.h variations et introduisent h trinômeç abaisseurs d^ 1̂  ,première
espèce, distincts et comprepantûç , lesquels sont formée par les a À
disparaissants, associés, au terme invariable qui les précède.

Si k est impair et égal à 2/1 + i, les coefficients disparaissants font
perdre ^h variations, et in t roduisenth trinômes abaisseurs de la pre-
mière espèce, distincts et comprenant a, lesquels sont formés par les
SA -4-1 termes disparaissants.

48. Le cas ou il y aurait un groupe de termes disparaissants, tout au
çoîïimencement du tronçon terminal, serait tout à fait analogue à celui
qu'on a .déjà traite, (,35), et donnerait les résultats déjà obtenus,

.11 épierait de même du cas où il y aurait un groupe de termes dis-
paraissants au inilieu du trooçon, c'est-à-dire un groupe de termes
disparaissants qpi ne toufiheraiî; pas le premier ferai) e du tronçon et
qui ne cont iendrai t pas le dernier. Ce cas reviendrait à un cas déjà

.'traité^M)..:,',. ,.,\,..,:, ,,^1 ., ^, , .1,,,'-,,.1. , : , 1 : 1 . ! 1 ' 1 1 : 1 ,1^ ; ! .

49. Supposons, en dernier l i eu , qu9!! y ait un groupe de termes con-
sécutifs disparaissants, tout à fai t à la fin du tronçon, c'est-à-dire un
groupe de termes consécutifs disparaissants ne touchant pas le premier
terme du troaçon, mais comprenant le dernier terme même du multi-
plicande. Soit k le nombre des termes disparaissants cons t i tuan t ce

-'gro'upe,---^'^,'1''1. ; . • ;1..\1•11\:: :; • - - 1 1 ' . , ; : 1 .•, , :.1 , ' 1 ' 1 1 1. 1 , - - 1 . / 1 , , , , . 1 ,
Si À est pair et égal à 2À, ces coefficients disparaissants font perdre

'ih variations et in t roduisent h t r inômes abaisseurs de la première
espèce, distinct comprenant a, lesquels sont formés des ih coef^
fici éûtSî disparai ssa nts, associés au coefficient variable qui les pré-

•cède.. < ' i • i , l ; l : - ^ ' l - , : l - ; 1 . , 1 , : : ^ 1 . • 1 1 1 1 - : ^ • 1 1 ^ ^ , 1 1 ' - 1 . , 1 1 1 1 1 : , i : • l ^ i ^ • - : ' , 1 , ' ^ 1 1 ^ : 1 . , 1 •
Sil^ eat impair et égal à aA — i , les coefficients disparaissants font

perdr^bÀ î variations et ihtrodaisent h trinômes abaisseurs de la pre-
mière espèce, distincts et comprenant a, lesquels sont formés des
s h — i coefficients disparaissants, associés aux deux termes qui les

'^•prérèd^îïtJ11..-1'^11:^ • j ' . ^ r c ' i ' 1 . ; " - . 1 1 ; 1 1 ' . 1 1 1 . , ' : : 1 , , ^ 1 ^ 1 1 1 : 1 , ^ ^ : , ï l . • ; : • ï • l l l ' , l ; : . - . : • l l i , , . 1 1 1 1 . , ; i ^ • , 1 : -

50^ Enjrçsujné, dans la multiplication de f{Qc\ par ^-h a, lorsque
:" i < l' *'". • i, i. jl î ' » t '"î l ( '- "'' '• ', i ,, i ', s î . 1 1 1 ' , ' •i 1 ii ',, "'1 ' : - ' • i , 1 ii. l i . i. V " — 1 1 1 - ' • • '\'{' !' •- { ' f ' - 1 ' •*' •^1 i ' i • l • ri '' ^ .' 1 ï i. 1 ! ''1 1; , ,• ; ^ •W;

r^ du tr'oqçoh terimiinal du jnultiplicande au tronçon çorresppn"
,^â^^[^pr(^ lAi^ çn .lie ga^ne j^ipai^ aucane ̂ Ya^atipn,. m,ai^ on en perd
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:" juste autant de''-couples 'qu^ y à, -dans le' tronçon ter/muai: dit- 'Tmdtipli-
'•àande, de- trinômes abaisseurs de la première espèce, distincts: et-compre-
nant a. i i i ' i i - i : • i • i i • i ' i • '•";1:; "-^ 1 " 1 - 1 1 1 . 1 1 - ' ' : 1 1 : ' " : ; ^ ' 1.. 1 1 " : ' 1 1 ^ . 1 ' 1 • ' " : 1 1 1 1 1 , . 1;1- , : 1 1 • 1 : ^ : , • • • • 1 1 1 ^ / - 1 ^ : 1 • : : - . 1

^^ ; : :1 1 1 - 1 1 1 1 1 1 : • 1 : ' ' l l ' l • l l l l l • • ' l l : : l ' l : l • ' l l : l - / " : ' : l l : ï • : l : l : l l • ; ^ " - - 1 ; : 1 • 1 ; - 1 : 1 1 1 1 ; : ; 1 : 1 1 : • : 1 1 1 11- l • : l - l : l l l l i • l l ! ;

T H É O R È M E FONDAMENTAL., : .: . , :•: , , , .. .^.^ , 1 1 , ,

• ' ' •5l1'. Ainsi.,' pourîes^tf ois1 'espèces dè"'tronço^s: que nous'Tenons d*exa-
1: 'miner,'l 'a'" coïîïîlusiori èst'ia mêîW: ' Leï nombre1 Ces couples de 'vanàtions
perdues"est Juste"égal' ace nombre 'dès'trinôme s ab'cdsseurs de'fa premfêre
espèce, distinctsMcomprenant c^, que Von irowe dans ces tronçons.

• : : : : * :-M"ais,?••d'âprès•'"ce / l lqu'o ln•a vu (30)-, dans les •pôlynô'mes1 complets, ces
îron'ç'on^ étaierii lêè seuls 'à êxarnines'1, ̂ car ce 'so'nt tes seuls 'où le norriïïre

:'des "va-rlatio'ns^ puisse éprouver un clian'gemeat. ^lai's, d'aprfes ce qu'on
a vu aussi (17), les lacunes des polynômes incomplets ne font jamais
gagner^ni perdre, aucune variation. Donc, dans tous lescas, npus.poii-
vons -énoncer ce. théorème fondan^iitaL: .,, , , ,., , ^ ^ • . 1 : - . . . „ . „

'., • . TfîÉon'ÈME' FONDAMENTAL,'1—' LorsqueV} on midiiplie.par'x -4- a, le nombre
• ; m ̂ étanC.podti/, : un 'polynôme entier quelconque f\. a? ).,, ' ordonné par .r̂ y-
•'p^niau^pmssMce^ •clé€roîissanM&liide x:^on''pe^d.^usêe aulant d^-wupt^s

de variations quil y a, dans ce polynôme, de trinômes abaissews^de Ja
^^f^/^il^:1^^^1^^^^ iesîms^ÏlesïCcutFeSf et comprenant le nombee a.

••?li.^:,S2; ^CeMe •T.êiaîion. si: -préci'se-.'.entre'.'Ie.nQffl'bre des^couples de-'yaria-
iTQns'.perduesM-Iem'om.bre'des ''trinôffî^s'ahaisseurs'.du polynôm-e:^(ap),
nous paraî t à la fois loute nouvelle eî. très remarquable. Les consé-

^q^ue.ncos'11. .diverses q^ueir'•,:nous":;enl-;ltireronlâ .îi.ous^mo'ntrerpnt .-qu'elle est
.âiisrf dé., la.:^|Alas-teut6d'€îp<ïrtanÊe.^

.^ïien-t^l1 /donnée-;:, pw wus, au. théoî*èmafdo:nî] l;el^^lJfolrmte l'objet.:- :;- : : ; " " : - :

53. Il est à remarquer que la méthode employée ci-dessus, pour
déterminer le nombre des variations perdues dans la multiplication du

''itèîyîlOîn'e'T^^)11'^ .a.l:l estl:l'poslti'f,l'lpôurraitl,ll;san
i•gràiïae"'lm^diitca(iiC)IÙ,IIJ^
;'gla:glïilllèes':''dlà:nli' la^îritilt^li^tiotf tiÏ'-p'olyn&ïne ̂ {àc] pa^ "îa •différence

Ànn. de l'Éc. Norm. 2° Série. Tome XIÎ. s • ̂
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x — a, où a serait encore positif. On sait depuis longtemps que ce
nombre de variations est toujours impai r ; c'est même sur ce fait qu'on
s'appuie pour démontrer la Règle des signes de Descartes; mais il nous
semble que c'est à cela que se bornent nos connaissances relatives à
ce nombre des variations gagnées. Déterminer la valeur exacte de ce
nombre nous paraît une recherche fort intéressante, à laquelle nous
comptons nous livrer bientôt.

31. Une déterminat ion qui se ra t tache à ces recherches est celle du
nombre des termes disparaissants du polynôme/(.^). Dans le cas de la
mul t ip l i ca t ion par x + a, ce nombre est jus te égal à celui des groupes
de deux coefficients consécutifs, qu i présentent une variation et qu i
sont tels, en valeurs absolues, que le rapport du second au premier soit
j us (e égal au nombre posi lit a.

S'il est des termes disparaissants, il en est d'autres apparaissants
pour ainsi dire. Ce sont les termes du produi t qu i proviennent soit des
termes du mult ipl icande qui précèdent imméd ia t emen t une lacune,
soit du dernier terme du mul t ip l icande . Leur nombre est égal au
nombre des lacunes, plus un .

On pourrait chercher à dé terminer aussi le nombre des terines non
disparaissants de chaque espèce, c'est-à-dire le nombre, des termes du
mult ipl icande qui sont ou variables, ou essent iel lement iavariables, ou
accidentellement invariables.

Toutes ces recherches sont faciles. Nous laissons au lecteur le plaisir
de s'y livrer.

55. Quoi qu ' i l en soit, c'est le propre des théorènies nouveaux, d 'une
part , de permettre de résoudre des problèî'nes déjà posés mais non
encore résolus, de l 'autre, de faire naî t re l'idée de nouveaux pro-
blèmes. Notre théorème fondamental possède ce double avantage.
Nous al lons ind iquer quelques problèmes dont i l fait na î t re l'idée et
dont il donne la solution.
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\ ' '.. ;; :CHAPITRE IX.: :/:' ; 1,, l ; i ; ' , , " " ' ' / ' ! ' ,',

- 1 1 .•• .. - - '- PROBLÈMES DIVERS. 1 1 : ' 1 1 • : • 1- ' • 1:

36. PaOBLÈME I- —Combien perd-on de variations quand< on multiplie
le polynôme f[x) par le binôme x •+- a?

Notre théorème fondamenta l nous donne précisément la solution de
ce problème. Pour l 'appliquer, supposons qu'il s^agisse de multiplier
par oc -+- 4 ̂  polynôme

Ce polynôme contient quatre trinômes abaisseurs de la première
espèce, savoir :

( i ) , , , . , . , .-r8— ^^'^.z;6, , , , - . , , - ^ ,, ; ;, : .
(2,) - ^ , ^ 1 ',-. ^ , , : ,—^-ha^6—4-ï% 1 , . , , 1 1 1 1 . . . • ; , , 1 1 - „ .

(3) ; , - , , 1 ^ 2 ̂ (i--4^-4-1 I.̂  , . :„ ,, ,1 , . ,

(4) ~ ̂ 4-^—5, , . : ^ , : !. . 1 . . ^ ^ ;

qu i ont p o u r limites respectives i et 2, 2 et a, 2 et 3, i el 5. '-
Or le dernier seulement de ces trinômes comprend a, puisque a est

égal a 4 : donc, clans la multiplication p a r ^ + 4 > il se perd juste deux
variat ions. , „ , - ! ^ 1 ^ 1 1 ' , !

Si l'on effectue le produit considéré, on trouve qu'il est égal a
.̂o 4- 3 ̂ 8 _ 3 ̂ i „;_ .̂6 „_ .̂.•> + ^8 ̂ ^ — ^3 — 3 cT2 — .r — "20

el qu ' i l cont ient deux variations de moins que/le multiplicande.
On peut remarquer que ces deux variations se sont perdues, non

seulement sans qu'il se soit formé au produit de lacune nouvel le» mais
quoique la lacune qui existait au multiplicande ait été comblée au
produit. ' ' 11 1 ' 1 1 ' : " 1 ' " 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 - 1 „ . • : , , - , , , , , , . , : 1 1 ^ 1 1 ^ -

57. PROBLÈME II. — Un polynôme j\oc} étant donné, trower les chan-
o-ements qaéprowe le nombre des variations perdues dans la multipli-
cation de ce polynôme par x + a, lorsque a prend successivement toutes
les valeurs, depuis ojusquà 4- ̂  ?
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• D'à près1 notre llié.oïèiïie^fo^dameïital, eeta rêvtëiït.a'tï'ôy'verles clian-
gemenis qu^éprouve le nombre des trinômes abaisseurs de la première
espèce, distincts les uns des autres et comprenant a.

Reprenons pour exemple le polynôme du problème précédent (B6)
et rappelons-nous les limites de ses trinômes abaisseurs.

Lorsque oc varie entre o et i, il n'est compris dans aucun trinôme :
o n ' n e p e r d aucune variation. 1 1 1 1 1 ' 1 ' 1 1 1 1 : 1 ' ; [ 1 1 : .;'1'11 ,1111""1 . 1 1 : l i 1\,:"1 1 ' 1 1 1 1 1 ' 1 1 ; '

Lorsque a est égal à i, il est compris dans le premier et le qua-
trième trinôme : on perd 4 variations.

Il- en est de inême lorsque a varie entre ^^Bt.1^....,'.:...^,.1,,' ,. . , :1,11^
Lorsque a est égal à 21, il' est compris dans tous les trinômes ; mais,

de ces quatre trin0mesy trois seulement sont distincts ; donc on perd
6-variations..1,.; .,., . .^n-, ' h, •v11'; i- —-•.•,1 '" 1 1 1 • 1 1 1 ; . 1 . / 1 . - • 1 1 - 1 1 ; 1 , 1 . ' , i 1 " ' 1 : . [ . , ' r ' ; " 1 - , , . 1 " 1 , 1 : • • • 1 , . - 1

Lorsque •a; varie •.•entre:-2 ;et ^^.-il^est ^coffî'pri^ dans les 'deux .derniers,:
trinômes-: on. per4-:4.v^^^ûa;s.., ,.,::-11,;;. . 1 1 , 1 : 1 :,--, ^ - . • ; 1 1 1 , , ; 1 1 , . 1 ' 1 . : 1 1 : , . 1 . . 1 , . - : • • ; • . . •

C'est^ncore^ce^qniarriv^lorsque-a.ies-t.ég.al.à13:. ^ ,, ' : ^ .̂  - ., -1 .1- j-:-11;.,.,
Q u ^ n d a varie-ds;'3;.à. S^.il /n'est, pi us- conipris que'^dans Jç dernier;-

trinôlnç;:; on^ne^perd-plus'.qne.^ variations.,::,•, .^- i.' :,. . ' ' - l - i i • • . . 1 1 , ' , . ' , - • 1 . :'̂
Enfin, on en perd encore 2 lorsque a est égal à 5.
Pour les valeurs supérieures à 5, le nombre a n'est p lus compr is

dans aucun trinôme : on ne pepd plus aucuBe var ia t ion .

58. PROBLÈME '.-l IL .l'-"';^w^w/^^&^l:,•/im faut-il "yrçndre, la valeur
de a pour que, dans la multiplication de f[x^ par oc 4- a, il se perde un
^o/Tt^/^^^^^'^'y^^^o^^ . l • ; î . . l l : ; • : ' : l nï -.L - 1 1 : 1 : ; : . c 1 - 1 1 1 : . . - 1 ; , , ; - • : • 1 . , ::'•lll,^ ̂  • ! ' : • ' i : i i ' "

'Soit:ii sK •ce11' nômbfe-1 -d'yrin^.11 'D'^pr^' 'notre thêôfèmÊfê" ̂ ûdam-enta!.,' ' ï ^ '
suffît 'de-èliérëllè'r le^lyégi'ôt^èll;nùlî^est•l'le'ô^
scws-delî^prefflièrfâ^spNe'.^dîstAnv^ ••'11— -1^1 -•u-111.,,1: '

• ''Rè^énon^êhe^^ te'l':pl()l^lnôffîè:(51'6'•)?t^Mïlip^
suppa^ôns '(jU^&ri ''démàiildë1 ërrtrë^q^etlës'tîfïiit^^'il'^u't'^^^^^^^^
qu'il se perde 4 variations. Les régions côû'vènyblé^yô^t'^elte^
compr'îâ'dattS'-dëu^ Wrï^Éiës^^JMsge^î^^
I/ atïàtyse '-q'u^ îïfruB1 aWfïs^fâilë^^^'ipôlr^^
-n^u lè^fflb^^re l ' iq^1ilfjy ï^^ IW qiNS'ttôeiï.^^n^^it ̂
1 a ""fê^l b û ̂ qHïï y ̂ tëàâ 'a y^fffô1111'^ iteîlÉItî ve iri^ti't lùèqj'tj^ à1111'1 "^ ̂ ^^emw^ ^
e t îâ rêgion^qûi'^fêtë rit? âéliute •l^l¥^îî^'ffé}^èïSAftnt•'îV§(|Bt:à^
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Eo; /d^utres.lwiBe^ Al -faut et-M suffît, qu&^satiBfaias^. à lâ/dcrebte: ̂ da-
tion. ̂ •.•::. • : , ,,,,; ;• l. l,;, l,,: l;ï.:,: l•, ;,;:. l. ^. l l : l„ï•: '- . ; ; ' i l : ,• , : l , 1 , , 1 1 1 - 1 ••; •1-,.';'':'1' :..;,:: : ! 1 , . • ; . : : . . • 1 1^: : ' - ; I . J ; : Ï ^rj::1^;.^1

, . ,^ , , , , . , , ,^ ,^,^, , iSa<^^, , ,., ,,., ,,,, ,„; ,.,,,'.^,, ,^1; !^ ,,^,, ^^
ou•l'bieBl.à;il:'a:l:do•,uble-relationl':; ; l-:•l l ' ,..',-.:11:' 1 : : - , , 1 1::•: ,:':1,1.:::1 •^...-j1:- !;..,-l^-'\[-•!•;.,i,li

y , 1 . , . : : : 1 . . - . 1 , ;..;!;l- ,,.-..:•: .a.̂ /a .̂â. --:.; ,,,, / ,^: : ,,-, ;̂,j ,.,„ ̂ ^^.K^- •: 1 1

59. PROBLÈME IV. — Quel est le plus grand nombre de 'varialiQns
qif^ on puisse perdre dans la multiplication d'un polynôme donné f [oc} p^r
un binôme de la forme x •+• a?

D'après notre théorème fôndâffîental, Ïe nombre eherelié est îë dôùMe
(lui j)Ius grand nombre des trinômes abaisseurs de •l'a -première "éspetefe,
distincts et compatibles, que ron pmgse trouver dans le poîytôême
donné/(;r). Or, évidemment, pour obtenir ce dernier nombre, il suffit
dô refaire rànàlyse (§7) qui ïious a donné là solution du probfêmë II.

Si nous prenons toujours le même polynôme pour exeîBplê,3 noiis
trouvons que, dans la multi^ic^îiôn de té polynôme pa^utî binôî'rfê de
la forme ^'-î-^,1 il' l lpeut•'se.p lerdrè;'âu :•plus, •6- vaTiationsi''et que,111'pour
qu'il s'en perde ce nombre maximum, il "suffît •de -donner ; à-^11 à valeur1'^.":

: 1 • ] • - • ; 1 - " 1 • 1 1 • > • 1 : 1 : 1 ----CHAPITRE ï^ 1•;-11: -- 1; l l - ^ l i . ^ • l i ! ^ l • l i l ^ m^^ ; !-" i l î l

- 1 . 1 1 - ' ' 1 1 . 1 " • 1 : : 1 1 ..1 •-MEPBÉSEî^ÀTlôNï'^ïtA^HïQUE ,. 8.1

60. Comme nous venons de le voir, grâce ̂  .-not^ê ---tbéorèffî^^io'nxi1^-1

meûlâl, tous leâîpKQblè^es 4yj Çh^pit^ précédent se rawe^ent a diBs
problëme31:su.rl.1•les..tr|^flôme$^b»l^ espèce.•iL^jT^^-^
lut ion de ces dernier^ .problèaie^-^p'âsfri^mgis^ Ell^^e,.
simplifie -be^conp.lorgqu^a,-s'aide 4' nii-^^rt^ia.linod^dç.-r^^^
^7^A^6-,du,,;systeffîÊ:eï deattKintôjnfês.âbaisseyr^.d^nlâ^
q^0:reQ&l?wê,'jol^0ttyIlOp^:e^ ^-•.p1-11,;,— -,-j • ^ t - ^ h , : . - ; ; " . 1 - : ' 1 - .'•. ^^v^n -- ; j" ; , 1 1

,,C^TOode,de.rçpréaentation^a:pliitgu^^
trilaôîneSiâfaaissears.^e.la^çcoftde-e^pèe^^H^p
En dîâl^tre&-ât^rIïîA&î o^ p^^e^^çnig^^ap .
pro^édé^.eftu^premigr.t^bIpaM^
seur&sde^a-preffîièi^^^^pçQfQiiri^W
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un second tableau/le système complet -des trinômes abaisseurs de la
seconde espèce, qui figurent dans le même polynôme. Mais, sous aucun
prétexte, il ne faut jamais mêler, dans un même tableau, des trinômes
des deux espèces.

Afin de fixer les idées, nous supposerons, dans tout ce qui va suivre,
qu'i l s'agisse toujours , et uniquement, de trinômes abaisseurs de la
première espèôe.

61. Soit donc à représenter graphiquement le système des trinômes
abaisseurs de la première espèce figurant dans un polynôme quel-
conque f(^), complet ou incomplet, ordonné par rapport aux puis-
sances décroissantes Ae x, et composé de n termes.

Nous traçons d'abord n — ^ ordonnées verticales, èquidistantes et
pointillées, correspondant respectivement, aux n—2 premiers termes
du polynôme.

Cela fait , considérons l 'une quelconque de ces ordonnées. Si le
terme correspondant du polynôme donné n'est point le premier terme
d'un t r i n ô m e abaisseur de la première espèce, nous laissons cette
ordonnée telle quel le , sans y rien marquer , Si ce terme est, au con-
traire, le premier terme d'un trinôme abaisseur de la première espèce,
nous portons sur cette ordonnée, à pa r t i r d 'un axe horizontal des
abscisses, et en employant une échel le a rb i t ra i re , deux longueurs
représentant les deux limites de ce tr inôme. Les extrémités supérieures
de-ces, longueurs sont deux points, marquant 'ces. limites et que, pour
cette raison, nous nommons points-limiles. Dans le dessin, nous les fai-
sons fort gros. Quand les limites sont égales, les deux points-limites se
confondent en ua seul qiit représente un trinôltee d'amplitude nu lie 5
q'uood-les deux limites sont 'distinctes,'-les p.oi'nts^lmiites.ne1^'1 con-
fondent -pas., 'e l ie trait plein, pa r. • ie quel • n 0 u s11 ̂ les] oi'gno n®, TOprésrate'.
Y amplitude du t rinôme abaisseur eorresponda 1115 de telle façon qme
chaque trinôme abaisseur -est représenté' su^.'l'oi'd'onaéô 'correspondant1

à^on.'.praiTîier.'te^rai.e, ''soif-pair. 1011, grosi point un iquCy Hoit par^n' trait
plein^ reliânti deux gros poi rats* 1--/11 ' , . l l - î l : - ' l . ^ l l i i • l i : i \ \ • • i . . i ^ • i : ^ ^ l'n^.:^

-Nous -opèrone.î^i'fâsi'.'pour -toutes .les 'ordoMéçs^ Nous-wenoo's^rpÂ^.-
tolii'^ Ifôs-poiwis'-tiîWite^.i-dœ ^rfmà^i.pomiÇiTfefe^,1 hûnsMtale^ et,' •pâr'cion-
sé^wt.^ate^&.y'ê-'i/'te^e ^l?^&^à^ï*lll®nfî•ay•laous.itraçoBs^aîl-dle^
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du tableau, formé ,T.axe OX des abscisses; .el^ a la gauche de ce tableau,
un axe1 vertical OY, sur lequel nous marq-uons le's cotes' 'des poïals-
li-inites, c'est-à-dire les cotes :,des horizontales pomlillées. , : :.

fia. En appliquant ce mode •de.représentation aux .trin'ôîiies abais-
seurs de là première espèce du polynôme

jr8 — a^ -+- ?. ̂ IG — 4 ̂ •;> 4- 1 2 .r4 — A-2 -i- '̂ — 5,

nous obtenons le tableau que voici :

63. Si ïious-considérons la régiiûn du diBS&iû^.c^nîptfii.serLdans11, ̂ 'an-
gle XOY,- nous;eons,tatons.que.ceue régiw est-dfvi&ée^ de.'baâleii.lîau't,'1
par les homontaies pointillées, ep un certain a<i>mbre de bandes paral-
lèles. . ; 1. : ' 1 ^ 1 ' : ' 1 1 1 1 . 1 l i l •1:1^ • 1 1 1 1 1 1 :. • 1; 1 i ' 1 1 1 ' ' 1 1 1 : 1 . 1 1 • - : 1 1 : l • l l l l : l : • : • : l • i • — : • i l •' 1 1 1 1 1 1 1 . 1 - 1 ^ 1 ' ' 1 1 1 ' 1 ' 1 1 1 1'1.

Lorsqu'on se ineut horizontalement, de gauche à droite, dans l'ïiité-
rieur d'une de ces bandes, on ne rencontre aucun point"] iroite; mais on
peut rencontrer des traits pleins. Il est à remarquer qm, si F on ren-
contre ainsi dôu^ traits pleins, ces traits pleins ne sont jamais plaGés
sur deux ordonnées consécutives. Les triaôffîes abaisseurs dont ils repré-
sentent l'amplitude sont/pair eonséque^t, des trinômes distincts.

.Lorsqu'on se meul le long d'une horizontale pointillée, on peut ren-
contrer et des traits pleins et des points-limites. Deux de ces traits
pleins ne soBt jamais plaicés sur dea^ ordonnées consécutives; il en
est de même d'un point-limite et d'un trait plein, de telle façoîî qw
les deux trinômes abaîsseursGbsrrespoiidants sont forcémeN. distiiïiets.
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Au contraire, plusieurs points-limites, rencontrés par une même hori-
zonta le pointillée, peuvent être placés sur des ordonnées consécutives
et, par conséquent, peuven t appar tenir à des tr inômes imbriqués.

CHAPITRE XI.

USAGES DE LA REPRÉSENTATION GRAPHIQUE.

64. Pour indiquer la manière d'util iser la représentat ion graphique
que nous venons de fa i re connaître, supposons qu ' i l s'agisse toujours
du polynôme

.r8 — .z17 -h 2 .r0 — 4 'iya + ̂  2 ̂  — '^ •+ ''y — ^j

dont nous avons représenté graphiquement (62) le système des tri-
nômes abaisseurs de la première espèce; et proposons-nous de trouver
dans combien de tr inômes abaisseurs distincts de la première espèce
est compris un nombre donné a.

Sur l'axe OY, à partir de l'origine 0, et avec l'échelle employée,
nous porterons la longueur mesurée par le nombre a'. L'extrémité
supérieure de celte longueur sera un point qui représentera a, et que
nous nommerons le point a.

Par ce points menons menta lement une parallèle à l 'axe OX. II f a u d r a
distinguer deux cas, cette parallèle pouvant : soit tomber entre deux
horizontales point i l lées, soit coïncider avec une de ces horizontales .

Si cette parallèle tombe entre/leux horizontales pointillées, ou bien
el le ne rencontre rien, ou bien elle rencontre des traits pleins. Le
nombre des traits pleins qu'elle rencontre nous donne exactement le
nombre des trinômes abaisseurs de la première espèce, qui com-
prennent a.

Si cette parallèle coïncide avec l 'une des horizontales pointi l lées,
elle peut rencont rer des traits pleins et des gros points. Les traits pleins
correspondent à des trinômes abaisseurs tous distincts, les gros po in ts
correspondent aussi à des trinômes abaisseurs distincts, excepté lors-
qu'i ls se t rouventp lacés sur des ordonnées consécutives. Si l'on ren-
contre une série de gros points placés sur des ordonnées consécutives,
pour obtenir des trinômes distincts, il faut compter, non pas tous les
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gros^oints-'d-e eelte'série^mms^ealeTOenf^ pretriièr,-le/troisième1/le
" cinquième, etc.^-j-u'squ'à1 là-ïïrf'de lîa""série. -Lé1 ' 'nombre 'de^ trinômes
abaisseurs distincts,' ̂ ûmpTeriant'a, estjuste "égal au' -nombre •des traits
pleins et des gros points ainsi comptés que rencontre la parallèle menée
mentalement à l'axe OX par le point a.

65. Ce que l'on Tient de dire ûous ïïloïlfcre nettement de quelle façon,
à l'aide de notre représentation graphique, se peut résoudre le pre-
mier (M) ̂  posés.

, • • ; , Pour résoudre le : second (57), •."no-us, •.n'avons qu'à:::s,:u;pposer que Je
point v, parcoure l'axe OY, en s'élevant de plus en plus à partir de OX
et en emportant avec lui , versie haut , la parallèle menée menta lement
à cet axe OX. Nous pourrons suivre du regard la manière dont varie le
nombre dès trinômes dist incts qui comprennent à.

Le troisième (58) de nos problèmes se résout de lui-même lorsque l'on
suit encore la parallèle "a dans son mouvement ascensionûel. On voit
immédia tement dans quelles régions de OY le point a doit être placé
pour que le nombre des trinômes abaisseurs distincts, comprenant a,
sôitégal à un nombre donné.

La même élude du mouvement ascensionnel du point a et de la
parallèle qu'il entr^îjie nous donne iinniediatement aussi la solution
de noire quatrième problèwe ( 59)7 car è l i ë r i o u s p e r m de trouver,
sans aucune peine, quel est le plus grand nombre des trinômes abais-
seurs de la première espèce, distincts e^ compatibles, que présente le
polynôme donné. ,11'11'1^ "'..'.,. ",1 ' . 1 : 1 1 ' " ' ,1"/:';1 1 ^ 1 ' 1 11^.1,:. ^ ^ ,.''

• : ' l i l l : l : l l : l l l ; l l ; : : ' : ' l l • l " l ' : ' l l ' ^ . ' ' '^ '" '^J^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ :;\::' 1 ' 1 1 1 1 : 1 ' 1 ' , ; \ 1 ' 1 1 1 ' '

APPLICATION A LA RÈGLE DES SIGNES DE DESCARTES.

66. La rëgl^ cies s^^^^ de
tibùs donner iinniédiatemënf me limité supérieure v du ïlombre des
racines^ ponWes (le TêqUàtîôïi 'àl^ébrîque ̂ fÇ^ = o, et une limite supé-
rieure w du nùrribrè '''d^^/ja&tTite-'̂ 1^^^^ âè îà riniénië ëquîrtiori.
' 1 1 Cîoiïl'mè'-orf îè 'saïf, '^'est'11! e1 niô ffî'lÏN "1 a^^vaîi âtîbïi s' 'du" pbl yùôme1 '/(^c),

: 1 1 1 -et ̂ '''ceîtîr dès ̂ anytibH^dtf'^olynÔWè1^
Ann, de l'Éc. Norm. 2e Sérîe. Tome Xïï. S. 4
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que l'on n'a pas besoin, pour obtenir ̂ , de former ce polynôme/^—-.r),
et que les nombres v et w peuvent se déduire tous deux, sans calcul, de
l ' examen du polynôme/(;r).

67. Le seul i nconvén ien t q.ue présentent ces limites v et w, c'est que
d 'ordinai re elles sont trop élevées, il y a grand intérêt à les abaisser.
On a tenté de le faire de bien des façons, notamment en s 'appuyant sur
la. considération des variations qui se perdent dans la multiplication
àef(sc] par x + a. Mais les théorèmes qu'on a ainsi obtenus présentent
ce double défaut : d'abord, de ne pas donner tout l'abaissement que
peut fournir la mu l t i p l i ca t ion par x 4- a; ensuite, de n'être applicables
que quand les coefficients de/"(a?) satisfont à certaines égalités^ c'est-
à-dire de n'être applicables que dans des cas très particuliers, qui ne se
rencontrent pour ainsi dire jamais.

Grâce à l 'étude que nous venons de faire du nombre exact des varia-
t ions perdues dans la mu l t ip l i ca t ion àe.f[x} par x 4- a, nous pouvons
remplacer les théorèmes si défectueux dont nous parlons par des théo-
rèmes nouveaux possédant ce double avantage : d'abord, de donner
lout l 'abaissement qui se peut tirer de la multiplication par ^ + a $
ensui te , d'être applicables dès que quelques coefficients de/[x) satis-
font à certaines inégalités, c'est-à-dire d'être applicables dans des cas
très généraux, qui se rencontrent a chaque instant.

68. Prenant pour point , de^départ ce théorème bien connu : Autant
il se perd de variations dans la multiplication de f[x") par x -{- a, autant
on peut retrancher d'unités à la limite v du nombre des racines positives ^
nous chercherons le plus grand nombre de trinômes abaisseurs de la
première espèce, distincts et compatibles, que présente le premier
membre /(^) de l 'équation donnée.

Soit ô ce nombre. Si l'on donnait à a une valeur numér ique com-
prise dans ces Q tr inômes, lorsqu'on mult ipl ierai t par la somme <r -+- oc,
i l se perdrait 2,9 variations; et, par suite, on pourrait prendre pour
l imi t e supérieure du nombre des racines positives, non plus ^, mais
V — 20.

69. Pour abaisser autant que possible la limite supérieure du nombre
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des racines négatives, on pourrait opérer ^ur le polynôme /(— x} et
chercher le plus grand nombre de trinômes abaisseurs de" la première
espèce, distincts et compatibles, que présente ce nouveau polynôme.
Mais il est inutile de considérer ce polynôme/(— se], car les trinômes
abaisseurs de la première espèce de f[—x} correspondent exactement
aux trinômes abaisseurs de la seconde espèce du polynôme/T^).

Si donc on cherche le plus grand nombre de trinômes abaisseurs de
la seconde espèce, distincts et compatibles, que présente le polynôme
donné /(<r), et que Von appel iez ce nombre, on peut prendre, pour
limite supérieure du nombre des racines négatives, non plus w, mais
W — 2T.

70. Nous pouvons donc énoncer les deux théorèmes suivants :
THÉORÈME I. — Si Von désigne par Q le plus grand nombre de trinômes

abaisseurs de la première espèce, distincts et compatibles, que présente le
polynôme fÇcc), le nombre des racines positives de F équation f{x] = o
est, au plus, égal à v — iG, et, s'il est inférieur à cette limite, c'est d'un
nombre pair.

THÉORÈME II. — Si Von désigne par T le plus grand nombre de tri-
nômes abaisseurs de la seconde espèce, distincts et compatibles, que pré-
sente le polynôme f[x)^ le nombre des racines négatives de l 1 équa-
tion f{x) == o est, au plus, égal à w — 2T, et, s'il est inférieur à cette
limite, c 1 est d9 un nom b '"e pa iî\

71. Nous le répétons, ces deux théorèmes donnent tout l'abais-
sement que l'on peut tirer de la considération des variations perdues
dans la mul t ip l i ca t ion de/(,r) par ^-h-a. Ils nous conduisent immé-
diatement à ce nouveau théorème :

THÉORÈME III. — Le nombre des racines imaginaires de l'équa-
tion f{ûo^) === o, dont m désigne le degré, est au moins égal à
m —- y -4- ^Q — ̂  •+- ai, et, a fortiori, au moins égal à ^Q -h ar.

72. Comme nous l'avons déjà dit, les théorèmes qui précèdent (70)
nous paraissent de la plus haute importance, surtout pour la pratique.
Ils ont cet inappréciable avantage de s'appliquer à chaque instant, les
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t r inômes abaisseurs se présentant cont inue l lement dans les premiers
membres des équations.

73. Pour donner un exemple de leur efficacité, considérons l 'équa-
tion

.yfi — ̂  -j-. ^ ̂  + x3 4- 3 .r2 — 2 .r -+- 5 = o.

Dans cette équa t i on , les q u a t r e nombres v, w, G etr ont pour valeurs
numériques respectives 4? 2, .ss et ï . Il s'ensuit que chacune des diffé-
rences v— 2@, (P — 2T est égale à zéro; el, par conséquent , que cette
équat ion n'a ni racine positive ni racine négative : toutes ses racines
sont imaginaires .

74. Comme nouvelle appl icat ion, considérons l 'équat ion

^m. _ ^m-\ _j_ 3 ̂ .w-2 __ g ̂ -3 _^ g ̂ w-4 _ § ̂ ^-S 4- . . . =: Qy

don t le premier membre est un polynôme complet, sans permanence,
p résen tan t m + i termes, et où la valeur absolue de chaque coefficient
est constamment égale à la somme des valeurs absolues des deux coef-
ficients qui le précèdent. Ce premier membre est une sui te de trinômes
abaisseurs distincts, de la première espèce.-dont les termes moyens ne
sont autre chose que les coefficients de rang pair du polynôme. On
sait, en effet, depuis Cassini, que le carré de chacun de ces coeff ic ients
de rang pair est moindre que le produi t des deux coefficients ent re
lesquels il" se trouve placé.

Cela étant, ces trinômes abaisseurs ont pour limites infér ieures res-
pectives les fractions {, j, |, ...; et pour l imites supérieures respec-
tives les fractions |-, |-, j^1, .... Or, ces fractions limites sont préci-
sément les réduites successives de l ' i r ra t ionnel le ^ (i -h \/5), mise sous
la forme d 'une fraction con t inue . Par conséquent, les l imi tes infé-
rieures de nos trinômes abaisseurs sont toutes moindres que l'irra-
tionnelle - I ( i4- \ /5) ; par conséquent aussi, leurs limites supérieures
dépassent' toutes cette irrationnelle. Donc, cette irrationnelle est com-
prise à la fois dans tous nos trinômes abaisseurs; donc ces trinômes
sont tous compatibles.

Si m est pair et égal à ^p-, le premier membre de l 'équation consi-
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dérée a 2^. variations et ^ trinômes abaisseurs de la première espèce,
dis t incts et compatibles. Donc la différence v — 2 Q est nu l l e ; donc
notre équation n'a aucune racine positive.

Si, au contraire, m est impair et égal h ^a -}- i, le premier membre de
notre équation a 2^ -+-1 variations et |j- trinômes abaisseurs de la pre-
mière espèce, distincts et compatibles. Donc la d i f férence c — a S est
égale à l 'un i té ; donc notre équation a u n e racine posit ive, ni plus ni
moins.

Il est d 'a i l leurs évident que, quel que soit m, cette équat ion n'a
j ama i s de racine négative.

75. Nous pouvons remarquer , en finissant ce Chapitre, que les théo-
rèmes (70), dont nous venons de donner de? appl icat ions, exigent
toujours la dé te rmina t ion des quatre nombres ç% w, 6 et T. Ces quat re
nombres peuvent se déterminer snr/(;r) lui-même, sans calcul et d 'une
manière très facile, surtout si l 'on s'aide de notre mode de représenta-
tion graphique,

76. Lorsque l 'on ne t ient pas à obtenir tout l'abaissement que la
méthode est capable de donner, on peut se borner aux deux théorèmes
suivants dont l'usage, comme l 'énoncé, est d 'une simplicité extrême :

THÉORÈME IV. — Dès que le premier membre d'une équation algébrique
présente un trinôme abaisseur de la première espèce^ la limite supérieure ^
du nombre des racines positives peut être abaissée de deux unités.

THÏÎORÈME V. — Dès que le premier membre d'une équation algébrique
présente un trinôme abaisseur de la seconde espèce^ la limite supérieure w
du nombre des racines négatives peut être abaissée de deux unités.

77. On voit, par tou t ce qui précède, que nous ne faisons usage de
nos tr inômes abaisseurs de la seconde espèce que dans les appl ica t ions
de notre théorème fondamental à la Règle des signes de Descartes. J3i
l'on ne s'occupait point de ces appl icat ions , on pourra i t passer ces tri-
nômes sous silence. Alors on ne parlerait p o i n t d u tou ldes deux espèces
de trinômes : on n'emploierait que nos t r inômes ahaisseurs de la pre-
mière espèce, sous la simple dénominat ion de trinômes abaisseurs.
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78. Lors même que l'on s^occuperaifc des applicat ions de notre théo-
rème fondamental à la Règle des signes de Descartes, on pourrai t se
dispenser de parler de nos trinômes abaisseurs de la seconde espèce.
Pour se passer d'eux, dans l 'évaluation de la l imite supérieure du
nombre des racines négatives, il suffirait de considérer le poly-
nôme^—-.^) et d'opérer sur lui comme on a opéré sur/*^). Mais, à
cel te simplification apparente, on perdrait deux avantages très réels :
le premier , de pouvoir déterminer le nombre T sur le polynôme f[sc)
lu i même; le second, de pouvoir énoncer, comme nous le faisons (76),
notre théorème V-

CHAPITRE XIIi.

T H É O R È M E S DIVEBS.

79. Des deux derniers théorèmes (76) du Chapitre précédent, nous
pouvons conclure immédiatement que : si une équation a toutes ses
racines réelles 9 cette équation ne présente, à son premier membre, aucun
trinôme abaisseur, ni de la première espèce, ni de la seconde.

80. Considérons d'abord une équation qui ait toutes ses racines
réelles et positives. Le premier membre de celte équation est complet
et ne présente que des var ia t ions ; mais trois quelconques, consécutifs,
de ses termes, ne forment jamais un trinôme abaisseur de la première
espèce. Si donc nous appelons L, M, N les valeurs absolues des coeffi-
cients de ces trois termes, nous avons toujours

W>W.

Mais, si M est la somme Sp des produits^? àp de toutes les racines
de l'équation considérée, L est la somme Sp,i des produits p — x à
p — i de ces mêmes racines, et N est la somme S .̂̂  de leurs produits
p -h i àp -h ï . De là ce théorème :

THÉORÈME. — Etant données m quantités réelles et positives quelconques,
si l'on désigne, en générale par Sp la somme des produits p à p de ces
quantités^ on a toujours

b^ > b^-i bp^r
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81. On arriverait absolument aux mêmes conclusions, si Fon étu-
diait âne équation algébrique, de degré quelconque, dont toutes les
racines seraient réelles et négatives.

82. Examinons maintenant le cas d'une équation algébrique de
degré quelconque, dont les racines seraient toutes réelles, mais les
unes positives et les autres négatives,

Le premier membre d'une pareille équa t ion peut présenter des varia-
tions, des permanences et même des lacunes. Considérons-y trois termes
consécutifs, c'est-à-dire trois termes non séparés par des lacunes. Si,
dans ce groupe de trois termes, les coefficients extrêmes sont de signes
contraires, leur produit , qu i est négatif , est forcément moindre que le
carré, toujours positif, du terme moyen. Si les coefficients extrêmes
sont de même signe, le carré du coefficient moyen dépasse encore le
p rodu i t des coefficients extrêmes, car, dans le cas contraire, le groupe
considéré formerait un tr inôme abaisseur, et l 'équation aurai t des
racines imaginaires. En résumé donc, lorsqu'une équation a toutes ses
racines réelles, si l1 on y prend, avec leurs signes^ trois coefficients consé-
cutifs, le carré du coefficient moyen est toujours supérieur au produit des
deux autres.

Nous pouvons déduire de là le théorème suivant :

THÉORÈME. — Etant données m quantités réelles quelconques, si l'on
désigne, en général, par Sp la somme de leurs produits p à p, et que Von
suppose les trois sommes Sp^", S/,, Sp.̂  toutes les trois différentes de zéro,
on a toujours forcément

S^>> Sp-i Sp-{-i.

11 est bien évident que ce théorème est tout a fait général, et que le
théorème qui précède (77) n'en est qu'un cas .particulier.

83. Supposons que l'équation considérée n'ait plus qu'une seule
racine distincte, et que cette racine soit égale à l'unité. L'équation se
réduit à (^ - - ly^^ro ; et ses coefficients, abstraction faite de leurs
signes, ne sont au t r e chose que les coefficients du développement du
binôme. S ïdonc on représente par C^^-i, C/^p, Cjn,p^-\ trois coefficients
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consécutifs de ce développement, on a forcément

f2 '-̂ , f ?
'^ / / t ,p -̂ "'" ^m,p- 1 '-'w,p4-l*

Celte inégalité, d'ailleurs, peut être regardée comme évidente, puis-
qu'elle se r é d u i t à celle-ci :

m — p -4- i m — p
p p-+-i '


