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M É M O I R E
SUR LES

F O N C T I O N S H Y P E R G É O M É T R I Q U E S
D ' O R D R E SUPÉRIEUR ( i ) ,

PAH M. GOURSAT,
P R O F E S S E U R A L A F A C U L T É D E S S C I E N C E S DE T O U L O U S E .

Je m'occupe, dans ce Mémoire, des séries ordonnées suivant les
puissances ascendantes et positives d 'une variable dans lesquelles le
rappor t de deux coefficients consécutifs est une fonction ra t ionne l le
du rang de l 'un d'eux. Après avoir démont ré un théorème sur les équa-
tions linéaires, je montre comment le problème de Riemann , conve-
nablement généralisé, condu i t à des équat ions linéaires don t l ' in té -
grale générale s'exprime au moyen de séries de cette na tu re . Les
analogies entre ces équations et l ' équat ion d'Euler sont r ap idemen t
indiquées, et je termine par quelques mots sur une classe de fonct ions
qui peuvent être rattachées à ces nouvelles fonctions hypergéomé-
triques, de la même manière que la fonction exponent ie l le peut être
rattachée à la série du binôme, et les transcendantes de Bessel et de
Fourier aux fonctions de Gauss.

I.

1. Soit x == a un po in t singulier pour une équation différentielle
linéaire d'ordre m à coefficients uniformes. Toutes les intégrales é t a n t

( i ) Les principaux résultats contenus dans ce travail ont été communiqués à l'Académie
desSciences dans les séances des 27 novembre 1882 et i5 janvier i883.
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supposées régulières dans le voisinage de ce p o i n t , on sa i t , d'après
les t ravaux bien connus de M. Fuchs, que. cette équat ion sera de la
forme

.rfm,,. . /7//2—I -,,.
|(.-"^^4.-P.(..)(.-a)---^^

( -4- I\ {x} [x - ̂ w-2 ̂ ^ + ... + P,/^i W (^ ~ ̂ ) ̂  + P,/, (^ ) r = o,

P ^ , Pa, , . . , P^, é tant homolorphes pour x = a. Je me propose de
généraliser un des théorèmes de M. Fuchs, relat i f aux équa t ions de
celte forme. Pour cela, je recherche d'abord à quelles condi t ions
l 'équat ion ( i ) admet une intégrale holomorphe dans le domaine du
point a, la valeur de cette intégrale et de ses/^ — i premières dérivées
pouvant être prises a rb i t ra i rement pour x === a. Une p a r e i l l e intégrale
équivaut en réalité àp intégrales holomorphes l inéa i remen t distinctes,
Jo j2» • - - ? y/>» telles que le d é t e r m i n a n t

D=:

^-\ri
cix^
dP^y^
clxt^^

dp~\r,
dx^^

d"-\r.
dxi'-1 ri

y-i

y?

soit d i f fé rent de zéro pour x === a. Inversement , si l 'équation ( i )
admet p intégrales holomorphes satisfaisant à celte cond i t i on , on
pourra disposer des/? constafttes X , , )^, . . ., Xy, de façoni que la fonc-
i 'i ri nt ion

ÀiJ ' l 4" ̂ Y i ' •W^

qui est aussi u n e in tégra le de l 'équation (i) prenne, a ins i que ses p— i
premières dérivées, des valeurs données à l'avance pour x == a; car
le déterminant des coe(Ficit*nts dans les équations qui dé te rminent
/^ , X ^ , .. ,, A^ est précisément égal à D. En par t icul ier , on pour ra
disposer de ces/? constantes, de façon à avo i rp in tégra lesYi , Y^, . . . ,Y^,
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î iyant respectivement les formes suivantes :

Y ^ z = i - 4 - ( . r — Œ ) o i ( . r ) ,

¥2== (x — a) [i -4- {se — <^) t?2(^) ]»

Y;, = {x - a)2!:! -4- (^ - a)^{x)},
. * . . . . . . . . . . . . • . . . . . . . . . . . . . . . * ,

Y;, == (^ — Œ)^-1 [i -}- (̂  — a) ̂  (J- )] ,

ï p , , ç?2, . o ., 9p é t an t des fonct ions holomorplies de x p o u r < y = = a. Il
sufTit de prendre successivement pour les constantes X , , X^ • • ' ? ^p (les

quan t i t é s qui satisfont aux p systèmes d ' équa t ions

(Y).=i,

(Y)^o, (^)^.,

œ.=., (^)=,, ('^)=,.»,
\ a.̂ - / ^ \ u,^ y ^

'^=». @)- -. (£ï).= •• '•••"•- ' .
où l'on a posé Y == Xi j , 4-.. .-h-X^j^ et où le sens des symboles
précédents est bien aisé à saisir. On voit que les intégrales nou-
velles Yi , Y^ . . ., Y ,̂ appar t i ennen t respectivement aux exposants
o, i, i, .. . , p — \, dans le domaine du point oc •== a. La ques t ion posée
revient d'aillears à chercher dans quels cas Téqualion ( s ) admet
p intégrales holomorphes pour oc == a et appar t enan t à ces exposants.
En effet, si cette équat ion a d m e t un système d ' intégralesY^ Y^ ..., Y^
de la forme précédente, le déterminant Do relatif à ces fonctions,
est év idemment d i f férent de zéro pou? x === a. 11 suffit de remar-
quer que, q u a n d on fait x •==. a, tous les éléments de la seconde diago-
nale se réduisent respectivement à i, i , 1.2, j .2.3, ..., ?.2...(p — i) ,
tandis que tous les éléments situés au-dessous sont nuls . Le détermi-
nan t se réduit donc à un produit de facteurs, tous différents de zéro.

Remplaçons ma in t enan t y dans le premier membre de réquafson ( ï )
par une série telle que

(2) y=Co4-Ct (^—a)+ ... +C^.t(^-a)^14-C^-a)/ï4-....,
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et voyons dans quel cas il est possible d'obtenir un résultat identique-
ment n u l , quels que soient les p coefficients Co, Ci, . . . ,Cy , - i . Pour
cela, i m a g i n o n s qu 'on a i t développé les coefficients P^ (,r), Pa^)? • • . »
P^(^) en séries ordonnées suivant, les puissances ascendantes de x — a,
et convergentes dans le domaine du point x = a.

î'\(,2-) = A o - 4 - A i ( ^ ' — a ) + ... +A/ , (^— a)^-+- . . .,
P2( . r ) '=B, -+-Bi (^—a)-h . . . 4-B/,(.r—a)Â•4- . . . ,

P/«-/M-I (^ ). -=. Q, 4- Qi (.r -- a) •+- . . . 4- .. .,
P//^M-2 (^) ̂  Ko -+- RI ( ̂  — ^) ~+- Rg (^ — a)':î + • • • ,

P^-(^)=To+Ti(^-^)-+- ... -~hTp-3(^-a)/^-h ...,
P,/,_, ( x) •= Uo + Ui (^ — ^) -4- ... 4- U^_a ( x — ctV^ -i- ...,
P,,, (^)^V,-{-Vi(^~a)4- ... 4- V^(^-a)^ -+-.. . .

Le résu l ta t de la substitution de la série (2) à la place dey dans le
premier membre de l 'équation ( i ) sera, en n'écrivant que les /? -— i
premières puissances de oc — a dont nous avons seulement besoin,

GoVo
4- (Go Vi -t- CiVo-h CiUo) (.z- ~ a)
4- ( CoVs 4- Ci Vi 4- Ça Vo -4-- 2 Cg Uo -1- Ci Ui -h 2 C, To ) ( ̂  - a )2

-h- [CoV,,_i 4- CiV^ 4-. . .4- C^-iVo

4- Ci U^-2 4~ 2 Câ U^^3 4-. . . 4- (p — l ) Cp^i Uo
4- aC^l-. . . -h- (p - l)Cp — 2)C^ To

4-1.2 ... ( /^—I^^Qo]^"^)7"-1 ;

jereinarque queles^ premiers coefficients Co, C,, ..^ C^, entrent seuls
dans le résultat. Écrivons que ce résultat est ident iquement nu l , quels
que soient ces coefficients. En prenant d'abord le terme constant , on a
d'abord la première condi t ion

Vo=o;

puis, portant cette valeur dans le coefficient de œ — a, on a les deux
nouvelles conditions

Vi=o, Uo=o.
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En continuant ainsi de proche en proche, on voit f inalement que toutes
les quanti tés

v v v
' 0 ? ' 1 5 • - - » y p—î î

Uo, Ui, ...,V^-,,
T T TJ. o ) -1 î ? • " • î s- p—3 ?

RO, RI,

Qo
doivent être nulles. Il en résulte que Q//^^) contiendra en facteur
[^ — ay, ÇL-i(^) contiendra {x •— af"'^ ... ; on pourra diviser
tous les termes de l'équation ( î ) par le facteur commun [x — a^y et
l'on en conclut que toute équation répondant à la question est de la
forme

(^_^/^^^Q,(^)(.z._^)^^i^^4- ...
/ Q \ J

l d^1 y dp v
+(^-^)Q/^p-i(^0^^+Q^-^(^)^+-'+Q/^

Qn Qa» • • • » QM étant des fonctions holomorphes de x dans le domaine
du point a.

2. Nous allons maintenant démontrer la proposition réciproque, que
l'on doit énoncer ainsi :

THÉORÈME I. — Toute équation de la forme (3) admet une intégrale
liolomorphe dans le domaine du point n, [a valeur de cette intégrale et
de ses p —• î premières dérivées pouvant être prises arbitrairement pour
x = a, pourvu que l'équation

ç(r)== {r—p) .. . (r—zn+'i)
(4.) —QiW{r—p) ... (r- . /n+a)—... —Q.m-p{a)=o

n'admette pour racine aucun nombre entier positif supérieur àp — î .
Il suffit pour cela d'employer un procédé tout à fait semblable à

celui que l'on emploie pour démontrer la proposition analogue dans le
cas dep == î (1).

( î ) Voir, par exemple, le travail de M. Tannery dans les Annales de l'École Normale,
t. IV, ̂  série, p. i58 et suiv-

Ann. de VJLc. Normale. 2e Série. Tome XIL -- AOUT • î 883. 3+
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J'écris l'équation (3) sous la forme suivante :
) //W y ^î/n~i y /7/? y

c - ̂  & - Ql(^ (d;-")'"-^-1 ̂  -— Q—^
(3 6à) ' = Ri(^) (^ - ̂ "-̂ l̂ ' + Î ) (^ - û!)"i-p-I ES +•••

c^ y (^—1 y
^ ̂  « a)R/^ (^) ̂  + R..̂ -M (^) ̂ rr +... ̂  R,/, (^)j,

en faisant
0/ (^ )—Q,(a)R,(.r) =: " / v \——-^——, pour <-=:!, 2, ..., w—p,iZ* '— d

et
R/(a?) == Qt(^), pour i-==.m—p-+-i, . . . y m—i, 771.

Les fonctions B^ sont évidemnient, comme les fonctions Q,, holo-
morphes dans le domaine du point x === a. Nous allons chercher à
satisfaire à l 'équation (3 bis) en mettant à la place dej une série de la
forme

Co+Cl(.y—a)4-C2(^--a)2-+-. . .+-C/,(^—a) / t••+.. . .

Si l'on substitue à la place dey la série précédente et qu'on égale les
coefficients de [x — a)^"1"1 dans les deux membres [k désignant un
nombre entier positif égal ou supérieur à/? — i), on abouti t à Féqua-
lion

(5)

, ^ / C 4 - I ) A - ^ / C - — I ; . . . ^ / C — p - t - 2 ;,/ (7c 4- l) k (A- — i). . . (A- —p 4- 2)
) x[(/c—p+i)...(A--~ W-+-2)— (/c—/; 4- î )...(/c ~-/n4- 3) Qi (a)—...
) —(^ —7^ 4-i) Q,/,_p.»i(^) — Q//z-/,(<^)JC/,4
.\ == A/,o C/^ 4" A/.:! C/,-i -4- ... + A/^ Go,

les A étant formés au moyen de quanti tés numériques et des coeffi-
cients des développements des fonctions Kf(^) suivant les puissances
ascendantes de x — a par les seules opérations d 'addition et de multi-
plication. Je remarque que le coefficient de C^i ne sera nul pour au-
cune valeur entière et positive de k supérieure à p — 2, car la quan t i t é
entre parenthèses n'est aut re chose que la fonction <p(r) où l'on a changé
r en k -h î, et que par hypothèse aucune racine de l 'équation cp (r) == o
n'est un nombre entier supérieur à j9— î . Si l'on fait successivement
/ c = = = / ; — [ , k=p, A = = p - h i , . . . , on déterminera de proche en
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proche tous les coefficients C/,, Cp.^, et les •, suivants, au moyen <les
p premiers que Fon peut prendre arbitrairement, et l'on formera une
série q u i , mise à la place de y dans l'équation (3bis ) rendra i t les deux
membres identiques. Il reste à prouver que celte série est convergente,
quelles que soient les valeurs attribuées aux p premiers cofficients Co,
r r .^i » • • * » v^—i -

Pour cela, nous la comparerons à une autre série dont il sera plus
aisé de reconnaî t re la convergence et qui satisfera à une équa t ion ana-
logue à l 'équation (3 bis).

I ^fm—i ^ /7//Î—2 -. ^fp -

' ̂ x -a)'-'-1 ̂  +-y2(" - a)w"p'2 ̂  •+• • • +y— ̂
„, M, , ^^-^ , M, , ^ . . d ^ z ,(x—aV^y -,——'~ + ———— (x•—aYn~f)-ï

1 ' • // Vt//f""l. .-yi /» ' /,^ , ^ •—0 ' / ^r^""1 . x — a ' f cix^-1
\ o ) { i — ——— - i — ———

/• /•

4.,^^ ^_^f / /Lr^ M-^ f^^^.. . ; M-
.r — a dx^ x — a dx^^ > x — a

T __ _____• ir ^_ .________ r __ _,_______

Dans cette équation, Mo Ma, ..., M,^ représentent les modules
maxima des fonctions B.,, Ba, ,.., R/^ dans le domaine du po in t a, r i e
rayon de ce domaine , ety^j^, ...,y/ro-/, des constantes positives as-
sujetties à la seule condit ion que le premier membre de l 'équation

^( / • ) •== (r —p -4- i).. .(r — m.-+- 3)ji

-4-(/ '—^4-i). . .(r—w4-4)./-2-+-- •-+ (r—/?-4-1)7^-^-1 4'r/,,-j.==o

soil positif pour toute valeur positive de r supérieure à p — -i.
Je démontrera i d'abord que l 'équation (6) admet comme intégrale

une série à coefficients positifs et convergents dans les environs du
point ûo-= a,

00

(7) ^^^.^A^^—^)^
o ! , . , , •<»

les? coefficients ^o, g^ ...,^~i étant des nombres positifs que l'on
peut prendre arbitrairement. Si, en effet, on substitue cette série a la
place de z dans l'équation (6) mult ipl iée par i — —:— et que l'on• .a? — a

r
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égale les coefficients de {x — a)^4-1, on trouve la relation

: (Â-+l )À-(Â-~l ) . . . (Â ' - /?+3)[ (^;-^+i)..,(Â.-/n-4-3)jY

+ ( k - p -̂  i ) . . . ( 7c — m + 4 )j2+... 4- y.,,-^/^ i

=^p(/c-i)...(Â-~w+2)^4-M,VA-(Â'~i) 4-Ma) +...

4-Â-(Â—i)...(Â-^+i)^^ + M/,^VÂ-(Â~i)...(Â-^+2)M/^^1

+(Â--T)(/C~2)...(Â--/^-2)M^,.^+2^7,»^-(Â-—2)...(Â--/J+2)M//,^^^^

•+- ( À- — p -+- 2 ) M^-.i ̂ A-p4-2 4- M//,, gfc-p+\.

Le coefficient de g^ n'étant nul pour aucune valeur entière et posi-
tive àek supérieure àp — 2, on pourra calculer de proche en proche
tous les coefficients au moyen desp premiers go, g\, .. , gp^^ La re-
lat ion (8) peut s'écrire

^4-1 == A^/, +B^7,-i -{-...+ L^-.-p+t,

A, B, C, ..., L étant des fonctions rationnelles de k dont la première a
pour limitel^-^— et dont toutes les autres ont zéro pour l imi te . Po-

sons ̂ ^ == ^, et soit
h, •= ̂  x r, ;

la série (7) devient
w

s^^/^x^,
0

les coefficients A étant liés par la relation

(9) ^/M-I ̂  ArÀ/,+ Br2^! -+-.. .+ LrPh/^p^

Prenons un nombre n assez grand pour que, pour tou te valeur de k
supérieure à n, la somme Ar+ B^+... + Lr^ soit comprise entre
Vi -4~Mi/' , i . ./, , , . • \—.;—— et un nombre positit l supérieur a ce dernier et par suite su-j *
périeur à l'unité. Soit H la plus grande des valeurs absolues des coeffi-
cients Aoy À, , * . . , h^ L'équation (9) montre que l'on aura successive-
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À^<m,
A^2<^H,

7^<^ïî,

La série (7) sera donc convergente, pourvu que le module de / :
/'

soit plus petit que l'unité. Comme on peut prendre / aussi rapproché
qu^on le veut de >rl——L/- ? on voit que cette série sera convergente t an t

j *
'V /*que le module de x — a sera plus petit que •' ^ et cela quelles

que soient les valeurs que l'on ait prises pour les p coefficients g"o,
g ^ - ^ g p - ^ '

Si maintenant on substitue la même série ( 7 ) 0 la place de z dans
l'équation (6) et qu'on égalç les coefficients de [x —- a)^"^ dans les
deux membres, on aboutit à la relation

(Â-+T)Â\ . .(A-—j?+3)[ ( /c—jj+ï) . . .(Â---m4-3)yi
(10) + (Â-—^4-x). . .(À'—W4-4)j2-i-- • .-^-Jw-^^oyÂ-+-l

== BÂ-O^A- -i- B/ci ̂ /,-i +... 4- B/,^0»

les quant i tés positives BA^ étant formées avec les quantités positives M
comme les quantités A/^ de l 'équation (5) le sont avec les coefficients
des développements des fonctions R^(^) suivant les puissances ascen-
dantes de x — a. Il suit de là qu'on a, en général, BA, > modA/^. Si,
en outre, g ' o , g^ — . » gp-i sont positifs, il en sera de même de tous les
coefficients suivants gp, ^-n, .... Si l'on compare les équations (5 ) et
(ro) , on reconnaît de suile qu'à partir d'une certaine limite t le coeffi-
cient de C^H est toujours supérieur au coefficient de gi,^. Si donc, pour
k inférieur à t, on a constamment modC^<<^, cette inégalité subsis-
tera pour toute valeur de k supérieure à t.

Des équat ions ( Ô ) et (10) on tire

C/, •==- .1̂ 0 Co 4- ^/ci Ci 4-. . . -h .A>/,,p-i Cp^
gj, = ̂ /,o^o •+• ^/ci^i + . . . -4- ̂ ,p-i§'p-i,

les quant i tés A et ^ étant indépendantes des quantités C et g-, et les
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q u a n t i t é s •ijl é t a n t essen t ie l lement positives. Soit (JL le module maxi-
mum des quant i tés <A^» pour k<t, i<.p — i, et alL le modu le m i n i m u m
de la somme

lUu.o -4- ̂ lu-i -4-...-+- ̂ /c,p-i

pour les valeurs de k inférieures à i; aucune des q u a n t i t é s cA, et KI) ne
pourra être nul le . Soit, de plus, e le modu le m a x i m u m des q u a n t i t é s
C < > » C i , ..., C^_i. 11 suffira de prendre tous les coefficients g'^ g^ ...,

. -.' (A <^é^-i supérieurs à la quan t i t é p1-^ pour que l ' inéga l i t é

modC/,<^,

soit vérifiée pour toute valeur de k infér ieure à t e t , par suite, pour
toute valeur de k. II est donc établ i qu'il existe une série convergenhî
dans les environs du point a et qui satisfait à Féquat ion (3), les p pre-
mieps coefficients de cette série pouvant être pris a r b i t r a i r e m e n t ; c'est
précisément ce qu'il s'agissait de démontrer.

Remarque. — L'équation d é t e r m i n a n t e f o n d a m e n t a l e re la t ive au
point crit ique x==a sera

/•(/•-- i ) . . . ( / • —/? -\- i ) ( /• — p ' ) . . . (r — m + i )',
— Qi W (/•—/)). .. (/•— m -h a) -.- ... — Q^ (a) =: o.

Elle admet comme racines les nombres entiers o, 1 ,2 , . . . , p — i et
en outre les racines de l 'équation y( r ) == o. La démonstration du théo-
rème précédent suppose qu 'aucune de ces racines n'est un nombre
entier supérieur à / ? — i, ce qui est bien d'accord avec la théorie géné-
rale et avec une remarque faite plus haut .

Le théorème précédent donne, comme cas particuliers, les théorèmes
fondamentaux de M. Fuchs; il suffî t de .faire successivement p = m,
p =-= i, pour avoir ces deux propositions qui con t i ennen t toute la théo-
rie des équa t ions à intégrales régulières.

3. Lorsque l 'équation déterminante fondamenta le relative à un point
critique admet un groupe dep racines telles que les différences de deux
d'entre elles soient des nombres entiers, il y correspond un groupe de
p intégrales, qui contiennent en général des logarithmes. Comme cas
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particulier, il peut arriver que tous les logarithmes disparaissent. Le
théorème précédent fournit un moyen commode de reconnaî t re les cas
où cette circonstance se présente, lorsque les racines du groupe en
question forment une progression a r i t h m é t i q u e dont la raison est
l 'uni té telle que

r, /• 4- t , r -h- 2, . .., r -4-/) — i.

Si, en effet, on fait la transformation

y=^x—aYz,

l 'équat ion déterminante de la transformée en z admettra le groupe de
racines

0, 1, 2 , . . . , p — 1,

et la nouvelle équation devra être de la forme (3) pour que tous les
logarithmes disparaissent.

Les autres cas peuvent se ramènera celui-là; on sait d'abord que si
deux racines du groupe sont égales, il y aura toujours au. moins une
intégrale contenant un logarithme. Imaginons que les racines du
groupe, rangées par ordre de grandeur croissante, soient

r, r-4-ai, /• -+- ag, . . . , r -+- a?,

a,, ag, ..., y.p étant des nombres entiers positifs et croissants. Si l'on
forme l 'équation linéaire admet tan t comme intégrales toutes les inté-
grales de l 'équation proposée et en outre les fonctions

(^-^y-^ ..., (^^-ay-^-1, (^-4-ay-^4-1, ..., (^-.ay-^r--1, ,

la nouvelle équation en z devra admettre un groupe d'intégrales appar-
tenant respectivement aux exposants

r, r-4-i, . . . , r - 4 - ^ — i , r -+- 0^,

et Pon pourra lui appliquer la méthode précédente. Pour la formation
de l 'équation en z, on commencera par former une équation en Y ad-
met tant comme intégrales les fonctions

(^a)^, .. . , (.r-ay^-1, (^-a)7-^, ..., (^—ay^r-1,

et l'on cherchera ensuite l'équation linéaire qui admet les intégrales
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<le l ' équa t ion proposée et de celte nouvelle équation. Pour cette der-
nière questloo, je renverrai au Mémoire de M. Appell publ ié dans les
Annales de FÉcole Normale ( année 1881). On peut aussi opérer de la
manière suivante.

Soit l 'équation l inéaire
? (y) ̂  °

et soient s^ z^ , . . . , z^ q fonctions connues de x. Considérons Féqua-
lion

^(y)=:C,cp(^)+C^(-)-+...+C^(^),

où l'on regarde G ) , Ça, < . . , C^ comme des constantes arbitraires. Cette
équation admet évidemment comme intégrales toutes les intégrales de
l 'équation <p(y)== o, et en outre les q fonctions z^ z^ ..., Zq. Pour
obtenir l 'équation cherchée, il suffira de différentier q fois les deux
membres de la relation précédente et d'éliminer les q constantes arbi-
t ra i res en t r e ces q 4- i relations.

IL

4. Etant données";?^ — i quanti tés constantes

^l) ^2» - • • •) Clfi-iï ^'//î

bi, b.^ .. ., ^-.i,

telles qu'aucune des quantités
n—i n

bi, bi—bi^ a,—a/^ ^ bf— y a,
/•=! i ^ l

uesoi t un nombre entier, je me propose de montrer qu'il existe une
l'onction mult i forme de la variable <r, jouissant des propriétés sui-
vantes. Enire n-h i déterminations delà fonction il existe une rela t ion
linéaire et homogène à coefficients constants. Chaque branche de la
fonction est holomorphe pour toute valeur àex différente deo , i, co .
Dans le voisinage du point x = Oy on a les n déterminations linéaire-
ment indépendantes

Pi(^), .z^MM^ ..., ^"^P.^),



FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES D'ORDRE SUPÉRIEl'R. ^3

PÎ, Pas, ..., P^ é t an t hoiomorplîes pour x==o. Dans le d o m a i n e du
p o i n t x= r , on a les n d é t e rmina t ions l inéa i rement i n d é p e n d a n t e s

Q , ( y« \ r& ( y\ n /• ,r'\ r r y. v/i-'-//.-,+., .-^&„-„l~-c/t-~//-•]•--• ••-^M r^ r - r i1 \, "- ) l Y. 2 V'1-' ; » • • • 5 V /&— 1 V^ J 9 \ l —— 1<- J " " Y /Z \ ̂  .) •>

Q i ? Q^? - • • ? Q/z étant holoiaorphes dans le domaine de ce point» Enfm^
—/== x» , on a les n déterîïsinalions l inéa i rement i n d é p e n -pour x

dan tes
.^Rir.^), ^^R,(^), . . . , ^'"R,^^),

R i , R^, ..., B.,, dés ignant des fonclions hoiomorplîes dans le voisinage
du p o i n t crit ique ̂  == o. Nous allons reconnaî t re que , sous les restric--
lions admises, il exis te effect ivement une fonct ion m u l t i f o r m e j reisi-
p l issantces condit ions et que cette fonclion est ent ièreinenfc d é t e r m i -
née à n facteurs constants près, c'est-à-dire que , si Fs, Fa, ..., F^
désignent n branches l i néa i r emen t i ndépendan te s d 'une pare i l le fonc-
tion, toute autre d é t e r m i n a t i o n s'exprime par des formules l inéaires
et homogènes à coefficients constants au moyen de ces n branches.
Cela revient à déitiontrer que f o u l e fonction y remplissant ces condi-
tions satisfait à une équa t ion l inéai re qu i est complètement délenninée,
Si l 'on désigne tou jours p a r F ^ , Fa, . . . , F,/, les n détermmalions linéai-
rement indépendantes, foule au t re d é t e r m i n a t i o n satisfait é v i d e m m e n t
à l ' équa t ion l inéaire

(n)

cl'^Y
dx111

c^F,
dx^

^F.
cix"'

dtt-\y

^H-l

â^Fi
cix'1-1

^-1F,
dx^^

dy
dx
av,
dx

dl^,
dx

y

F

FA ,

"(^•-_ï)^-^-^^:o.

d^ vLe coefficient de —L serad'y111dx11'

_-_ ^J F
c/^-1 ' ' ' dx 1
d^1^ ^ d¥_, p

vA-.+'i^ll
X^ 2 (^—l)^^^^.

d^-^n clFn
F.d^1-1 " ' dx

Ami. de i ' E c . Kormalf. ^ Série. Tome XIL — AorT i883. 35
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Ce coefficient ne peut éprouver de d i scon t inu i té qu 'aux points o, i ,
oc . Etudions la forme de ce coefficient dans le voisinage du. point
x = o. Comme le d é t e r m i n a n t précédent est s implement mul t ip l ié par
un facteur constant quand on remplace les éléments d 'un système fon-
damental par ceux d'un autre système fondamenta l , on peut supposer
que Fi, Fa, ..., F/; désignent les n déterminations dont il a été ques-
t ion au début. On reconnaî t alors immédiatement que ce coefficient
est de la forme

x^^^x),

9i (.r) é t an tho lomorphe pour x = o. Dans le voisinage du po in t a?== i ,
on trouve de même que ce coefficient peut s'écrire

( ,y-- l)o2(^) ,

y^) étan t holomorphe pour x == i. Le coefficient —^ est donc de la
forme

^"-^(.y— i)<îî( . r) ,

^{x) é tant une fonction ho lomorphe de oc dans t o u t e l ' é tendue du
plan. Pour achever de déterminer ce c o e f f i c i e n t , il suffira de Fétudier
dans le voisinage du point x == -^ = oo . Pour cela, supposons que F,,
Fa, ..., F/, désignent respect ivement les n brandies

on voit de sui te que, dans le voisinage du p o i n t x = o, ce coeff ic ient
peut s'écrire

ns le voisinage du p o i n t x ' --

(r _ /y»/\ ï-a.—ï^H-n,̂-̂  __) ^),
JL /

^(^) é tan t h o l o m o r p h e pour^ = o. On devra donc avoir

< ï>(^)=^(^) ,

^(.r') é tan t aussi l iolomorphe pour^== o. D'où il suit que <ï[x} ne
peut êire qu'une quan t i t é constante, et le coefficient de €-1^ est, à un

Ui-V
facteur constant près d i f fé ren t de zéro, x^ {x — i).

En é tud ian t la forme du coefficient de c—~ dans le voisinage de cha-



FONCTIONS HYPERGÉOMÉTHTQUES D'ORDRE SUPÉRIEUR. 275

cun des po in ts o, i, co , on reconnaît de même que, dans le voisinage
du point ^==0 , on peut l 'écrire ccP-1^^), y(^) étant ho lomorphe
pour .r= o, qu ' i l est holomorphe pour x=i, e tque, pour^==-^ ==oo ,

iZ*

on peut l'écrire ^(^/). Qe coefficient est donc égal au produit de
^-i parmi binôme du premier degré en.r. Enfin on trouve de même
que le coefficient de y est constant.

En résumé, l 'équation (i ï ) aura la forme suivante :

^ ̂ ~1^ + (^G)^-2^ + (C^ -D)^-g3 +...
/ ï
[ + (H^~K)^g+(L . . -M)^+Ny=o ,

A, B, C, D, ,. .5 L, M, N étant ^n — ï constantes.

5. Pour déterminer ces constantes, je m'appuierai sur les remar-
ques suivantes. Toute fonction qui, dans ie voisinage d 'un point a,
peut se mettre sous la forme {x — a)^^), y(^) étant holomorphe
poora? ==a, appar t i en t au moins à l 'exposant a, mais peut appartenir
à un exposant supérieur a a; c'est ce qui arrivera .si y (a) •== o. Il suit
de là que la somme des racines de l 'équation fondamentale détermi-
n a n t e de l 'équation (x ï bis} relative au point oc = o sera égale à

n—i
n — ï — y ^^-4-. ̂

i = l

X é tant un nombre entier posit if qui ne peut être n u l que dans le cas
où ces racines sont respectivement

o, i — ô i , i — ^ , . . . , i—^-i.

De même la somme des racines de l 'équation fondamentale déter-
minante relative au point x = x? devra être égale à

^a/-+- [^
1=1

(^ étant un nombre entier positif qui ne peut être nu l que si ces racines
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ont précisément les valeurs

Oi, (^2, . . ., a^.

Dans le voisinage du point . r==i , l ' équa t ion (11 bis) doil admet t re
ri — i intégrales ho lomorphes . L'équation déterminante correspon-
d a n t e doit donc a d m e t t r e n •— i racines entières, toutes distinctes. La
somme de ces racines entières aura la p lus pet i te valeur lorsque ces
racines seront o, i, a, . . . , n— 2. La s o m m e de toutes les racines
sera d o n c égale à

V z Y ( n - ~ - i ) ( n — 2 )L01^1^ —ï——4-vy
1=1 Z -= 1

v é t a n t u n nombre entier p o s i t i f - q u i ne peut ê t re nu l que si, ces racines
sont. préc isément

o, i , ^ . . . , ^ , — 2 , y b,—y cii.
Cela- posé, la formule générale

\r^\ r' - ^ (^- I ) (P—I. )T / "-r- y / -— —————————-———" f^ z^
où p désigne le nombre des points cri t iques a distance finie, d o n n e .
dans te cas présent,

„ , ̂  -— i ) ( n -- 9. ) . //, (! ii — i )i t —. j + /. ^_ ^ ^._.^ Y ^. _„ ,̂  4.. ̂  ^ „„.,„ X ^ _,i,.,, ï:————i———L 4_ y :̂ :; —————i,
Là Là ' LJ. Zj ^ ^

c'est-à-dire
X 4- (-'.+'/ -= o'y

e t , par conséqueot,

Les racines des diverses équations fondamenta les devront donc avoir
les va leurs écriles plus h a u t .

Posons
r ( r—i-4- b,i) ( / • — ï - 4 - b^). ..(r-.i-{- ^z-i) =-<?(/•),
( / •+ai ) (^- l -^) . . .•-h(/--i-" aj =:^(r).

Nous déterminerons A ^ B, ,C, . :,.., M, N par les équat ions suivante^
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qui devront se réduire h des identités

( 7 ' ( r—-i ) . . . ( / • — /i 4- i) 4- B / ' ( r — ï ^ . . . ( r — ^ -h a"? -h... -4- Mr:=- ' ^ ( r ? ,
( i ^ ) \ ' * h '

• • ( /•(^_i)...(/._ n 4- i) -4- Ar(r—!) . . . ( / • — ^ -r-2)-i-...— Lr 4 - N = ^ ( / - i ,

car le premier membre de la première de ces équat ions n'est autre que
le premier membre de l 'équation déterminante relative au point , x=o,
et le premier membre de la seconde est égal au premier membre de
l 'équation déterminante relative au point .r==.x), où l'on a u r a i t
changé ren — r. On déduit de ces identités les valeurs des coefticients
inconnus sans aucune ambiguïté. Désignons d 'une manière générale
parP^ la somme des produits^' à j des i premiers nombres entiers; la
première de nos équations peut s'écrire

/...̂ TB-!!!7^^

=:/•^-4-Sl / •"~- l+S27• /^ 2+. . .+S/^/-4-S/,,

S,, Sa, . . . , Sn é t an t des f o n c t i o n s connues de ^ i , b^, . . . , &/,-!. On en
d é d u i l successivement les valeurs des coefficients B, 1), . . . , K , 'M :

., si { / s — ï ) v^,
^=—-^— ^j^-""^—^

I) = y (ï - ̂ ) ( ï - ̂ ) + B^- - ̂ -i.

• Les valeurs de A, C, . . . ^ N se déduisei i l (le la seconde des éqim-
lions (12 ) . On c^, par e x e m p l e ,

YI / î (n—: i )
A = > a, 4- ————— •

'S^'

Les coefficients de l ' équal ion ( 1 2 bis} élant déterminés de cette fa-
çon, il est aisé de s'assurer que les intégrales de cette équat ion satis-
f o n t bien aux conditions énoncées. Cela est évident pour les po in i s
singuliers o et oc . L'équation dé terminante relative au point x == i
sera

, ;.(,.^ï),, . ( / •—- il 4-1) - l - / • ( / • — l ) . . l . ( / • — ^ • 4 - 2 ) (A."-Il)=:o:
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e l le a d m e t les n — i racines o, i, 2, ..., n — 2, et en outre la rac ine
// — r 4-B — A, c'est-à-dire, d'après les va leurs t rouvées pour ces coef-
ticients, Sb^ — 2a^ Le théorème démont ré au début de ce t ravai l nous
apprend d'ailleurs que , pourvu que 2&/ — 2a^ ne soit pas un nombre
entier , l 'équation ( ï r bis} admet n—i intégrales holomorphes dans
le domaine du point x == i, et une intégrale appa r t enan t à l ' exposant
Ib^— 2a^

Je remarque en passant que ce théorème, combiné avec la remarque
précédente , relative aux exposants de d i scon t inu i t é , au ra i t pu faire
découvr i r immédia tement la forme de l ' équa t ion (i i bis).

Si l'on ùnln== 2, on retrouve l 'équation d 'Euler , comme on deva i t
s'y a t tendre . Si l 'on prend n ==3, on a b o u t i t à l ' équa t ion suivante d u
trois ième ordre :

( î3)
d^ y c/1 'v

^ ( ^ — l ) ̂  4-[(3 •+•01 4-02+03)^— (J4- ^-1- b^\Xj^

4- [( î 4- Oi 4- Oa ~"t'~ ^2 + a\ (Z2"+• a•2 a'À^~ al a3) x — ^1 ^21 --T-. 4- Oi Og a^y ==• o.
Cl'iï!

Les constantes qui entrent dans l ' équa t ion (î î bis} sont en nombre
.2 n — j , précisément égal au nombre des quant i tés a et b. -L^équa-
t ion(n bis) est donc la plus générale de cette forme. Il n'en r é su l t e
pas que toute équation de cette forme admette un système d ' intégrales
jouissant des propriétés énoncées plus haut . Mais, pour qu' i l en & o i l
ainsi, ces coefficients ne doivent satisfaire à aucune relation d'égali té.
Ils doivent seulement satisfaire à certaines relations d^négalité, q u i
expriment qu'aucun des nombres b^ b^ — b/^ ai — a/,, 2^-— 2a; n'est
égal à un nombre entier.

6. Nous allons ma in tenan t chercher la forme des intégrales de cette
équation dans le voisinage de l'origine. Je cherche d'abord la forme de
l'intégrale holomorphe. II suffit pourcela de remplacer y par une série
tel le que

SP ^m^mOC ,

m == 0

dans le premier membre de l'équation ( ï ï bis} et d'égaler à zéro le
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coefficient de ^m. Ce coefficient sera
[m. (m —- î ). . . (m — n 4-1 ) -1- A m {m — i ). .. (m. — n 4- a) -4- . .. 4" m L 4- N"] C/^

— [ {m 4-1 ) m . . . Cm — n 4- 2 ) -4- B {m 4-1 ) m.. . (w — /z •+- 3 ) -I- . . . 4- Cm -h r ) M"| G/,, +. î ,

c'est-à-dire, d'après les iden t i t és (12),

Cm (L ( ̂  ) — C^+i 0 ( 77Z 4- 1 ).

On devra donc avoir
C^+i _ ^(m) __ (^ 4- m} (^ 4- 7?2.) ,. . (a,, -4- m}

Cm ? (77Z + I ) (m + r ) (^i + m ) - • • ( ̂ /;-i •+ m )

Si l 'on prend Co == î , on aura

C.
(aim)(a^m). . .(a^pïz)

( 1.77l) ( Ô i W ) . . . ( ^_ i /MJ

où le symbole ( X . / c ) représente le produit X ( À 4 - i ) . . . ( X 4-A — i ) et
où l'on prend ( X . o ) = ï . Je désignerai dorénavant u n e pareille série
de la m n n i e r e su ivante :

0;

(a^ Oâ, . .., a,^, a,\ __ ̂  (a^m) {a^n) .. . (^m) ^-S,j^ — ^ / „ . . . x / /. ."";———7T.———"""T •'z' •j^i, ^ 2 , . . . , ^-.i, ^ y Z j ( i .^ ) (^ i^ ) • • • (^ -i^)
w =: 0

L'analoq'ie entre cette série et la série de Gauss est manifes te , ainsi
qu ' en t re l 'équat ion (n bis} et l 'équation de la série hypcrgéomé-
t r ique . Mais cette analogie se poursuit plus loin. Si en effet on fait la
t r ans fo rma t ion

y-^X^^Z ( 6 = = I , 2, . . ., / & — ï ) ,

les intégrales de la nouvel le équat ion en z jou i ron t , re la t ivement aux
points singuliers, de propriétés analogues à celles de l 'équat ion en y
elle-même. Seulement les quant i t és qui joueront le rôle des quan-
tités di et bi seront ici

^ + j — ̂  ^â 4- ï — &n ... y 0,^ 4- 1 — ^i

9 . - — Ô / , b^ 4-1—-^o . . . > ^ - i4- I—^^

L'équation en y admet donc aussi l ' intégrale
/ < ^ 4 - î — b i , 034-1—^o . . ., a^4-i — ^ ; - \

j == .̂ 1 ^ ' ^ 9. — ^, ^i 4- î — bi, . . . Z^-i 4- ï — ^z, ^ 7 ?
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c h a c u n e de ces séries est convergente comme la première a F in t é r i eu r
(lii cercle Co de rayon égal à l 'uni té ayant l 'or igine pour centre. Dans
ce cercle, F i n î é g r a l e générale de l ' équat ion (ï i bis) sera

• — r v l 'a l ' aîi ' ' ' 5 a ; l " l ï an \
\^ i , ^2, . . ., b,^^ ,.y /

-L. Vc. .yi- /.,p f^ + I '"' bh aî + T "' b^ " ' f atï -i -h II — b^ a^ 4" î' — b^\
^ ^ Â l ' ' \ 2 — <^o ^i + î — bi, .. ., /^i + î — ^/, x ) '

C, C , , C.^ . . . , C^^i é lani /^ constantes a rb i t ra i res .

Faisons encore la t r a n s f o r m a t i o n ,z' rr:-1-, pu i s pesons

j ' ^ t ^ z (/=i, a, ..., „.).

La nouvelle équation en z aura encore les trois points singuliers o,
r, oc et il est facile de voir que les intégrales possèdent les mêmes
propriétés que les intégrales de l 'équaîion en y. Seulement les quan-
t i tés a/ el bi sont remplacées respectivement par

r / / , ai-}- î — b^, a,-+- î — b^ . , ., <r^-+ î — Z^...,i,

a,~{~ î. — ai, ai ")- ï —• a^ . . ., ai 4- î — a,^,

de sor îc que l^intégrale générale de l 'équation (ï î bis} esl, à l 'extérieur
du cercle C^

i^ / €ii, a,+ j — b^ . . ., a, 4- .r — /^i \
r = > C;-^--^F( ^ \

^J \^4-1 — ai, a,-+- ï — a^ .. ., a, 4- î -— a,,;, — ;

Par exemple , l ' i n t ég ra l e générale de l 'équat ion ( i 3 ) est, a l ' i n t é r i e u r
d u cercle Co,

r = G F ( a l î a2? a'À\ + G^-i-^ F ( a ï ~+'î~blî a^ l - b^ a^1 - ̂ \
\ ^ i . ^.2, ^ ) "^ \ 2 — ^, ^2+ î "- ^i, ^ /

^, F r*l-/^ ï? ̂ ai ̂  ï ~ b^ €h "+> ! ~' ̂  ̂ 3 -t- •f —— ^2""\4~" '̂ '2 «A- . •• 1' 1 j y
\, 2 — ^, ^^,n^-^^ a- )
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et, à l'extérieur de ce cercle,

( a^ a^ 4- i — bi, Oi 4- i — b^\
r=:C\r-^F i 1

Oi 4- l — Ça, Oi 4- î •— 03, - ;

(0 2 , 0 . 2 - 4 - 1 — — ^ l ' ^ a " ^ - 1 — — b ^ \

-hCl.r-^^F " i l
a^^-i—a^ 0 2 4 - 1 — 0 3 , — j

(03, 034-1 — b^ 034-1 — b^\
4-C^r-^F • ' i l

034-1—^1, 034-1— 0.2, ^ / -

Tous ces résultais sont faciles a démontrer directement en se servant
des formules (12).

7. On pour ra i t étendre à ces fonctions un grand nombre des rela-
tions données par Gauss et Kummer pour la .série hypergéométrique
ordinaire . J ' ind iquera i seulement les deux suivantes :

.^ /Oi , a^ . . . , a^ \
\b^ b^ . . ., b^, x ) _ al^_a^_ p /^i 4- ï , Oâ -+- î ? • . • > ^^ + r \

dx ~^ b^b^. . .bn^ " ^i4- ï , ^+ ï ? • • •. ^,-i-i- 1^ ^ ) 5

( ^ )p^n ̂  ̂ )+o,Ffal+IÎ a2? ^^-o.F^2-1-15 ^? a3^ o<
V f ^ b ^ a 1 ) \ b ^ b ^ ^ j \ b ^ b ^ x )

D'une manière générale, si l'on considère toutes les fonctions qui se
déduisent de l'une d'elles en augmentant ou en diminuant chacun des
éléments a et b d'un nombre entier quelconque comme appar tenant à
la même famille, entre n 4- ï fonctions de la même famille, il .-existe
une relation . l inéaire et homogène don t les 'coefficients sont des fonc-
tions rat ionnel les de la var iabie .

La fonction F est susceptible d'être représentée par une ' in tégra le
définie mult iple. Ainsi l'on a

f f ...f u^î^-\..u^^l^-^l^ï''^ï-(^^^
J{> i/o t/o

X ( ï — xu^.. . ̂ -i )~~~aftdU], du^. .. du^i
^ r (c^ ). . . F (0,^1) r ( ̂  — a,) ... F ( bn^ — an^ ) ? [a^ a^ . .., an \

T ( b , ) . . . r ( b n - i ) \b^ b,, . . . ^ b ^ , ^ ] '

pourvu que les parties réelles des quanti tés a^ , a^, . . . , ^_i ;
^/wî, ̂  i';?6-. Normale. 2e Série. Tome XIÎ.— AOL-T i883, 36
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bf — a^ . . . , Z^_, — ^_i soient positives. Ce mode de représentation
permet même de faire la théorie complète de l 'équation (11 bis\
comme l ' é tude de l ' intégrale définie

^
\ ^- l(r — ^r-P-i ( i — xuY^dii,

JQ

et des intégrales de même forme, permet de faire la théorie de l'équa-
tion hypergéométrique ordinaire. Je renverrai, pour plus de détails,
à un travail sur une classe d' intégrales définies {Acta mathematica,
t. II) .

Si la somme 2 ^ — 2a^ est positive, on sait que la série F est encore
convergente pour x •==. i, et que sa somme s 'exprime au moyen des in-
tégrales eulériennes de seconde espèce. Il résulte de là une méthode
pour trouver les relations linéaires entre les intégrales de l 'équa-
t ion ( i l bis] tout à fait analogue à la méthode suivie par Gauss
(Œuvres complètes, t. I I I : Definùio seriei nosirœ, etc.). Les coefficients
de ces relations s 'expriment au moyen des fonctions r.

Lorsque l 'un des nombres b ^ b i — b / ^ a i — a / , , 2^—1^ est un
nombre entier, le théorème général ne subsiste p lus et l ' intégrale gé-
nérale cont ient des logar i thmes dans le domaine de l'un des points sin-
guliers. Je n'entrerai pas dans l 'étude de ces cas particuliers qui , de-
puis les travaux de M. Fuchs , ne peut présenter que des difficultés
secondaires; je remarque seulement que les intégrales écrites plus
haut subsistent tant qu'aucun des nombres b^ b^— b / ^ , a^— a/, n'est
égal à un nombre entier-

8. La règle célèbre de Gauss pour décider de la convergence d'une
série t rouve dans ce qui précède une interprétation analytique très
simple. Considérons une série

UQ -h 11^ -4- ^2 -4- . . . 4- U,n -\~ . . .

tel le que le rappor t de deux termes consécutifs soit une fonct ion ra t ion-
nelle de m ayant pour l imi te l 'uni té lorsque m augmente indéf iniment .
On pourra tou jour s mettre ce rapport sous la forme

U,n^\ _ ( <Sfi 4- 1U ) (<^2 -i- /^ ) • • ' (fl^ •+• ̂  )

Um '~"(m-4~i.) (/^i-h/n).. .(^i-t-//z)
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La série
<I>(^) = ?^4- ?/p:r --i- /^.y2 4-. . .4- ̂ ^4-. . .

sera égale, à un facteur cons tan t près, à la série F elle-même. Or, dans
le voisinage du po in t ^ = = 1 , l 'équation (11 bu') admet n—i in-
tégrales holomorphes et une intégrale appar tenan t à l 'exposant
ïbi— ïcii. On aura donc, pour une valeur de x voisine de l ' un i té ,

<P(.r) •==. ̂ i(.r) 4- (i — ̂ ^-^^(.r),

^ et^a étant holomorphes pour a?= i. D'après le théorème bien connu
d'Abel, la série <&(<r ) sera convergente si 2 & / — 2 a / , ou du moins sa
parlle réelle, est un nombre positif. On volt que c'est précisément la
règle de Gauss, En tout autre poin t de la circonférence Co» la série F
ne sera convergente que si la par t ie réelle de îb^— la^ est supérieure
à - i ( 1 ) .

9. Les résultats obtenus par Clausen [Journal de Crelle, t . 3, p. 89)
se déduisent facilement des précédents. Considérons l 'équat ion

x ( I —- • x ) r 4- y — (a 4- p 4- l x Y — a (ï — a ' ) ' / ^ - [y — (a 4- ? 4- l)x]f—y.^Y=o,

et imaginons qu'on ait formé l 'équat ion du troisième ordre ç i (^ ) == o
qui est vérifiée par le p rodui t de deux in tégra les quelconques de ce t te
équation. Cette équation admettra les mêmes points critiques o, i, oo
et les racines des équations fondamenta les seront respectivement

Pour x == o . . . . . . . . . . . o, i — 7, 2 — 2 y,
Pour x -.==. i . . . . . . . . . . . o, y — a — p, 27 — 2a — 2 p,

Pour x -=~. —, -rr a;' . . ... a a, a 4- p, 2 ? ;
«i.̂ '

pour que celte équation ait la forme ( i3) , il faut que l'un des deux
nombres y — a - — ? , 2 7 — ^ 0 — 2 ? soit égal à l 'unité. Comme on
suppose que 7 — a — f3 n'est pas un nombre entier, il faudra que
l'on a i t

^a4-p4——

( 1 ) D.UUÎOUX, Sur U approximation des fonctions de grands nombres [^Journal de Lion-
nl/Cy 2e série, t. IV, p. i3).
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Cette condi t ion est d'ailleurs suffisante et les quanti tés ^,, a.^ a,^ 6,, &a
seront ici

aa, a-4- p, 2 S,

^, â Y — ï ;

en comparant alors les intégrales qui appart iennent aux mêmes expo-
sants dans le domaine du. poin t a?==o, on obtient les formules sui-
vantes :

[F^^^^i^)-y^v(^^^ a^
l. \ ' l / 1 • •5 ' '•-' \ •»/ Q «i/ T •y 1

\ i 9 2 l ~ J î A /

/ 1 /., 1 1 __ 0, fi 1 1 __ r/\

V ( ., Ci ^ L- o -L- 1 .r \ ̂  F ( î _ ^ 1 _ 8 o _ -y r "» — F / 2 - ' r 2 LF (a, p, a -[- (J -+- 3, ̂  ; X r ̂  — ^, j ^9 ^ — (•> ^ ) — l i »
\ l ; 2 — i ? •A' /

Ce sont précisément les résultats trouvés par Clausen. J 'aurai l'oc-
casion de montrer, dans un prochain travail , comment on peut les
généraliser.

10. Aux fonctions précédentes peuvent être rattachées.des fonctions
analogues aux transcendantes de Fourier et de Bessel. D'une manière
générale, considérons une série ordonnée su ivan t les puissances ascen-
dantes de la variable

Uo -h I/i ̂  -!-...-+- Uni xm 4- ...

el supposons que le rapport d 'un terme au précédent soit une fonction
ra t ionne l l e du ran^ de ce terme,

^±1 — îîlïLL
U'm ^Q(^)"

Trois cas peuvent se présenter :
i,° Le numéra teu r est d'un degré supér ieur au dénomina teur . Alors

la série est divergente pour tou te valeur de x, sauf pour x === o.
2° Le numérateur et le dénominateur sont du même degré. Le rap-

port a une l imi t e que l'on peut, par un changement l inéaire de va-
r iable , supposer égale à l ' un i t é ; c'est le casque nous venons d 'é tudier .

3° Le numéra t eu r est d 'un degré inférieur au dénominateur . La
série est alors convergente pour toute valeur finie de^; elle définit une
fonction holomorphe de cette variable dans toute l'étendue du plan,
qui peut se réduire à un polynôme si la série est l imitée.

Les transcendantes de Fourier fournissent les exemples les p lus sim-
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pies de ces dernières. On voit ainsi s'offrir une double série de fonc-
tions dont les termes les plus simples sont , d'une part, la série du
binôme et la série de Gauss, d'autre part, la fonction exponentielle et
la série de Fourier. Ces dernières servent à intégrer une nouvelle classe
d'équations linéaires à coefficients rationnels; ce sont les équations de
la forme suivante :

, rjtt ^r ritl—i T/

^^i^+(B~A.zO^-2—— +...^ ^ ^,t \ / dx11-1

j -4- (K - H^)^^ -t- (M - L^) <r - N y == o.
[ ' clx1 ' cix

Posons
r { r — i). . .(/.--^-+- i) +Br(r—i) . . . ( r— n+ 2) -+-. ..-+-Mr =z^{/-),

A^.(,._ i). . .(r— /z+ 2) +............................ .4- Lr -4- N = y (r);

en cherchant a déterminer une série
00

^ — \ F nrm
J — ^ ^/fl^

qui, mise à la place dey dans Féquation (14)9 rende le premier membre
ident iquement nu l , on est conduit à la relation

^ ( m 4- i ) C ,̂.+.i — C,n î?-( m ) == o.

Si l 'équation ^(r) === o n 'admet pour racine aucun nombre ent ier
positif, l 'équation ( ^ 4 ) admettra l'intégrale

— V ? ( o ) < p ( i } . . .^{in_—_ï)_ ^\^ c p ( o ) c p ( i ) .. . c ? ( m — ï.)
'2j ^(i)...'H,w)y ̂  î -4- ^ . 7 - i . 7 — ; A '

qui rentre bien dans la catégorie précédente.
Le seul point singulier à distance finie pour l'équation (i4) ^st le

point x-=^ o, et toutes les intégrales sont régulières dans le voisinage
de ce point. L'équation fondamentale est précisément l 'équation
^(r) =o. Si toutes ses racines sont distinctes et si la différence de deux
quelconques d'entre elles n'est jamais égale à un nombre entier, en fai-
sant la transformation

y == x1'^,

où r/ est l'une décès racines, on obtiendra une équation en z de mênie



286 E. COURSAT. — FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES D'ORDRE SUPÉRIEUR.

forme que l 'équation ( r 4 ) . I l suit de là que l ' intégrale générale s'ex-
pr ime an moyen de séries analogues à la première. Lorsque les racines
de l 'équation ^(r) == o ne satisfont pas à la condition précédente, l ' in-
légrale générale contiendra en général des logarithmes. Mais je n 'abor-
derai point l 'é tude de ces cas particuliers.

Remarquons que, dans le rapport ^^ . le dénomina teur est for-
cément de degré n, mais le numérateur peut être de degré infér ieur à
n — i. C'est donc d'après le degré du dénominateur que l'on do i t clas-
ser ces fonctions.

De même que les fonctions hypergéomôtriques d'ordre supér ieur ,
les nouvelles séries peuvent, dans certains cas, être représentées par
des intégrales multiples définies. Ainsi l'on a

( / ^-1 ̂ .^1 ̂  _ ^-a,-l ̂  __ ^^-^,-1 ^•«^/,/ ̂ ,

»./o *-' o
r Ça t.) r (^ ) r ( b, — a, ) r ( ̂  — g^ ) /a,, a^ '

l^^)r(^) \A,^'^
en posant

G- (a ï f aîï ï\ == i hV .^l^''71^^'^ <
Ui, ̂  ^ ) Z,(i./^)(/>i./n) ( /^.w)

m s; l

pourvu que les parties réelles des quantités a^ a^ b^ — a,, ^ — n^
soient positives. Ceci conduit à regarder les nouvel les séries comme
des cas l imites des séries hypergéométriques. Ains i la série précédente
peut être considérée comme la limite de

/c%i, û?3, a^

\b^ b,-
\ a•&/

lorsque le module de Oy augmente indéûn imen l .


