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MEMOIRE

FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES
D'ORDRE SUPERIEUR ('), |

Par M. GOURSAT,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE TOULOUSE.

~Je m’occupe, dans ce Mémoire, des séries ordonnées suivant les
puissances ascendantes et positives d’une variable dans lesquelles le
rapport de deux coefficients consécutifs est une fonction rationnelle
durang de U'un d’eux. Apres avoir démontré un théoreme sur les équa-
tions linéaires, je montre comment le probleme de Riemann, conve-
nablement généralisé, conduit & des équations linéaires dont I'inté-
grale générale s’exprime au moyen de séries de cette nature. Les
analogies entre ces équations et I'équation d’Euler sont rapidement
indiquées, et je termine par quelques mots sur une classe de fonctions
qui peuvent élre rattachées a ces nouvelles fonctions hypergéomé-
triques, de la méme maniére que la fonclion exponentielle peut étre
rattachée & la série du bindme, et les trgnscendantes de Bessel et de
Fourier aux fonctions de Gauss.

I.

1. Soit # = @ un point singulier pour une équation différentielle
linéaire d’ordre m a coefficients uniformes. Toutes les intégrales étant

(+) Les principaux résultats contenus dans ce travail ont été communiqués a I’Académie
des Sciences dans les séances des 27 novembre 1882 et 15 janvier 1883.
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supposées végulieres dans le voisinage de ce point, on sait, d’apres
les travaux bien connus de M. Fuchs, que cette équation sera de la
forme

o -dmy i B dm—1,-
~ (x—a)m Tom P(x)(z—a)"! T
(R ‘
. . . G m---2 ¥ R d,. i
’ -+ Py (@) ("l" — )" ;[;,’,L—:} e+ Pl () (z—a) E + Dy (r)y =o,

P,, Py, ..., P, étant homolorphes pour @ =a. Je me propose de
généraliser un des théoremes de M. Fuchs, relatif aux équations de
cette forme. Pour cela, je recherche d’abord & quelles conditions
I'équation (1) admet une intégrale holomorphe dans le¢ domaine du
point @, la valeur de cette intégrale et de ses p — 1 premieres dérivées
pouvant étre prises arbitrairement pour x = a. Une pareille intégrale
équivaut en réalité a p intégrales holomorphes linéairement distinctes,
Yis Yasr -eoy ¥p» lelles que le déterminant

Clpml‘,yi [Zl)~2')'1 ” .
dar="  daxr? o
ar-ty, y
[) — ([‘l.p-l J2
d[)-~-l y '
dap-1 e . Yo

soit différent de zéro pour x = a. Inversement, si I'équation (r)
admet p intégrales holomorphes satisfaisant & cette condition, on
pourra disposcr des p constamtes A, 1y, ..., k,, de facon que la fonc-
tion «

PN e o T O S S L

qui est aussi une intégrale de I'équation (1) prenne, ainsi que ses p —
premieres dérivées, des valeurs données a I'avance pour x = a; car
le déterminant des coelficients dans les équations qui déterminent
202 hgy «-+y h, est précisément égal & D. En particulier, on pourra
disposer de ces p constantes, de facon a avoirpintégralesY,, Y., ..., Y,
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ayanl respectivement les formes suivantes :
Y =1+ (x—a)o (x),
Yo=(2z—a)[1+ (x —a)e,(x)],

Y, =(z—a)[1+(z—a)g(x)],

Y,=(z—a) ' [1+(x—a)s,(2)],

Di. Pay -0, 0, élant des fonctions holomorphes de x pour x = a. Il
suffit de prendre successivement pour les constantes %, &y, ..., 1, des
quantités qui satisfont aux p systemes d’équations
(Y)e=1,
. dY
(Y),=o, (———) =1,

Y dr—Y"
(Y)a=o, (,(‘J}:>a:0’ cee ((—l,;—;_—l)z:l.z...(p—l),

ou 'on a posé Y=2,y,+...+%,y, et ol le sens des symboles
précédents est bien aisé & saisir. On voit que les intégrales nou-
velles Y,, Y,, ..., Y, apparticnnent respectivement aux exposants
0, 1,2, ...,p—1, dans le domaine du point @ = a. La queslion posée
revient d’ailleurs d chercher dans quels cas I'équation (1) admet
p intégrales holomorphes pour = a et appartenant 2 ces exposants.
En effet, si cette équation admet un systeme d’intégralesY,, Y,, ..., Y,
de la forme précédente, le déterminant Dy, relatif & ces fonctions,
est évidemment différent de zéro pouf z = a. Il suffit de remar-
quer que, quand on fait # = a, tous les éléments de la seconde diago-
nale se réduisent respeclivementi 1, 1, 1.2, 1.2.3, ..., 1.2...(p — 1),
tandis que tous les éléments situés au-dessous sont nuls. Le détermi-
nant se réduit donc & un produit de facteurs, tous différents de zéro.

Remplagons maintenant y dans le premier membre de I'équation (1)
par une série telle que

(2) y=Ci+C(xz—a)+ ... +Cpy(z—a)yrt+Cp(z—a)y+...,
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et voyons dans quel cas il est possible d’obtenir un résultat identique-
ment nul, quels que soient les p coelficients G,, C,, ...,C,_,. Pour
cela, imaginons qu’on ait développé les coefficients P, (x), P, (), .. .,
P,.(x) enséries ordonnées suivant les puissances ascendantes de x — a,
et convergentes dans e domaine du point = a.

P(x)=A+A(z—a)+ ... +Ap(x—a)i+ ...,
Py(z)=B,+B(z—a)+ ... +Bplx—a)r+ ...,

Pm—/ﬁ—k—l ("I:)-:QU’*‘ Ql(‘l._" (l) I P
I)m—-p+‘2 (”T) - [{D -+ Rl (‘l' —a)+ R:_,(.l‘ - a)2+ ey

Po(e)=Ty+Ti(x—a)+ ... +Tp3(x—a)yr—3+ ...,

l-)m—1(‘T) = UO+ Ul(“v —a)+ ...+ Up—‘z(‘/c‘— a2+ ...,
P, (2£)=Vi+V(x—a)+ ...+ V,_(z—a)P~+ ...

Le résultat de la substitution de la série (2) a la place de y dans le
premier membre de I’équation (1) sera, en n’écrivant que les p — 1
premiercs puissances de «# — a dont nous avons seulement besoin,

C, ¥,
+ (G Vi+C Vo+CUy) (2 — a)
+(CoVat+-C Vi 4+ CyVot+2C U+ C U+ 2C, Ty) (22 — @)
A [Co Vot +C Vs +.. .+ Cpy 'V
+CUpa+2CU, 3+...+(p—1)C\hy U,
+2CTo+...-(p—1)(p—2)Cpui Ty

1.2 ... (1)—I)Cll-1QO] (w___(l)p-—-l;

jeremarque que les p premiers coefficients Gy, C,, ..., C,_, entrent seuls
dans le résultat. Ecrivons que ce résultat est identiquement nul, quels
que soient ces coefficients. En prenant d’abord le terme constant, on a

d’abord la premiere condition
V():O;

puis, portant cette valeur dans le coefficient de z — a, on a les deux

nouvelles conditions
Vi,=o0, Uy=o.
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En continuant ainsi de proche en proche, on voit finalement que toutes
les quantités ’

Vo, Vi, oo, Vo,

Uy, Uy, ..., Ups,

doivent étre nulles. Il en résulte que Q,(x) contiendra en facteur
(x —a)?, Qu_i(x) conliendra (z —a)~*,...; on pourra diviser
tous les termes de I’équation (1) par le facteur commun (x — a)?, et
'on en conclut que toute équation répondant & la question est de la
forme

i _— d/)z‘),_ X I dm—l‘.y.
(3) s(lll—a) ! dam Qi (@) (2 —a)m=r dxm—1
' : dar+tty dr .
+(x""a)Qm—p—1(x)d$ p_;.l -+ Qm—p(‘z")dm};'*"“-+Qm.("l').)"

Q,Q: ..., 0, éta_znt des fonctions holomorphes de « dans le domaine
du point a.

2. Nous allons maintenant démontrer la proposition réciproque, que
'on doit énoncer ainsi :

Tugorime I. — Toute équation de la forme (3) admet une intégrale
holomorphe dans le domaine du point a, la valeur de cette intégrale et
de ses p — 1 premiéres dérivées pouvant étre prises arbitrairement pour

x = a, pourvu que I’équation
0 o(ry=((r—p)...(r—m-ri)
(4 —Qua)(r—p) . (r—m—+2)— ... — Qup(a)=o0

n’admette pour racine aucun nombre entier positif supérieur ap — 1.

Il suffit pour cela d’employer un procédé tout a fait semblable a
celul que 'on emploie pour démontrer la proposition analogue dans le
cas de p=1 (').

(1) Poir, par exemple, le travail de M. Tannery dans les Annrales de ’Eeole Normale,
t. IV, 2° série, p. 158 et suiv.
Ann. de UEc. Normale. 2* Série. Tome XII. — Aovr 1883, 34
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J'écris 'équation (3) sous la forme suivante :

| dmy n—1 4, de y
s (2 —aym=r =% — Qua) (e —aym=r=t S — = Q@
. _ dm—1 4 A N dnz—ﬂ.y
(3 bis) ’ = Ry(@) (@ — )7 T+ Ra(2) (@ — @) =07 o
) dr v dar=ty
-+ (x——a)Rm—--p (.Z') EZI‘) -+ Rm—p-l—i (‘l‘) Eix—p——l. e Rm (x)y,

en faisant
Qi(z) — Qi(a)
~ - a b

X —

Ri(z) = pour (=1, 2, ..., m —p,

et
Ri(z)=0Q:(x), pour i=m—p-+1, ..., m—1, n.

Les fonctions R; sont évidemment, comme les fonctions Q;, holo-
morphes dans le domaine du point « = a. Nous allons chercher a
satisfaire a ’équation (3 bis) en mettant a la place de y une série de la

forme
Co+Ci(x—a)+Cy(z—a)+...+Cr(z—a)+....

Si 'on substitue & la place de y la série précédente et qu’on égale les
coefficients de (z — a)*P+' dans les deux membres (£ désignant un
nombre entier positif égal ou supérieur & p — 1), on aboutit a I’équa-
tion
{ (kD k(k—1).. . (k—p-+2) |
_ 5 X [(k—p+1)...(k—m~+2)— (k—p-+1).cc(k—m—+3) Q,(a) —...

(%) ( —(k—p+1)Qu_p(@) —Qu-p(a Loy
A = A G+ Ap Comg 4+ oo+ A G, :

les A étant formés au moyen de quantités numériques et des coefli-
cients des développements des fonctions R;(«) suivant les puissances
ascendantes de z — a par les seules opérations d’addition et de multi-
plication. Je remarque que le coefficient de Cy,, ne sera nul pour au-
cune valeur entiére et positive de £ supérieure a p — 2, car la quantité
entre parentheses n’est autre chose que la fonction ¢(7) o l’on a changé
ren k + 1, et que par hypothese aucune racine de I’équation ¢(r) =o
n’est un nombre entier supérieur 4 p — 1. Si 'on fait successivement
k=p—1, k=p, k=p—+1,..., on déterminera de proche en
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_ proche tous les coefficients C,, C,.,, et les suivants, au moyen des
p premiers que I'on peut prendre arbitrairement, et ’on formera une
série qui, mise & la place de y dans I'équation (3 bis) rendrait les deux
membres identiques. 11 reste & prouver que celte série est convergente,
quelles que soient les valeurs attribuées aux p premiers cofficients C,,
Cyy ooy Cpoye

Pour cela, nous la comparerons a une autre série dont il sera plus
aisé de reconnailre la convergence et qui satisfera & une équation ana-
logue a I’équation (3 bis).

/ m—1 - m—2 ~ dr 3
7 — m—p—1 4+ (.11' — a)m—p—‘.? e 4 +y aiiied
yi(‘l a) dapm—1 Ja dxm—2 cee T Y m—p dxP
/ m-—1 ~ y m—2 -
S VP My (o e 1
_ 1 o~ / =2
(6) - (X =¢ ‘ dx r—a" dx
— . I—
r r
]“m-/) ) drs N[/u«p-i-l dr=ts M, _
P T T P e
x—a dx? xr—a dxP! ,_x—a
I —— — —
T 3 7

Dans cette équation, M,, M,, ..., M,, représentent les modules
maxima des fonctions Ry, R,, ..., R, dans le domaine du point a, rle
rayon de ce domaine, et y,, ¥s, ..., ¥mn_p des constantes positives as-
sujetties a la seule condition que le premier membre de I’équation

Y(r)y=(r—p-+1)...(r—m-=+3)y
+(r—p—+n...(r—m=+4)ys;+...+(r—p+1)Ymp-ttYm-p=0

soit positif pour toute valeur positive de 7 supérieure & p — 2.
Je démontrerai d'abord que I'équation (6) admet comme intégrale
une série a coefficients positifs et convergents dans les environs du

pointx = a,

(7) zzEm(x—a)’%

les p coefficients gy, g, - - -» gp—1 Etant des nombres positifs que l'on
peut prendre arbitrairement. Si, en effet, on subslitue celte série & la

—2 et que Ton

place de z dans I’équation (6) multipliée par 1 — Z
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égale les coefficients de (x — a)*=#+', on trouve la relation

C(h+k(k—=1) .. (k—=p+2)] (k=p+1)...(k—m+3)y
+(/{~—~p+l)(/\‘—— In+_/;))’2—!—...—l——)’nz—p]glcﬂ
:gk[ﬁ'(k— De(h—m—+ 2)(’71 -+ M.>+ k(hk—1)...(k—m-+3) (1]—3 +1\12> +.

{
\

+k(k—1)...(k—p +x)<‘y"l‘—:’p -+ IVI,”_,,> +A‘(A‘—x)...(/\'—p—&—z)M,”_,.H]

(k=) (k—2) k= p2)Myppro Qo1+ (h—2) (k= p+2) My pis&hnt.n

+(k—=p+2)Mu18t-pra+Mngr—pei

Le coefficient de g4,, n’étant nul pour aucune valeur entitre et posi-
tive de £ supérieure 4 p — 2, on pourra calculer de proche en proche
tous les coefficients au moyen des p premiers go, g, .. , 8p—i- La re-
lation (8) peuts’écrire

S =Agr+Bgi—+...+Lgips,

A, B, G, ..., L étant des fonctions rationnelles de £ dont la premiere a

. . r . , .
pour llmlte&;’—-r—M et dont toutes les autres ont zéro pour limite. Po-
o
sons ——= = ¢, et soil

hs=grxrs;

la série (7) devient

les coefficients A étant liés par la relation
(9) Ry =Arh,+Brih_,+...+~Lreh_p..

Prenons un nombre r assez grand pour que, pour toute valeur de £
supérieure & n, la somme Ar+ Br*+...+ LrP soit comprise entre
}'1‘[‘1\’[1]'

et un nombre positif / supérieur a ce dernier et par suite su-
1

périeur & I'unité. Soit H la plus grande des valeurs absolues des coeffi-
cients A, &, ..., h,. L’équation (9) montre que l'on aura successive-
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ment
Repay < IH,

/Ln+2 < lﬂHa

X —a

La série (7) sera donc convergente, pourva que le module de /
-

soit plus petit que 'unité. Comme on peut prendre ! aussi rappr‘bché

-+ M

_ . v r or - ,
qu’on le veut de —'——y[—‘ » 0N voit que cette série sera convergente tant

}%, et cela quelles
que soient les valeurs que l'on ait prises pourles p coefficients g,.
F- R

Si maintenant on substitue la méme série (7) a la place de s dans
I’équation (6) et qu’on égale les coefficients de (x — a)*?+' dans les
deux membres, on aboutit a la relation

que le module de o — a sera plus petit que

(k+0)k...(k—p+42)[ (k—p=+1)...(k—m+3)y,
(lO) -+ (/(*——P—}—I). . '(k—nl+~/|).}'2+- . '+.}'m—-p-|glr+l
= Brogr + Bu -1+ - .+ Brr o,

les quantités positives By, étant formées avec les quantités positives M
comme les quantités A;; de I'équation (5) le sont avec les coefficients
des développements des fonctions R;(«) suivant les puissances ascen-
dantes de @ — a. Il suit de la qu'on a, en général, By, > modA,;. Si,
en outre, go, &1» +++» Zp—i SONt positifs, il en serade méme de tous les
coefficients suivants gy, gpri» - --- Si 'on compare les équations (5) et
(r0), on reconnait de suite qu’a partir d’'une certaine limite ¢ le coeffi-
cient de Cy,., est toujours supérieur au coefficient de gy.,. Si done, pour
k inférieur & ¢, on a constamment modC,<C g, cette inégalité subsis-
tera pour toute valeur de £ supérieure 2 ¢.
Des équations (5) et (10) on lire

Cre = oeg Co 4 Mogg Gy 4+ =+ logr, pmt Gty

gr="Yoro o+ Vor1 &1+ ..+ Vi, p—18p—1,

les quantités 4 et w étant indépendantes des quantités C et g, et les
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quantités ¥ étant essentiellement positives. Soit & le module maxi-
mum des quantités &y, pour £5¢,iSp — 1, et 4 le module minimum

de la somme
Ubgo = Ybgy . o+ Vb p—1

pour les valeurs de % inférieures & ¢; aucune des qummes A& el v ne
pourra étre nulle. Soit, de plus, e le module maximum des quantités

Cor Ciy +ow5 Cyozy. Il suffira de prendre tous les coefficients gy, g, ...,

. s .o, A2 e x .,
gp—r supérieurs a la quantité p—= pour que l inégalité
mod C, << g4

soil vérifiée pour toute valeur de k inférieure a ¢ et, par suite, pour
toute valeur de £. Il est donc établi qu’il existe une série convergente
dans les environs du point @ et quisatisfait & 'équation (3), les p pre-
miers coefficients de cetté série pouvant étre pris arbitrairement; c¢’est
précisément ce qu’il s’agissait de démontrer.

Remarque. — 1’équation déterminante fondamentale relative au
point critique x = a sera

r(r—a1) ... (r—pa4n)(r—p)...(r—m-+ri)
- Ql(a) (I.——[})' . .(I‘——I)L+f),)———. . ""Q/u -—[)(a):O'

Elle admet comme racines les nombres entiers o, 1, 2, ..., p —1 el
enoutre les racines de I'équation ¢(r) = o. La démonstration du théo-
reme précédent suppose qu’aucune de ces racines n’est un nombre
entier supérieur & p — 1, ce qui est bien d’accord avec la théorie géné-
rale et avec une remarque faite plus haut. |

Le théoreme précédent donne, comme cas particuliers, les théoremes
fondamentaux de M. Fuchs; il suffit de faire successivement p = m,
p =1, pour avoir ces deux propositions qui contiennent toute la théo-
rie des équalions a intégrales régulieres.

3. Lorsque I’équation déterminante fondamentale relative  un point
critique admet un groupe de p racines telles que les différences de deux
"entre elles soient des nombres entiers, il y correspond un groupe de
p intégrales, qui contiennent en général des logarithmes. Comme cas
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particulier, il peut arriver que tous les logarithmes disparaissent. Le
théoreme précédent fournit un moyen commode de reconnaitre les cas
ol cette circonstance se présente, lorsque les racines du groupe en
question forment une progression arithmétique dont la raison est
I'unité telle que

ryoP—t, P2, ..., rp—r.
Si, en effet, on fait la transformation

r=(—ays,

Péquation déterminante de la transformée en s admettra le groupe de
racines : ‘

0, 1, 2, ..., p—1,

et la nouvelle équation devra étre de la forme (3) pour que tous les
logarithmes disparaissent.

Les autres cas peuvent se ramener & celui-la; on sait d’abord que si
deux racines du groupe sont égales. il y aura toujours au moins une
intégrale contenant un logarithme. Imaginons que les racines du
groupe, rangées par ordre de grandeur croissante, soient

ry or-dy, ra-dy, ..., g,

@, Uy, ..., ¢, 6tant des nombres entiers positifs et croissants. Si 'on
forme ’équation linéaire admettant comme intégrales toutes les inté-
grales de I’équation proposée et en outre les fonctions

(x__. a)r—M’ ceey (x — a)r+¢,—l’ (.Z‘ —+ a)r'+a,+l’ SN (&t‘ —_ a)l'—!-i’,—l, )

la nouvelle équation en z devra admettre un groupe d’intégrales appar-
tenant respectivement aux exposants

ry r-=1, ..., r-a,—1, r-u,

et 'on pourra lui appliquer la méthode précédente. Pourla formation
de ’équation en z, on commencera par former une équation en Y ad-
mettant comme intégrales les fonctions

(@—a)y+, ..., (z—ay+s-l, (z—a)*=*, .., (z—a)*,

et 'on cherchera ensuite 'équation linéaire qui admet les intégrales
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de 'équation proposée et de celte nouvelle équation. Pour cette der-
niere question, je renverrai au Mémoire de M. Appell publié dans les
Annales de I’ Ecole Normale (année 1881). On peut aussi opérer de la
maniere suivante.

Soit I’équation linéaire

-G

5 ()") —=o0

el solent 5, 25, ..., 3,, ¢ fonctions connues de 2. Considérons I'équa-
tion ‘ ‘
o () =Cio(5) + Co(s)+. ..+ Che(s,),

ou l'on regarde C,, Cs, ..., C,comme des conslantes arbitraires. Cetle
équation admet évidemment comme intégrales toutes les intégrales de
P’équation o(y)= o, et en outre les ¢ fonctions z,, %, ..., 5,. Pour
obtenir I’équation cherchée, il suffira de différentier ¢ fois les deux
membres de la relation précédente et d’éliminer les ¢ constantes arbi-
traires enlre ces ¢ + 1 relations.

I1.
4. KEtant données'2n — 1 quantités constantes

A1y Qgy ooy Qpoygy Ap,

bt; b:!: R b/l—-h

telles qu’aucune des quantités

n—1

n
. ~
bh bi - bln a;— ay, bi"_ 4%
=]

i=1 i

ne soit un nombre entier, je me propose de montrer qu'il existe une
fonction multiforme de la variable x, jouissant des propriétés sui-
vantes. Entre n—+ 1 délerminations de la fonction il existe une relation
linéaire et homogene & coefficients constants. Chaque branche de la
fonction est holomorphe pour toute valeur de x différente de o, 1, o= .

Dans le voisinage du point 2 = o, on a les n déterminations linéaire—
ment indépendantes

P (z), a'=-tPy(z), ..., ai=t»P,(x),
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Py, Pyy ..., P, étant holomorphes pour = o. Dans le domaiue du
point =1, on a les » déterminations linéairement indépendantes

Ql (Ll‘), Q2 (.'Z'), el ()n—1 (Z’), (1— J‘)’:l—~§—/)g+...+/r,,._,—~u‘--a5-—. =tn (), (),

~

Qi Qay -.., Q, étantholomorphes dans le domaine de ce point. Enfin,
I » . . « .. - .
pour x = — =, on a les n déterminations linéairement indépen-

dantes
'R (2, 2'<R,(2"), ..., 2R, (2",

R, Ry, ..., R, désignant des fonctions holomorphes dans le voisinage
du point critique " = o. Nous allons reconnaitre que, sous les restric-
tions admises, il existe effectivement une fonction multiforme y rem-
plissant ces conditions et que cette fonction est entierement détermi-
née a n facteurs constants pres, c¢est-a-dire que, si Fy, F,y, ..., F,
désignent n branches linéairement indépendantes d’une pareille fonc-
tion, toute autre détermination s’exprime par des formules linéaires
et homogenes & coefficients constants au moyen de ces n branches.
Cela revient & dérhontrer que toute fonetion y remplissant ces condi-
tions satisfait & une équation linéaire qui est compléternent déterminée
Sil'on désigne toujours parF,, Ty, ..., F, les n déterminations linéai~
rement indépendantes, toule autre détermination satisfait évidemment
a 'équation linéaire

dry —drly dy
dar dan—1 ode
.(éil“—l (1’1—1F1 {’7F1 F Eb'+"‘"7“
(11) dxt  dx"=' 7 de Yo ¢ (g — 1) Tttt — g,
dn Fn dn—1 F’L dF", F
dxr dxn-t 7 dx "
. - dr
Le coefficient de S sera
dax”
dn—1T, dF,
—Z—_IZ:T PRy T F1
ax ax Shi o n'n—1)
e v e S P ‘+—7-’*(x — p)iai=Ibitn
dr—1F, dF, F
dxn—t 77" dx n

(o8]
Ct

Adnn. de ’Ee. Normale. 2¢ Série. Tome XII. — Aovr 1883,
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Ce coefficient ne peut éprouver de discontinuité qu’aux points o, 1,
% . Etudions la forme de ce coefficient dans le voisinage du point
2 = o. Comme le déterminant précédent est simplement multiplié par
un facteur constant quand on remplace les éléments d’un systeme fon-
damental par ceux d’un autre systeme fondamental, on peut supposer
que F,, Fo, ..., F, désignent les n déterminations dont il a été ques-
tion au début. On reconnait alors immédiatement que ce coefficient

est de la forme
xn——l?](x)’

o,(x) étantholomorphe pour 2 = o. Dans le voisinage du point x =1,
on trouve de méme que ce coefficient peut s’écrire

(2 —1)95(2),

lll
£ est done de la
(L n

¢2(2) étant holomorphe pour x =1. Le coelficient —

forme
2PNz —1)P(2),

®(2) élant une fonction holomorphe de « dans toute I'étendue du
plan. Pour achever de déterminer ce coefficient, il suffira de I'étudier

.. . 1 -
dans le voisinage du point & = — = o . Pour cela, supposons que F,,
8 P
Fo, ..., F, désignent respectivement les n branches
8
'Ry (2, .., 'R, (2');

on voit de suite que, dans le voisinage du point & = o, ce coefficient
| g J

peut s’écrire
wpyy, [T — &'\ aiihin
xl..a;—.[;;( '1;/ > q) (xl)’

U (') étant holomorphe pour 2 = o. On devra done avoir
P (z) = 41 (2'),

g, (') étant aussi holomorphe pour "= o. D’ol1 il suit que ®(x) ne

s " " dr R
peut élre qu'une quantité constante, et le coefficient de d—LZ est, a un

facteur constant pres différent de zéro, 2"~ (& — 1).

. . . . ar ..
En étudiant la forme du coefficient de @—7; dans le voisinage de cha-
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cun des points o, 1, o, on reconnait de méme que, dans le voisinage
du point = o0, on peut I'écrive 2P~'o(x), o(x) étant holomorphe

\ _ I
pour @ = o, qu’il est holomorphe pour # =1, etque, pour & = - =%

on peut I'écrire aPy(x'). Ce coefficient est donc égal au produit de
aP~" parun binoéme du premier degré en @. Enfin on trouve de méme
que le coefficient de y est constant.

En résumé, I’équation {r1) aura la forme suivante :

s Zn—t (J:'—- )(Z —E—(\x—B)ldL_ dr— ] +((4=l‘ D)xn—gd"-—-_’)”
dx? Z = dx®
(11 bis) !
d (Hr—]x)l +(L I)% +Ny=o,

A,B,GC D, ..., L, M, N étant 2» — 1 constantes.

5. Pour déterminer ces conslantes, je m’appuierai sur les remar-
ques suivantes. Toute fonction qui, dans le voisinage d’un point a,
peut se mettre sous la forme (x — a)*¢(x), o(x) étant holomorphe
pour x =a, appartient au moins a I’exposant «, mais peut appartenir
4 un exposant supérieur & «; c’est ce qui arrivera si g(a)=o. Il suit
de la que la somme des racines de I'équation fondamentale détermi-
nante de 'équation (r1 bis) relative au point & = o sera égale

X étant un nombre entier positif qui ne peut étre nul que dans le cas
oll ces racines sont respectivement

o, I—b17 I—"bz, ey I—b”_in

De méme la somme des racines de I’équation fondamentale déter-
minante relative au point = » devra étre égale a

n

Eai"‘ 2]

i=1

p étant un nombre entier positif quine peut étre nul que si ces racines
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ont précisément les valeurs

Apy Qay ooy Ay
Dans le voisinage du point o =1, 'équation (11 bis) doit admettre
n—1 intégrales holomorphes. L’équation déterminante correspon—
dante doit donc admettre » — 1 racines entieres, toutes distinctes. La

somme de ces racines entieres aura la plus petite valeur lorsque ces
racines seront o, 1, 2, ..., 7 — 2. La somme de toutes les racines

sera donc égale &

n—1 n ( ( )
R n—1)(n—2
P R
2
i=1 = 1

i=

v étant un nombre entier positif qui ne peut étre nul que si ces racines

- ~
O, 1, 2, ..., L—2, bi— % a;.

Cela posé, la formule générale

y r —{—-z PR iﬂ(ﬁ'ﬂ:} )
ed 2

ou p désigue le nombre des points eritiques & distance finie, donne,

sont précisément

dans le cas présent,

. W\ . ) 1 (r—1)(rn—2) nwirn —1j
n—1-=h— /);—1—& W~ 1 —‘r—\ bOi— Y a, -+ —-—*(*—— v
/ 2 2

¢'est-d-dire
At p=v =0,
et, par conséquent,
: h=p=v=o0.
Les racines des diverses équations fondamentales devrontdonc avoir
les valeurs écrites plus haut.

Posons
r(r—1-4+Db)(r—1-+40b))...(r—1—+ by_y) =q¢(r),

(r+a)(r—+ay)...+(r-a,) =4(r).

Nous déterminerons A, B, C, ..., M, N par les équations suivantes,
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qui devront se réduire a des identités

(r(r—1).(r—n-41)+Brir—o..(r—n-+2) +..+Mr=-zs(r,

(12) \ rir—n..(r—n-+10)-+Arr—n.lr—rn+2) .= Lr - N=dir.

car le premier membre de la premiere de ces équations n'est autre que
le premier membre de I'équation déterminante relative au point x = o,

et le premier membre de la seconde est égal au premier membre de
I'équation déterminante relative au pomt x=1=, ol lon aurait
changé ren — r. On déduit de ces identités les valeurs des coefticients
inconnus sans aucune ambiguité. Désignons d’une maniere générale
par P/ la somme des produits ;& j des Z premiers nombres entiers; la
premiere de nos équations peut s’écrire

e [B-—ﬁ(_”‘:_'_’l,-n—i-|—(l)—m*},,—P,; e P2 e e (MK 22 P
9

=t Sl Sg 2 e -8, -8,

S,, S, ..., S, ¢tant des fonctions connuves de b, 0y, ..., b, On en
déduit suecessivement les valeurs des coefficients B, D, ..., K, M :

B — l_',(,_”_::_'_) . Zb —(n—1),

D= Z(I_‘ bi)("‘“ b/z) - BP}( - P,; 17

Les valeurs de A, C, ..., N se déduisent de la seconde des équa-
tions (12). On a, par exemple,

; __‘2 n(n——t)

Les coefficients de I’équation (12 bis) élant déterminds de cette fa-
con, il est aisé de s’assurer que les intégrales de cetle équation satis-
font bien aux conditions énoncées. Cela est évident pour les points
singuliers o et oo . L’équation déterminante relative au point @ =1
sera

r(r—1).. . (r—n+1)+r(r—1)...(r—n+4-2)(A—B)=o;:
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elle admet les n — 1 racines o, 1,2, ..., n — 2, et en outre la racine
n—1+B— A, c’est-a-dire, d’apresles valeurs trouvées pour ces coef-
ficients, b, — Za;. Le théoreme démontré au début de ce travail nous
apprend d’ailleurs que, pourvu que 2b; — Za; ne soit pas un nombre
entier, I’équation (rr bis) admet n — 1 intégrales holomorphes dans
le domaine du point # =1, et une intégrale appartenant a I’exposant
2b;— Za,.

Je remarque en passant que ce théortme, combiné avec la remarque
précédente, relative aux exposants de discontinuité, aurait pu faire
découvrir immédiatementla forme de I'équation (r1 bis).

Sil'on faitn = 2, on retrouve I'équation d’Euler, comme on devait
sy attendre. Sil’on prend = =3, on aboutit a I'équation suivante du
troisieme ordre :

o Ly s bl 7%
2@ —1) T 4 [(3+ @+ @yt a5) @ — (14 b+ by)] o 7

(13)
dy
(14 a1+ ay+ @y + @y @y+ @ ay+aa) 2 — 0, b, ) ([_; Ay ayayy = 0.

Les constantes qui entrent dans ’équation (11 is) sont en nombre
an—1, précisément égal au nombre des quantités a et b. L’équa-
tion(rr bis) est donc la plus générale de cette forme. Il n’en résulte
pas que toute équation de cette forme admette un systeme d’intégrales
jouissant des propriétés énoncées plus baut. Mais, pour qu’il en soit
alnsi, ces coefficients ne doivent satisfaire & aucune relation d’égalité.
Ils doivent seulement satisfaire & certaines relations d’inégalité, qui
expriment qu’aucun des nombres b;, b; — b, a; — a,, 3b,— Sa; n’est
¢gal & un nombre entier.

6. Nous allons maintenant chercher la forme des intégrales de cette

équation dans le voisinage de I'origine. Je cherche d’abord la forme de
I’intégrale holomorphe. II suffit pour cela de remplacer y par une série

telle que
zcln‘z.l”?
m=0

dans le premier membre de I'équation (tr bis) et d’égaler & zéro le
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coefticient de ™. Ce coefficient sera

[mm—r)...(m—n+1)+=Am(m—1)...(m—n-+2)+...+mL~+ N],
—[(m—+1)m...(m—n—42)+=B(m+)m...(m—n+3)+...+m+0)M]C, .

¢'est-d-dire, d’apres les identités (12),
anq"(nz) - Cm+1 "?("l -+ 1).
On devra donc avoilr

Cpr . ¥(m) (@ +m) (aa+m)...(ap~+m)
(0 s(m—=+1) " (m=41)(b+m)...(by—ey + m)

Si I'on prend C, =1, on aura

(aym) (a,m)...(a,m)
(1.m) (bym). . (by_rm)’

(:lll -

ol le symbole (X.%) représente le produit 2(2 +1)...(A +4 — 1) et
ou l'on prend (A.o) =1. Je désignerai dorénavant une pareille séric
de la maniere suivante :
¥ Ayy oy ooy @y Uy _ Z (aym) (agm)...(a,m) -y
D1y Doy ooy Uy, @ (r.m)(bym)...(by.ym)

m =0

I’analogie entre cette série cl la série de Gauss est manifeste, ainsi
qu'entre l'équation (11 bis) et Iéquation de la série hypergéomé-
trique. Mais cette analogie se poursuit plus loin. Si en effet on fait [a
transformation
y=a'~tiz (i=1,2,...,n—1),

les intégrales de la nouvelle équation en z jouiront, relativement aux
points singuliers, de propriétés analogues a celles de I'équation en v
elle-méme. Seculement les quantités qui joueront le rdle des quan-
lités a; et b, seront ici

41—y ay+1—04 .oy Gp+1—10;
2a—b;y by+~1—0by ooy bpy+1—0;

[’équation en y admel donc aussi 'intégrale

ay+1—b;y as+1—0b;y ..., Gn+1—10;" .
b
2a—by b4-1—Dby oo Oy +1— by

y = x!=0iF <
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chacune de ces séries est convergente comme la premiere a Pintérievr
du cercle C, de rayon égal & 'unité ayant l'origine pour centre. Dans
ce cercle, Uintégrale générale de 'équation (rr bis) sera

caaf iy @ay ooy oy, Ay
o= G

Oy by oo Dy,

i=n--1
4 N

. \1 A Diy ty4=1—1D;y ...,y ~=1—0;y @y~ 1—0;
b aud ‘A‘l|1,‘ - “{‘ 3
‘d .

4 Q=0 Oy+1—104y .o, by +1—0;y
=1

C, G,y Cyy ..., C,—, étant 2 constantes arbitraires.

SN . T .
Faisons encore la transformation 2 ==, puis pesons

yoemLtis (D=1, 2, ..., n).

La nouvelle équation en 5 aura encore les trois points singuliers o,
r, % et il est facile de voir que les intégrales possedent les mémes
propriétés que les intégrales de I'équation en y. Seulement les quan-
tités a; et b; sont remplacées respectivement par

Wiy Wi-1-—Dyy @i+ 1—1Dyy ooy @i+t — 0y,

=T — @y Qi1 — gy vevy Qi 1— (L,

de sorte que I'intégrale générale de I'équation (11 bis) est, a Uextérieur
du cercle C,,

i=n iy Qi+=1—by, ..., a;+1—20,,

y=3 Ca-uF |
o Ap+1T—Qy, Qi1 Uy, ..., A;-+1— &, -

Par exemple, l'intégrale générale de équation (13) est, i U'intérieur
du cercle C,, '

/ AN N
1y sy G 1 — e 1 — ye | —
- (]F( Ay, gy Gy C, 1=t (al 1— by, ay+1— by, az—+1 b,)
’ by, bsy, . 2— by, by-+1-—0,, x

/

- Cg.xl‘bﬁl?(“l 41— by, dy+1— by, -+ f——//'g)7

2— by, by+1— by, @
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et, a Uextérieur de ce cercle,

Q,, A+ 1— bl, oy -+ 1— b,
y=CaaF
. 1

1
Q+I—a, a+1—a;, —
X

Aoy Cy+1— by, ay+1— by

+ Clx—a:F
: Gl—a, G+1—a, —
@g, az+1—by, a;+1— b,
+ Cla—wF 1
Ay 1—ay, G+ 1—ay, —
Y

Tous ces résultats sont faciles & démontrer directement en se servant
des formules (12).

7. On pourrait étendre & ces fonctions un grand nombre des rela-
tions données par Gauss et Kummer pour la série hypergéométrique
ordinaire. J'indiquerai seulement les deux suivantes :

qp (@ @ ey
Diybyy ooy by, &)  aja,...a, P <(61+I, UyT, ouuy A1 >
b

dx T 0y by by \by 1, by1, oo, Dy R,

@y, dy, . a1, as, a a1, @y, a
(ay—aYF {0 72 " g BTV 0BTy B PR T — o,
by 0y @ by, by, by, by, x

D’une maniere générale, si I'on considére toutes les fonctions qui se
déduisent de 'une d’elles en augmentant ou en diminuant chacun des
¢léments a et b d'un nombre entier quelconque comme appartenant &
la méme famille, entre n +1 fonctions de la méme famille, il existe
une relation linéaire et homogene dont les coefficients sont des fonc-
tions rationnelles de la variable.

La fonction F est susceptible d’étre représentée par une intégrale
définie multiple. Ainsi I'on a

. 1 1 '
j f .. f “'T_i ";rl' .. ”7;":1'_1 (1— ”1)["."‘"l s (r— L
[ 0 0

X (1— Uy Upyey )" dudiy. . .dity 4

:I‘(a,) oM (ap )P (by—ay) .. . T(bpoy— @n_y) F<a“ Wy o ooy Uy ‘) ’
L(by)...T(bp-1) by, byy ooy by, 2

pourvu que les parties réelles des quanlités a,, @, ..., @3

dnn. de U'Ec. Normale. 2¢ Série. Tome XII. — Aot 1883, 36
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by—ay, +.., by_y — a,_, soient positives. Ce mode de représentation
permet méme de faire la théorie complete de Iéquation (rr &is),
comme I'étude de I'intégrale définie

1
[ W (1 — Wy (1 — ru) o du,
“0
et des intégrales de méme forme, permet de faire Ia théorie de I’équa-
tion hypergéométrique ordinaire. Je renverrai, pour plus de détails,
a4 un travail sur une classe d’intégrales définies (Acta mathematica,
t. 1)

Sila somme 36, — Za; est positive, on sait que la série F est encore
convergente pour # =1, ¢t que sa somme s’exprime au moyen des in-
tégrales eulériennes de seconde espece. Il résulte de la une méthode
pour trouver les relations linéaires entre les intégrales de 1’équa-
tion (rx bis) tout a fait analogue & la méthode suivie par Gauss
(OEusres completes , L. 111 : Definitio seriet nostree, etce.). Les coefficients
de ces relations s’expriment au moyen des fonctions T'.

Lorsque I'un des nombres b, b, — b;, a; — a,, 2b; — Za; est un
nombre entier, le théoreme général ne subsiste plus et I'intégrale gé-
nérale contient des logarithmes dans le domaine de I’un des points sin-
guliers. Je n'entrerai pas dans l'étude de ces cas particuliers qui, de-
puis les travaux de M. Fuchs, ne peut présenter que des difficultés
secondaires; je remarque sculement que les intégrales écrites plus
haut subsistent tant qu’aucun des nombres &;, b, — b,, a;— a, n’est
égal & un nombre entier.

8. La regle célebre de Gauss pour décider de la convergence d'unc
série trouve dans ce qui précede une interprétation analytique tres
simple. Considérons une série

Uyt Uy Uyt o Uyt

telle que le rapport de deux termes consécutifs soit une fonction ration-
nelle de 7 ayant pour limite 'unité lorsque 7 augmente indéfiniment.
On pourra toujours mettre ce rapport sous la forme

Uy (ay+m) (@a+m)...(a,+ m)
Uy  (m1)(by+m)...(by_y+1m)
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La série
P(2) = Uy U - U X U

sera égale, & un facteur constant prés, a la série F clle-méme. Or, dans
le voisinage du point =1, Péquation (rr bis) admet n—1 in-
tégrales holomorphes et une intégrale appartenant h Iexposant
2b; — Za;. On aura done, pour une valeur de « voisine de 'unité,

P (x) =Dy (2) + (1 — 2P li=Tud, (x),

®, et ®, étant holomorphes pour x =1. D’aprés le théorgme bien connu
d’Abel, la série ®(x) sera convergente si b, — =a;, ou du moins sa
partie réelle, est un nombre positif. On voit que ¢’est précisément la
regle de Gauss, En tout autre point de la circonférence C,, la série F
ne sera convergente que si la partic réclle de £b; — =a; est supérieure
a —1 ('),

9. Lesrésultats obtenus par Clausen (Journal de Crelle, t. 3, p. 89)
se déduisent facilement des précédents. Considérons I'équation

z(1—a)y'+[v—(@+E+1)z]y —afy=o0,
et imaginons qu’on ait formé I’équation du troisieme ordre ¢(s) =o0
qui est vérifiée par le produit de deux intégrales quelconques de cette
équation. Cette équation admettra les mémes points critiques o, 1,
et les racines des équations fondamentales seront respectivement

Pour x=o0........... o, L —, 2 — 27,

Pour z=1........... 0, y—a—08, 2y—2z—2f,
I

Pour F I . 2%, 4 g, 28;

pour que cette ¢quation ait la forme (13), il faut que 'un des deux
nombres 7y —a — B, 27— 20 — 23 soit égal & I'unité. Comme on
suppose que 7 — o — [3 n’esl pas un nombre entier, il faudra que
"on ait
' . v ::a—-}—ﬁ-i——l—
2

(1) Darnousx, Sur Papproximation des fonctions de grands nombres (Journal de Liou-
ville, 2° série, t. IV, p. 13).
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Cette condition est d’ailleurs suffisante et les quantités a,, a., a,, b,, b,
seront ici

o n
29, %L+ g, 29,
v, Ay —1;

en comparant alors les'inlégrales qui appartiennent aux mémes expo-
sants dans le domaine du point @ = o, on obtient les formules sui-

vantes :
24, o+ B, 0}3)
3
.‘,’ 2-\( __I7 ‘z‘

[F (s &2 4 )=

, . (At =B Bt —a

[*'(1,{3,:4—1—;3—;—,},~,‘1.-)><E(7§~a,:§——{i,2—~(,x):l'(:, —: “P—&; £>'
N 2= x

Ce sont précisément les résultats trouvés par Clausen. J'aurai I'oc-

casion de montrer, dans un prochain travail, comment on peut les

généraliser.

10. Aux fonctions précédentes peuvent étre rattachées des fonctions
analogues aux transcendantes de Fourier et de Bessel. D’une maniere
générale, considéronsune série ordonnée suivant les puissances ascen-
dantes de la variable

Uy == U L A= o o= Uy X L
et supposons que le rapport d’un terme au précédent soit une fonction
rationnelle du rang de ce terme,

Ut __ P(m,).
W, — Q(m)

Trois cas peuvent sc présenter :

1° Le numérateur est d’an degré supéricur au dénominateur. Alors
la série est divergente pour toute valeur de x, sauf pour = o.

2° Lenumérateur et le dénominateur sont du méme degré. Le rap-
porta une limite que 'on peut, par un changement linéaire de va-
riable, supposer égale al'unité; ¢’est le cas que nous venons d’étudier.

3° Le numérateur est d’'un degré inférieur au dénominateur. La
série estalors convergente pour toute valeur finie de «; elle définit une
fonction holomorphe de cette variable dans toute 1'étendue du plan,
qui peut se réduire a un polynome si la série est limitée.

Les transcendantes de Fourier fournissent les exemples les plus sim-
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ples de ces dernieres. On voit ainsi s’offrir une double série de fone-
tions dont les termes les plus simples sont, d'une part, la série du
bindme et la série de Gauss, d’autre part, la fonction exponentielle et
la série de Fourier. Ces derniéres servent  intégrer une nouvelle classe
d’équations linéaires & coefficients rationnels; ce sont les équations de
la forme suivante :

dn'}" dn—i},
n—1 7 _J — n—2 .
, (tz, T+ (B—Az)ar=to—
= | 4+ (K—H2)2 % =Ly _Ny=
e T -+ (M. — @)[E~L y=o.

Posons

r{(r—n)...r—n+1)+Br(r—1)...(r—n—4+2)+...4+Mr =4 (r),
Ar(r—u) o (F— R 2) e e + Lr+N=qo(r);

en cherchant & déterminer une série

©

=
y= Cm M

m=0

qui, mise & la place dey dans I’équation (14), rende le premier membre
identiquement nul, on est conduit a la relation

Y(m A1) Cppr — Cpe(m) =o.

Si ’équation ¢ (r) = o n’admet pour racine aucun nombre entier
positif, 'équation (14) admettra U'intégrale

. N w(o)o(1)...o(m—r1)
~"‘+2 . wmy

m=1 )
qui rentre bien dans la catégorie précédente.

Le seul point singulier & distance finie pour I'équation (14) est le
point x = o, et toutes les intégrales sont réguliéres dans le voisinage
de ce point. L’équation fondamentale est précisément I'équation
$(r) = o. Si toutes ses racinessont distinctes et si la différence de deunx
quelconques d’entre elles n’est jamais égale h un nombre entier, en fai-
sant la transformation '

y ="z,

ot 7; est 'une de ces racines, on obtiendra une équation en z de méme
I3
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forme que I’équation (14). Il suit de la que l'intégrale générale s’ex-
prime au moyen de séries analogues a la premiere. Lorsque les racines
de I'équation ¢(r) = o ne satisfont pas & la condition précédente, I'in-
tégrale générale contiendra en général deslogarithmes. Mais je n’abor-
derai point ’étude de ces cas particuliers.

Remarquons que, dans le rapport ;—(f]f—;:_)—l); le dénominateur est for-

cément de degré n, mais le numérateur peut étre de degré inférieur i
n—r1.Cest donc d’apres le denrc du dénominateur que l on doit clas—
ser ces fonctions.

De méme que les fonctions hypergéométriques d’ordre supérieur,
les nouvelles séries peuvent, dans certains cas, étre représentées par
des intégrales multiples définies. Ainsi 'on a

W1 L
f f g1 prta—1 (I — u)!),—ai——l (1 — ‘v)l/g"‘(tg—l ek Lo ol
] 0

_ T(a )T (a)TV(by— a)T (b — ay) C @y, Qyy
- T(0)T(0y) \by, by, ")
en posant
‘@, s, . (cty.m) (ety.m) o
C bu ) H"Z ) (o) (bgo)
m =]

pourvu que les parties réelles des quantités a,, a,, b, —a,, by — a,
soient positives. Ceci conduit a regarder les nouvelles séries comme
des cas limites des séries hypergéométriques. Ainsi la série précédente
peul étre considérée comme lalimite de

Uy, Aoy @3

¥ x
bl: b:!’”"‘ ’
ag

lorsque le module de @, augmente indéfiniment.




