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ÉTUDE

LES R E L A T I O N S A L G É B R I Q U E S
ENTRE

LES FONŒONS HYPERELL1PÏIQUES DE GENRE :ï,

PAR M. BRUNEL,
PROPESSEtH A. L'ÉCOLE Sl'PÉlUEl'RE D'ALGER.

I N T R O D U C T I O N .

1. Les relations algébriques qui existent entre les fonct ions hyper-
e l l ip t iques de genre 2 ont été étudiées tout d'abord par Gôpel , dans son
Mémoire : Theoriœ transcendentùim Ahelianarum pnmi ordinis adum-
bratio levis [Journal de Crelle, t. 35, 1847, p. 277-312). •Clioisissant
d'une façon convenable quatre des fonctions © à deux variables, il
exprime les carrés des douze autres en fondions l inéaires des carrésdes
quatre premières. Il a ainsi des relations linéaires entre cinq carrés. I l
a trouvé de plus une relation homogène de degré 4qni relie les quat re
fondions choisies d'abord. On sait quelle est l ' impor tance de cette re-
la t ion , t an t en Analyse qu'en Géométrie. M. Hermite a mont ré son
rôle dans la théorie de la t ransformation des fonctions abéliennes du
premier ordre [Comptes rendus, t . XL, i8,55, p. 2/49, 3o3, 365, 4^7'
485, 536, 7o4, 78• /^)• MM• ^y^y' Borchardt, Weber, Klein, Rohn,
Darboux, Brioschi, etc., dans des recherches approfondies sur la sur-
face de Kummer , ont montré comment celle surface du quatrième
ordre à seize points doubles trouvait sa représentation la plus simple
et la plus féconde dans l'emploi d e l à relation b iquad ra t i quedeGôpe l .
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Rosenhain, dans son Mémoire sur les fonctions de deux variables et à
quatre périodes qui sont les inverses des intégrales ultra-elliptiques de la
première classe^ ava l ! montré que les relations l inéaires entre les carrés
de fonctions Q trouvées par Gôpel n ' é t a i en t pas les p lus simples. Il
a r r iva i t à prouver l 'existence de seize groupes de six fonctions, tels
qu'en p r e n a n t a r b i t r a i r e m e n i dans un groupe trois fondions, les car-
rés de chacune des trois au t res s ' exp r ima ien t l i néa i r emen t au moyen
des carrés des trois premières .

En r856, M. Wcierstrass p u b l i a i t un Mémoire : Théorie der Abel-
schen Functionen [Journal de Gré/le, l. 52, p. a85-38o), ou est signalée
(p . 3 i8 et su iv . ) t o u t e une série remarquable de re la t ions algébriques
entre les fonct ions t lypere l l ip t iques et leurs dérivées dans le cas gé-
néral.

Plus récemment enf in , M. Cayley revenait sur cette même question :
On thé double 0 fonctions in connexion with a 16 nodal quartîc sur-

face {Journal de Crelle, t . 83, 1877, p. 3!0-2ic)) ;
Further investigations on thé double © fonctions (Journal de Crelle,

î . 83, 1877, p. 2-30-^34);
AMemoir on thé double Q fonctions (Journal de d'elle,' t. 85, 1878,

p. 2i4);
0 n thé triple Q fonctions [Journal de Crelle, t. 87, p. i34-ï38).
Les trois premiers Mémoires sont relat i fs a u x recherches de Gôpel et

Rosenhain et à la t héo r i e de la surface de K u m m e r . Dans le dernier,
M. Cayley d o n n e que lques i n d i c a t i o n s rapides, fou rn i l que lques pro-
babi l i tés qui nous ont été p lus d 'une fois u t i l es d a n s notre travail .

2. Nous nous sommes proposé ici d 'é tudier d ' u n e façon spéciale le
cas des fonc t ions hypere l l ip t iques du genre 3. Voici quel a été notre
po in t de dépar t .

Pour é tudier les re la t ions a lgébr iques qui existent entre les fonc-
t ions ©, nous parlons, non pas de ces fonctions elles-mêmes, mais des
quotients obtenus comme il su i t :

Posons avec Schottky ( 1 ) [Abriss einer Théorie der Abeischen Func-
yt

( 1 ) Nos notations diffèrent Tin peu de celles de Schottky; les modifications apportées sont
cependant peu importantes; nous'avons cru devoir les faire pour éviter d'employer une
même lettre avec des sens différents, et aussi pour la commodité de l'écriture.
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tionen von drei Yarlabein Leipzig, Teubner, 1880). — FO^NACHTRAG,
Ueber die hyperelliptîschen Functionen dreier Varidbein :

Lî.
Là
LL

(^—^/,) (a^—af,)(,a,,—ak){ap—ak) {ciy— a/,) (a/.— a/,)

' L; ""'" ( (^—^/^(^—^•)(^~a/,)(ay---aÂ•)(a/.~--^/,) : l

' ) \ X (a,,,— a,} (a,,—a,} (a,,-— a/) Ça/ ,—-a/) fût,.—fl/)(a^—a/) (^—a/) (^-~a/) (ay—a^) (a,.— a^
T '<•^Â7w _

LS "' (a/;— a/..) (dp—a/,) (ffiy— a/,) (a,. — a/..) (a,^— ff/) (a/,— a/)
x{a.g—ai) {a,.—ai) (a,,,— a,n) (dp—a,,,) {ay—a,n) (a,.—a,,,)

Nous considérerons les fonctions P définies parles équations

(a )

Lo
Lo
L,
Lo
L/.
Lo

•I-"/.7w y-)
r"'" •I kitît
lj()

PO

P/.

^P«

«o
~'eo'

e/..
-e.'

e/../
~ e » '

S/,-/m

60

et il résulte des travaux de Weierstrass et de Schottky que, en posant

{ |:{(^)=:(a/,—.'z?) (a/—.ï) (a^-—x) (a^—^) {a.p~- x)(ay— x) (a,.—^'),
(3)

on a

/ P..

c(,:r)=(^ —^) (^—^3) (^—^),

i fonction P.),
7 fonctions?/,.,

(Â-^/) 2i fonctions P/./,

{k^- l-yz£ m) 35 fonctions P/,^

P /, =: </( <:̂ . — ^i ) ( a^. — ^2 ) ( a/, — ^3 )

p _p p v __^(^^__/i]/ ~ /tl /2J(^-^•)(^-^•)ff/(^•)
i .=1

p., — p . p p V______Î/H53_____
Â7M~ '1 /l w Z (a,-^i) (a/-^) (^/.-^-) ̂ ^/:)

Nous prenons ces équations comme définitives et nous cherchons à
déterminer directement les relations algébriques qui existent entre ces
fonctions P. Nous parvenons facilement à démontrer l'existence de

Afin. de l'Éc, Normale. 2" Série. Tome XII. — JUIN i883.* ^
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64 groupes de 8 fonctions P, tels qu 'entre les carrés de 5 fonct ions
appar tenan t à un même groupe existe une relation linéaire.

Nous mon t rons ensuite comment on peut di rectement , et sans l 'em-
ploi des formules que nous venons de signaler, t rouver des re la t ions
l inéai res entre les carrés de fonctions en nombre supérieur à 5.

On sait qu'il existe aussi des relations linéaires entre les p rodu i t s
deux à deux des fonctions?. Notre méthode de calcul nous les fourn i t
sans difficulté a u c u n e et nous en trouvons plusieurs q u i n ' é t a i en t pas
connues.

Les 64 groupes de relations linéaires trouvées précédemment- per-
mettent, en choisissant convenablement 8 fonct ions P, d ' expr imer en
fonction l inéaire de leurs carrés les carrés des 56 autres fonct ions.

Entre les S fondions ainsi choisies comme base ex i s ten t des relations
algébriques de degré supérieur qui nous sont fournies presque immé-
diatement par les relations entre les produits que nous avons détermi-
nées auparavant.

Ce que nous disons ici des fonctions P a l ieu évidemment pour les
fonctions ©. Leur dépendance a lgéb r ique se trouve donc précisée, si-
non d'une façon définitive, du moins d'une manière plus complète que
cela n 'ava i t été fait jusqu'ici , a notre connaissance.

Formules préliminaires et notations.

3. Nous allons d o n n e r tou t d 'abord uu. tableau de formules q u i se-
ront dans la suite employées d 'une façon c o n t i n u e .

Posons
,:ri-l- ^'2-4- .z'y ==•: a,

( 5 ) < x^ .z'3 4- .z'3 x i -+- ^'i x^ •=:. p,
[ iZ'i x 3 ,i's T.^. Y

et, de plus,
(6) (^ — x^) (.r'3 — ,ri ) (.^1 — x.î) ==. 0.

Toute fonction de x^ x^, oc^ de la forme

(^â——^3) / (^ l , X^X^} 4" (^3—<^i)/(^^^l) -+- (^1— ^â)/(«^3, X^X^},

oùf(u,y,w) i nd ique une fonction symétr ique relativement à ç et w,
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est divisible par Q, e l le quot ient est une fonction symétrique de x^œ^
et 0^3. En effet, cette fonction s'annule si l'on fait x^=. ̂ 3, elle est di-
visible par x^ — x^ et de même par x^ — x^ el <r, — a-^, par suite par 0.
De plus, elle change de signes si l'on change x^ en x^ : donc son quo-
tient par 0 est une fonct ion symétrique de ^2 et ^3- On voit également
que ce quotient est fonction symétrique de x^ et de x^ ; c'est donc bien
une fonction symétrique d e ^ i , x^ eta?3, qui pourra, par suite, être
exprimée en fonction rationnelle de a, |3 et y.

C'est ainsi que l'on a
^(j-a--,^)
^(^j^^j)(.^_^)

^.2-2 ̂ (^2—^3)

^.ri(^-+- ^3) (^à— ^'3)
^(^2-^3)

S.yî(.râ4-*y;0 (^a—.:^)
^.ri (.z'l--h ̂ |) (^â— ^3)
^(.Z':!"+-^"J) (.^2—— ̂ ) = 07,

:-0a,

:—0(cc : i -

^-6?,
= 0?,

i; .^2 .z'3 ( ̂ 2 4- .ry ) ( x^ -— ^3 ),

^.r^.r^—'^iO
Ï; .:r î ( .7-3 -+- ^3 ) ( ̂ •2 — .r,3 )

P),

^1(^+^)(^---^)
S.2-i(^|-T-^3) (^â—^3)

^.^.^(^J-h^J) (^--^3)-= :——ô(^•

• ? ) >
. 2? ) ,

S.T|.rj(^-^) =-0?,

S^^^—^) = — 6 ( x 3 - • 3 a p -

•ô (ap -T) ,

OT,
•6(^-~^),

Y).
.̂ir| .z'j (^2 4- ^'3) ( ̂ 'a — ^3) :

S^^^|+^J)(^-^)

S.2-|^;; ( .^2——^3)

Nous avons cru préférable de rassembler ici ces formules, au l ieu de
les parsemer ça et là dans la suite. Nous ne donnons que celles qui
nous seront utiles.

A. Pour simplifier l'écriture, nous conviendrons de représenter par
le symbole

ji y 2 y^
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j'r1 j-'r1

jr2 jr2
^-1J A

3,*"-2
./ /<•

ji y'ï - - • j//
ï t .. . 1

ou, comme on sait, le produit

C/i —Ja) (yi — n) ' . . (71 —yj
(j '2—j3)...(y2—y/<)

(7/^1--^)-
Ainsi on a, par exemple,

O r = — ( ^ i — ^ ) (^^—^) (^-«^) =:—|^a?^3|.

Les fonctions P peuvent alors être écrites sous la forme suivante

Pn
P/, == v/ja/,^|[a/,^2||a/,^3l,

P,, — J \\.r „ \ j /]•{ ( y \\a^^\\ a^x^ \ \ alx^ 1 1 a{x^A kl —— T————————r| \^ïuL•ï IL / 11 V - A / I ) ———————,—————r-,—————;———————ki^^lL "'y s 1 / k^ill^/^il

+|^3^l|l/ -l-l^l^|i/ P

p,, ~_JL-_ \\y ^ ï . /^(^ J^/.^2||^^||^/^| 1^/^H^m.^.ll^^^J- A'/w — ï—————r S tA'' '•> '̂ '"î ï / A^ \sc\ ) ————————>————-————————•—————
|^i^2^|L1 ' 'V ' \ahX,\\aiX,\\a,,x,\

+|^3^i|i/ +|.^^[^/ •

Les quant i tés placées sous le radical n'ont que l'apparence frac-
tionnaire, les facteurs du dénomina teur étant également facteurs de
R(.r<) , R(a?2) et R^); mais il est préférable, pour ce qui suit, de
leur laisser la forme présente. Les réductions, quand elles seront né-
cessaires, viendront à leur lieu et place.
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Relations linéaires entre les carrés des fonctions P.

5. Considérons tout d'abord le cas des fonctions les plus simples,
les fonctions P à un seul indice.

On a
Pl,=[^^[|^^[[a/,^3|

ou bien, avec les notations indiquées au n° 3,

(9) P!.=^-^!.+P^-Y.

Il est possible d'éliminer a, ^3, y entre quatre relations de cette sorte,
et le résultat de Fél iminat ion est

n-ai pî
d̂k

•a] p2 __ /y» p21 lit ^ni. A //. ' • a,,
a]

Cli

ou bien, avec les notations admises,

(lo) P!.[^^^a,,|—P?|a^^a/,|+P^|a/,a/,a/l—P;l[a/,^

Si, au lieu de considérer quatre relations telles que (9), on en prend
cinq, en é l iminant entre les cinq équations ainsi obtenues les quant i -
tés i, a, ^3, y, on obtient comme résultat une relation linéaire entre les
carrés de cinq fonctions P à un seul indice, que l'on peut écrire

(u) PI | ̂ l am On dp | •+• P/2 | a m 0,, Op a/, \ + P2/, [ €1^ Op Clf, di \

•+• Pft\ap a^ai a^\ -t- P"}, {a^a^ a^a^ = o.

On aurait pu évidemment déduire cette relation de Inéquat ion (10).
On dédui t , en effet., de cette dernière une nouvelle relation en effec-
tuant sur les lettres k, l, w, n, p , q^ r la substi tution

7c l rn n p
l m n p k

Éliminant alors P^ entre l'équation (10) et celle que l'on en déduit
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par l 'opérat ion précédente, on obt ient l ' équat ion (n). Ce procédé,
inu t i le dans le cas précédent , sera bien des fois employé dans la suite.

Il résul te de ce qui précède que les fonctions P, dont les indices
sont

( 1 2 ) o, A-, /, m, n, p, q, r,

cons t i tuen t un groupe de hiîi l fonctions, telles que , quatre d 'entre elles
étant choisies, -les carrés des quat re autres s 'expriment l inéai rement
en fonction des carrés des qua t re premières, les re la t ions avan t l 'une
des formes (10) ou (i i ) . Nous appel lerons ce groupe le groupe o. Cette
dénomina t i on trouvera plus tard sa raison d'être.

On voit aussi que toute expression l inéaire de la forme

A - l - B a + C p + D y ,

où A, B,C, D sont indépendan ts de x^x^, ^3, peut être exprimée, soit
en fonction linéaire non homogène des carrés de trois fonctions P/p soit
en fonction l inéaire homogène des carrés de quatre de ces fonctions.
On peut comprendre les deux propositions sous une seule : l'expres-
sion considérée peut être représentée par une fonction l inéaire homo-
gène de quatre quelconques des carrés des fonctions appar tenan t au
groupe o.

6, Arrivons maintenant aux relations linéaires qui cont iennent des
fonct ions P à deux indices et à un seul indice. On a

( i 3 )
p 2 — _____ \\^ ^ j ^R /^ ^ K-'^l K-^l K'^l l^al ,A /^i — . . iX' o i// g Jn \ Jb \ i ——————i——————,————-—-————— --}— . , ,

l^^a^l^L1 ~ d [ " 1 / |f^^i||^^i|

-4- 2[^^3] 1^3^l[\/K(^l) R(^2) |^^3| ^/^|

Prenant quatre carrés semblables à celui-ci, on peut former avec eux
une relation linéaire telle que le coefficient de ^R^JB^T) soit égal
ào. Il est évident , d'ailleurs, qu'il en sera de même pour les coeffi-
cients de \/B"(^TB.(^3) et VR^)!^,), c'est-à-dire que l'expression
l inéaire considérée aura une expression rationnelle. Mais si, au lieu
de considérer des fonctions P^ t o u t à fait indépendantes, nous en choi-
sissons pour lesquelles l'un des indicés soit en commun : P/,^, P/,^,
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PÂ-/Z» • • • » PAT» îîous pouvons arrivera un résultat analogue en prenant
simplement une combinaison linéaire de trois de ces fonctions. Il suffi t
de déterminer A, B, C en écrivant que l'on a identiquement

(14) Ala / . z^ l+Bl^ .z - s l+CI^^I r ro ,

ce qui donne, par exemple,

(15) A=:[a,^,|, B= a,,a^ C-==.\a/aw

On a donc alors à considérer l 'expression

[ (hn ^n ) P!/ -+- | atl al ^Im •4- 1 al am. \ PL

i F . n. f \ Viî,x.\ [ff/,.y;J \a/ .rJ \a/ ,yJ ,, ,, .a^an\\ x^x^ ^{x^} ——,——-^——=^——-i+ ^^ipR^)...+ ^i^j-'R^)...i \a^x^\\ai A'il.z-i^.r;^

+|^r// ^^3 'R^i)

,^^/n| ^a^l21^121!)

|a/,.r2||a/,.r3||f^,,^||^.r3|
[a/,.ri[|a^^i|

a/, .rai l^/,.^] lo/^IK^âl

4-.

|^A^"l||^^l|

En tenant compte de ( i4 )e t ( i5) , on peut donner au second membre
une forme d'apparence plus compliquée, mais qui se réduit facilement
et rap idement . On peut en efiet l 'écrire

| a,n, Chi ] [ <a"2 ̂ '3 1 1 ̂ p ̂ 11 1 aqtr! | | a/- ̂ 11 I aw ̂ '1 I I €ln ̂ ï \ | ̂  ̂ 2 | | ^/.- -^31

[[ ̂ 3 ̂ 3 1 [ 0/^2 1 [ a^Q | + | ̂ 3 ̂ 1 [ | ^/^3 | 1 ̂ /^'ij + | 'r! ^2 | | ̂ /t2ll | | alxï \\ -T- • • •
..Z'1 (Z'^iZ-'g

x
n a/ \ 1 x^ se s | [ a? ̂  | j .̂y .:ri ) j a.r .z-i 1 1 On ̂ i 1 1 ai x^ \ \ a/, x^ \ ci!, x^ \

X [|..r2^3[|a^^âl|^^^3| + l^^l l l^m.^i j i l^w^l l + ̂ i^^m^l^m^î

"-1- \a^m\ .^^l l^^'l | K«^l| [^r^l | |^/^l| |^m^l [ ^Â-^'â | | ̂ •^î |

X [ [ ^2 ̂ 3 | | ̂  «^"21 | ̂  H ̂ 3 1 + 1 ̂ 3 ̂ 1 | | ûî^ -^3 | i ^/Z ̂ l | -+- | ̂ 1 ̂ 2 | | ̂  -^1 | | ̂  ̂ 'â | ] j •

Mais on a
^3 ^3 [ | af .Z'a 1 [ Cil Xs + . . . : |,ri ̂ 2^|,

^M^/ t l l ^ w ^ i j l^/^-'i + <^a/[ . . .= aia,nd,i ,

en sorte que l'expression considérée devient
a/^A

[ [^^'al ^ .y i l j ^^ i l l ^ / ' ^ l l ^^s l I^A-^al

+ [^3.^1 apX^\ \aqX^\\ a,.x^ | [a^.-rg] [a/,^ |
.ri x g ^'3

+1^1^21 |^.^ l3|[ay^3[l^/•^3| |aA•^l| |û rA•^2|•
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L'expression entre parenthèses est encore, nous le savons, divisible
par la?.,^^), et son quotient qui est une fonction symétrique de x^
y^ei x^ pourra, par suite, être exprimé au moyen des fonctions P à u n
seul indice.

Posons
dp-^r- Ctq-^- 0,.-== A,

dp ciq -+- dq a,. -4- a i. a? ==: (J-,
a? (^<7,.=^.

L'expression entre parenthèses devient

Sj^.^| \a.pX^\ \a^x\\ [<2,.^i| \a.hX^\ I^A-^I

=== Sj^a^l ( v — ^1-4- X^^—^^ ) [r4—a/,(^2+^3) 4-^2^3]

rrzva^l^^l—ÎA^S^I^^I+X^i;^;2!^^)—^?^^

—^^.^(^-+-^3) l^a^l +^a/c2^(^+^3) j^a^l
—Xa/.S^K^a+^s)!^^! +<a/,S^^(^+^'3) |^2 ̂ 3] 4-^ S ̂ 2^31^2^;}|
—^^a?2^3 Sj^^j 4- X^i^^S^ l^^'al —x^x^oc^x\ \x^x^ \

ou bien, en appliquant les formules (7) et remarquant que

()=;——[a?i.Z?2^3|

= I^i^^sK^ — ̂  •+' ^/cP — T — (4 4- a|,A — a/,[j. 4- v)

ou bien enfin
=• j ̂ i ̂ 2 ̂  1 ( P| — [ ah dp \ \ au a^ | ( r//, a,. |).

Nous arrivons donc ainsi à la formule

(16) l^^|Pi.,4-|^a/|Pi.^4-la/^|P^=|^a^^|(Pi.~(a^

La substitution
(,,) / m n P ^/ r

m 'n p q r l

donne la formule

(18) l^^lPL.+l^^lP^4-la/^^P^=|^

l î l iminonsP^ entre (16) e t ( i 8 ) ; pour cela, ajoutons-les membre à
membre, après avoir multiplié les deux termes de la première par
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l^^l l^^pl l^À-^l et ceux de la seconde par — !<^<^[ \^^n\i^^p » i l
vient

P|./ \€imanap\\af,ai\
+ ̂ lm (1 art ̂  | | ̂  dp \ \ Ctn. Ctp \ \ ̂ k Cil \ — | ̂  dp \ \ 0[ 0^ \ \ ai ̂  \ \ €!/, dp |)

4- P|./, (| aia^\\a^ap\\a^ap\ |a^/| — |̂ a,,,| \a/a,ni K^/J \a/,ap\)

"- P!p | ^m^n 1 1 ̂ l^m \ \ ̂ l^n ] \Cik^p\

= Pi. (|^Y^ a^\ \a^ap\ \a^a^ \a/,a/\ — \a^a^ap\ \aia^\\a/a^ \cïf,cip [)

ou simplement

( P/2/ ! ^m ̂ n ̂ p \ | a/, ai \ — PI.,,, [ a-,, dp ai \ \ a/, a m \
(19 ) + P^ | cip ai a^ \ \ a/, cii \ — P^ | a,n a^ dp \ \ a/, a? \

=—Pi. \aia^a^ap\.

En appliquant à nouveau la substitution (17) à cette dernière rela-
tion, on a

Plw 1 ^n ap aq \ \ ak Chn \ — PI.,, | Cî p Ct^ Cl m \ \ €1^,1 \

( 20 ) < . + Pj.p ( aq a^ a,, 1 1 a/, a? \ — Pl.y | a,n a^cip \ \ a/, a^ \
==:—Pi. \a^a^€îpa^\.

On en dédui t , en éliminant P^. entre (19) et (20) ,

P^ \a^an,apa^\\ a/,ai\
(ai) — P/2^ ( a,, ap ay a / 1 1 a/, a,n \ -+- P|.,, ) a.p a y a/ a,n \ \ a/, a^ \

— Pj,p \cï.qa.ia^a^\\af,ap\ + Pl^a/a^a^a^ \a/,ay\ == o.

Si, entre les équations (17) et (18), on élimine P;?. au lieu d'éliminer
P,2, on arrivera à une relation d'une forme nouvelle

(^) ( P!./ | ctm a^ dp \ — PL, 1 a^ a? a/ \ -\- P^ | a.p ai a,,
— Pj,p \a.ia^an\ •+• P§ \a.ia^a^ap\ \a/,aq[ |a/,a,.| == o.

On peut aussi évidemment tirer la relation (21) de deux relat ions
semblables à (22).

En résumé, les huit fonctions

Pô, P/-, P^, P^, P/^ P/^ P^ p^

forment un groupe tel que, yiatre quelconques d^entre elles étant
données, les carrés des quatre autres s'expriment linéairement en
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fonction des carrés de celles qui ont été choisies. Les relations o n r ,
suivant le choix qui a été f a i t , l ' une des formes (16), (19), ( 2 s )
ou (22).

Nous arr ivons donc ici à reconnaître l 'existence de sept groupes ana-
logues formés avec les fonctions P. Les indices des fondions apparte-
nan t à un même groupe sont figurés sur u n e même ligne hor izonta le
dans le tableau suivant :

(.3)

0

0

0

0

0

0

', 0

k

/
m.

n

P
(!
r

kl

lk

mk

nk

pk

qk

rk

km

lin

ml

ni

pi

ql

ri

kn

In

rnn

nm.

pm

qm

rm

kp
Ip

mp

np

pn

cm

ï'ï ï .

kg

Iq

mq

nq

py
W
rp

kr

Ir

mî

n r

pr

qr

rq

Un quelconque de ces groupes est défini par la fonction P à un seul
ind ice qu ' i l cont ient , ou bien, plus simplement, par cet indice. Nous
pourrons donc parler sans ambiguï té du groupe k, par exemple. Le
groupe défini précédemment, auquel nous avons donné le nom de
groupe o, con tena i t l ' indice o d 'une façon part iculière, t and is que rien
n'y dis t inguai t k de /, de m, . . . .

En fait , les relat ions que nous avons démontrées jusqu'ici é ta ien t
déjà connues ( ' ) . Nous avons cru cependant uti le de les rappeler , d'en
donner une démonstration simple et pu remen t arithmétique, et cela
d 'au tan t plus que la méthode employée jusqu'ici va nous fourni r , sans
grande modif icat ion, une quantité considérable de relations nouvelles.

7. Par lons m a i n t e n a n t des fonc t ions à trois indices.
On a

Cl!,X^ \(:ti,a'^Cl,iX^€t(X,\ \€tm ̂ 2 \Cl,n .̂i K-^.:r,^^,R(.r,)i.—
af,x^\ |a/.rJ a,nX^

4- 4-r̂ ||..r3 x^/Wil^^t^) [^A-^I|^/.^||^^-^|+... •

( 1 ) WEIEBSTRASS, Théorie cler abetschen Functionen [Àlgebraiscfte Rehitionen unter den
abeUchen Functionen.^..}, [Journal clé Crelle^ t.. 57, p. 3i8, § 5, théorèmes 1 et II.)
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Prenant au hasard cinq fonctions de cette nature, nous pourrions
former une combinaison linéaire de leurs carrés telle que, dans la
somme, le coefficient de v R ( ^ ) R ( ^ a ) soit nul. Il est évident d 'ail leurs
qu'il en sera d e , même 'pour les coefficients'de \ /R(a?2)R(^'3) et
vR(^;i) K(^i )? c'est-à-dire que cette combinaison linéaire aura une ex-
pression rationnelle. Mais si, au lieu de prendre des fonctions à indices en-
fièrement indépendants , nous considérons celles qui ont un indice com-
mun, quatre fonctions seront suffisantes pour former une combinaison
l inéaire . Si enfin nous assujettissons deux indices à être communs aux
fonctions employées, trois de ces fonctions nous seront suffisantes; de
plus, nous pourrons prendre comme une des trois fonctions la fonc-
tion P .à deux indices dont les indices sont précisément ceux dont i l
vient d^être parlé. Ainsi on pourra prendre

PA/W. PÂ;/^ et P^/.

Ecrivant que le coefficient de \/É(^)R(,r2) est ident iquement nul
(huis la combinaison

Ai^+BP^+CPj^
on a

( •i 5 ) A | a m ̂ 3 [ -1- B [ a,, .2-31 •+• C == o,

ce qui donne, en posant A == j^a^),

(^6) B •==.— |a^/,[,
C ==—|a/a/ , | | f f .^a/ , [ .

Dès lors, on a

I^/^IEP^-P^-I^^IP^]

I \ l.,, 1 F r r I^R^r ^ l̂ '̂ l 1^'^ l̂ 2! l̂ l̂ ̂ ma^ l̂ l̂ | 1.-— ——————————•-< \U'f M'/- | .X/t>t.<./'> . I .XA.A/I» ——————————~,——————.--————————————————,———————————•-T-. . , l
x^^^( ' / Al L 2 •il v 1 / \akX^\\aiX^\a^x^ J

[,, ,, , F r T- l^Rfr J^^ll^^ll^^ll^^H^.^ |^^|—K/"/M'/, ( ,Â,"s>iÂ^"\\ i . \ \ . < A . " i i — — — — — — — j — — — — — T I r ~ " j — — — — — — — "1 / Al | _ • l t l v 1/ [a/,^i||ât^i| a^^l

ï/. /, 1 1 / . / . ï ri-.. 1 2 n/- ^ i^^^ii^^ii^-^n^^i. ,, , ri i-> n / ^ ï ̂ A" :2;?21ak^ 1 1 ^ / l z > 211a l x '^ ï , ï /-1^,11^1 [I^^I-RG^.} ——^To;^— ̂ -Jl
En tenant compte de (^S) et (a6), on peut écrire le second membre
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sous la forme

j-ĵ :̂ [ \aiûk\ |̂ |̂ l^^i|K^i[|^,^i||^^|l^/,^[[^,^Jl^^|[^A-3|

XCl^A'âll^^lIff/h^l+l^S^lll^^ll^^ll+l^

— |<^A| 1-Wl l̂ îl K î| K î| |^M î| l̂ 'al I^À-^I j^al K^sl
Xd^^ll^^ll^^l+l^^lla/,^! |̂ .̂ |+|̂  ̂ l|^^i|K^|)+...

—\ciiak\\a^a^\apX^\\a^x^\ |a;.^i[ |a//,.2?i| [r//^i| [^^^1 \a/^\ \a.i^\ [a^^
X (\^3\ +l̂ i| -t-l^i^al) +...].

Mais on a

[^2 ^3) l^^l^^j +. . . = |^i ̂ 3^3), |^2 ̂ | +• • • ̂  O,

en sorte que l'expression se réduit simplement à

r^^|<7^^2^
î 1 ' ' 2 * '' 3 (

c'est-à-dire à

r^J^ l^^/l |^^|S|.:^.zl3(|^^||ay.:yJ|^,.rl [ [o/,^) |̂ .̂ | j^^| |^^|.

La quantité entre parenthèses est divisible par x.x^x^ et le quo-
lient est une fonction symétrique des trois variables x^ oc^ et ^3 expri-
mable rationnellement en fonction de a, ̂  y, par suite, des fonctions
P à un seul indice.

On a, en conservant à ̂  p., v les significations qui leur ont été don-
nées précédemment,

^|.^^[|^^Jjf/^J]^,.yj|a/,^2[laÀ.^|]a^â[|^

=S[,,r,^[(v-(i.ri+^^^)[4^-^a/(ff/,+^)( a])x^
4-a/,a^(.r2+^3)2~(Œ/,+^)^^(^+^)+^^^J

== ^ [ a|a?S|^^[ -^^(a/,+a/)S(^+^)K^| -^•(al.+a^S^^I^^
^a^a{^{^x,Y[x^\ -{a,^ai) ^x,x^x^x^\x,x,\ + ^J.y^|^^n

-^ ^^S^l^^j -ûf^/^A.+a/)S^(^+^)|^^l +(^,-rO?)S^^^|^.^|
+^^2^(^+^)21^^|-"(^+a/) S^^^(^+^)K.^1+ S^.î-l.rll^.^]]

À [ ^afS^f^^l -^a,(^,+a^S^^(^+.^)|.^^| +(al.+^)S^î^^!.^^,|
+^,a,/2^j(^+^)2h^|~(^+^/) 23^^2^(^+.^)|,^.^|+ S.r^^J^Jl^^]]

[ aj,a]^\^x,\ -^a/(a/,4-a,)S^^+^)|^^| +(al.+^)S^^^^!^^(
4-^/,a/ S^^^+^)2|^^|-(a,,+^) ^x\x,œ,{x^œ,)\x,x^ ^^^^];
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en appliquant les formules (7), on trouve alors

\a.kai\ S l^^l \cipX^\\€iyX^\\a^x^\akX^\ ja^l \aia\\ |a/^j
a

=:[^^2.^|[ y (al— aal.-4-PaA.-~Y)
— ^ (a?—aai - ( -pa /—•y)
— ,̂̂  (ai.--aai. + P^ — ï)
—+- ^/c(^? —aa? - i - pa /—-Y )
+),a?(^.-a^4-P^—Y)
— \aJ,{a'ï — aa/2 + (S^ — ^)

— ^(^—aai+P^—T)
+ a^(^—a<2|~i-pa/—^)] .

Dans la réduction, les termes soulignés ne se présentent pas, mais i l
est permis de les ajouter, puisqu'ils se détruisent deux à deux.

Dès lors, on a, dans l'expression précédente, pour coefficient de
\X j X^X-^ |,

(,/ ^- p^ + \aï — aj) {a'j, — aa^ + ̂ a.},— v)
-— (^ — [j.a/,4- ^^j.—a?,) (^—aa/2-}-- pa/ —y) .

c'est à-dire
l^a/| |ayaJ |<'^.a/lPi,—|a^^/,||a/yaA.||ffr^7>:|P/2.

Nous arrivons donc ainsi à la formule

$ I^^I(P!^-P!/J
l == |^a/,||a^a^|P^ + \a^an\{\a^at\\aqai\\ct.ra{\Pî — f^^Â-fl^^ll^r^/.IP/2).

La substitution
rn it p cf r
n p q r m

donne la formule

;) ( 1^^|(PL.-P^)
( = la/a/,||a/,ap|P^ 4- \^ftap\[\ayaf\\a,.a/\\a^a^¥ï, — \aqah\\a,.a^\a,na/,\Pj].

Multipliant les deux termes de l'égalité (27) par ja^|, ceux de (28)
par \a^a,n\ et a joutant , on a

(^9)
\ |^^/A.|(|^^[P|^-+-|^a^lPi.^4- |^m^|P|/p)
| =|a^^ap|(|^aÂ.[larO^[.P?—|^a/||^^â;/)Pl).
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En é l iminant Pj entre les de-ux mêmes équations, on trouve

l^rz/,1 K,^|P!./^+|a^/,[ |^^^[Pî.^4-|^aA.[ K^/z[Pi^
==|<^,a/,ap[P;^~ \an,a^ap\ \a.yai\ |^r^[P|-

Si l'on continue à appliquer le même procédé, on arrive à des formules
clé type différent. "

Ainsi, de (3o) on obtient, par une substitution^

^ 3 ^ j K^l k^jPi-^-i- l'^<^| 1^«.|P|^-+- I^A-1 K^l P/^
( = | ,̂, ap a y | P|./ — [ a,, a.p âq \ a,, a/1 | a,,, a / 1 Pf,,

Les iornniles (3o) et (3i) fourni-ssent, en é l iminan t P^

(32)

1 am^k \ 1 ̂ ., ̂ p €lq \ PÎ./W— | Ûî^ ̂ k \ \ G? ^q G'm \ P/2//,

\apa/,\ l^a^a^lPl^-— \aq0k\ |^m^^lP|./y
== |^,.a/| |a,»a/,apaylPJ,,

ou bien, si l 'on é l imine P^,

ama/c 1 1 a^ a^| [ a,, a y ây | Pĵ  — [ ̂ ^a/, 1 1 a,, a/ [ [ dp a y a^ \ P^
(33) , 4- \cipa/,\ \apaf\ ciya^a^P^^ \a^af,\ [^a/[\a^a^a^P^

[ ==PI./|a^^<2pay[.

Une nouvelle substitution fournit maintenant
\a^a^\\c

(34,) - +l^a,(j^
I ̂ ^| 1^/^/1 l^^/^rlP/2//,— |^Œ/,[ |^a/( |ay«/.^ | P^
| <'̂  a/, ( j ay ai \ a, a,, ap \ P|.̂  — | a,, a/, 1 1 a,, cif \ \ a,/ a, a y [ ê^.^,

==P|^[^apOya,.|;=P!,

et, en éliminant P^,

(35)

l^W^l |^î^/[ t^^«y^r|P!./^

• |^^1 1^<^/| l^^^r^lP!./^

•(a^a/,[ !ap^/[[a<ya^a^a/,|Pi^
• Ka/,1 [a^a/J la/.^^^|P|.^
1^.^] |a;.a/ ||^m^ap^|Pi^, -•=: o.

En résumé, les huit fonctions

P/o P^? P A / y P/^w? P/c/^-y PÂ-//;, PÀ^/» PA-//.

forment un groupe tel que, quatre d'entre elles étant choi'sîes a
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priori, les carrés des quat re autres s'expriment linéairement en ronc-
tion des carrés de celles qui ont été choisies. Les relations sont, sui-
vant le choix qui a été fait, de l'une des formes ( ^ 2 7 ) » (29), (3o),(32'L
(33) ou (35).

Nous arrivons donc ici à reconnaître Fexistence de 21 groupes ana-
logues formés avec les fonctions P. Les indices des fonctions appar te-
nant à un même groupe sont représentés sur une même ligne horizon-
tale dans le tableau su ivant :

(36)

k
k

\
k
k
k
k
l
f.

l
l

l
rn
m

m

m
n
n
n

P
p
(!

l
fît

n

P
q
r
ni
n

P
(]
r

fi

P
y
/"

P
q
r
(]
r
r

kl
km
kn
kp
kq
kr
Im
In
Ip
Iq
ir

mît
mp
mq
mr
np
nq

îir

7^7
pr
qr

kl m
km l
kni
kpl
kql
kri
ifnk
Ink
Ipk
Iqk
Irk
mnk
mpk
mqk
mrk
npk
nqk
nrk

pqk
prk
qrk

kin
kmn
knm
kpm
kqm
krm
Imfi
In m
Ipm
Iqm
Irm

m ni
m pi
mql
m ri
npl
nql
nrl

P^1

pri
qrl

kip
kmp
knp
kpn
kqn
krn
l/np
Inp
Ipn
Iqn
Irn

mnp
mpn
mqn
m rn
npm
nq m
nrm

pqm
prm
qrm

klq
kmc/
knq
kpq
kqp
krp
Imq
Inq

^
^/P.
Irp

muq
mpq
mqp
mrp
npq
nqp
nrp
pqn
prn
qrn

kir
^mr
knr
kpr
kqr

krq
Isnr
Inr
Ipr
Iqr
lr,i

mnr

'mpr
mqr
mrq
npr
nqr
nrq

W
P^
qrp

Un quelconque de ces groupes est défini par la fonction P à deux
indices qu'il renferme ou simplement par l'ensemble de ces deux in-
dices. Nous pourrons donc parler sans ambiguïté du g r o u p e r / p a r
exemple, aussi bien, d'après ce qu i a été dit précédemment, que des
groupes k et o.
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8. Les indices situés sur une même ligne horizontale de l 'un quel-
conque des tableaux ( i^) , (a3) ou (36) sont tels que, cinq d'entre
eux étant choisis à l'avance, une substitution effectuée sur les lettres
k, l, m, n, p , q, r, qui laisse fixe l'ensemble de quatre d'entre e u x ,
ou bien ne change pas le cinquième, ou bien, si elle le chaude, le
transforme en un des trois autres indices de la ligne considérée.

La même propriété subsiste pour l'ensemble des huit indices :

(37) kîm, npq, pqr, qrn, rnp, A-, /, w;

ou encore pour

(38) k-lrn-, npq, pqr, qrn, rnp, kl, im, mk.

Il est impossible que la ligne (3y ) représente les indices d 'un groupe
de fonctions P, analogues à ceux trouvés jusqu'ici. On aurait en effet
une relation de la forme

( 38) API,,, 4- BP^ + CPJ| 4- DP; + EPj^ = o,

qui est impossible, car on ne peut, avec P;̂  et P^y, former une com-
binaison rationnelle.

Nous allons considérer maintenant des fonctions dont les indices
sont figurés dans la ligne (38).

9. Partons, par exemple, des fonctions

fkl?n9 P/îpç? P/,w? P//U-? PÀ'/*

Nous pouvons avec elles former une combinaison rationnelle

AP!,^+ BP^+ CPL+ DP^4- EP|,,

en déterminant A, B, C, D, E par la condition que les radicaux dis-
paraissent, ce qui donne

(SQ) ( ̂ l^^ll^/^ll^^l+Bj^^ll^.-yajj^^l
) + C ) a/^j |a^31 -i- D j ̂ ,^1 \a^\ + E | a^ \cii^\ = o.
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Ce q u i revient à définir A, B, C, D, E par les condi t ions

A +B
Â A - B A i 4 - C 4-1) 4- E
A p. 4- B ;j.i -l- C ( <?/ 4- ̂  ) 4-1) ( ff^ + ^/, ) -i- E ( a / , 4- ̂  ) = <
A ^ 4- B ^i -h C ̂ / ̂  -i- I) a,,, ai, + E f//,,r?/ • =

ou nous posons

À == ^A, 4- ^/ + ff// , , A i = (ï,, 4- r/^ 4- a,p
^•==-(1(0^-}- f ' ( ^a / , - ^ ai,a^ p.i=: a^a^-r- a^a,,-^ r/^^,,
^ =:^^,^/a///;

Or, en prenant

v, -=.a,, a,, a,,,

A.=- \a^-ti(fm\,

oïl t rouve
B •=:.—• a/,a/a,n\,

C = — ix — p-i ^,/, + <?/, ^/, -i- r//
^ — l / l a^a/, a/.ai

{\n'j, — \Lai,-\- ^ — )^aJ, -\~ ̂ cii,— v i ) \f<{('(m

:=—[^^ (^;?, -." Âi</j , + [J.i^,— V i ) .

De i né nie

(^0)

(̂  -„. _ ai a^ \ \ ci ! , an \ \ ai, ^p \ \ cfi, ttq \ -,
j) -^ _ | ̂  a/, [ [ ai a,, \ \ as n,, \ \ a/ a^ \,

( lî == — [ r!,, a[\\ a,,, a^ \ \ a^i ^p [ | ^m ̂ q |-

On a donc

AP!/, 4- BP;;,, 4- CPL + Dl^/, -- EP^

rt^ff/^^KI^.z-^ ^/.^ill^/î^ill^^ill^-^ill^^îl ^A^ll^/^ll^/^ili^'^all^///^;}!^--..^

-I^^/^^KI-^-^I2 ^r^l||^/•^l|[^/•rl|^//^•y•i||^..•^[|^^||^•r

--[^/^/«ll^/.^JI^/.-'^ll^/.^r/
X(|..^:i^|2 ffr^lll^^^^ll^^lll^y^llj^^li^/-1^!!^/^;^7/^^^ +•••)

--\a,,,a/,\\a^a^\\a/a^\\a/ay\(.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . • • . . • . . . . . . . • . • - . • . )

—l^^/ll^w^/II^^II^^K--- . . . . . . . . . • • • . . • • • • • • < • • • • • - • • • • • • • • • • • • • • • - • • ) J

E m p l o y a n t encore ici la méthode qu i nous a réussi précédemment ,
on peut écrire, en t e n a n t compte des équations ('39) et (4o) , le second

Ann.del'Éc. Normale, 'i^ Série. Tome XII •- ,J(JILLKT i883. 2^
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membre sous la forme
BRUNEL.

; „ ,,' ,,. |:i [ l^/^/^II^^H^r^ill^^il K).yi||^.r,|
i'••'•' 1 a' 2 <•"t•' 3 |

X ( K -^l K^| K.̂ 1 |̂ 2| K^| K« ̂ 1 K/< ̂ 3

+ ^^ij I^A-^I K^il |^/^| l^/^il K,^! l^//^i
+ |^i ^al [ff/,^1 ]^.^| [^.z-il |^^[ |^^i| K/.^l) +•• •

—-|^Â:^/^||^1^2||^r^l[[^À:^l||^/^l|[^/^yi
X ( [.r^] [^/,^[ ia/,^3[ l^^al \apX^\\aqX^\ \aqX^\

-r- \^^^\ \a,, x.^ \a,, ûc^ \ay xj\ \a^x\ \ \a^x^\ \a,j x^

+|.Z4^2||^^l||^^2||^^4[[^^||^^l|[^^2|) +•••

—|^^^[|a/,a,,[^/.^[|^^[[.râ^][<7/..yj|^,:ri[]^.:ri||^^

( 1^2^311 ^/^all ûî/^l |^m^2||^^^

4-'|,:r3^lll^/^l|^/^l|l^m^3|[^m.yJ|

+|^^r2[[^/.Z^||^^2||^/«,^i|]^m^|)

— ^w^ll^/^l l^/^l l^/^çl. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

— |^/,a/1 \a,,,a^ \a.^a^ \a^a^ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .].

Les termes non écrits se déduisent de ceux écrits par u n e permuia-
t lon circiilairo effectuée sur .z1,, .^2, .ï;t, en ce q u i concerne les (Jeux
premières l ignes. Les deux dernières lignes se d é d u i r o n t de la précé-
dente par une permuta t ion c i rcu la i re effectuée sur les q u a n t i t é s a/,,
<^, a^.

On peut donc écrire cette expression

-i ( \a/.cf{fi,,,\ S [.̂  ̂  a,x,\ \a,,.v,\ [a^[ [ a^x, \ S |.̂  x^ \a/, .r^ \a/, x,\ [ a/.r, 1 1 ̂ ••3 [ \a^ .r,

— \ai,a.ia,n\ S |...r,̂ ,[ |^, î| |a/:^i[ [ a/^i | [^^ .z^ S [.2^ x^ {a,, x^ {a,, .r.^ \a^ x^ \a^r^ [ a^r,

~|f//r/.^||f/7,a^|[^,ap||^^[S;^2^||a,.^i||^
'x^x^\a^x^aix^\\a^x.i \a^x^x

— ^/A|
- ] o ^ . f f / | . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Avec les notations in t rodui tes , on a

x^ï^ j^/.^i a,,x^\\apX^ \a^x^

== ̂ [.y^] — (a,.^ À^S^^yaj^ +. (a,^ +. p.i) S^^z^^j

— (^.{i i+^^S^. i l^g^l 4- a/.^2[,y^3 ,
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c^est-a-dire, en ayant égard aux relat ions (7) ,

^ [^ — S — {a, 4- ).i ) y 4" C/-/,.^ 4- ̂  )] [.ri ̂ ^31.

On a évidemment de même

S ^v^l |a/.^i] |a./,.ri| |a/^i | [^,,,,.ri =: [a2—? — (^.4- Â)a+(^/A 4- ̂ l^pr.^ .

Le même procédé nous d o n n e

S | ̂  ̂ 3 1 1 ,̂. ̂ i | ] a/, ̂ i [ a,, x,\\ dp x, 1 1 ciq x^ \

=—S^^r2^3l+(a/.+a/,4-Xi)S.r-^2^3|—[^;.a/,+(^/.+f/^^^

4- [a;.ap.i 4- (^/.H- ^/,•);J-l "+- ^i] ̂ ^î .ra^âl — [^/•^Â-^i + (^r-+- ^Â-) ̂ i] ̂ 'i l^'î ^al
4- a/.a/,^^2 ^î^3\

= [_ (a3— 2 aI34-Y)-+-(a/.4-^/,-h- > > i ) (a2—^)—^,.^^^- (^r-^- ^A)^!-^ ^i] a

4-[^/.^/,Xi-4~(^;.-t-^A-)i^i+^i]].yi^^-y3|.

Passons maintenant aux seconds facteurs.

^\x^x^\ [a/,.^ \a/,x^\ \aiX^\ [a / ^s j la^^j [a^^a)

•=. ̂ x^\x^x.^\ — X,S.yl^|(.râ4- ^3) l-^î^l + /^S^l.-z'll.^a^al
4" ^S^^^J+^DI-^^I——C^^—— 3.V)S^^3 (^24-^3)1^2^31—— V^(^4-^3)'k3^3|

4- ( [J2 —— 2 ).V) S ;Z?2 ̂ 3 | ^a ̂ 3 | 4- ̂  S (,^2 + ̂ 3 )2 | ̂ 3 ̂ 3 | —— [^ s (^2 ̂ 3 ) 1 ^•2 ̂ 3 |

4" V2 S l^'g^yl

^ [p2_ a^ -- X(a?- Y) 4- ^(a2- 2? ) 4- X2 ? - (Xp. - v)a -}- ̂ - }.v] |.:r^r^-r,[.

De même

^\,v^x^\\a^x^\\a,,x^\ \cipX^\ \ap.jc^\\a^x^\ \ciqX^\

~=.[y— ̂  — X ^ ( a p — -Y) 4- ̂  (a2 — 2 ?) 4~ À^ — ( Xi ^i — ^) a 4- î^ -- AI^ ].

Enfin nous trouvons

^ ] ̂  .̂ 3 j | a/ ̂ 21 [ ai ^ 3 1 1 a,,, .̂ 2 | a^ ̂ 31

= ̂ x^x]\x^x^\ — (a^+- a,^ S^^ (.^4-^3) !^2^3| -l- (a?+ a2«) ̂ ^^3 ^^a

4- a/a^ S (.̂ 2 4- .^3)21^2 ̂ \ — ^l^m ̂ l -+- •^m) s (^2 "<- ̂ ) \^^r^\ 4- a/2 (2^ S j'^ ^af

=[P— (^/+a//,) a 4-a2 4- ci{a^-{-a^~\\x^cc^c^
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L'expression considérée prend donc la tonne entière et peut être écrite

-M^- P- (^/-^i) ^ H- ( ̂  Ai 4- ;Ai)] [^- xy -Â(a?-^) +- ;JL(^- a p) 4- X2 ?- (A ;x - '.) a + u;-'- A'/]

+B[^-•p-(^4-À)a+(^,X4-ri][?2--^~Al(a?-7)4-s^(x2-2p)+Â^—

(^^ +ci~(a3~'2a?+Y)+(^^4-<?A•+^)(^-?)-[^^+(ff,+
X [? — ( ai 4- a^ ) a 4- ̂ 2 4- r// a^ 4- ̂  ]

+ÎM:-... • • • • • - • - • - . - . • .H . . . . . . . . . . . . . . . . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . !
'-.EI:................... . . . . . . . . ] [ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

10. Nous posons i m m é d i a t e m e n t B == — A. Le développement des
deux premiers termes donne alors, si l'on omet le facteur A,

ySa ( i — i )
4-y? ( — À 4 - A ï )

-^ ( - - l+l)

-f- Y ̂  [( a, + À i ) — {a, •+ ^ ) 4- À — A i ]
4" ya [~ (^,^ 4- p.i ) -1- (f^,Â 4- ̂ ) — A (</,4- ).i ) 4- Ai (a,,~[- A ) ]

4- y [A (r//.A,i 4- ^i ) — Ai (a,l + ÎA)]

+^ ^-^-î)

+ ^ a l 2 ( I - I )

+ ^2 a [- (ff, 4- A i ) 4- (ff,. 4- A ) 4- A - ̂  ]

+ y [{a, A 14- ̂  ) - (a, A 4- ^) - ( A2 - ̂  ;i) + ( A f - ;î ;i, )]

-r?a3 ( - A + A i )

4" ?a2 [- (3^ - A 2 ) 4- (a ;J.i - A ï ) 4- A(^4- Xi) - Ai(ff/.+ /) - ̂  + ̂ ,] .

+ ̂  [(^,4- Ai) (3 ii-A2)- ̂ ,+ A ) (t?;^ -- ̂ ) ~ ?.(rt/,Ài 4- ^) + Ài(^,A 4- ^) 4- (Ap.-v) ~ (}^xi ~^)-|

+ ? [(^,Ai + ;̂ ) ( 2 ;! - A 2 ) 4- (^,A +';A) (ci;^ - A;) - ( ̂  ~ ).,) ^ ( ;x; - Ai <)]

4-7.'" (p.—;ii)

4- a3 [—(AÎJ. — ^) 4- (Ai;ii —^) ~ p (a,+ A,) 4- ;Ai(<-/,4- À)]

+ 7<â [(î12-^) -" (î1!- ^'4) 4- (^/.4-).i) (A;..--.) - (a,4-5Q (A.i ;xi-~v,i)4- ̂ (a,:^+ ̂ )- iAi(rt,À4- p.)]

+ a [--(^,4- Ai) (^-A'/) 4- (ff,+),) (;i-ï-A^i) ~ (a,X,4-i^) (5.p-v) 4- (a,l 4- ̂  (A i ̂ i- ̂ )]

+ |"(r/,Ai 4- ^-1) ( ̂  -- A^) — (a,\ + ̂ ) ( ;j.f ~- Ai^)].

La somme des trois aut res termes est le produi t de A par une fonc-
tion symétr ique de a/.^a^. Nous al lons effectuer le développement et
expr imer en fonction de 5., a, v cette fonction symétrique. On a tout
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d'abord, pour la somme de ces trois tenues, l'expression su ivan te :

^S ^C
+^a ^G(^/4-^)

- ^ SC(^4-f//^4" a^)

-i- 2 ̂  a ̂  C

- 32 ^C(CÏ,+^/;.+?4)

___ hy> ^

+ Sa1 [ S C (^,+ ̂  -+- )-i ) ~ ̂  C (^ 4- ̂  )]

+ Sa S~-^C[ff^Â'+(^r+^^^.i-i-^i] + ̂ C(ffH-a/,0 (ffr+^+^i) + ï^C(aJ+afa^—(^)[

+ ? |5C[^,ffÂ;^i+ (^•+ ^Â•)^J•l+ ^i] — SC(ff? -r- aict^-^a^) (<?,+ ̂ .+ )>i)|

+^ SC(/7/+f f^)

+ a3 [— S C (f// 4- r//,, ) (a,. 4- ^/, + /. i ) — S C (r<?;2 -4- ^/ r///, 4- a^ )]

4- a-2 j SC(^/ 4- a/// ) iy/,.^/,4- (<-//. 4- ^/.') 'AI 4~ ̂ ] + SC (a? 4- ̂ /^ 4- rt̂ ;) (^7,. 4- ^/,4- ̂  )]{

4-a |—SC(///4-rt^)[a,rt/,?44-(rtr+ff/,)[j.i4-^)— SC(^4-^^/4- ̂ ^) [^,.^À'+ (^•+^/•))'l-r-^l]{

+ S C (^ 4- ^/ a//, + a^) [(f,a/,\i 4- (a,. 4- a/,) [J^ -1- ̂  ],

oa les différents signes -S se rapportent aux indices A, /, m.
Mais on a, d'après les foriïluîes qui relient A, B, C, D, E,

^C=- -A(A-^ ) ,

^ C ( ̂  / 4-^/O = — A (^---^ i ) •

On en dédui t

SCa/,= SCX — SC(a/4- ^^;) =:-A).(). — X i ) +'A((J. — ;,^)-

Nous appliquons encore main tenant les formules ( 7 ) , et nous trou-
vons

S C {aï 4- a.i a,,, 4- a2,, ) = — A ( À i jj. — ) î ),

^Ca^a, 4- ̂ ) =- A [ x ( X ~ Ai ) 4- A(. - vi),

^(^^.(^ 4- a/«//,4- a^) =— A;J.(;J- — ^.i) 4- AX( '> 4- ^ i ) ;

et il est facile d'en déduire rapidement les formules suivantes :

SG(^,4--â/,4-X.i)

^ A[- a,^ - XJ ~ (P- À? 4- î.- s^:|,

SC[ûî,.Âi4-i^4-^.(a,-h?4)]
= A j f f , (X? ~ À2^ {1 - iiQ - [^ - ̂  fx 4- Ui (À - ̂ )]j,
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ï C (>/. [J.i 4- ^ 4- r/A- (/'//^l -i- ^1 )]

:= A, 1 a, [^ {i — A;J., — AÀ i ( À— À, )] — [^(A — Ai ) - }J.̂ . — ;J.O — [^ À (À — /i)] j,,

^C(a/-h ̂ ) (r/,.+r?/,4-^i)
= A[— a;.( {i — [ii) 4- ( X i ^i — ^ i ) — ( / ( A — v)],

^C|(a/ -h ̂ ) [a,.\ + ̂ i+ ^/.(^/.-t- 'Ai)]l
^A{a,[(^^-.0-(A^-.)]-[;^(^-i^)+X,îx(Â--.^)-~X,(.--^)]|,

^C(a/ + ̂ ) [^/.^i +^i-4- ^/,(a,.Xi4- ^i)]

== A i — ^/.[ ^({ J-— î^l) + ̂  ^(^ — ^l ) —• ̂  —^)] -i- ^ (^ i ^l— ̂  ) — ̂  ^î^- — '^^

^ C (^? + ^^,/, -h a2,, ) (^/. 4- a.f, 4- X i )

= AJ— ^,().i (l — )̂  ) — [X^i ̂  — ^^-) -h ;-L( ;.i — ^) — A(. — ^) ]1,

^ C (af + a/^/,, 4- ^/2, ) [^i + ^i 4- a / , {a, 4- ^i )]

^Al—^^^iCXi^—^î 1 ! ) ] - ! - ^ ( ^ — ^ i ) — X ( v ~ ^ ) 4 ~ A ^ — X i ^ 4 - U i ( v ~ - v i ) j ,

^C(^4-a/^^4-^,) [<f// .^i4-^i4-<r// ,(a, .?>i4- l^i)] •

-^A|a,[)^— Xi^4-^i(^ •—^i)]'4- ^i(/^ — p.2) — ^ ( A ^ i — [^) { .

Le développement des trois derniers termes de l 'expression prend
alors la forme suivante, où nous omettons le facteur A :

Y? 0-^)

-S- ̂  (—(^4- î^)

4-y (Xi;i—^)
4-p.^^)^^)j

+ p. [a,(X - Âj4- (P- î..) - ( X f - {^)]

4-P^().-ÀO

+ ̂  [- ̂ (X - ̂ ) - (X—— î.) 4- )^~ i^4~ 2( î i - ̂ )]

4- PO |- a,()^ — }.2 4- î  — ̂ ) 4- [A^— li ̂  4- ÀÀ, (X — Ai )
— a^ — \^) 4- (Xi i^—^) — (X^- — vi) — a ( X t ̂  — X^)]|

4- ? J a,^\ ̂  - aX^ - Ui(X - X,)] 4- (^vi - ̂ ) - (ÀV- ̂ )4" ÀÎ^- X2^ {

+^ (p.i-~p,)

4- a3 [ût,. ( (J,i — ^) — ( Xi ^i ~ ).{x — ÀÎ iJ. 4- Xp-i 4- ^ •— ^i )]

4- a2 j a/. ( X i ^i — \>i — ).(x 4- ^ — Xi ;JL 4- Xp-i )

+[-(^-^)+(^--^Vi)--A,(A^~v)4-X(Xi^--^) ] j
4-a |^,[(^-«A.)~(^-À^i)+?4(^^~^)-M>4^-^)]

+)^(^_^)_^(^_^)^^(^^_,)_^(^^^^) j

4- a,[(X;^ - Ai Ex2) 4- Ui(v -vi)] 4" ^(AV - (x2) - p.(À,Vi - ̂ ï).
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11. Il résulte alors immédiatement de la forme donnée aux coeffi-
cients et de leur comparaison que l'expression rat ionnel le que nous
nous sommes proposé de calculer est i den t iquemen t nulle. Nous arr i-
vons donc à la formule suivante :

W
abOia^ [P!/^~-P^J—|^/^J|^^] aj,a^\ a/,fly\P^

— \Clm.^k\ |^/^| |^/^| \Ctiaq\ P^

— 1^ ai \ \a^a^ \a^a^\ a^a^\ P^ --= o.

De cette formule nous pouvons en déduire d 'autres par des substi-
tutions effectuées sur les indices k, l, m, n, p , q, r. Nous allons établ ir
successivement les forn-mles de types différents qui découlent de la
précédente.

On a

( k^/^/1 [Pi/m-- P/^-l — |̂ J \^/^p\ VtkCfq\ |^/^/.| P^

' — a^ctk \ \ ai a? \ \ ai a y \ \ a/ a, \ P^(43) a^a,, \ | ai ciy \ \ ai a^ \ ai a, \ F;/,/,

— 1 ^Â- ff/ | ̂ m^p} I ̂ m^^ \ (hn^r \ ?!•/ ̂  0-

Ret ranchant membre à membre les deux équat ions ( 4 2 ) et (43 )? ou
obt ient

{ \a/,r//a^\ \ P^^— P^/.|
(4q) — \a/,€i,\ ( | ata,n \ \ a/,a^ \a/,ay\ P^+ | a,n a/,\ ] a/<^; | a/r/JP^/,

( • -h 1^/^/j ̂ 'n^î^m^^ll) ̂  0-

Si, au lieu d ' é l imine r P;.^, nous é l iminons par exemple P^,, i l v ient

(45)
aie ̂ i ciin [ \an a,. PI///, -i- | a,, a/, [ P;^y 4- 1 ai, cin 1 P^/.]

///-//.• 1 a^k \ K^-l [I ai ap\ ^ ̂  \ P2^— 1 a^ap !a^^ \p^ '\ ̂  °-
De même

1 ak ^i Clm\ [ ] ttp ̂ n 1 ?!•//« -1" I an a^ 1 p^//- -+- 1 ̂ ^ a P 1 p^// 3(46) a^^/,1 1 aiaf,\ \ a^a,, \ [| €^ay\ [ a/a/. j P;̂ .-- [ a,n ay\ \ a^ a,\ P^J — o ;

(45) et (46) nous fournissent , en é l i m i n a n t PI.//,,,

, . \a/c^/^hn\ [ \a/c^-r\ \^n^p\ P2^/^y+ ^A'^/'.l l^^/' PJ///-+l^/^^l I^^P^-J
(47) -I^/^H^/^I ^/.^^rIEI^/^/IP^^-i^^ P/2/]^^
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ou b ien , en é l i m i n a n t P;̂ . et suppr imant le fac teur |a/,â^,,J qu i se
met en évidence,

(,8) I ̂  ̂  ̂ . [ P!/^, == j a, a / , [ | a,a{ \ \ a,, d p \ P^-i- ] 0, a^ \ \ a,, a/ [ | a y a, 1,̂/ j " / - l ». /^//>

Enfin nous tirons de cette dernière par une subs t i tu t ion

C ̂  ^ | apayan 1 1 PJ^ =- \ ̂  ̂ -[ \a,,at\\ap ̂  | P ,̂ + la,, ̂ ,| | ̂  .r/ [ j a,a, | !>^,,
( 4- | <2-yff/,| | f/^^| | a,, dp \ P^-h | ̂  <7 /̂,, | [' a^ a,\ P^.

E l i m i n a n t P^ entre (48) et (49) , nous avons

^) | l^^^^ll^^ll^^[P!py-|^^^,.[|<7,^/.||^^[P^,,

( + |^^.^| [^^.| |^^|p^.- ^,,7,,^,| [^^.l [^^^ P^^-p^ 1^,0/^^7,1

Si, d 'aut re part , nous é l iminons P " , nous t rouvons

^^^.j P!,̂ + l ^ r ^A .11^ /11^ / . ^ / / / 11^ , . ^ ^^ | P;î
— a,,ai, a,ai\\a,a,, \a^a^a, P^,

H- [ a^ak | [ a? a /1 [ a,^?/,/ ] [ a^ a, a,, P^,,

— ^fl/.| |^ff/| |^^//J|a,^/,^|P^^=o.

Nous ar r ivons en somme a u n e conclusion ana logue à celles trouvées
précédemment . Les h u i t foncl ions

1 / . • / / / /? S npqî «•' / /<•//•» ?<•//•//? P/-//^.-» P/// / , P/ / /A-? PÀ'/

forment un groupe tel que, quatre d 'enire elles é t a n t choisies a priori,
les carrés des qua t re au t res s 'expriment l inéairement en fonct ion des
carrés de celles qui ont été choisies. Les re la t ions o n t , s u i v a n t le choix
qu i a été f a i t , Pune des formes ( 4 2 ) , ( 4 4 ) , (4 .5) , (47) , (48) , (5o)
et (5 i ) . ^ - ..

Ainsi se trouve mise en évidence l 'existence de 35 groupes ana lo"
gués formés avec les fonct ions P. Les indices des fonctions apparte-
nan t à un même groupe sont représentés sur une même ligne horizon-
tale dans le tableau suivant .
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/dm

kîn

/dp

/dm

kîn

/dp

klq

kir

kmn

kmp

kmq

kmr

knp

knq

knr

kpq

kpr

kqr

Imn

Imp

Im.q

Imr

Inp

Inq

Inr

h^i
Ipr

Iqr

mnp

mnq

mnr

^W
mpr

rnqr

npq

npr
nqr

pqr

^7
mpq

mnq

miîp

l>iîîp

^l
Inq

Inp

Inp

l/nq

Inzp

Imp

îmn

imn

linn

kpq
knq

knp

knp

kmq

kmp

kmp

kmn

kmn

kmn

klq

kip

kip

kin

kin

kin

kl m

/dm

/dm

klm

pqr

Py
nqr

npr

^1

P^
nqr

npr

npq

mqr

mpr

mpq

mnr
mnq

mnp

Py
nqr

npr

^pq
mqr

mpr

mpq

mnr

mnq

mnp

l^
Iqr

k^i
Inr

Inq

Inp

Imr

Imq

Imp

Imr

qrn

qrm

qrm

prm

pqm

qrl

qrl

pri

P^l1

qrl

pri

Rfl1

nrl
nql

npl

qrk

qrk

prk

P^
qrk

prk

pqk

nrk

nqk

npk

qrk

prk

P^l1-
nrk

nqk

npk

mrk

înqk

mpk

mnk

rnp

rmp

rmn

rm n

qmn

rip

rin

rin
qln

rim

rlin

qlm

ri m

qîm

pi m

rkp

rkn

rkn

qkn

rkm

rkm

qkm

rkm

qkm.

pkm
r/d

rkl

qkl

rkl

qkl

pkl

r k l

qkl

pkl

nkl
Ann. df l'^c. Normale. 2^ Série. Tome XIL— JCILLET

HYPEl

ïm

In

^

^7
îr

mn

m p

mq
mr

np

nq

nr

P7
pr

qr

m n

rnp

m q

mr

np

nq

nr

pq

Pr

qr

^P
nq

nr

M
pr

^

M
pr
<7/>

qr
i883.

'lELIJP

m/:

n/:

p/.

^
rk

nk

pk

qk
rk

pk

qk

rk
qk

rk

rk

ni

Pi
ql

r i

pi

ql

r i

ql

r i

ri

prn

qrn

rm

qrn

rin

rm

qn

rn

rn

rp

'TIQUES, ETC

kl

kl

kl

kl

kl

km

km

km

km

kn

kn

kn

kp

kp

kq

ïm

lin

ïm

ïm

In

In

In

Ip

Ip

^
mn

m n

mn

mp

mu

mq

np

np

nq

Py
^9
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Un quelconque de ces groupes est défini par les t rois fondions P à
deux indices qu'il cont ien t ou par la fonction P à [rois indices qu i dé-
te rmine les précédentes, ou plus simplement encore par rensemble de
ces trois indices . Nous pourrons donc, sans ambigu ï t é aucune , par le r
par exemple du groupe /dm.

Nous avons obtenu en tout 64 groupes : i groupe o, 7 groupes A",
21 groupes /cl et 35 groupes Mm. Dans le cas des fonct ions hypere l l ip -
t iques de genre 2, on a de même 16 groupes : i groupe o, 5 groupes k
et 10 groupes kl.

Détermination des combinaisons linéaires auxquelles appartiennent
les carrés de fonctions P données.

12. Nous prendrons le cas de fonctions P à trois indices, les ind ices
des fonctions considérées ne j ou i s s an t d ' aucune propriété pa r t i cu l i è r e .
Le carré de la fonclion P/,^ se compose d?e d e u x parties, Q/,/^ et Q/,^,
l ' une ra t ionne l le , l ' au t re i r ra t ionne l le .

Considérant cinq fonctions de même espèce, on a

W) ^A/P^^,—2A,QÂ,/.^+^A/Q^^.,.

La c o m b i n a i s o n précédente sera r a t i o n n e l l e si l 'on dé te rmine les
coefficients A^ par la c o n d i t i o n q u e la seconde par t ie du second
membre disparaisse, c'est-à-dire en égalant i den t iquemen t à zéro l 'ex-
pression

S A/ ] cif^x \ \ a^x a^.z' | •==. o,

c 'est-à-dire, si l 'on pose

'(3.4) \a/^x [^/.r| \a,,^x -=. c—bA*-+-â. :^2—^"' ï ,

en prenan t pour ces coefficients les valeurs fourn ies par les é q u a t i o n s

(53)

r .A . -o ,
} sAa^o,
J SA b =:<.:),
1 sAc=:o.
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Alors (53) devient simplement

v A p î —v.kHi i-lA-t klm — -^A\'«/m

OU

(56)
v \ D 2
-J:vl /. ————:, SA(|^,.r3 î \a,^\ \(t^r^\\a.,,.î\\\a,..î\\

,ri.,t"a^3|-
X ai,x,\ \CfkXï\\<tt.r.^ [ff/.ï'al ̂ m •'"il l'7;;! ̂ 's

Posons, de plus,

(57)

(58)

[ff,,,r[ \a,,x\ \a,t,T\ \a,.x\ == (T— c',i' + b'd"2— a'.r!+ ,r\

\cii,x\\at.r\\a,,,.r\ \a,,,v\ \a,,a'\ |ff^r| | fl,.r ;
:̂ o." _- f",y + e".r2 — d".r3 + c'^r^ - IVj3 + a".̂  - a'";

a, b, e, a', b', c', d' changent quand on change de fonction P, lan-
dis que a", b", c", d", e", f", s," ne varient pas. On a de plus, entre ces
quant i tés , les relat ions suivantes, qui sont dans la su i te de la plus
liante impor tance :

( r ) a +a' =a",
(2) 1> +a';i +b' ==b",

' (3) c -h-a'l.)+b'a-i-c'=:c",
(ay) ' ( . / l ) a ' c+b 'b+c 'a+d '^d" ,

(5) b ' c+c 'b+d ' a =e",
( G ) c 'c+cl 'b ==r',

1 ( 7 ) d'c =?".

Ceci posé, développons le second membre de (56) suivant les puis-
sances croissantes des variables x :
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v t D '^..\l j^^

r^^A.^d^j^a.^ a

— ^A..^[d/cb(.r,+ ^3) 4- c'c^JI^^I2

4- SA .^[d^K^-j 4- .rj) -h (l'b\r,^

4- c^b^C.^- ̂ ) + li/c2..^] l^^l2

~^A.^[d/c(.yS4-^^)+d/ba.2^.:r3(.:r3+..y3)4-c/ca.:r^(A•j4~^
4- c7 h2 ..ri ̂  ̂ 3 4- b'cb x\ ( ..ẑ  +^3)4- a'c2 ̂ ] |.:.r,.r:

+ ^A.^[d/b^,.:r3(.-2-j -i- ̂ j) + d/a2.:.rj.21j + c^c^^^j -t- .r̂

+ c /])a x^ ̂ a^^ (^2-1-^3)4- b^ a^^(.rj+ .:r|)

4- b' b2 ̂  .r^ .^3 4- a'cl) ̂ (x^ 4- x^ ) + c2 .rî] | .̂

— ^A. ̂  [ d'à .rJ .z-j ( ̂ a 4- ^3 ) + ̂  1} .ri .z'a .r;j ( ,yj 4- ̂ j )

:i4- ^a2 .ri ̂ j ̂ j 4- l)^^'^^! 4- .:rj.< i .<- g ,,̂  ^ -i- ^ ^ ,̂  ̂  .̂  ^

4- b/ b a ,,r ^ .2-2 ..̂ 3 ( .r̂  4- ^3 )

4- crca-r^j^^) + a/b2.z•^ra.213+ cb;^(.^4-.2'3)]

4- ^ A. S [ d' J'-ï ̂  4- C/a .2-1 ̂ j .:r| (,r24- ̂ 3) -4- l.)71) ̂ -î ̂  .̂ 3 (.̂ 1 + ^>!î )

4- b^^l-r^- a/c^:;(.zt|+ ..rj;)

4- a^ ba .r^ .z^ ̂ 3 ( .r^ 4- .rg )

'Ï.r^-(-• ça .r ^ ( .r| 4- .r| ) + l,)2 ,r \ .r^ .^3

-^A.X[c/.rl.rl.2•^hb/a^^•rj.rj(.r,+.-r3)

4- a7])..^ ̂ 2.r3(.?^ 4- ̂ j) 4- a^2,.^ .z-j .rj

-{- C.2-i(.z'j 4- .2-^) 4- ba.z-;'.r3.r3(.r24- .^j^w^

4-^A.^[Iy.2>^2^.2t|4-a'a^?.2•|„rj(,2l,4-.r3)

4- b,rî;r2.2-3(.r34- ^3) + ̂ ^''[^^x^

- ^A.^[a/,2•^|.r^4-a.2•^2lj,2•j(.2l,4-•,r3)]|.21•,,r

13. Nous nous appu ie rons , pour la réducl ion de cette expression,
sur les formules (55) et (Sg). Nous emploierons , de plus, dans le cal-
cul des fonct ions symétriques qu i se présentent ici , les n o t a t i o n s et les
tab leaux del l i rsch. Nous e m p r u n t o n s à M. CAVLEY, À Memoir on /he
symmelîic Funclions ofthe Pools of an Equation ( Philosophical Tmnsac-
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lions, vol. CXLV1I, ï857, p. 489), les formules qui nous sont néces-
saires dans le cas présent .

On désigne io-, par ( ï ) , loc^ par ( 2 ) , 2^,^ par ( i 2 ) , ..., lx\x; par
( 3 s > ) , . . . ; les tableaux se lisent alors hor i zon ta lement ; a ins i , par
exemple , le tableau II se l i ra

(3 ) :=— 3 3 + i a2 ( t 2 ) :^ : i3.

II. ni.

^ ( 3 ) .

( a i )

,ïa. • a

( ï 3 ) . -

ÏV. V-

ay.

+ 4

- ï

-- 2

+ 1

^ ^
»-'"•

4- 2

— '2

4- I

a2?.

/••

-1- l

a4.

4- r

?T-

— 5

4- 5

-„ I

—-, 1^

4- r.

x2^.

4- 3

— I,

— 3

4- I

a?-'.

-i- 5

3

4- l

a\3.

— 3

4- I

a''.

4- ï
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VI.

(^).

( 3 2 ) .

( 4 i 2 ) .

(3^.1).

O 3 ) .

4- 3

— 3

9

Qj. ^

4- 3

<->

4- I

apr.

-..

4- ;

"4- 4.

3

„ 3

-h î

a3 Y.

4- 6

— ï

— 2

•4~ o

4~ l

r^'.i

— 9.

4- a

— 2

4- I

0^^.

-+- 9

- 41

-)- î

a-?.

— 6

4- l

a6.

4- l

VII.

(33) ^—^aY^Si^-^ôa^Y — aa1^—. Sa?3-^ a3^,

( 43 ) ==:, 5 ay2 — p2 y — 3 a2 PY -)-- a [^

VIÏÎ.

( 5 3 ) = — 7 p Y 2 4 - 3 î c â Y 2 4 - 6 a ? 2 y — 3a3 f^~ ap-^ x2?3 ,

(42) = ^.p^+a^Y^^.ap^Y 4" ?'-.

14. Ceci posé, nous allons successivement considérer les termes de
degrés différents en x^ x^, x.^
î 0 SA. sd^2 i.^^ |2 == sAdV. s [^.^ |2.

Mais, d'après les équat ions ( $9), on peut écrire

=:SA.g^.S|^^|2=:s]^.r,[â.g^Ac,



TŒLiTIONS ALGÉBRIQUES ENTRE LES FONCTIONS HVPERELLIPTÏQIJES, ETC. ^3î

et, d'après les équations (55) qui déf inissent .la quanti té A, I A c est
nu l , ea sorte que ce terme d ispara î t .

20 ^ A • s [ < l'cb ( ,r, -+- .r, ) -4- e^ .̂  ] | ̂  ,1-3 j2

= ^AcrcbS^-i- ^3) [.r^l2-}- ^Ac'c2^^! j^^l2

^ s A d ' c b E a O ) — ^ ^ ! ) ] +sAc /c2[(3I)--^(I3) : | .

Or, d 'après les équations [59), on peut remplacer c'c par P7 — d'b
et d'c par g". L'expression considérée devient alors

^AcrcblXS)-- ( a i ) ] 4- s A c ( r ~ d / b ) [ ( 2 I ) — a ( I 3 ) " l

= - ^ A h 8 / / l > ( 3 ) - < i ( ^ t ) + 2 ( I 3 ) ] 4 - s A c f [ ( 3 I ) - 2 ( I 3 ) ]
=:^[2(3) — ^ ( 2 1 ) - ^ ^ ( l ^ J S A b - 4 - f [ ( 2 I ) — 2 ( I 3 ) ] . S A c ,

qui , d'après les équations (55), est encore ident iquement nulle.

Remarque. — Dans ce q u i s u i t , nous supprimerons successivement
dans le calcul les termes qui, en employan t les équations (5g), sont,
d'après les équations (55 ), ident iquement nuls, et nous ne les écrirons
pas. Avec ce procédé, par exemple, le terme

^AC^2!:^!)"---^!3)]

s'écrira directement tout d'abord

^.(-ccrb)!:^!)-^^);]
ou s implement o dans le cas présent. Prenons un exemple un peu p lus
c o m p l i q u é .

On pourra remplacer
SAc^^.rly.ra,.^;

par
s Ac[bl:/-+- c'a -4~ d 7 ] . ̂ (.^1, .y^ •'-^î

le te rme -{- SAcd^.yÇ.r 1,^,^3) disparaissant diaprés les équat ions (55).
Cette remarque est très impor tan te pou r la réduct ion des termes qui
suivent, en ce qu 'e l le permet de supprinner , pendan t la marche du
calcul, un grand nombre de termes.
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3" ^ A d'ça ï ( .̂  + ,r|; ) | .y, ,K, \ ̂ + s A d'b2 S ̂  .r, | ,F, a-, j--'
-^-^Ac'cl:)^.r,(.r,+,r3)|.ri,^3|24-SAb'C^S.^f|a.•^.r3|2.

D'après la remarque précédente, le premier ternie de celle expression
dispara î t ; il reste alors

^A^l ' l . ) î [ (3I)—2(^ i !) ]+sAc'c l ) [ (3^)-2(2I i :) ] -^-SAb'c• J [3( ; ï ' ) -B(3I2)] ,

qui peut alors s'écrire, en tenant compte de (SQs) , sous la forme

SAd'h^Si^aC^^+sAc'ch^a^—aÇa2 , ) - ] ,

et, d'après (SQo), cette dernière expression est iden t iquement n u l l e .
Jusqu'ici, nous n 'avons pas eu besoin d'avoir recours aux tab leaux

de fonctions symétriques que nous avons reprodui ts . Ils v o n t mainte-
n a n t nous être u t i les :

4" SAd'CS(^l+ .^)k^!a-4- S A. d'ha S,r,.̂  (./•,+ ,r,) [,r,,r, ̂
-+- SA c'ca Sa-i (d-| 4- ̂ ^ ,z.,.z.312 -)-• s A c' b2 aj"i ̂  .̂  | -r, .r, |2

+ S A h' cb 2 x] ( .rs + ̂ 3 ) | ̂ 3 .z-, | ̂ . 2 Aa' c8 S ,2'? | .ra .r;, |3

=^Ad ' ^ )a [ (4 I )—(32)J - | -2 ;Ac ' ca [ (4 ( )+a (3 • 2 J ) -4 (3 l • 2 ) ^
4- SAc'b ^ [3(3^•••) - (a2 ;)] + 2Ab'ch[(3a) - a(32 > ) - |
-+ -SAa 'c 2 [ (3a )—3(3 l a ) ]

PT a2 y ap2 a l̂

=ïAd'ha..... . . . . . . . . . . . + 6 -n — 4 +i
+sAc' ça. ............... -^- i5 — 5 _3 +,
+SAc'b2. . . . . . . . . . . . . . . . - 6 +3
4-^Ab'cb. . . . . . . . . . . . . . . . _ 3 ..a ^,
4-SAa 'c 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . + 3 _,/, ^,

qui se transforme, au moyen de (ÔQ;,), en

sAd 'ba . . . . . . . . . . . . . . . . +1.3 --, _4 .+.,
SAc'ça. ............... + 1 5 _5 _ _ 3 ^. ,
sAb'cb. . . . . . . . . . . . . . . . 4 - 3 _ 4 _^,
SAac 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . + 3 -f, +,
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ou bien simplement, en tenant compte de (594)

S A c F b a . . . . . . . . . . 4-12 — i —4, 4-1
J sAc^ca. . . . . . . . . . 4-12 — ï — 4 4-i.

Cette expression est identiquement nulle d'après (59@) .

5° sAd'bS^^^I +.rj)|.r2^3|24-sAc^a2.r|^l|^.y3|2

4-sAc /cS^(^4-A>l)|^^3|2+sAc /ba2;^^^(^4-^
4-2Ab /caS^j(^|4-^j)|^^3lâ-t-2Ab /b22^^2^3(^.y3|2

+SAa /cbS.r^(^4-A t3)1^2^3l2•-^•SAc2S.^î|^2.r3|•2

- -=I ;Ad /b[(5I)4-2(32 ) -2(4â)]-^-sAd /a2 [ (4a)~2(32 ) ]
4- sAc^cl:^!) 4- (821) - 4(4i2)] 4- sAc/ba^^i2) — (32i)]
+ sAl/çal^) 4-6(23) — 3 ( 8 2 1 ) ] 4- 2Al/b2[(32I) — 6(23)]

4- ^Aa'cb[2(32) — (32i)] 4- sAc2)^) — ; î (4 i 2 ) ]

T2 ^^Pï a3 Y p a2?'4' aa?

== SAd'b. . . . . . . . 4" c) — 7 4-3 -h 8 — 6 4- r

4- s A d 'à2 . . . . . . . — 9 '"" ïo — 2 ~— 4. + ï
4- SAC'C. . . . . . ' . . — l 8 -h 20 — 5 4-2 — 4 4-1

4-sAc /ba. . . . . . 4-- 9 — 7 -+-3

4- sAb'ca. ..,,.. 4- 9 4- ^ — a . — 2 4-i

4- sAb'b2....... — 9 ' -^- 1

41 sAa^cb . . . . . . 4- 9 — 7 ~1~0 + 2

4- sAc 2 . . . . . . . . . — 9 -l-io — 4 —' 2 4-1

Éliminant c2 au moyen de (59s), puis b2}/ au moyen de (59,.), ensuite
aM' au moyen de ( Ô g ^ ) , et enfin ce' au moyen de (59e), on trouve
simplement

[27Y2— iSapy 4- 4»^ 4- 4p3 — a2 p] sA (c^ba -ï- IVac 4- a'bc 4- d^J). '

On peut évidemment donner au second facteur bien des formes diffé-
rentes à l'aide des formules (59). Une des plus simples est la sui"

Ann. de FÉc. Normale, ̂  Série. Tome Xïï . — JUILLET i883. 3o
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vante :
sAÇac—b 2 ) !^

à laquelle d'ailleurs il aurait été facile d^arr iver directement.

ô0 S A (f a S ̂ | ̂ | (^ 4- ^g) [ ̂ 2.2-3 2 4- S A c/ h S .z'i ̂  ̂ 3 ( .:y| 4- .rj) | .y 3 ̂  ]2

4- sAc'a^^pyl^jl^.^l^+sAb^cS^^^I+.rl)]^^,^!2

4- sAb^baS.rj.r^^r^ .^3) ^s^l2-^- sAa/caS.r^(..^•j 4- x^x^x^
--r- sAa' b2 ̂ x\ x.^ x^ \.v^ ̂ 3 p ~i- sAcb S .z1'^ (.ya + .z'a ) | x^^ |2

= - s A d / a [ ( 3 2 ) — ( 4 3 ) ] - ^ - 2 A c / b Y [ 2 ( 4 ) - t - 3 ( a 2 ) ~ " ^ ( 3 I ) ]
+ s A c / a 2 Y [ ( 3 I ) — 2(2')] + 5;Ab / c[(5a) + 2(32 2 ) — 2(421)]
+ 2 A b b / a ^ [ ( 3 ï ) — a ( 2 i 2 ) ] + sAa'caCC^^) + 2(3a 2 ) -- 4 (3 2 1) ]
+ sAa^-Yl:^2) -- 2 ( a i 2 ) ] -+- sAcb[(43) — (421)]

ay2 ^y a'^ py a'Y a (à8 a j:!1-1

== S A (Ta. . . . . . — 12 + 4 4- Q — °. — 4 -+- f.
H- S A c7 b . . . . . . . -h- 6 + io "— i o + 2
+sAc /a^ . . . . . . 4- 3 — 4 ! + ï-
4 - s A b / c . . , . . . . — 3 + 7 + 4 — a — 3 + i
-4- .sAi/ba. . . . . — 3 -- a + ï
-{- sAa' ç a . . . . . . + i5 — 5 --- 3' ~\- o -t- r
+ s A a ' b 2 . . . . . . ~ 6 4- a
4-sAcb. . . . . . . 4- 6 -t- ï, — ï 4-0 . 4- ï

E l i m i n a n t a'b2 au moyen de ( S g g ) , puis c'a2 *au moyen de (SQ/J, en-
suite d'à au moyen de (Ôgg) , et enfin bc au moyen de (SQ^) , il nous
reste simplement

a ( 27 y2 — 18 apy 4- 4 a3 y -h 4 ̂  — a3 p ) s A. bc'.

Le second facteur a une forme très simple en employant ce mode
de réduction; on pourrait évidemment arriver, par une marche diffé-
rente, à d'autres formes que l'on peut encore d'ailleurs déduire a pos-
teriori des formules (59).
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SÀcf S.r| ̂  l^'r's12 -î- ^Ac^ a S^^j ̂ j (^3 4- ^3 ) j^â^l2

4- sA^bS.rj ̂ 2^3(^1 4- ̂ Dl^^j2-^ SAb^s^^rj ^2^312

- EAa'cS^'^^i-h^l) .ra^al^t- SLAa'bal^^r^^^ ^3)[<r2^]â

-+- ^Aac ïx'[ (.r| -+• .rj ) 1^2.^312 -4- S'Ab2 S^ ̂ 2^31 ^^'312

^ s A d / [ ( 5 3 ) - 2 ( 4 2 ) ] + ^ A c / a . Y [ ( 4 I ) ~ ( 3 3 ) ]
- - ^ s A l • / b Y [ ( 4 ï ) 4 - < 2 ( 2 2 I ) — 4 ( 3 I 2 ) ] - ^ - 2 ; A b / a ^ [ 2 ( 3 I 2 ) - - 3 ( 2 2 I ) ]
-4" sAa /c[(53) + aO--^) — a(43ï)] 4- sAa'ba . ̂  . [(32) — 2(2 2 1)]
- sAac[3(42) •+- 2 ( 4 2 2 ) — 2(43i)] -h2Ab^[(32) — 2 (3l2)]

py2 ^Y2 ,, aj^y a3 pv a^Y p4 a2 y

= SA d ' . . . . . . — 15 — i -i~ i4 ' — 3 -s- o ~ 4 -î- i
-4" sAc^i . . . . . 4- 6 4- i — 4 -t-i
4 - sAb / b . . . . . + i5 — 5 — 3 -+- i
-h-sAb'a2 . . . . — 6 -4- 2

, 4- sAa' c . . . . . — 3 -h- 7 4 - 4 — 3 -4- o — < 2 -1-1
. 4- SAaC. . . . • . 4- 6 4" 10 — 10 --h 0 4-0 4-2
^-sAa^a. . . . •— 3 — a 4- i.
-h sAb2 . . . . .. -h- 3 -- 4 ~1-- ï

Élumnant a2!/ au moyen de [593), puis b2 au moyen de (Sga) , en-
suite ac' au moyen de (SQ/J, et enfin ac au moyen de (59J, il reste

„_ p(27r — iSapy 4- 4^T -4" 4P3 — ^P 2) sA(a / c 4- d').
Le second fadeur peut aussi être écrit, en particulier,

— S A (^13.4-0^).

8" SAc'S.ri.Tl^ll^a^r2^ S A b^ S .3?^ ̂ (^2 4- ̂ ^)\^^3 ̂
4- sA.a'bs.y^^^.^^l 4-^j)|^2^3|2+ sABys^^-l^jj^^t2

4- s Ac 2^^(^14-^1)1 ^2^312^ sAbaS^^2^3(.r24-^)|^2^3|^

=:^i SA^[(42) - 2(32)] + sAtya[(2 (4i9) - (32i)l
4- sAa / b[ (42)4- -6(2 3 )—2(32 i ) ]
4- sAa^[(32i) - 6(23)] + sAba[2(32) - (Sai)]}

^2. apy. a^r. p8. a2 (3V

^^(SAc^. . . . . . . . . . . . — 9 -4-10 — 2 --4 4-l -

4- SAlVa. . . . . . . . . . . +9 — 7 "+-2

4- . SAa 'b . . . . . . . . . . . 4-9 -t" 2 ~"2 ~~2 + f

4- sAa^ 2 - . . . . . . . . . . —-9 4- x
4- s A b a . . . . . . . . . . . . +9 — 7 -+"0 4-'2 )-
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Él iminan t a'a2 au moyen de (59s), puis c 'au moyen de ($93), et en-
fin ab au moyen de (59^) , il vient

• T (^7T 2 — I^PT + 4^ + 4P3 — a2?2) 2A1/a.

9° SAI/S^^J ^^12+SAa/aS.r^j..2?j(^+.:y3)|^.2l3|2
4- SAb5.z>^2.r3(^j-4-<2 ïj)[^^|2+sAa2S^^|.2?j[^^|2

= Y 2 j s A b / [ ( 3 I ) - - - ^ ( 2 2 ) ] + s A a ^ [ ( 3 I ) - - 2 ( 2 I - 2 ) ] + 2 A a 2 [ a ( - 2 2 ) - - 2 ( 2 ï : 2 ) ] ; .

Él iminant d'abord b', le coefficient de 72 devient

^ A a / a [ 2 ( 2 2 ) — 3 ( 2 I • 2 ) ] + s A a 2 [ 2 ( 2 2 ) — 2 ( 2 I 2 ) ] ,

qu i , d'après (SQ, ) et (55), es£ identiquement n u l .

10° sAa^.y^-l.rll^^ 2+sAaS^^j.:yj|^^3|2=SAa/s.z>^r^l|,r2.:r3^.

(SQJ nous montre encore que celte expression est nu l l e .
Enfin

r ï ° 2A£^^l^j|J?^•3|2.=o.

15. En somme, toutes réductions faites, il ne nous reste que quatre
termes qui ont en commun le facteur

27 r — 18 a,?Y 4- 4 a3 T -+- 4 P3 — oc2 p3.

Mais cette expression représente précisément le d iscr iminant de
l'équation

{x — x^){x — ^2) (.•2? -- .ra) =: <z-3— a.z--2 + ?^ — y = o,

c'est-à-dire notre dénominateur
l^i^..^)2.

On arrive ainsi à la formule

SAPJ^ ̂  sAb^ac - b2) - aSA^b + P ^ A Ç ^ + a^c) - ySA b^a.

Le second membre est une fonction linéaire de a, |3, y, q u i pourra
être exprimée linéairement en fonction des carrés de quatre fonctions P
à un seul indice, prises à volonté.
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La même série de constantes qui rend le premier membre rationnel le
rend également entier.

. Relations linéaires entre les produits deux à deux des fonctions P.

16. On sait, depuis longtemps, que les relations algébriques linéaires
entre les carrés des fonctions hyperclliptiques ne sont pas les seules
qui existent.

Déjà, dans le cas des fonctions de genre 2, Gôpel s'était occupé des
relations qui ont lieu entre les produits de deux-fonctions. Dans le cas
général, Weierstrass, Brioschi, Schottky ont donné à plusieurs de ces
relations des formes relativement simples.

C'est cette question qui va nous occuper maintenant.
Si nous ne considérons que des fonctions à un seul indice, les pro-

dui ts deux à deux ne donnera ien t naissance à des relat ions algébriques
que si l'on considérait leurs carrés. Nous ne prétendons pcis par là
qu 'un tel p rodui t n 'entre pas dans. une relation linéaire ; nous verrons
d'ailleurs bientôt différents cas où se présente une telle circonstance :
nous disons s implement qu ' i l n'y a pas de combinaison linéaire conte-
nant seulement des fonct ions P à un seul indice.

17. Arrivons de suite aux produits de fonctions à un seul indice el
de fonctions à deux indices.

Nous supposons d'abord que les trois indices qui se présentent dans
un tel produit sont tous différents.

n n I Ff I A /n/ \ a/^al l^'/^l 1^^'al \^m^3\ ; ,. M , n
^•P^ = | . . . ^ ,,> | l̂ 'a] t/ K(^i) ———"T- . "i ———- K îl P- l̂ l̂ -^. l^i^'â'2':?! L V |a/u(/i Fw^'il' k ^ l m = r—————î 1 F'â^i V ^k^'l ) •————'—— ^ii,, ^ i / /? t 3 t^^'ll F '̂âl i^À-^jl^i^â-^IL ' V \aix^\\a^x^

-H^s^ilt/ +|^i^|î| { / + K ̂ l { /

1 _ f|^^J |a/..rJ 4 /R^> \ l^^1 ̂ /^311^ la/^31 l̂ '̂:y '̂̂ ^
i^a^l L V |a [̂|a |̂|a,̂ l

•+-K^il|^/c^2|l/ -4-|^i^||^^3 i/ •

Mais les radicaux qui se présentent ici sont précisément ceux qui se
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t rouvent dans P/^,/,; la seule différence qui existe consiste dans l'ad-
jonc t ion des facteurs |ay,^|, a^x^ , [a/,^) à ces radicaux. Il résulte
alors imméd ia t emen t de cette remarque que l'on a

PÂ-P//» — P/PW,= \a/,a/\ P/,/,,^

que l 'on peut considérer comme une relation entre les produi ts de nos
fonctions, en écrivant

< <)I) P/.P/^ -~ P/P/^== K^/l PoP/^.

E f f e c t u a n t sur les let t res À, ^ w u n e permuta t ion circulaire, on a
de même

< ̂ ) P/P/«/.~ ï\nPH== |^^|PoP^.

Les équat ions (61) et (62) nous fournissent, en é l iminant P()P/,/,/,, la
relation

< 6 3 ) ; |^/^ |P^P/m+ ^^^IP/P^Â'-I- |a^|P,/,P/,/=o.

Cette équa t ion pouvait évidemment se déduire immédia tement de
l'identité

I ̂ i^m \ ̂ k^\ -+- |a^a/(.[ [ a/x\ + | ̂ /,a/[ [ a^x ==: o.

18. Si nous considérons ma in tenan t deux fonctions ayant un indice
commun P^ et P^.p on a

> j.) ——____i___\\y y[4/K^77I^2^^

l^i^^lL V • \a^x,\\a^,\
.— .

+ ^3^[i/ ^-l^i^lt/

1 1 f i i l \A /ir» / \ l^/c-^l I^A-'^'îl l
'= \ x x x \ K^IK^JK^ i/ R(^)1 ^^r^ 4-. . .+ . . . •\x^(L^a,^\\^ V . |^Â-^i| J

Sous cette forme, nous voyons que, en ce qui concerne les a, les ra-
dicaux ne dépendent particulièrement que de d/ç : ils restent donc les
mêmes pour un autre produi t , tel que P^P/^,.

Il résulte alors de l'identité déjà plusieurs fois employée,

l^m^^fl^^al aix^\ —\a^apai\ \a,n.x^\ \a^x^\

-+• l^M^/^pll^/i^al l^^sl — [^w<^| \apûc^\ \apûc^ ==o,
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que Von a, entre quatre produi ts de l'espèce considérée, la relation

( 64 ) \a^ an a.p\ P^P/,/— \a.,, dp a\ ?,„ P/,^, + \a^ a^a,n P,, P/,/,— \aia,n a^ Pp P/^-= o.

19. Considérons main tenant des produi ts de fondions a deux indices
et prenons d'abord des fonctions ayant un indice commun :

p — I [ r T 1 2 R (T \ I^^H^^I /\a^^\a^x.,\\a,x^\arX^
•^-I^^L >•r2lz>31 iw \a^\ V———\a^\\a^———— < "

D ? -- ' y y 12 K / ̂  \ |«^^-2||"'Â-^3| / |M.y^2|lC^^3Ha,.^-2||a^
ï kq * AT — |.,,,^|2 ^2 ̂ al ^ (tr! ) ——f————[—— V —————!/. .- I l / , ^ |———

4-|^^||^^|vR(^I(^(l^^|^

Le premier terme de la seconde ligne ne contient que le facteur
a^l comme variable lorsque l'on considère un autre produit où q et r

subsistent. Il en résulte que tous les termes, sauf les trois premiers,
disparaissent dans la somme

|^/^|P/^PÂT+ K^[ï\P/r+ |<^/|P^/P^r;

elle développement de cette somme donne

hT Î'̂ l. R(l^ . /l^ll^^+l^^--^--) 'j -^ i^a^sl L jc^y^i [a/ .*z. . i]\ |<^A^i | /

+|^.rl^.•+|^^|â)I^P-

Mais la première parenthèse devient

\akalant\\^l^î\\x\y^\
\ahOC^\\aiX^\\a^\\

en sorte que notre expression se simplifie et devient

]^/^/5J ([^^3l|^^||«a^^l+l^^i||^^2||^^|+|.rpr2[|r^
]^i x^ x^\

c'est-à-dire enfin
\aka,ia,n\VqÇ^

Nous arrivons donc à la relation

(65) | caa^ ] P/,y PAT •+" 1 a^ a/, | P/yP//. + | c^ a/ |P,/,<y P//,/. •= 1 ̂ ^a,^ [ P^P,.
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En app l iquan t la subs t i tu t ion

À" / m n '

l m n k

no'us en (léduisoas

( 66 ) a,n a,, \ P/yP/,- 4-1 ̂  a/ [ P,/, y P,/,r 4-1 a/ a^ [ P /^ P,,, = j 0.1 a^ a,, \ \\ P/..

Les formules (65) et (66) nous fournissent alors une formule de type
di f fé ren t par l 'é l imination de P^Py.

i 1 ̂  am ̂ n \ ̂fcq Pkr — l Ci ni a,, Cl/, \ P / y P/,. -h [ a,, a/,a{ \ P, '̂P,,,r

\ —l^Â-^/^w|P^yP/»- ==0.
(67:

20. Si les deux fondions à deux indices n'ont aucun indice commun,
nous avons

P - r 1 ^ ,r. tâR^ M /K^alK^I |̂ |̂ l^ff^l |^^2| i^^3| l^r^l ̂ ^'3 .\ ^ /l'a/.^ll^^ll^^^Jla^^Jl^^all^/^ll^r
'/' /' l ' <îr — rT——n ^ ̂ sl" ̂ (^i),, l „..—— •———————r~ | ..<•' i.) i-€ f A l i tX ' i » 'I / —————————————j—————,-j—————r-j—————r,—————j————————————— "T" . . .

f / ki^^l'L " V \a^x,\\apX,\\aqX,\\a^,\i^^^rr-31 v "y K^ii
+ | ̂ 2 ̂ 3 | | ̂ 3 ̂ IJ \ /R(^i)R(^)

| ̂ /z. ̂ 2 1 1 ̂  ̂ â | | ̂  "^2 [ | ̂  ̂ 31 | a g ^31 | < î | | ûîr^a | | ̂ r^i

|^^l||^^l||^^2||^^2|

Les termes de la première ligne ne changent pas par une permuta-
tion effectuée ^ur les indices n, p , q et r. Ils disparaissent donc dans la
différence de deux produits de même espèce ;

p _ p pnf> * qr ' tiff i pri i f ) * / / /• 1 iif/

= ———^———S P. P/. P./ Pr fl ̂ 2 ̂ 3 | | ̂ 3 ^11 ̂ B^)R(^j.'Pl.2.2.Z;^- , ^

X (——-——-———?1———Ti———i-- T———n———————n———r + . . . \ -tan.œ^\\apX^\aqX^\\a,^ \a,,Xi\\ayX^\ap^\\ar^

Mais on a

____-__. _ î^.. „ „ ^ —l^ayll.z'i^l
| ^p ̂ i | | ̂ ^2 | \aqX^\\a,pX^\ \apX^\\ Op X^ \ \ Oy X^ \\ClqX^

___l___ _ T ^ \aran\\x^\ ,
|-^^ 11^,^1 • [a/.^tl^^j l^^ill^^all^r^ill^^l3



RELATIONS ALGÉBRIQUES ENTRE LES FONCTIONS HYPERELLÎPTÎQUES, ETC. ^ ï

en sorte que Fou obtient pour le second membre

^^ K^l1^^|P.P//P,P/.[K^1 |̂ 7^a7 |̂a^F.̂ ^ • •

=[^^/|[^/-^|P/.///(.

Ainsi, l'on a

{68) P/^Py/.— P,/<7P/^-= K^/l } ̂ r^n \ ̂  klm PO.

Une subst i tut ion nous donne

( 69 ) ^np P-yr ~ P// /• Ppy ==- ) ^// ̂ r | 1 a y € ( „ \ PQ P/,//« ;

Élimin'<nit PoPÂ/m» "eus obtenons

(70) K^]|^,1P,,/P^.-1- l^,^[|a,f^lP/,yP^-+- \a,,a,\ |^ffyjP^. ?;;/;=- o.

21. Considérons main tenan t le produi t d 'une fonct ion a un seul
indice et d 'une foncilon à trois indices; supposons d'abord tous les in -
dices différents :

î r, , r——-—— ~_ ~~~ ^\a/^^^ ^m ̂  \^nx^ K^ ,^ • ^ - - p ^ ^ ^ — ^ ^ i ^ ^ i i ' ^ r z r :
/^^r^iQ^^ + I-^ ly 1 ' ^ ^ i ^^TK^ i i |< - / . , ^ l l ^ ^ i l " J

'^'^^i^^r \a^\\a^\\a^

,, , / • n / xi^Â-^ll^/'^ll^/^all^/^ll^^^F^^ ̂ ^^.|l^,,z,l^/ R(.r0 ——————^^^^^ - ^ ^^ -

Les radicaux que contient le second membre ne changent pas quand
on effectue sur les indices^-, /, m, n âne substitution quelconque. Le
facteur \a^\ varie seul. On aura donc une relation linéaire homogène
entre trois produi ts de cette espèce; par exemple,

(71) l^a^lP/J^^+l^a/.IP/P^v^+l^^lP/J^^^o-

22. Si la fonction P à trois indices a un de ses indices c o m m u n s avec
la fonction à un seul indice,

ï r, i f 1 1 î . /.~7~'K î i^/^i î "'̂p^^ iî̂  [i^^^ii^ '̂.ii^^iv R^) ——a.^TK^
Les radicaux du second membre sont ceux qui existent dans P^.

Afin. de l'Éc. Normale. 2e Série. Tome XII. — JUILLET i883. 3 I
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Cette remarque nous conduit a former h combinaison linéaire sui-
vante :

(72) l^/^|P/,P^r+ l^/^'/JP/P/^-r- K^/lP/A<7r=1 K^/«| PoPyr;

d'où l'on déduit, par une substitution effectuée sur les indices,

(78) |^^[P/P^,.-r |^/|P,/J)//^.+ l<3/^[P^P//y/• :=| ' '^^^|PoPyr•

Éliminant PoP^ entre les deux formules (72 ) et (73), nous o b t e n o n s
la re la t ion de forme différente

(74)
| \(t[a^ Cl,, [PA.P/^/.— |^//^,^|P/P/^-+ i ^it^-k^l IP/»P//K//-

] —|a/,^^JP,,P,,y, =:.<:).

23. Prenons ma in t enan t u n e fonction à deux indices avec une fonc-
tion a trois indices, un des indices leur étant, commun :

D 0 _ 1 I Î 2 P / \1^^|[^^3|,/F/^ll^/^^i^^i / \1^^||^^1,/1^/^11^/^^i1^^
F^^al K(^,)-~^^FV " —" |a/^][a,^Jla^7~~"~1 ^^—"-^^^p^^31 i^i)—^--V " —" |a/^][a,^Jla^7~~"~

-H,,..M^W,,, ̂ atefcg î̂E^^îî  +
r^^^ll^.^l ""y

La première ligne du produit ne change pas quand on passe à un
a u t r e produit différent du précédent par une simple subst i tut ion effec-
tuée sur les lettres ^ me t n. Ils disparaîtront donc dans la différence
de deux produits de l'espèce considérée*

Remarquons, déplus, qu^on peut écrire le radical qu'on t rouve ent re
parenthèses dans la seconde ligne

P/P/A
i^'iii^^iK^r

on arrive ainsi à la formule :

P/c/P/c/fin—P/cm^fc/t!

i r
P/ P/" P.. \r T\\T T\\a,x\i MK^T^^ ~^^\a,^[a^ \ /,—,.^

•j——•—-—^j pâ^iPs'^ll (^À"2';}!! )V^\•z•l7AlV'v'2,
[.•Z'i .'̂ 2 J-'gl | \ ^_______I_______ _________î^______ /

|a/.y2||a//^il|<2,^i| \a,n^\^ri^\\\aiXi\/
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Or, on a •

i i ___ r l^mll^s^i!
ff/.ri[[^^A'.2[|^^| |rt/»^i[|^,^||^7^al "" l̂ 's Iff/^ill^/^ll^m^i ^M^I

T^y,
|^-'^[ F/ '̂i K '̂i p/^i

en sorte que l'expression devient

K^|yK(^)R(^)P/P/J\ ki.y [^rj \a^r^\a^a^\ \a.^^\\(ï^r^ ^.^l

Entre parenihèses, le facteur de \x^x^\ mul t ip l i é par P/P^P/^devient

1 a^) ̂ LlJÎ /̂  v{ H^'y-'^l l^'^i 1 J^lï2i/ ^/,.z-i 1 1 <7/,.r2 ] [ a/,.r^ \ ̂ (^)

en sorte qu'on a, en somme,

a/,;r:i jf/^.ï3|[rt,.r3|

(75 ) PA./ P/^ — P/,/, P^7= | ^ / f f / / 1 PA-- P/^r.

On en déduit par une permutation

(76) P/^/P/^/— P/^PA-/m-= |(W^|PÂ'P/K/r;

donc, en é l iminant P/»P^,.»

(77 ) ] ^m ^n \ P/cl ̂ kmn. •4~ [ ̂ n ̂ /l PA-/H ̂  kni -i- | ^/^/« P' kn ̂  fdm -=• <->.

24. La même méthode va nous fourni r maintenant une relation
entre les produi ts de fonctions à trois indices, un indice étant commun
aux fonctions d 'un ,produi t

1 \\r T m^J^II^I.———————-. i î ,. ̂  i i\ i ̂  • ) — — — , — - r — —
l^^'sN. l^^il

/l̂ l̂̂ ^̂ lil̂ ^ ^am.xï li^-.'^i-l^i'^311ap 3eiî 1 1 ̂  xî -1-
x V | a/^i 1 1 ff//, ̂ i 1 1 a/, ̂ i 1 1 dp ̂ i

+ 1 ̂  ̂  | [ ̂ 3 ̂ i | [ ûî/c^a | \/R(^i^^

X
/\aîX^\a[X\\ |a^^2||^^3||^^||^^i||^^||^^i| ,

y \aiûc^\a,nX^\\a^x^\\apX^

La première ligne du produit ne change pas quand on passe à un
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produi t différant du précédent par une simple subst i tut ion effectuée
sur les lettres /, m, n et p. Ils disparaî t ront donc dans la différence de
deux produits de l'espèce considérée assujettis à la condition indiquée.

Remarquons de plus qu'on peut écrire le radical qui figure entre
parenthèses dans la seconde ligne

p.p p p1 /i m «- /? .*• •n/I m •• n *••?

\aiX^\a^x^\a^x^\\apX\\

Nous arrivons donc tout d'abord à la formule

• klm l knp—s kîit*- kmp

x., ̂  \ [^3 ̂ i j [ a/,x, |yR(.zÇ)]l{(^2)]. ri x^x^

^l | a/^i 1 1 a^x^ \ \ a,, x^ \ \ Op .x\ | | a/^i [ | a^, x » 1 1 a,, x^ \ \ a^ .2-2f'"^ + p.p p pS r . . . g i /1 / / / 1 / / 1/ 1 in • n I p

\ [ a / ^ 2 1 1 a^ x^ \ \ a,, x^ \ \ a? .z-i | | a/^ \ ]̂ :7iya ï̂l7] a^\

qui devient, d'après ce qu'on a déjà vu,

\atX,\\/K{^)H(x,)
|P/P/Hl\PJ|^,l

ll"l"îl|^.|l^,||a,^J|^^||a„,^,||^,^.^^|a^^|+••7^^

ou bien autrement

F^(l^^l0^1|^||^,|R(^)|l^^^
1 * * ' " " | \ T | wq t,Ar M (.</>i.</j|| /|^A'i||a,^|

en sorte qu'on a simplement

(78) y/cimP/wp— P^P/,/,^ |a/^[ |^a/,[P/,Py/..

De même

(79) VklmVkpn— ?klp^knm'==~ ^^hi\ \^m^p \ P/.P///-.

Eliminant P/,P^, on arrive à la relation

(80) k^l K .̂ P/,/^ P^/;-+- [a/a,,,! f^a,,,[ P^ P/^,«
4-1 û?/a//1 \a^ an \ P/,̂ , P/,̂  -= o.
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25. Supposons enfin que les deux fondions à trois indices consi-
dérés aient deux indices communs,

ûR { . \ l^71"2'2! l̂ " '̂! l̂ 2! K^3 /l^/^ll^/^l K l̂ l^m^'slLr^yJ^lV.ri)l^^rL1 1 î -ii1 klu l ft'nin ~ a/^'i a^i ]^^i
/|a^||a^3||a^z-3||//;tA/3 l(^^

-l.z^.r^ll.ysJ.'illa/^^tlIa^rgl^R^âîR^â') \ai.z\ \\a,n.x'^

Si l^on cliange l ' indice n seul, dans la seconde ligne, les facteurs tels
que a//^ | sont seuls variables ; on peut donc former une combinaison
linéaire de trois produits de l'espèce considérée dans laquel le dispa»
raissent les termes de la seconde ligne.

Ou p lu tô t , considérons en même temps le produi t

Ï ) 1) î f 1 r r 1 - H/ r. ^ K^|K^| /W^A^t^^n^ ~^^\ ,r/./l,/,»,=^ :————-> \'f 9-t",\\ i\.\x'i) ——i———\—— | / ———i———n———i——— -+-...^v^^^ <{1 v l/ |a/, |̂ V |a^||a,^|

^\T T \\r T li/HTïTHTî'il^ T if./l^^l^ , 1 ,+ l^a-^l |^;}^i IV11^!) ̂ ^2) I^A'^sl \ l/———i-—' il. ^ (——— -i"-" I —•••\V to/^i| lo//».^) /

on a alors

î^/// ^Â-^ft — P/.-//; P/cw^ — ^/i ̂  J V/i-l ̂  kin

\,'.V^ ''̂ "3 ̂ '31^ ^^l^R^i) a/;,2;2J [^/..•z1;^ / \a^\ \a^^ \ap^\\ap^
^/,a;'i \\aix^\a^x^\ \ \a^x\ \a,,a. +. . . P/P,/,.

.^o/ij

Or

^^| \a,,x^\\apX^\— apX^\\apX^\\a^ ̂ i|—|a/,^l|^^[la,^2[=pi^i ^p^l |^rt,i,

en sorte que le second membre devient

i (j^^ll^^l^/c^H^^ill^^'i + [^^lla/.^lla/^ill^^lla,^!k^^
l'̂ 'l '^2'^'3

+ \x^ x^ [a/,.ri! \a/,^\ \aqX^\ \a,^\)î\ l.\/,.

^a/,[|aA-^|[a^a,.|P/P/,,.
ou bien s implement

De la formule

(81) .P^P/^- P^P^p- \^p\f klf km^'p^ l^-^l l^/^rIP/P^,

on déduit

(82) P/^P/,m^- P^//P/^y- |^^|P/./P/^=|^^| l^^-t l^A^|P/P/n.
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É l i m i n a n t P^PA^, on obt ien t

,,.-> N ( K^/!?^ ̂ kmn -+- | ̂ q^u \ P/,/// Vkmp + \ ̂ n ̂ p \ ̂  klq^ kmq
{ o.» • *.

' ( =|^r^K^/-^/|P/P//7-

Si l 'on él imine P/P^i on I rouve
( [ a /, <r//, | [ a y a^ \ P ̂  P /,//, // + [ ̂ /, ̂ ^ [ [ (tq a^ \ F /,/^ P /,//, p
\ +|^a^| |^^[P/,///P/.//K/ •=• \(tnClpa^kl^km'

Cont inuan t de même, on a en f in

\ ttnak\\^p^q^r P/ . /^PÀW//— | ̂ ^Â-| ^/^r^/J PÂ-^PÂ-//,/.

( + |^/^/i||^r^^|PAY/P/^^ —\^rak\\^nalïaq\^k^r^kmr'=:=•~••^'

26. Les rel'alions (64)e t (63) sont, a u x n o t a t i o n s près, les mêmes
que eelles données par Welerstrass pour le cas des fondions l i jperel-
l i p l i ques d 'ordre q u e l c o n q u e (T/^o/vWêr Abeischen Fimctionen, p.32o,
théorèmes III et IV).

L'existence de la relation (65) a élé prouvée par Brioschi [Annali
(H Matemalica pura ed applicala, t. I, p. sg).

Enfin, dans le cas qui nous occupe du genre 3, Scliotlky i n d i q u e
[Abrisseiner Théorie der Abeischen Funcdonen, etc., Nachtrag, p. i48el
suiv . ) la forme des re la t ions entre les produi ts de fonctions 0 analo-
gues à celles numérotées ici (61), (63), (68), (71) , (77), (85).

Nous résumons dans le Tableau suivant les résultats contenus dans
ies n^n à 25.

Pour simplifier l 'écriture, nous désignerons simplement une fonc-
tion par ses indices et nous séparerons par un point les indices des
deux fadeurs du produit.

/ ( 6 i ) , (63) 3 A-. [m l.mk m. kl ' o.klm

(64) 4 l ' k l mJîin n.kn • p . k j . ) q.kq r . k r

(65), (67) q kq.kr lq.lr mq.mr nq.nr P ^ - p ï ' ^•• r

(68), (70) 3 /d.mn km. ml kn.lm o.pqr
(^6) (71) 3 k.lmn l.mnk m.nki n.klm

(p2)? (74) 4 k.kqr l.lqr m.mqr n.nqr p ' p q r o .< / / "
(pS)» (77) 3 kl.kinn km.knl kn.fdm k.pqr
(78), (8o) 3 klm. knp îdn. kpm kip. kmn k.qr
(81 ), (8.3), (84), (85) 4 kin. kmn kl?. kmp klq. kmq kir. km r kl. km /. ///,
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Les chiffres marqués dans la seconde colonne ind iquen t combien de
produi t s entrent dans une re la t ion l inéaire; dans la première, nous in-
d iquons quelles sont ces relat ions linéaires;, t o u t aussi bien que dans
le cas des relat ions entre les carrés, on peut avoir, comme on le vo i t ,
différents types de formules pour un même groupe, su ivan t le choix
que l 'on fai t p a r m i les é léments de ce groupe.

Expression linéaire des carrés des fonctions P au moyen des carrés
de huit d'entre elles.

27. Nous allons voir main tenan t qu' i l est facile, en ayant recours
aux combinaisons linéaires entre cinq carrés, d 'exprimer linéairement
les carrés de c inquante-hui t des fonctions au moyen des carrés des h u i t
autres. Des calculs comme ceux du n° 15 nous conduiraient à un ré-
su l t a t ana logue , mais par une voie bien p lus compl iquée .

Tout d'abord nous considérons comme données les six fonctions sui-
vantes :

(^7)
( P/cU P^ P/c/^

( I- le/un, A knip *• km<j

L'ensemble de ces fonctions ne change pas si l'on permute / e t w , e t
aussi si l'on effectue sur n, p et q une substitution quelconque.

Les deux groupes klet/cm du Tableau (36) nous mont ren t qu ' i l exis te
une relation l inéaire entre les carrés des fonctions

P/o P/.-/W» P/c/rt? P/i7/j» PÂ-^T

et une autre entre les carrés des fonctions

1 ki x kîmf *• fi-mnf 1 kmp! t kmq'

Considérant P^ et Pj^ comme inconnues, la formule (3a) montre q u e .
le dé te rminan t des inconnues est, à un facteur différent de o près,

a,n a h \ \ cir cii \ \ a^ a,, 1 1 a^ dp \ [ a^ ctq
ai ak \ \ ard^ \ \ a.i a,, \ \ a^ a p \ \ a/ ctq

Ce dé te rminan t n'est pas nul iden t iquement , car on en tirerait , par
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exemple, pour a^ une valeur bien déterminée, par suite inacceptable,
puisqu' on suppose qu'il n'y a entre les a aucune re la t ion.

On peut donc trouver ainsi les expressions de P^. et P;̂  en fonct ion
l inéa i re des carrés des six fonctions choisies.

De plus, le groupe kl nous montre qu' i l est ensuite permis de tirer
les mêmes conclusions pour les fonctions P^, P^ et P^r-

Supposant les calculs fai ts , si l 'on y permute / et m, les fonc t ions
d'où l'on estparti ne changent pas; mais on aura sans calcul les re la t ions
qui fournissent P,n, P^ et P^r*

Est-il possible de con t inue r et d'exprimer les carrés des autres f o n c -
tions par des combinaisons linéaires des carrés des fonc t ions (87)ou , ce
qui revient maintenant au même^ des carrés de l 'ensemble des fonct ions

(83)
PA./. PH? P^ P/ P^ P/./r

Pfc P/.://.

1 kmn s- k/np A kinq •i ni i Icin 1 / i i n r

Si nous examinons nos groupes figurés dans les Tableaux ( 1 2 ) , (23),
(36) et (5^), nous voyons qu'aucun groupe ne contient q u a t r e des
fonctions (88). Mais, d'autre part , nous avons, par exemple, les
groupes o, n et kn, qui nous pe rmet ten t d'écrire trois relations linéaires
contenant les fonctions

Pô P. PA. 1\ P,.
Pô V^ PA. PH P^

P. P^ P^l PA./. Pkmn

Les équations (20), (26) et (27) nous fournissent, les deux pî^mères
directement, la troisième après une substitution, pour le dé te rminan t
des inconnues, l'expression

a/,a/a,,,<^| \^/,a/a^\ o
[a/a^^l ^/,a^lla/,^|[a/,a,.| o ja/a,/,

o 1 a/ a,n \ \ a,, a y \ \ a/,, ây [ j a/, a y \ \ cin a/, 1 1 a/ a,n

c'est-à-dire
\c(k€tia^\ \(tf,a,,\ \aia.n\ \aia^a,,\ \a/,a^ [a/,a^ \a/,€f,.\

—\a/,a!a^c^,\\a!awî\a/^ap\{a/,€ty\\a/,a^ .
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qui est ident iquement nu l l e . 11 est donc impossible d 'exprimer Pô, P/,
et P^ comme il a été dit .

Nous a jou te rons donc à l'ensemble des fonctions (87) u n e nouvel le
f o n c t i o n , P/,. par exemple ; nous la choisirons telle que les subs t i tu -
tions que l'on peut effectuer sans al térer l 'ensemble des fonctions (87)
ne l 'altèrent également pas. Nous pourrions évidemment aussi bien
prendre Pô ou P^..

Ainsi , nous remplaçons main tenant les fonctions (87) par les sui-
vantes :

( ï^/. P^p PH,
(^9 ) P,

\ r k mn r />•//?? ï- hinq

P,. é tan t considérée comme connue, le groupe o nous permettra d'ex-
primer P;; en fonction linéaire des carrés des fonct ions jusqu'à présent
calculées, par suite des fonctions (89). La même chose a l ieu pourP/,.
Une subst i tut ion circulaire effectuée sur n, p et q conduira au même
résul ta t pour Pp et Py.

Le groupe k contient alors quatre fonctions Pô, PA-, P/.^ P/^, don t les
carrés sont exprimés en fonction l inéaire des carrés des fonctions (89).
La même conclusion se présente donc pour P/,^, et par suite pour P^,
et P/^, et aussi pour P^. Enfin le groupe P/,,^ fourn i t aussi P/,^, par
sui te P/,^ et P^, et également P^/,, d'où P/^. et P/,^.

Nous pouvons donc , en par tan t des fonctions (89), ajouter au ta-
bleau (88) des fonctions considérées comme connues,

P.; Pô P/, P,, P, P/,, P^ P^ P^, P^. P^ P^ P,.,/. P^, P^,.

Jusqu'ici se t rouvent déterminées les fonctions à un seul ind ice et
parmi les autres celles dont un des indices est k. Il résulte de là et de la
considération des Tableaux des différents groupes que, ou bien toutes
les fondions qui figurent dans un groupe sont connues, c'est ce qui a
l ieu pour les groupes o, k, kl, km, kn, kp, kq et kr, ou bien trois seu-
lement des fonctions qui f igurent dans le groupe se trouvent déter-
minées.

En effet :
1° La proposition est évidente pour le groupe o;

Ann. de F Èc, Normale» 2° Série. Torne XII. — JUILLET i883. 3'A
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2° Dans le Tableau (a3) nous voyons que, abstraction faite de la
première ligne, les seules fonctions calculées jusqu'ici ou prises comme
base du calcul qui apparaissent dans une ligne sont Pô , la fonction à
un seul indice, et la fonction à deux indices dont l'un est k ;

3° Dans le Tableau (36) tout groupe différent des six premiers, pour
lesquels tous les éléments sont déterminés contient comme connues
msqu'ici les deux fonctions à un seul i n d i c e et la fonction à trois in-
dices dont l'un est k, qu'il renferme, et aucune autre ;

4° Dans le Tableau (5a) se présentent deux cas :
S'il s'agit d 'un groupe contenant k pa rmi les lettres qui le caracté-

risent, il renferme la fonction P définie par ces trois indices dont l'un
est 7c, qui par suite est connue , puis les fonctions P à deux indices
dont l 'un est k et l'autre chacune des deux autres lettres servant avec k
à définir le groupe. Ces deux fonctions sont également connues d'après
ce qui a été dit. Le groupe n'en con t i en t pas d 'aut re .

Pour un groupe ne contenant pas k parmi les lettres qui le caracté-
risent, on peut former avec les qua t re let t res qui n'entrent pas dans
sa définition quatre ensembles de trois indices; trois d'entre eux con-
tiennent k et correspondent à des fonctions connues.

Tous ces résultats sont évidents sur nos Tableaux.
Il est impossible dès lors de déterminer séparément une des fonc-

tions P non calculées jusqu' ici . Voyons si nous pouvons en trouver
deux s imul tanément . Il faut prendre pour cela deux groupes qui con-
t iennent chacun les deux fonct ions en question. Considérons par
exemple P^etP^y; on voit facilement qu'ils se trouvent simultané-
ment dans le groupe klm et Imr. Ceci nous permet d'écrire deux rela-
tions linéaires contenant

1 lm M- npq SL klm s - k l * km

* lm x npq * knp s- knq l fcpq >

relations qui nous sont fournies, la première directement par (42), la
deuxième en effectuant dans (5o) sur les indices la subst i tut ion

k i m r

l m r k
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Ceci f o u r n i t comme déterminant de nos inconnues

1 ciiam \ \ a/,a^ 1 1 a/,a? \ | a^âq \ \ a/,a/a^ |

— | a,, dp ciq a/, [ . 1 a,, cip a y 1 1 a/, ai \ \ ci}, a^ \

qui se réduit immédia tement à o. Il est impossible d 'exprimer P^,
et P^y comme il a été di t .

Nous allons dès lors a jouter à l'ensemble des fonct ions (89) une
nouvelle fonction P/^, par exemple, qui reste encore invariable par
les substitutions qu i n'altèrent pas l 'ensemble des fonctions déjà prises
comme base. Nous pourr ions,évidemment tout aussi bien prendre P^,.

Nous arrivons ainsi à prendre comme base dé f in i l i ve les fonct ions
suivantes :

( P' kini PÂ-//J ^klq

(90) , , , p/- p//^
\ ï- kmri JL km•p JL km y

Nous connaissons maintenant dans le groupe klm quatre fonctions :
nous pouvons donc exprimer P;̂  en fonction linéaire des fonct ions (qo).
Nous en tirons aussi la même conclusion pour P^, et, par des substi tu-
t ions pour P^/. et P/^,, il est visible que P;^, P^,, P^, et P;̂ , ne con-
t i en d ro n t pas P^ dans leurs expressions.

D'autre part , le groupe / contient ma in t enan t qua t r e fonct ions cal-
culées Pô, P^, P/,^ et P^ : notre ra isonnement s 'applique donc aux fonc-
tions d u même groupe. Le calcul effectué pour P^ fourn i t P^ etP/^ d 'une
part, P^,,, P,̂ , et P,^ de l ' aut re ; enfin on arrivera encore, au moyen de
ce groupe, à la même conclusion pour P/,. et par conséquent pour P^,..

De même, le groupe n fournit m a i n t e n a n t P,^, et par su i te P^y et P^,.,
et en out re P^,., par conséquent P^/et P^..

Toutes les fonctions à deux indices sont maintenant épuisées.
Le groupe Im, qui contient P^, P,/,, P^,, P/,^, nous fournira P^, : donc

P^np 6t P//^et aussi P .̂. P,. n 'entre pas dans la constitution décès fonc-
t ions.

Enfin, pour terminer, le groupe In f ou rn i t d'abord P/^y, d 'où l 'on
conclut P^ç et P^; puis P^, d'où se déduisent P^/, et P^,,. P e r m u t a n t
dans ces derniers résultats / et m, on arrive à Pmnp^ Pmpq^ Pmy^ ^mni^
^mprj ^mqr^ c^ q^1 complète la série des fondions P.



232 BRU1NEL.

Toutes les fonctions P ont donc leurs carrés exprimables linéaire-
ment au n^en des carrés de hu i t d 'entre elles.

Nous résumons ce qu i précède dans le Tableau su ivant , où nous
n'écrivons que les indices et non les fonctions. En tête sont indiquées
les fonctions de base. Dans la colonne de gauche se t rouvent les
groupes qui fournissent les fonc t ions situées sur une même ligne hori-
zontale. Les indices placés entre parenthèses correspondent aux fonc-
tions pour lesquelles aucun calcul n'est ut i le , les calculs se déduisant
de ceux faits précédemment par des substitutions.

kin fdp klq

kmn kmp kmq
r npq

kl et km
o
k
kn

( 9 1 ) ^ klm
l

n
bn

\ In

klm, l (m) kir (kmr) kl km

o n {p, q)
kn ( kp, kq ) kr
knp (kpq, kq/i) knr (kpr, kq r ' )

Im npr {pqr, qnî')
In (Ip, Iq) Ir (w/i, mpy mq^ mr}

^P (py^^ nr {p^^}
Imn (Imp, imq) lïîif
înp {Ipq, lq^} Ifir (^^? Iqf) (mnp, mnq, niqf^ ï î i n r ^ mpr, mqr)

On n'a en somme que vingt et une formules à é tab l i r et non cin-
quante-s ix . Les calculs ne présentent plus d 'a i l leurs aucune diff icul té .

On peut év idemment prendre comme base, au lieu des fonctions (90),
celles q u i s^en dédu i sen t par une s u b s t i t u t i o n fa i te sur les indices. Le
nombre total des subs t i tu t ions est 7!. Or, d'après ce qu i a été di t , toute
s u b s t i t u t i o n f a i t e sur M, p et q laisse (90) fixe, de même si l'on permute
/ e t m. Le nombre de bases différentes, de même nature que celle étu-
diée précédemment,-est donc égal à ^— =420.

28. Les fondions (90) ou bien celles qui s'en déduisent par des
permutat ions effectuées sur les indices ne sont cependant pas les seules
que l'on puisse prendre pour base. Il est visible que nous pourrions
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tou t aussi bien prendre celles définies par un quelconque des Tableaux
suivants :

kl kl ri îdp
( 9 2 )

( 9 3 )

( 9 4 )

( 9 5 )

( 9 ^ )

0 qr
kîn kmn kmp

l kîn kip

m kmn kmp

l kl kîn

m km kmp

In Ip Iq

mn mp mq

l In Ip

m mn inp

o qr

o pqr

r npq

o klm

Les trois premiers ont pour point de départ, comme celui qu ia été
étudié précédemment, les groupes kl et /cm; les deux autres résultent
de la considération des deux groupes Z e t m. 11 est facile pour chacun
d'eux de former un Tableau analogue au Tableau (91) et montrant la
marche des calculs à effectuer lorsque le& fonctions qu'il représente
sont prises comme fonctions de base.

Relations algébriques entre les fonctions P prises comme fonctions
de base.

29. Entre les hu i t fonctions (90) des trois variables x^ x^ et ^
existent des relations algébriques que nous nous proposons mainte-
nant de rechercher. Elles nous seront fournies par l 'emploi des rela-
tions entre les produi ts des fonc t ions P que nous avons trouvées, d'une
part, et, d'autre part , en ayant recours aux relations déduites comme
il a été dit au n°27.

I. Considérons tout d'abord la relation suivante :

P / P A / / Z — Vm^kl= k^/»|Po PÂ-///O
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qui devient , en élevant les deux membres au carré,

pjPL+nn^2p/p,p^p^=:i^^pp^p^,
ou bien, si nous avons recours aux relations (83) et (84),

l^^^pl^^KPIPL^P^P^)
— 2 (\a^\ \ap a.q\ P^,, P/,^-+- la/,ap| \a.q a^ P^p P/,^,4- J^-^l K ̂ 1 P/^/ P/cmy )

X (|̂  ̂  1 P^/, P/^ + | ^^ a/, [ P^ P/,/,^ + | a,, ̂  | P/,/^ P;,̂  y )
•=|^apaç|2|a/.a/,||a^,/,|2Pl.^P5.

Or, d'après l'équation (10),

j^^/^rIPJ = l^a^a/.JPl-- |a,,,a,.a^.|P? 4- |6î/.a/,a/|P^ — [^.a^^|P,2;

en sorte que l'on a

/ 1 ̂  ̂  ̂ y |21 a, a^\ | a^ a^ a^ \ \ a/ a/,, |2 P^ P2.
^l^^aypIa.aÂ.ll^a^l^l^^a.lPî.-- la^a,a/,|P/2 + \a,.a/,a/[P^ )P^

— |^.a^^^.|[|a/,^^|2|a/.a/,|(P^Pi„,+ P^P!/)
~2(|^^| l^ayJP^P^ + j^^l I^^IP^P!^

+|a/^y||a,,a,,|P^P/,,^)
X ([^ ̂ [ P^.^ PA./^,+]a,, ̂ ,| P/,^ P ̂ ,^4- |a,, ̂ 1 P^ P^,,^ )].

Nous voyons donc, en tenant compte de ce qui a été di t , dans le
n°27, que P; se présente comme quotient de deux fonctions ration-
nelles et entières des fonctions (87), le numérateur étant du quatrième
degré et le dénominateur du second.

II. De même, si nous partons de la relation, du même groupe que
celle qui vient d'être employée, ,

l^^[P^P/^—|^^|P//J>^==[a/a^lP/,P^,

nous obtenons tout d'abord

l^a^^P^P^+l^a^P^/P^-aJaA.a/JI^^

Or l'équation (4^) nous donne
| ai a^ \ \ a/, a^ \ | a/, âp \ \ a /, Oy | P/2^

== | a^oia^ | (Pi.///,— P^py) — | a,na/,\ [ a/ a^ \ \ ai ciy \ \ a/ ây [ P|.̂
— 1 ctj, ai \ ( a,,, a,, [ | a^ Op \ \ a,n ây j P^,
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e£, en tenant compte une seconde fois des relations (83) et (84), on
trouve

l^^^n^^.ll^a^pl^^a^lPl.P^

= K^J2 K .̂| l^^^da^/^IPI^- [^^| [ ̂  a, \ [ ̂  ̂  1 1 a, ây P^
— | cif, 0.1 \ \ a,,, a,, | [ a^ a p | [ a.,n âq P^ ) P J,

(98) - \^n\\ak0p\ \aka,\[\a^a^ a,^[(|^^pP?P^+ \a^ ^Wa)

— 2|̂  ̂ llâ^/KK ̂ ,!^^|PÂ^,PA,/m,+|^•^l|^?^|PÀ•/pPÂ•M^

4-la/,^||^a,,|P/^P/,/^)

X (K^|PÂ-/A^+ |^^IP^PAmj?+ I^^IP/^/P/^K/)].

Nous constatons dès lors que, comme P;, P^ se présente comme
quot ient de deux fonctions rationnelles et entières des six fonctions (87),
le numérateur étant du quatrième degré et le dénominateur du second.

111. La relation (83) nous donne, en élevant les deux membres au
carré,

(99)
,lap^|P/^P/^•+- K^1P/,^P^+ K^lP/c//Am<7)2

^^a^a^a^'PîP^

q u i , en substituant à P; et P^ leurs expressions dédui tes comme il a
été dit, nous fourni t entre les six fondions (87) une relat ion du qua-
trième degré. Cette relation contient les quatrièmes puissances des six
fonctions considérées, les produits de leurs carrés et les produi ts de la
forme

( tO0) PH.P/c/.P/cmvP/./^,

où v et TT sont deux quelconques des lettres n, p et q.

IV. La relation (84) nous conduit de même à la relation

. . (|«/A|K^|P/c/A/^4- l^^pll^^lPA^PÂrm/^I^^H^^IP/^PA-/^)2

/ ^K^TOPL,

qui devient également du quatrième degré entre nos six fonctions après
la substi tution à P^ et Pj^ de leurs expressions. Relativement à ces
fonctions, cette dernière relation est composée comme la précédente.
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Elle est différente, comme le mont re l 'examen des produits de la
forme (100), par cela même que l'on suppose les quant i t és a toutes
différentes.

On aura i t pu tout aussi bien par t i r de I n é q u a t i o n (85); on est ainsi
c o n d u i t à u n e relat ion du quatr ième degré qui est une combinaison
linéaire des deux précédentes.

Nous obtiendrons effectivement les équa t ions de de^ré supérieur qui
relient nos fonctions de base en y subslituîmt les expressions suivantes
fournies par les équations (29) à (35) :

Posons

S •:= | a, 0[ \ \ cii a/, \ \ a,,, a.n \ \ a^ a^ [ [ a.,,, a.q — \ a, a,,, \ \ a,,, a/, \ | a/ a,, \ \ a/ a y \ \ ai ciq \,

^ K ̂  ̂ /| PI. == 1 cii a,/, \ (— | an, ai, \ \ cip ciq a,n 1 Pj,^ -l- 1 dp a,, \ \ ciq a,,, a,, \ P/2^ — [ ciq a/, | [ a,,, a,, a^ P|̂  )
~|^^|(-~|^,^[|^^^|PL,/,+ I^À.II (ïq^ia,, |PL^—|^<7/,[ f f /^^ |PL<7) .

o|a/,^^jP|.^

= -"-|^,aJ[ ai a,, |[ €t/ a^ \\ a/ a.q \ (—\a,,af,\\a^ a^a^ Pj./,, +[^, a/,\\a^ a,,, a^ P/2/^ —\aqai\\ci,n a^p P!/(/ )

4-] a, ai \\a,,, a,,\\a,, ap\[^ aq\ (— a,, a^\ a^ Oy a/1 'P^ +|^/, a^\ a^ a/ a^ \ Pl,np—\^ ̂ /\\ ̂ i ^n ^p | PL //) ^

o ^/f^f^ll^.^.lIa^a/.IP/2^ o a/^a^|P?,.]^.a/| \a^a/\
+• â|a^A-|(|^,^|Pi.^+ K^|P!.//,+ l^^l1"^/).

'51 a,, a^ a^ | P/2/ = 31 a^ dp ciy Pi.. | a,, ai \ a,,, a/ \
+ 5 (| a,, a/, [ ^ ay | P|.̂  + [ dp a/, a^ ̂ [ P|,̂  + [ »// a/, 1 1 a,, dp \ |/y ),

^ | ar cij, \ \ a^ a^ f/y | P|./,. = 8 1 a,, a? Oy ( P|.. | a,, a / 1 1 a/, a/, | ] a,, a? 1 1 a,, a,/ [

+ ô(!a^| |apa^/.|P|^ — |ap^.| |^a,^|P]/^ + a^a^ |a,^<7/, P|.^).

On obt ien t P^ P;̂  et P ,̂ en pe rmu tan t / e t m et r emarquan t qu'a-
lors S change de signe,

En résumé, nous voyons que, choisissant d'une façon convenable
huit fonctions P, les carrés des cinquante-six autres s 'expriment li-
néairement en fonction de leurs carrés. De ces hui t fonctions, deux
sont telles que leurs carrés s'expriment rat ionnellement avec les six
autres. Entre ces six dernières existent deux relations homogènes du
quatrième degré en tout point analogues à la relation de G-ôpel. Tenant
compte, en outre, de ce quePo = ï , on a a insi

56 -f- a 4- 2 + î -== 64 — 3,
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relations différentes entre les 64 fonctions de trois variables d'où nous
sommes partis.

Si, au lieu de choisir comme nous l 'avons f a i t , les fondions (92) ,
nous étions partis des fonctions (95) ou (96), il est vis ible que nous
aurions pu, avec la relation (65), et en e x p r i m a n t de p lus Pj et P;^ en
fonction linéaire des carrés de P^, P^. P^; P,^, P^,, p^, obtenir entre
les six fonctions une relation homogène du quatr ième degré. C'est
cette relat ion qu'il est facile de généraliser et d 'étendre au cas d ' u n
genre quelconque, que M. Brioscbi a donné dans les Annali di Mate-
malica pura ed applicata, 1881, dans toute sa généralité. Mais, déjà
dans le cas présent, cette relat ion n'est pas la seule qui existe entre les
6 fonctions de trois variables indiquées ; on en obtient une a u t r e en
par tan t de (67).

C O N C L U S I O N .

La dépendance algébrique des 64 fonctions hypere l l ip l iques , et par
suite des 64 fonctions © se trouve par ce qu i précède suff i samment
établie.

La marche que nous avons suivie esl-elle applicable dans le cas gé-
néral? La complication des calculs permet à peine de le supposer. Ce-
pendant les conclusions connues pour le genre 2 et m a i n t e n a n t pour le
genre 3 permettaient, par analogie, de supposer pour le genre n des
propositions qu'il sera peut-être facile de vérifier par une méthode plus
simple que celle exposée ici.

&

Désignons par p le genre, et posons

les quantités a/s étant toutes différentes et en nombre é g a l à 2 p - + - i ;
^nn. de UÈc. Normale. 2° Série. Tome XII. — AOI'T i883. 33
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nous considérons dès lors les fonctions P définies par les formules sui-
vantes :

P o = = i ,

/ p

P/^WlII^'l'yll^-
v 1=1f = l

p p p p V ^/RZ^T) „
t Â'i /^ ... Â-a^ 1 /-i r/.-s • • • y/cy. 7 -^—————————————— ; a == 2, 3, . . . , p,

^n wi?^)
Les le t t res 7c e n t r a n t comme é léments dans l ' indice d'une fonclion P

sont toutes différentes; si l 'on prend foules les combinaisons différentes
de ces lelires, on ob t i en t en tout ^ fonctions de p variables. Avec les
indices des fonctions P, on peut former 49 groupes de 2 ( p •+• i) indices,
dont les propriétés, re la t ivement aux pe rmuta t ions que l 'on peut effec-
tuer sur les lettres A , sont abso lument iden t iques à celles des groupes
(22), (n3), ( 3 6 ) e t ( 5 2 ) .

Chaque groupe aura comme caractéristique l 'indice d ' une fonct ion P
et sera constitué comme il suit :

Partons de l ' indice 7^, 7^, . .., 7^; on lui a joutera l 'ensemble des
indices formés par les combina i sons a — i à a — i des a lettres k, puis
l 'ensemble des indices formés par des combinaisons a 4- i à a +• i de
toutes les lettres k, cet indice é t a n t assujetti à contenir toutes les
let t res k qui appara i ssen t dans la caractérist ique du groupe. On a ainsi
un nombre d'indices égal à

î + a -+- ( 2 p + r — a ) == a ( p -h-1 ),

Dans le groupe o n'existent pas d'indices de la première espèce don-
nés dans la déf in i t ion . Si la caractéristique est formée d 'une seule
lettre, on prendra o comme indice de cette même espèce. Enfin, sïa=p,
aux combinaisons p 4- i à p + i ne correspondent pas de fonction P ;
on remplace alors ces combinaisons p 4- ï à p -+- i par les combinai-
sons p a p formées par les lettres qui ne sont pas contenues dans celles-
là. En considérant ainsi comme équivalentes deux combinaisons qui, à
elles deux, contiennent toutes les le t t resk et chacune une seule fois, on
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peut partir d'une combinaison quelconque de ces lettres pour former un
groupe, que a soit plus pet i t , égal ou supérieur à p.

On sait (WEIERSTRASS, loc. cit.) que les groupes o et k sont tels
qu^une relation l inéaire existe entre les carrés de p -r-i fonctions'P d o n t
les indices appart iennent à un même groupe. Il est très probable que
la même propriété s^étend aux autres groupes.

Quelles sont, dans le cas général, les relations entre les p rodu i t s deux
à deux.? Quel est le min imum du nombre des fonctions telles qu'avec
leurs carrés on puisse exprimer l inéa i rement les carrés de toutes les
au t res? Quelles sont enf in les rela t ions algébriques qui existent e n t r e
les fonctions prises ainsi comme base? Ce sont là des questions sur les-
quelles nous nous proposons de revenir, les résul ta ts de ce t r ava i l nous
servant de guides.

Même en ce qui concerne les fonct ions hyperel l ipt iques de genre 3,
nous ne prétendons pas avoir tout dit dans les pages qui précèdent.
Bien des questions se présentent que nous bavons même pas abor-
dées. On sait, par exemple, combien a été ut i le , dans l 'étude des fonc-
tions hyperel l ipt iques de genres , la considération de la surface de
Kummer (zwrRoHN, Maihematische Annalen). Dans le cas présent , po-
sons

Ph[,i '. P/^p ', P/c/// '• Pkn i t i '- P k i n p '- ̂  h-mq

^ ji '" YÎ 9" y-ï : y'. '' jo ^ jy ;

les re la t ions (99) et (101) nous d o n n e n t , les calculs une fois effectués,
deux relat ion? homogènes entre les quan t i t é s y

( 99' ) F! (Ji? Ja? :n> y.'..» y^ yo ) -^ o»
( i o i' )1 Fa (yi, y^ 73, y/.,, rs, j'o ) -=- o.

Nous pouvons donc dire que, dans l'espace linéaire à cinq d imen-
sions obtenu en faisant varier d 'une façon i n d é p e n d a n t e chacune des
variablesyde — <x> à -+" x) , nous avons un espace gauche à trois di-
mensions» espace q u i trouve une représentat ion simple dans l 'emploi
des fonctions P, ou bien qui peut déf in i r leur mode de l iaison. Bien que
l 'emploi des espaces supérieurs ne soit pas encore jusqu'ici aussi fré-
quent que celui des espaces ordinaires, il est permis de supposer qu ' i l
sera en maintes occasions d 'un usage fécond, et l'on peut croire a
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priori qu ' i l ne sera pas i n u t i l e (l'y avoir recours. Aussi nous nous pro-
posons, dans un prochain travail, d 'é tudier d 'une façon spéciale l'es-
pace gauche que nous venons de signaler; i l sera intéressant de voir
quel les en sont les s ingular i tés , d 'examiner le mode de déf in i t ion géo-
métrique de cet espace remarquable , d'essayer de commencer pour l u i
ce qu i a été fai t déjà pour la surface de K u r n m e r .

Signalons, en t e rminan t , une autre question bien d igne d ' intérêt :
que l rôle peuvent jouer les relations trouvées ici entre les fonct ions ©
dans la t rans format ion des fond ions hypere l l ip t iques de genre a?


