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ETUDE

LES RELATIONS ALGEBRIQUES

LES FONCTIONS HYPERELLIPTIQUES DE GENRE 3,

Psr M. BRUNEL,

PROFESSEUR A L'ECOLE SUPERIEURE D’ALGER.

€

INTRODUGTION.

1. Les relations algébriques qui existent entre les fonctions hyper-
elliptiques de genre 2 ont été ¢tudiées tout d’abord par Gipel, dans son
Mémoire : Theoriee transcendentium Abelianarum primi ordinis adum-
bratio leyis (Journal de Crelle, t. 35, 1847, p. 277-312). Choisissant
Q'une fagon convenable quatre des fonctions © & deux variables, il
exprime les carrés des douze autres en fonclions linéaires des carrés des
quatre premieres. Il a ainsi des relatiouns linéaires entre cingq carrés. 1l
a trouvé de plus une relation homogene de degré 4 qui relie les quatre
fonctions choisies d’abord. On sait quelle est 'importance de cette re-
lation, tant en Analyse qu'en Géométrie. M. Hermite a montré son
role dans la théorie de la transformation des fonctions abéliennes du
premier ordre (Comptes rendus, t. XL, 1853, p. 249, 303, 365, 4a7,
485, 536, 704, 784). MM. Cayley, Borchardt, Weber, Klein, Rohn,
Darboux, Brioschi, etc., dans des recherches approfondies sur la sur-
face de Kummer, ont montré comment cetle surface du quatrieme
ordre & seize points doubles trouvait sa représentation la plus simple
ctla plus féconde dans ’emploi de la relation biquadratique deGopel.
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Rosenhain, dans son Mémoire sur les fonctions de deux variables et a
quatre périodes qui sont les inverses des intégrales ultra-elliptiques de la
premiére classe, avail montré que les relations linéaires entre les carrés
de fonctions © trouvées par Gopel n’élaient pas les plus simples. 1
arrivait & prouver I'existence de seize groupes de six fonctions, tels
qu’en prenant arbitrairement dans un groupe trois fonctions, les car-
rés de chacune des trois aulres s’exprimaient linéairement au moyen
des carrés des trois premieres.

En 1856, M. Weierstrass publiait un Mémoire : Theorie der Abel-
schen Functionen (Journal de Crelle, t. 52, p. 285-380), ol est signalée
(p. 318 et suiv.) toule une série remarquable de relations algéhriques
entre les fonctions hyperelliptiques et leurs dérivées dans le cas gé-
néral. )

Plus récemment enfin, M. Cayley revenait sur cette méme question :

On the double ® fonctions in connexion with a 16 nodal quartic sur-
Jace (Journal de Crelle, t. 83, 1877, p. 210-219);

Further investigations on the double © fonctions (Journal de Crelle,
t. 83, 1877, p. 220-23%); '

A Memoir on the double © fonctions (Journal de Crelle, t. 85, 1878,
p.214); '

On the triple © fonctions (Journal de Crelle, t. 87, p- 134-138).

Les (rois premiers Mémoiressont relatifs aux recherches de Gopel et
Rosenhain et a la théorie de la surface de Kummer. Dans le dernier,
M. Cayley donne quelques indications rapides, fournit quelques pro-
babilités qui nous ont été plus d’une fois utiles dans notre travail.

2. Nous nous sommes proposé ici d’étudier d’une facon spéciale le
cas des fonclions hyperelliptiques du genre 3. Voici quel a été notre
point de départ.

Pour étudier les relations algébriques qui existent entre les fonc-
tions ©, nous partons, non pas de ces fonctions elles-mémes, mais des
quotients obtenus comme il suit :

Posons avec Schottky (') (Abriss einer Theorie der Abelschen Func-

. . " rw . .
(1) Nos notations différent un peu de celles de Schottky ; les modifications apportées sont
cependant peu imporlantes; nous ‘avons cru devoir les faire pour éviter d’employer unc
méme lettre avec des sens différents, et aussi pour la commodité de I’écriture,
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tionen von drei Variabeln. Leipzig, Teubner, 1880). — Poir NacHTRAG,
Ueber die hyperelliptischen Functionen dreier Variabeln :

—_ —1I

- (al— (Zk) (am —_ ak) (an"— a/.') ((Zp—- a/c) (aq_ (l/,) (al"— a/u)’
—1

; (am_' (Z/,) (an_'a/c) (ap—" ak) (aq_ (t/;) ((Z,-— a/u‘)’

L = (am— al) ([6,,,—- ZZ/) (ap'—‘ al) ((tq-——(lg) (CZ,-—— al)

/L

e

-

y
=
by

£

(m{
L}.’/nz —_ —1I
Ltl) 3 (a,z—a/..)(a,,—ak) (al]'—a/u) (ar —ar) (ap—ay) (ap— ay)
x (([q——- (l/) ((Z,‘— (l/) (((,,,— am) (ap "‘am) (aq_‘anz) ((7,--—!1,,,)

Nous considérerons les fonctions P définies par les équations

L, 2]
- P() = '—07
I.to 6()
L 04
——/- Pk == -—I' H
l‘() (-)0
(2)
L. O
p/_~1 _
L, 0,
L/.'Im P . (')Mm .
:0 kim — 90 3

et il résulte des travaux de Weierstrass et de Schottky que, en posant

{R(z)= (ar—x) (al““x) (am—x)(an—x) (‘Zp—" x) (aq— z)(a,— &),

2
Ie} .
(%) ! o(z) = (2 —z,) (2 — 2;) (& — 23),
on a
I P, =1 ' t fonction P,,
P =V(ar— 1) (ap— ) (ar— x3) 7 fonctions P,
3 .
. /R () .
P, =P,P z v i k=21 21 fonctions P,
o =0 = (= w0 9 () (=0 “
3
VR(z;) . L
Piim=P,P P,,Z L ; k=£l==m) 35fonctionsP,,.
Hm= A .,-1(“/v"‘$i) (ar—x0) (Am—2:) ¢' (27) (k7= tz=m) "

l}

Nous prenons ces équations comme définitives et nous cherchons &
déterminer directement les relations algébriques qui existent entre ces
fonctions P. Nous parvenons facilement 2 démontrer Iexistence de

Ann. de I'Ec. Normale. 2° Série. Tome XII. — Jury 1883.s 26
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64 groupes de 8 fonctions P, tels qu’entre les carrés de 5 fonctions
appartenant A un méme groupe existe une relation linéaire.

Nous montrons ensuite comment on peut directement, et sans I'em-
ploi des formules que nous venons de signaler, trouver des relations
linéaires entre les carrés de fonctions en nombre supérieur & 5.

On sait qu’il existe aussi des relations linéaires entre les produits
deux a deux des fonctionsP. Notre méthode de calcul nous les fournit
sans difficulté aucune et nous en trouvons plusieurs qui n’étaient pas
connues.

Les G4 groupes de relations linéaires trouvées précédemment per-
mettent, en choisissant convenablement 8 fonctions P, d’exprimer en
fonction linéaire de leurs carrés les carrés des 56 autres fonctions.

Entre les 8 fonctions ainsi choisies comme hase existent des relations
algébriques de degré supérieur qui nous sont fournies presque immné-
diatement par les relations entre les produits que nous avons détermi-
nées auparavant.

Ce que nous disons ici des fonctions P a lieu évidemment pour les
fonctions ©. Leur dépendance algébrique se trouve donc précisce, si-
non d’une fagon définitive, du moins d’une maniere plus compléte que
cela n’avait é1é fait jusqu’ici, & notre connaissance.

Formules préliminaires et notations.

3. Nous allons donuner tout d’abord un tableau de formules qui se-
ront dans la suite employées d’une fagon conlinue.

Posons
S Xy 2y 2y =,
(5) Tyxy— Xyx - 2y = B,
( Ly Xy Ty =

et, de plus,
(6) (2y— ay) (2 — xy) (01— @) = 0.
Toute fonction de @, @,, 2, de la forme
B

(g — x;,)j'(;rl, J_'za -;.;> + (25— -1'1)/'("1’2, ;’3, ;1) + (2, — 5"2)./'(-733, -';1, :z‘z/:

ol f(u, ¢, w) indique une fonction symétrique relativement 4 ¢ et w,
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est divisible par 0, etle quotient est une fonction symétrique de ,, a,
et ;. En effet, cette fonction s’annule si I'on fait , = x,, elle est di-
visible par o, — x5 et de méme par x, — x, et 2, — ., parsuite pard.
De plus, elle change de signessi 'on change «, en «, : donc son quo-
tient par § est une fonction symétrique de x, et ;. On voit également
que ce quotient est fonction symétrique de =, et de xx,; ¢’est donc bien
une fonction symétrique de x,, x, etx,, qui pourra, par suite, étre
exprimée en fonction rationnelle de «, {3 et 7.
(Vest ainsi que l'on a

| Sai(ar,— axy) =0,

| Sl al) (ry— ay) =40,
Sy ay(ry— ay) =—0,
Sop(eytay) (wy—ay) =0,
Sy — ay) = — 0z,
Sai(ay ) (ry— 2y) = o,
Sy (ad -+ ad) (y—ay) = bz,
(x4 ay) (2 — @) = 0
Toyay (g ay) (2 — x3) =— 0z,

(7) S EHEIEES =—0(x2—§),
Sty @) (ry— ) =— 08,
Sai(ai4 ol) (e ) = OB,

Sa (i ah) (ey—23) = 0(z2—B),
Sayrg(xy+ xd) (y— 23) =— 0 (22— 2 8),
Salxi(x,— xy) =—08,
St (ay— ) = 0 (s — 2B+ 1),
Sd w3 (s 4 24) (23— 23) = — 0 (af — 1),
Sa¥(al+ xd) (ze—ay) = O,

\ Sadai(xy— 2y) =—0(p>— ay),

Nous avons cru préférable de rassembler ici ces formules, au lieu de
les parsemer ¢ et la dans la suite. Nous ne donnons que celles qui
nous seront utiles.

4. Pour simplifier I’écriture, nous conviendrons de représenter par

le symbole
VIR CRIRTRI
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le déterminant

n—1 J—=1 n~1
Y1 X2 S )
n—2 n—2 =2
Y1 Ya e Ja
1 Y2 e In
1 I I

ou, comme on sait, le produit

(Y1i—2) (ri— 7)o - (Vi—0)
(Y2—x3)- - (Ya—n)

(Yn—1—Yn)-
Ainsi on a, par exemple,

0=— (21— 2y) (2, — 73) (2s— z3) :~Ix1x2x3,-
Les fonctions P peuvent alors étre écrites sous la forme suivante :

I)O =1I,

Py =\/]ﬂ/cwilla/.-lei“/.wa|,

Pu = I z 3[[[‘”2%[ \/I{(xx) |awzs] |aws] |arzs] |, 2|

|ara||ara|

(8) . -l—]xaxl[\/——i-]acl.rg[\/‘];

Lol | as| | as| | 2] | | [y s

— 1 v N
Piim= ]x1x2.z'3][ll'2x3l \/R(xl) |arz,||az,||anz,|
| +lxax1|\/i+|wix2]\/ ]

Les quantités placées sous le radical n’ont que I’apparence frac-
tionnaire, les facteurs du dénominateur étant également facteurs de
R(z,), R(z,) et R(x,;); mais il est préférable, pour ce qui suit, de
leur laisser la forme présente. Les réductions, quand elles seront né-
cessaires, viendront a leur lieu et place.
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Relations linéaires entre les carrés des fonctions P.

5. Considérons tout d’abord le cas des fonctions les plus simples,
les fonctions P & un seul indice.
On a

P;= ]a;,xlﬂaszj Iakxsl
ou bien, avec les notations indiquées au n° 3,
(9) Pi=aj—aa} + Bar—1.

1l est possible d’éliminer «, (3, y entre quatre relations de cette sorte,
et le résultat de ’élimination est

)2 3 D2 3 D2 3 2 3
I/c—ak Pl_a/ l/u_a/n Pn_an

2 2 9 9
aj a} a?, al
/ n —0
ar a; Am ap
1 1 I I

ou bien, avec les notations admises,
(10) )ﬂala/n an] - P}z lam Qp alsl -+ P;'),L[“/a a/uall - P;l; la/u alamlz Ia/calamaul P{);-

Si, au lieu de considérer quatre relations telles que (g), on en prend
c¢ing, en éliminant entre les cing équations ainsi obtenues les quanti-
tés1, a, [3, 7, on obtient comme résultat une relation linéaire entre les
carrés de cing fonctions P & un seul indice, que 'on peut écrire

Pilaa,, anay| + P} lana,ayar |+ Phlaya,ar a; |
+ P2la, ara; an| + Pk |ara, apa,|=o.

(11)

On aurait pu évidemment déduire cette relation de I’équation (10).
On déduit, en effet, de cette dernitre une nouvelle relation en effec-
tuant sur les lettres £, /, m, n, p, ¢, r la substitution

k'l m n p
i m n p k

Eliminant alors P2 entre I’équation (10) et celle que 'on en déduit
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par Uopération précédente, on obtient I'équation (11). Ce procédé,

inutile dans le cas précédent, sera bien des fois employé dans la suite.
Il résulte de ce qui précede que les fonctions P, dont les indices

sont

(12) o, k, I, m, n, p, q, r,

constituent un groupe de huit fonctions, telles que, quatre d’entre elles
étant choisies, les carrés des quatre autres s’expriment linéairement
en fonction des carrés des quatre premieres, les relations ayant I'une
des formes (10)ou (11). Nous appellerons ce groupe le groupe o. Cetle
dénomination (rouvera plus tard sa raison d’étre.

On voit aussi que toute expression linéaire de la forme

A+Ba—+ CB+ Dy,

ou A, B, C, D sontindépendants de «,, z,, ,, peut élre exprimée, soit
en fonction linéaire non homogene des carrés de trois fonctions Py, soit
en fonction linéaire homogene des carrés de quatre de ces fonctions.
On peut comprendre les deux propositions sous une seule : 'expres-
sion considérée peut étre représentée par une fonction linéaire homo-
gene de quatre quelconques des carrés des fonctions appartenant au
groupe o.

6. Arrivons maintenant aux relations linéaires qui contiennent des
fonctions P & deux indices et aun seul indice. On a

1
]x1x2w312

2o | |arxs| |a,2s| |, 24

|@ra,| |z,

[[xgx;;lﬂ[{(xi) |

2
I/..'l—"

(13)

+ a| @y |2y, VR () R(2s) |araes) |ayy] |-

\

Prenant quatre carrés semblables & celui-ci, on peut former avec eux

une relation linéaire telle que le coefficient de yR(x,)R(x,) soit égal
ao. Il est évident, d’ailleurs, qu’il en sera de méme pour les coeffi-
cients de YR (2,) R(2;) et yR(2,)R(x,), ¢’est-d-dire que l'expression
linéaire considérée aura une expression rationnelle. Mais si, au lieu
de considérer des fonctions Py, tout a fait indépendantes, nous en choi-
sissons pour lesquelles 'un des indices soit en commun : Py, P,
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Pins « -y Pi nous pouvons arviver & un résultat analogue en prenant
simplement une combinaison linéaire de trois de ces fonctions. Il suffit
de déterminer A, B, C en écrivant que 'on a identiquement

(1) Ala,zy| + Blay x| + Cla, 25| = o,
ce qui donne, par exemple,

(13) A=laya,], B=laya|, C=|aayl.
On a done alors & considérer I'expression

I(‘m flnlpl'i["‘“ [anal| [)}':-/JL+ Ialanzlpﬁn

1 . apasl|arxy||a; 2||la; 2, ) _ i
:—m |((,,l((,ll|:l.l'2.%‘3|‘ﬁ(.Z’i) [ . ’l (Z:I: II(Z; .l:lll d ‘I +[1?3$1|2R(.'Z‘2). . .+I.l’[.1“_y_]‘)R(.L'x)...
- 2 |ZZ/,».T.2 a/;'r:sHam xﬁl Ay ‘173l .
| (1,|L|x2x3| R(z,) oA T
oy lnlnleils)
+|a; a,n][} x| 2R () sl 7] -+ T

En tenant compte de (14)et (15), on peut donner au second membre
une forme d'apparence plus compliquée, mais qui se réduit facilement
et rapidement. On peut en effet 'écrire

I

m ; l“m f‘n] |-’l’21'3| I“;ﬂ’ﬁ! ]“qa‘1| Ial'mll Ia/nxi l Ian~’5'1] |“/u1'2l l(l/.-l':il

X [|@as || arxs||arzs| + | 2324 [a,xalla,xli—i— |2y 2y ||arxy| a2y |] +. ..
+|anal| |y xs||apzy | |age | |ay 2| |an ey a2y | |agay| |aga,)|

X [ 2o @) | 2| [ 25| + 23204 [y 2] ]a,,Lx_l] |y 2| | @ || 2| .
gy |2z, | |apz, | |agzy| |ar x| |z | |ap e | | apas| |agz,)|

x [l‘l'zx:;l l(lrL‘T“zl [a,,d";;[ -+ 11'31'1] ian-l':;[ l“m’”ll -+ Ixifl'z‘ !(’/z'l'lH(/n«l'-zl] \!

Mais on a
|2y 23| |a; @s||a; 2| +. .. = |z 2y 2y,

|aman [ !am‘Z‘Jl lanwll -+ laua.ll- o= ]alamanl,
en sorte que l'expression considérée devient

}———-—ZNZ" C;’;} |2y 25| |apay | |agz, || ary| |arzs||@sasy |
Xy
sy | |apzs||agzes || ar 2y | |arzs)|are: |

|agzs| [ap ||y || an2s | |an || agazs].
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L’expression entre parentheses est encore, nous le savons, divisible
par |@, .2, |, et son quotient qui est une fonction symétrique de x,,
a, el x, pourra, par suile, étre exprimé au moyen des fonctions P aun
seul indice.

Posons
Ap—+ A=+ =12,

ApQy~+ AgQp—+ Ay = |,

A ap,=n.
L’expression entre parentheses devient

S|y x| |ap x| |ag 2| |arz | |arz,| |ara)
= Z|ayxy| (v — pay+ Al — 2?) [a}— ai (2, + 23) + 2oy |
=valZ|a, xy| — palEay |2z, | K} S| 22| — alS2? |z
— Va2 (Zy+X3) | Za Xy | + parpExy (Za+ Z3) |2y 24
— hap Sad(2y+23) | @azy| + @ 2% (2 + X)) | Za 23| + v g ay| Lo 2y

— WXy By Xy B | @y Xy | A+ Ny Ly 2y Dy | Xy 25| — 2y Xy 23 ST |2y 24 |
ou bien, en appliquant les formules (7) et remarquant que

0 =— |z 2y 2,

=z xy24|(a} — aju+ arf —1 —a} + ai)l — app+v)

ou bien enfin
= @y xe 23| (P} — |ara,||aray||ara,)).

Nous arrivons donc ainsi a la formule
(16) la,,,a,l]P?d—l-[a,,a,[PZm+]a,a,,lll’}lm:[a,ama,,[(Pz—[a,,,a,,”a,,a,,]](1/.~(1,‘|P3).
La substitution

I m n p g r
(17) ~
m n p q r I

donne la formule

(18) lafl a,,]P}f.m—!—[a,,a,,,[P}i,,—}-[a,,, al;{P/?'p:l(llll anapl(l))zc— Iakaq[ la'/car”(‘/.'ﬂ/pﬁ)'

Eliminons P} entre (16) et (18); pour cela, ajoutons-les membre 2
membre, aprés avoir multiplié les deux termes de la premiere par
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|ana,||a,a,]|ara,) et ceux de la seconde par — |@a,||@a,||ava,|, il

vient
P.I‘:'[ Iam a, apl Ialcall

-+ Plgu'u (J Ay all Ia'ﬂalil Ianapl ]((/,-(l;] - I a, Qp ' ]alaml [a,a,,[ [a/-‘apl)
+ Pl ((@am||anay||anay||ara] —|apa,| | an| laran||aray))
- P}Z.‘p ]am,aul lalam I I ({[61”' la/vapl

— P;: (lalam anl IamapHanapl ]akall — I(Z,,,,an(lpl lalaml lal’]nl [G/,(?,, D

ou simplement

g Pi, ianz apap| ]a/:“l] — Pinlanapa;| [a/“a”'l
(19) ? +'P}xz~n1(7pa/am]]al;all—P}‘:“llIa"lanal’”aka’)]
= — P?’: ][{Iamanaﬁl'

En appliquant & nouveau la substitution (17) 4 cette derniere rela-
tion, on a

S Pi.lanapa,||ara,| — Pl lapagan||ara,|
(20) - P;T"/} Jﬂqﬂmau”ak a’pi —_ Pi,,]a,,,a,,n,,j ,alpaq’
( =—P} |apa,a,a,l.

On en déduit, en éliminant P} entre (19) et (20),

P3 lana, apay|| ara;|
(21) - p/%mlan ap aqa/[ lalcaml -+ P/anlapaqa/ A l ]al.‘“n[
— P}, lagaanay||agay| +Ph,|aia, anap] |ara,| =o.

Si, entre les équations (17) et (18), on élimine P} au lieu d’éliminer

P2, on arrivera i une relation d’une forme nouvelle
(22) ‘ Pi lamanap| — Phy| anapar| -+ Plylapaian,|
( - 1)2']) la/am arz.l -+ P% lalalnan apl laluaq[ l(l/.-(l,.[ =0.

On peut aussi évidemment tirer la relation (21) de deux relalions

semblables & (22).
En résumé, les huit fonctions

PO; P/f’ PI:/; plum; P/.'m P/t.‘]l) P/ﬂ]’ P/.‘I'

forment un groupe tel que, guatre quelconques d’entre elles étant
données, les carrés des quatre autres s’expriment linéairement en
Ann. de UKe. Normale. 2° Série. Tome XII — Jury 1883. 27
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fonction des carrés de celles qui ont été choisies. Les relations ont,
suivant le choix qui a été fait, I'une des formes (16), (19), (21}
ou (22). ‘ :
Nous arrivons donc ici & reconnaitre I'existence de sept groupes ana-
logues formés avec les fonctions P. Les indices des fonctions apparte-
nant 3 un méme groupe sont figurés sur une méme ligne horizontale

dans le tableau suivant :

o k ki km kn kp kg kr
o L Uk Im In Ilp lg Ir
o m mk ml mn mp mqg mr
(23) {o n nk nl nam np ng nr
o p pk pl pm pn pg pr
o q gk ql gm qgn qgp qr

o »r rk ri rmrn rp rq

v

Un quelconque de ces groupes est défini par la fonction P i un seul
indice qu’il contient, ou bien, plus simplement, par cet indice. Nous
pourrous donc parler sans ambiguité du groupe %, par exemple. Le
groupe deéfini précédemment, auquel nous avons donné le nom de
groupe o, contenait I'indice o d’une fagon particuliere, tandis que rien
n'y distinguait £ de {, de m,

En fait, les relations que nous avons démontrées jusqu’ici étaient
déja connues ('). Nous avons cru cependant utile de les rappeler, d’en
donner une démonstration simple et purement arithmétique, et cela
d’autant plus que la méthode employée jusqu’ici va nous fournir, sans
grande modification, une quantité considérable de relations nouvelles.

7. Partons maintenant des fonctions a trois indices.
On a

s ]-,%:lm = —1 l-l"g -I‘;;]z R(Il

s 2ol|pas||a, qf|ce ||y, 4] | @, 2y N
(24) [rytg iyl ) o
(%) <

|y | |agx||a,, x|

ol x| ey, VR (2g) R(2y) | ay|lesay)|@m g+ | -

(1) WeieRsTRASS, Theorie der abelschen Functionen (Algebraische Relationen unter den
albelschen Functionen.....). (Journal de Crelle, t. 57, p. 318, § B, théorémes I et II.)
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Prenant au hasard cing fonctions de cette nature, nous pourrions
former une combinaison linéaire de leurs carrés telle que, dans la
somme, le coefficient de yR(x, )R(x,) soit nul. Il est évident d’ailleurs
qu'il en sera de méme pour les coefficients de yR(zs)R (as) et
VR(z;) R(z,), c'est-a-dire que cette combinaison linéaire aura une ex-
pression rationnelle. Maissi, aulieu de prendre desfonctions a indices en-
tierement indépendants, nous considérons celles qui ont unindice com-
mun, quatre fonctions seront suffisantes pour former une combinaison
linéaire. Si enfin nous assujettissons deux indices A étre communs aux
fonctions emplovées, troisde ces fonctions nous seront suffisantes; de
plus, nous pourrons prendre comme une des trois fonctions la fonc-
tion P & deux indices dont les indices sont précisément ceux dont il
vient d’étre parlé. Ainsi on pourra prendre

p/u[m; P/c[n‘ et l)/cl‘
Ecrivant que le coefficient de yR(z,)R(x,) est identiquement nul

dans la ecombinaison
A l-)}L'/ln —+ BP%’//L -+ CP%‘I’

on a

(25) Alapmxy] -+ Bla, ;| +C =o,

ce qui donne, en posant A = |@a,

)

(26) .

{ B=—|aa;
Pi=——_—— ‘a/a/t'l Ia”ta”i'
Des lors, on a

lala/u_“[l’/gr/m - Plzcln - l(Lm a'nl l-)/2.'l]

1 3 la;a [',2;‘2533]'21{(;”.‘) |t

- |<’-’1 Zy iyl

zz‘ | es| s ey | | 25| 2, 0y N ‘l
Ia/cleallea‘m*rll “,

| 2| | zs||a xa]|a, 2] |an s | | @y 2y '
p |2 /
—laia [11'2-%,3[ R(xy) [@pzs| [@r@y] |@mixy] ke

e 2R [ar2s| |arzs| |a 2| |aizs| | 7/
_[alakllam @ [I‘ZZ"ZSl R(Tl) ]“/:"I"illal'l’tl -—i—- )

En tenant compte de (25) et (26), on peut écrire le second membre
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sous la forme
I
m[ lasal|zsas|ap 2l |age||are |,z ||awrs||lasxs)|a 2| jazy|
x (l-r2 a’al la‘m '7'2] lam.z;;l-{—].2‘3(81[!(Z,,,_-Z‘;;H(l,u-ﬁ[-i-[x‘l.‘l'gl |aln"z"1Ha"1 ‘T![)"‘"'
— @@l |zl japam||ag @ | |arz||an | |arzs sz 22|z,
X (]xiwauan.‘lelanmsl'l' I‘rs-”lnanxallanmll +[xlxel Ianxl | [a/zx2l) +one

—laa] |aman||ap 2| |ag x| ]az-a’l[ CAEAYPEN [ara] |agas| |a,xs| [y
X (2o 2s] 4+ |2y 2| + |2y 25]) +..].

Mais on a

|2 24| |y |@mats| + .. = | 2a23], | @] 4., =0,
en sorte que 'expression se réduit simplement a

Slayy|ap || agxi|ar o ||apeal|ae 2y @@ 2| (@ 2y | — [ 2y))

: laa
[y 1k

¢'est-a-dire &

I_M-;_TJ lawa| |anan] ey as||ay || age || avw [ [ages] | ap s | || |agx,|.
La quantité entre parentheses est divisible par |z, z,x,| et le quo-
lient est une fonction symétrique des trois variables z,, , et, expri-
mable rationnellement en fonction de «, B, y, par suite, des fonctions
P & unseul indice.
On a, en conservant & , u, v les significations qui leur ont été don-
nées précédemment,

S|y |ap x| |age, || ar 2| [agpas| | aray|| e, | a2,
= 22,2, |(v — pry -+ had — ) [ahad — @y (@t @) (@ @)+ (@) + a3) 2y,
+ @y (X~ 2y ) — (@ + Q1) By 23 ( 2y =+ 23) + 25 27 ]

= [ aia}Zlz,ay —apa(@g+ay) 2 (2y+a,) |2y 2 +(af+al) Sxy 2y |ay 2y
Ay (25 ey — (@p+ay) By 20y (Xy+xg) |2y + Saxlad|e,ay]
—ul ara}ia|x.zy) ~apa(a+a;) 22 (@e-+25) |22 + (Wf—a}) Sy 2y )2y 2
g 22y (22| 2y 05| — (@4+a1)) B2 22y (Zy+25) |y 25+ DEIESLHEI A
+1[ aja}sailmymy — apay(an+ag) 223 (2, +2,) |2, 2| +(aj+af) Extay x|y
a0 S} (@2 |y 2y — (apta)  B@imy 2y (Ra+2y) |2y 25|+ Sxiziri|r,r)
— [ alalSad|e,x,) — apa(apa) Sad(zy+xy) o2y 2] +(a3+a}) Saday xy| 2w, 2]

+apa 2$?($z+xs)al~rzx3!"’(“k‘\”“/) DRI N (‘Tz“"-”s)]zz-z'sl’*' E‘I‘fzg’rﬂxgz,ﬂ,



RELATIONS ALGEBRIQUES ENTRE LES FONCTIONS HYPERELLIPTIQUES, ETC. 2 13

en appliquant les formules (7), on trouve alors

lara| 2l 2| |a, 2| |agx, || are | |aras| |arzs| |@izs| |2 2s ]
=lziayzg|[ v (@ —aai+Bar—y)

—v  (a} —aa}+Ba —7)

— pay (a} — aa} -+ Bax— 1)

+ par(a} —xal + ﬁ_ﬂ_[_——"()

+ Xa?(a} —aal+ Bar—)

— )aj(a} —aa} -+ Ba, —x)

— ap(aj—aaj+far—1)

+ ajp(a; —aaj+fas—7)]

Dans la réduction, les termes soulignés ne se présentent pas, mais il
est permis de les ajouter, puisqu’ils se détruisent deux i deux.
Dés lors, on a, dans l'expression précédente, pour coefticient de

lx,x2x3{, .
(v—pa,+ra} —a})(ai —rap + Bap,—v)

— (v — pag~+ra} —a}) (a} —ea}+ Ba;, —v)-

c¢’est a-dire :
lapal|a,al|ara)| P} — |apar]|agar||a,az|P}.

Nous arrivons donc ainsi & la formule

) ‘ l(’/“ki(P}izm — P}c[n.)
| = |@1ai||am @y P+ |@man|(|ap al|agal|a,a| P} — |a, al|agai|ara,|P}).

La substitution
m n [) (/ r

n P q I m

donne la formule

;) ‘ Ialak|(l)}2~'/n - P}l://))
B Iala/r”anaplp/%[ -+ lanapl [[aq (Z[] |(l,-(l(”d,,,,(£/lp;f- - l‘a(I akllal' a/t'”a”l ((/t‘l P;l
Multipliant les deux termes de 1’égalité ( 2 ar |a,a,|, ceux de (28)
tp g 7)P P
par |a,a,| et ajoutant, on a

S lata/:l ( lan. ap] I)/2£II)L+ l'ap am.lP/?c[n"" lam ay, l P}Zc/p)
l =lananap|(|aga:l larak[-PZ"—-lea/l |a,.ar.1[P}{.)T

(29)
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Ln éliminant P entre les deux mémes équations, on trouve

| [ ar Ianaplpl?.:lm"f‘lanak' Iap amlPi-/u"“lap akl [ @ ”n“’fr[p

i J0) )
’ i :{a,,,ana,,lP}z,,-—}ama,,apl]achIch,.az[PZ;.

Sil'on continue & appliquer le méme procédé, on arrive a des formules

de type différent.” . |
Ainsi, de (30) on obtient, par une substitution,

5 lanar||apay P+ |apaz||agan| P+ |agar||ana, | Piy,

(31)
| =|ayapa,|Pl—|apapa,||ara;]|ana|P}.

Les formules (30) et (3r) fournissent, en éliminant Py,

'amalul lanap flqlpizm—' Iana/cl lapa(]amip'/im
(32) -+ lapa/ul laqam ay| P}Zc/p"‘ laqakl laman((p.] P/%lr[
=|ara)||anarapa,|P},

ou bien, st 'on élimine P},

Iama/cl lam (l[] ]a/aap a(/lp}flm_' [alla/tl Ian (I[] [((p((p @, l l’/.:,‘//r
(33) o +lapag] lapa |aga, an| P, —agar||aga]|apa,a,|PE,,

( == Plz.‘/lamanapaql-
Une nouvelle substitution fournit maintenant

2

Ianak’ Ian,all la'paqal'jl)/r/n_ [al)alul I(ll, ﬂ/l I[’qaran ' P;.z'/p
(34) +|agai]|aga||ara,ap| Py — |arar||a, a)||a, apaq| PR,

=P} /|apapaqza.|;
et, en éliminant P,

1 [ama/c! lamali lan ap aqal'l [)}_:'/m
s + |a,ar| |a, )| |apagara,, | P,

(33) -+ lapar||lapail|agaran,an|Ph,

+ |agar||a, @) |arama,a,|P},,
|+ arar]|arar||amayapag| P, = o.

En résumé, les huit fonctions
I’Ig s Pq[, PM ’ P/rlm ” PA‘[/;» ’ P/x'/p s pk[l/ ’ P/c[r

forment un groupe tel que, quatre d’entre elles étant choisies

a
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priore, les carrés des quatre autres s’expriment linéairement en fone-
tion des carrés de celles qui ont été choisies. Les relations sont, sui-
vant le choix qui a été fait, de I'une des formes (27), (29), (30),{32",
(33) ou (35).

Nous arrivons done ici & reconnaitre existence de 21 groupes ana-
logues formés avec les fonctions P. Les indices des fonctions apparte-
nant & un méme groupe sont représentés sur une méme ligne horizon-
tale dans le tableau suivant :

kL kL Klm kln Klp kg K
Ckom km kml kmn kmp fkmqg Lkmr
kon kn knl knm knp kng  knr
Lo p kp kpl  kpm  kpn  kpg  kpr
kg kg kql  kqm  kqn  kqp  kqr
kL or kr krl  krm krn krp  krg
(L m Am Imk Imn Imp  Img  lnr
L n In Ink  Ilnm Inp  lng  Inr
L p b Ipk lpm lpn  lpg Ipr
{
L

g lg gk lgm  lgn  lgp  lyr
(36) rolr ek lrm lrn lrp lrg

m n mn mnk mnl mnp mng mnr

m p  mp mpk mpl mpn mpg mpr

m g mqg mqk mgl mgn mgp mqr

m r mr mrk mrl mrn  mrp mrq

n p np npk npl npm  npg  npr

n g nqg ngk ngl ngm ngp  ngr

n o nr onark nrl onrmo onrp onrg

p g pg pgk pgl  pgm  pgn  pgr

p r pr prk prl  prm prn  prq -
g r qgqr qrk qgrl grm grn  qrp

Un quelconque de ces groupes est défini par la fonction Pa deux
indices qu’il renferme ou simplement par ensemble de ces deux in-
dices. Nous pourrons donc parler sans ambiguité du groupe 4/ par
exemple, aussi bien, d'apresce qui a élé dit précédemment, que des
groupes £ et o.
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8. Les indices situés sur une méme ligne horizontale de 1'un quel-
conque des tableaux (12), (23) ou (36) sont tels que, cinq d’entre
pux étant choisis 4 'avance, une subslitution effectuée sur les lettres
k,l{, m, n, p, q,r, qui laisse fixe 'ensemble de quatre d'entre eux,
ou bien ne change pas le cinquiéme, ou bien, si elle le change, le
transforme en un des trois autres indices de la ligne considérée.

La méme propriété subsiste pour ’ensemble des huit indices :

{37) klm, npg, pgr, qra, rap, k, [, m;
ou encore pour
(38) km, napq, pqr, qrn, rap, ki , Im, mk.

Il est impossible que la ligne (37) représente les indices d’un groupe
de fonctions P, analogues 4 ceux trouvés jusqu’ici. On aurait en effet
une relation de la forme

(38) AP3,, -+ BP2, + CP}+DP? + EP2%,=o,
Pq /

qui est impossible, car on ne peut, avec P, et P}, , former une com-
binaison rationnelle.

Nous allons considérer maintenant des fonctions dont les indices
sont figurés dans la ligne (38).

9. Partons, par exemple, des fonctions
Prims Papgs Prny Puis P
Nous pouvons avec elles former une combinaison rationnelle
AP}, + BP},,+ CP}, + DP2,,+ EP},,

en déterminant A, B, C, D, E par la condition que les radicaux dis-
paraissent, ce qui donne

Alapzs||azs)| [@m 5| -+ B |a, 2| |ap ;| |@agzs|
+ Clawzy||amzs| + D | apxs||arzs| + B |arzs| |aiz;| = o.

(39)
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Ce qui revient & définir A, B, C, D, E par les conditions

A +8B =0,
AlX+Br+C +D +~E =o,
Ap+Bp+~C(a+a,) +D(a,+a;) +E(a+a,)=o,
Av +=Bv, +Caya, +Da,,a, +FRapa, - =o,

oll NOUS POSVNS

A=+ i+ a,, W=, a, -+ ay,
WSy U == Wy == A (== Ay i, == Ay,
YOI = a,a,a,.
Or, en prenant
A= [f(/.'(([ﬂnz ’

on trouve

B ::—ir‘l/..rl[fl,,,l,
l ho— i {
C=— p—p ap+a, ap+aq

Ve—y Ay a.ay
= (MG el Ay — D @ =) [ttty |
=y, | (@) — by @G 4 ppag— ).
De méme
S C=—la ay||arap||a;a,||ara,l,
(40) D =—\ayarl|ara,||ara,||a; a,l,
B=— o ||anay||anay||ana,l

On a donce

Apf’//n -+ Bl)/%/u/ -+ (:P?/n -+ DPZ[/.' -+ EI)/‘:I
= [—F-IL;T" et cn| ey myPlapa oy z||a, )| age [lages|ag eyl a el agegfian eolla, o) 40
AL "
b || (Jrgay2lapas||ag || ape a2 @l an ||, aalla, el agres | age, | 400
----- »l(’l//l,,,|I;'(/l./l,,|!(lﬁ.lll,1|(l/l.llql
|y 2 tpr || ag |y oyllagrlape e apea e a4

—lamal| e, [laga|[aag (oo )

—|arar|lapaylln @)@, a(co oo )]

Employant encore ici la méthode qui nous a réussi préeédemment,
on peut éerire, cn tenant compte des équations (39) et (40), le sceond

Ann. de U’ Ee. Normale. 2¢ Série. Tome X1 — Jeinir 1883, 28
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membre sous la forme

I

— [ |arasan||xsx||ayx||agz||a,2|ay x|
[y 2y

X (| ‘ral l”k‘rzl !a/.-"rsl a2y lal‘r3| Iam 25| [y, Zy|
-+ lxs 1'1““/;'1’3| Ia/."rll l”/-‘rxl !“11'1] |(Z'm 1’3] ]am 1'1]

+ |y @ol|a x| |apay||a 2| |a, 2o @ 24| | 22]) ..

a,z\||apze)||a,z||a,, )

—laraay|r, x,
X (el ay|ja, @y |ap x| |ap 2yf|ag ] |agry|
+ |z ||a, 2y |a, x| l”_p gl |a, 2 ||agxy||ag x|
o+ ey | @, ||, o) |y x| |a, 2. ag x| |ag 2.)) 4.
— || lapay||agay||ara|es iy || ap e ||a, 2| |a, z\||ag 24| agz,|
( |zawy||arzs|| @ xy] | @\,
+ gy apay!| @z |a,, g @y, x|
+ |y || ap || ag x| |ay, | |a,, 24))
—lama|laay||aray|larag). oo

—|arala,alla,a)|amag oo e 1-

Les termes non écrits se déduisent de ceux éerits par une permuta-
tion circulaire effectuée sur x,, x,, x,, en ce qui concerne les deux
premikres lignes. Les deux dernitres lignes se déduiront de la précé-
dente par une permutation circulaire effectuée sur les quantités a,
Ay, Q.

On peut done écrire cette expression

lan g |y |ap 2y |ay 2| |apx,||ag e, | ey ry| a2 |ag )| @, || apay)|a,, 2 lla,, 2,

Tl

! —|ap | By af|asxy||ag 2| |age | @, 2 Sy 2|, 2 |ay ) |ay 2] ja, gl |ag || agag)
—|aanflarayl|arap|aray ey 2yl |apa||a, 2 |a, 2 ||agz | jag e,
X S|y |ag| apaey|| @ x| @, )
@] SO
e E271< E )

Avec les notations introduites, ona

ey xy] @] |a, 2| apr] |a 2|
= Sai|ayry| — (ap+ W) Exd|ey 2y | 4 (@, 4 ) Bt e, )

— (@ py =+ 2y |2y |+ @y Bl iy 2y,
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¢’est-a-dire, en ayant égard aux relations (7),
= [ — 8 —(a,+ 1) 7+ (@ 4 )] |2, 2y 2y
On a évidemment de méme
S| |z | |arxy| @iz | |ape | = [22—8 — (a,+ N a+(a, ) + ) ]fep e,
Le méme procédé nous donne

2|y Ia,.xilla/,-xll |a, 2| la,z,]| |ag 2|
=— L2}y x|+ (@t ap+ 1) Sxte, 2| —[a,ar -+ (= a0y ) Seileyxy!
+ [apaphy+ (@ ap)p v Sxi|ry x| — [apap o, -+ (@ -+ ap) ]| Sy ey 2y
“+ @,y 2|22y
=[— (& —20f+y)+(a,+ar+2) (2 —B)—[a, @i+ (a,+ ap)i -+ ] =

TN (= S ATRE SN [ R A
Passons maintenant aux seconds facteurs.

S|y zg||an x| |aray | |aizs | |ai2s| |, xs] |ay, xy)
= Salad| ez, — A Swiei(@s+ 2y) ez | + 12 Sahad] ey
- w B2y (23 [y | — (. —33) @y 2y (g ) |0y 2| — v E(Ly4- ) |y 2

- (p2— 2 W) E@y 2y | @ 5| + W (g + 2y)?

Zazy| — pv (@ 2y) | ey 2y

2B @y 2y |

=[Br—ay — h(aB — ) 4 p(22—2B) + WP — (A — v)x -+ pr— ]| 2y
De méme

Blzy ]| an®s||an @] |ap2a| |@p2y| |ag 2| |ag 2]

=[FF—ay— (e — ) F (P —2B) + 2B — Oy — v+ pi— 2 ]
Enfin nous trouvons

S|lagzy| | @iz, || aiey| | an x| | ama,)
= 2@l @y x| — (@ @) E 2y 2y (Ty+ 23) |0y 2| + (@F+ ad,) Sy 2y |2y 24|
A @@y (X 23)2 |y | — @y @ (@ @) S (2 20y) [y 0]+ afad, e, vy

=[f— (a4 an)a—+at + aq;a,-+ a ]|z, 2z 2.
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L’expression considérée prend doncla forme entiere et peut étre éerite

A= (b 2t (@bt ) | B = = (ad ) p(at—2B) 02 = O —) 2wl
4+ B2 = f— (a4 1) 24 (@, h+4-p. VI[E2— 2y — 1(/’1 Ay (22— 2 B) 4= 13— (hypy— vy ) 2+ lki_}‘l“’:‘
(3 2 3B ) o (e ) (2 8) — [0y € (e )y ] g+ ()

l ><[xg——(('l/—}-((m)“‘?‘((/i'*'(l/a/n‘i‘”;lll} .

(40

10. Nous posons immédiatement B = — A. Le développement des
deux premiers termes donne alors, si Pon omet le facteur A,

o (1 —1)
ol (=)
4yt (— 1)
et [l y) — (@ 1) 4+ b= 1]
vt [y ) A (A ) — (a4 ) A Xy (@4 1)]
v [ ) = (@ )]
B (=) .
+ B2 (1—1)
B2 [— (@) A= (4= R) 4= 3 — 0]
+ 8 [k ) = (aph 4 p) — (2= 2p)+ (2 —2)]
+ B (— k)
A [ (op —03) (= 1) - (e k) = dy(ap - 0) — o ]
B (@t 0) (2= 03) = (=4 2) (2 — 2 — 2 (@, = ) = (0 ko~ ) A (hp—v) = (g — )]
+ 0 k= p) (2 — 22 A= (k= ) (2 = 03 — (p2—2v) 4+ (2 —2y9,)]
ot (=)
Aot = (=) A= (=) — p (@~ 1) 4 (@, 2)]
A=t L) = (= 2y A (= 2y) Q=) — (@t 1) (g g —vy) == p (g = ) — oy (@ =+ )]
o [y (=) S (0 (0] —Tgv) — (= o) (hp) = (a0, 4 1) (hy g — vy)]
-+ [(ap by = ) (o2 —00) — (@, = p) (pf— 2]

Lasomme des trois autres termes est le produit de A par une (one-
tion symétrique de a;a,a,. Nous allons effectuer le développement et
exprimer en fonction de %, p, v cette fonction symétrique. On a tout
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d’abord, pour la somme de ces trois termes, I'expression suivante :

5 X
+vz o SU(a+ay)
—v  SC(a}+apa, -+ a)
- ;ﬁHEC
— 8 2C(a+ar+ 1)
B3 N
+ B Ii.‘]ﬂ(({,.—{—- ap+2)— 23S (a,+ a/n)]
+ g ;_ SClapap+ (ap+ag) by ] 4 SC(a =4 ay) (ap+ a0y - 2SC (@ -+ apay,-+a?,) :
-+ 3 iE(‘:[”ra/:)-l':‘ (ﬂl"+ ”/.') ! - Vl] - SC ((1}2 =, nfn) (((I'+ ap+ )1)(
42t S0+ ay)
o —SC(a 4 ay) (ap=+ ap~+ 1) — SC(af + apa,, + a3,)]
+t S0+ @) [arag - (4 @) by ]+ 2C(@F + a0, 4+ a3,) (ar+ ap+ 1)
-+ % i_ SCla+ay) [fl,-((/;)‘[‘*" (ap+ag) pv,) — S0}y, ajy) [ar =+ (ap+atp) hy+ ](

+ SCla - agay + ad) [apapdy = (@ ) p -+,

olt les différents signes = se rapportent aux indices £, /, m.
Mais on a, d’apres les formules qui relient A, B, C, D, E,

S=— A —)y),

SClay+ap) =—A(n— ).
On en déduit
SCap=3Cr—3SC(a;+ ay) =— A (h — k) +A(p — 1)

Nous appliquons encore maintenant les formules (7), et nous trou-

vons
SC(ad 4 ara,+ad) =— A(h i — ),
SCap(a -+ ay) m—Ap(h—2%)+ A —y),
SCaplad + aray,+a2)=—Au(xr—py) += ALV +v);

et il est facile d’en déduire rapidement les formules suivantes :

SC(ap+ ap+hy)
=A[—a,(h—=21) — (=1} +p—wml
SC[aph 4+ g+ ap(a, 4+ 1]
= Afa, (3 =02 po— ) = Dy = Xy 20 O — W1l
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SC[ay 4+ v+ ap(ap iy -+ pp)]

—_ Ai((,.[ll wo— Ay — A (A= 2] = [ (= x) = (o — ) — 2 A — )\[‘)]i,
SC(a; 4 ay) (@ + ap-+2y)

=A[—a(p— )+ Qp—v) — (Ap.— )],
xcg(a, + ) [aph + py+ ag(a,+ 1)1

:—’\{”1‘[()‘1 pp— 1) — (A= )] — [ (e — ) -+ 2 pr (2 == 20) — 2 (v — v, )]:,
SClay+ ) [y v+ agp(aphy=+ )]

= A= [p(p—w) + 0 (= 2) =2 —=v)] + e Cpg—1) — O =i,
SC(af + ara,—+ ad) (ap—+ ag—+ k)

=A E_ @p (o — ) — [ O — ) + (o — ) — 20— "1)]}1
SC(aj+ aray+ a2) [aphy g+ ag(a.—+ k)]

= Ai—— ap[ 2y (e —hp )] = (= ) — A —vp) = A — ):1 i A0 (v — v )z,
SC(af + aray + aby) [ap g+ v+ ap(ay o+ po)]

?:A{a,.[)‘p.‘f—— M= Mg —v)) ] 4 (v — p2) — (v, — pd) {

Le développement des trois derniers termes de I'expression prend
alors la forme suivante, ol nous omettons le facteur A :

18 (=)
= (— )
1 Qup =)
- Bal2(0 — )]
+ B [ =2+ (R —p) — (A —w)]
-+ Bad (2 —2y)
o [ (h— ) — (W= ) 23— 2 (3 — )]
8 = (=2 =)+ D — X+ W — )
(=) = Qg — ) — O — ) — 2 (0 — 2]

+ 8 i((,.[z hppe— 2 hpry — 20 (0 —A)] 4 (Apyy — p2) — (v — p2) —+ K — 22y, %
b (p—p)
+ ot [ (pr— ) — (g — A= Ay == A =+ v — vy)]
+ o {(‘/'()wl*x—"i—)\l’-“‘-“ — Ay = hpy)

[ (2= ) = (o — ) — M =) =2 (g oy — "1)];
+a ;“l‘[(l’~2—7-") — (B = 2va) + 2 — ) — Ay g — )]

(0= 29) = X (= M) A (e — ) — w4y pr— )
G @Ol — ) £ I — )] A O — p) — Oy — ).
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11. Tl résulte alors immédiatement de la forme donnée aux coeffi-
cients ¢t de leur comparaison que I’expression rationnelle que nous
nous sommes proposé de caleuler est identiquement nulle. Nous arri-
vons donc & la formule suivante :

S I((/v A a"ll [P}—:‘Im. - P?l[ul. - I @y aﬂll la/-‘ a/z] Ia/:((.ml I((/-'ﬂll‘ P;m
(42) ( —Iamal.“alanll(’l(/pl|(I/(l,1}P;‘)"/L.
- lﬂ/c a I !(’l,,l(t,,l ]amap! I((m(l’ql P/%/ = 0.

De cette formule nous pouvons en déduire d'autres par des substi-
tutions effectuées sur les indices %, [, m, n, p, ¢, r. Nous allons établiv
successivement les formules de types différents qui découlent de Ia

précédente.
On a
g Ia/v((,((l”| [pz'/m - l)/2”/!'] - l(tll‘(,,, ‘ ;([/x' ((,,\ Iak({(ll I ((/c((l'| p;m
SLUN — | mata| || | ay| [ @y Pl
( — |ay |a,,la,,[ ]"/n”'ll |t may| P3= o.

Retranchant membre & membre les deux équations (42) et (43), on
obtient

(awaray || P2, — P,
Gh 0 —laga ) (Jagay || agay)|aia, | Py, anaz] | aa,l|aia, [P,

-+ Jlf(/ua’/l lam"’pllftmflql[)f/) =0.
Si, au lieu d’éliminer PZ,,,, nous éliminons par exemple P}, il vient

|arascn,|[anc, | Pim-arar| Ph,,—+ lara,| P2,

ana|[|aray||aaq|Ph—ana,||anay P [=0.

)|

- I(’m,"(l.:‘ | ﬂlﬂkl
De méme

(,(,) ‘((/uf/la'm] H”{)a/zl pf’/m -+ ]((‘n “/-'IP}N/:-"\_ I(‘/Calllpl‘jl‘ll]

46 s

! """amﬂ/clI[(/(‘A:Il”pan“:'(/[ﬂqlIalﬂl'zpl?;zlc__|a//la(1“(’m”1‘f )/.:‘IJ:O;
(45) et (46) nous fournissent, en éliminant Py,

o 3 [r/,,rc,rc,,,][|a,t.((,.||ﬂ,ta,,]I’f,,,,1+]a,,¢a,l[[ﬂ/,a,.]Pl'z,,],.—}-[a/u.a,,!]a,.a”!P,'-;,.,L]

— |amar||aag||aya,ar[|aiaq| Pl — lanaq,| Pl =0,
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ou bien, en éliminant P

»x et supprimant le facteur |aa,a,| qui se
met en évidence,

aydpy| Piyn=\arai||a,al|a, (,‘lp!l)?”,q—i— |ayag]|a, ) [, ] l’['-’”l,.

9

|
(48) ‘ : "
{ +layail|a,a))|apa,|P,, —+ |a,a,a.] | anay| P

Entin nous tirons de cette dernicre par une substitution

(49) | lapagan |Pim=|anarl|ana)||ayay) Py lapan]|apa|aga, PG

f g [aga] | auap | Py |y g [ ] P

Eliminant P, entre (48) et (49), nous avons

2 2
npq

(3()) S ' par

[ +lagara,||ayap|laya)|Ph,, —|a,aya,l|agar]|aya| Py ,—Pila, a,apa,.[=o.

lapayag||avay|aa)| Py, —|apaga,)|a,ar]|ana | P

Si, d’autre part, nous éliminons Pj,, nous trouvons

2
npy
2

par
+ |apa, || ayal |apcn || ayana,] P2,

lapayaya,| P+ apar] | apa| |apa, || a,a,a,| P
— lapa| |y ar| @] apa,a,.|P

2

rup

— | agar]|a,a |y, an)|aca,a,| P2, , = o.
Nous arrivons en somme & une conclusion analogue  celles trouvées
précédemment. Les huit fonctions

y > > )
l/.'/m, ‘nlup qum I)(]r'll, l)I'II[H ! Ims l)m/.'v l)/.'/

forment un groupe tel que, quatre d'entre elles étant choisies a prior,
les carrés des quatre autres s’expriment linéairement en fonction des
carrés de celles qui ont été choisies. Les relations ont, suivant le choix
qui a ¢té fait, 'une des formes (42), (44), (45), (47), (48), (5o)
et (51).

Ainsi se trouve mise en évidence Uexistence de 35 groupes analo-
gues formés avec les fonctions P. Les indices des fonctions apparte-
nant & un méme groupe sonl représentés sur une méme ligne horizon-
tale dans le tableau suivant.
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U him npg  pgr grn rap  Im mk K
Kl mpg  pgr  grm  rmp ln nk Kl
klp  mng ngr  grm rmn lp  pk ki
Klg  mnp npr  prm rmn ly gk ki
kir mnp  npq  pgm  gmn b vk Kkl
kmn lpg  pgr qrl rlp  mn nk km
kmp  Ing  ngr gqrl rin mp pk  Lkm
kmg Iep npr  prl  rin  mqg gk fm
. kmmr Inp  npg  pgl  gln mr rk km
knp  Amqg  mqgr grl  rim np  pk  fkn
kng Imp  mpr pri rlm ng gk kn
knr Imp mpg pgl  qlm  nro vk kn
kpg  Imn mnr nrl rim pg gk kp

kpr dmn  mng ngl gl pr rk kp
kgr  Admn  mnp npl  plme qgr  rk Ly
Imn fkpg pqr qrk  rkp mn nl o Im
{mp  fkng  nqr grk rkn omp pl  Im
) { Img fknp npr  prk  rikn  mqg gl Im
Imr  fnp  npg  pghk  gkn  mr rlIm
np  kmg mgr grk  rkm npo pl o Un
Ing  fkmp mpr prk  rkm ng gl In
inr kmp mpqg pgk qgkm nr rl  UIn
lpg  kmn mnr nark vk pg gl Ip
pr kmn mng ngk gkm pr rli Ip
lyr kmn mnp npk pkm  qr rl g
mnp  klg  lgr  grk  rkl  np  pm mn
mng Kip  lgr  prk ki ng  gm mn
mnr  Klp  lpqg  pgk gkl nr rmomn
mpyg  Kln  Alnr nrk rkl pg o ogmo omyp
mpr  kin  Ilng  nglk gkl pr  rm mn
magr  Kin  Ilnp  npk pkl  qr rm g
npg  Klm Imr  mrk vkl pg  gr onp
npr  flm  Img  mgk gkl ‘proorn onp

ngr  lklm  Imp  mpk pkl  qr rn ng
| pqr  Kkim  Imr  mnk nkl  qr rp  pg
Ann, de I’ Ec. Normale. 2* Série. Tome XIL — JuiiLer 1883, 29
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Un quelconque de ces groupes est défini par les trois fonclions P i
deux indices qu'il contient ou par la fonction P & (rois indices qui dé-
termine les précédentes, ou plus simplement encore par I'ensemble de
ces trois indices. Nous pourrons donc, sans ambiguité aucune, parler
par exemple du groupe kim.

Nous avons obtenu en tout 64 groupes : 1 groupe o, 7 groupes f,
21 groupes kl et 35 groupes £/m. Dans le cas des fonctions hyperellip-
tiques de genre 2, on a de méme 16 groupes : 1 groupe o, 5 groupes /£
et 1o groupes Al. :

Détermination des combinaisons linéaires auxquelles appartiennent
les carrés de fonctions P données.

12. Nous prendrons le cas de fonctions P & trois indices, lesindices
des fonctions considérées ne jouissant d’aucune propriété particuliere.
Le carré de la fonction Py, se compose de deux parties, Quu €t Qs
I’une rationnelle, 'autre irrationnelle.

Considérant cing fonclions de méme espece, on a

B
= . 2 % ~ Y
(')O) %"\1‘])/,<,1,-,,” - ‘\"-’\[(2/.'1' 1im; —+ '\_":\[(s)/l'i,i’”i.

La combinaison précédente sera rationunelle si 'on détermine les
coellicients A; par la condition que la seconde partie du second
membre disparaisse, ¢’est-a-dire en égalantidentiquement & zéro I'ex-
pression

SAdagx||agz||ap,x]=o,
¢’est-a-dire, si l"on pose
(34) |apx||ape||a, 2| =¢c—bx-+ ax?— 4?,

en prenant pour ces coefficients les valeurs fournies par les équations

SA =o,
2Aa=o,

SAb=o,

— A —

SAc=o.
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Alors (53) devient simplement

2 APZ‘//)[ =3 AQﬂ‘lm
ou :
I

)2 o ) 1
APy = ———— S\ P lay oy | apa||ag ey | apry
i Bt q
lllkl.l.l;j!'

14

|
(56)
)e

Xapas| jagaylagry) o] la, el la, 4.0,

Posons, de plus,

(57) [ |[ap ol |aga]|apef=d'— ¢'e + Dot —a0d + 27,
(58) ( |are]|apef|ayx||a, @] |a,a]|agx]|a.z|
— g_n_“ [w.l' + G”;I"l — dl!tl,‘3+ C"tl""——‘ ])r/.[|5+ 3'”(11'6 _ ‘[7:
5, bye, o, b, ¢, A changent quand on change de fonction P, tan-

dis que a”, b”, ¢”, l”, ¢, {”, ¢” ne varient pas. On a de plus, entre ces
quantités, les velations suivantes, qui sont dans la suite de la plus
haute importance :

(r) a +a =,
(o) b +aa =+ =1,
(3) ¢ +a'bh+Da+4c =,
(59) | (4) ale+=bDh+ca+d=d,
(5) be+c'h+da =,
(6) c¢'e+-d'b =",
(7) de =g

Cecl posé, développons le second membre de (56) suivant les puis-
sances croissantes des variables x :
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A
AP,

=3\.xd¢?

2y
— XA S[d'eh (s + 2y) + et ]y
+ 2 s dea(ri+ad) +d'bieyry

+ cleba (s + xy) + bt ed] |,y
— XA x[de(@d+ad)+d' bar,ry (4 2y) +c'car (ai+23)

4+ ¢'brry e,y +Debad (e, + ay) + a'cad] ey )?

+ SA N[ d ey (2t 2d) + d?xdel + e () + 2})
+ c'bax,xsxy (2 x,)+Dcaxd it ad)

+b'bratr, e+ dchaed(e,+ &) + otz )?

— S\ e[ daxixi(e,+ xy) 4+ ¢ bz, g (0] 4+ x3)
~+cate 2f e+ bleai(ad + af)
(6oy ¢ -+ Db'baxtr,r; (2,4 2y)
+ d'caxd(wi+ad) + a/brede, ey 4 chate, ++2y) ||y )

S AL [t - et @ (og ) - WDty r (et )
—+ barrizirei+acrd(ei+rl)
~+ a'bawd wyay (4 2y)
+ocaxt (@l ad) + Draetar,ay|lryay)?
— XA S[¢ el - Daztalai(r, -+ xy)
+a'baeta,ey(ri4 ad)+a'adaiol el
et 4= ad) 4 haxt ryry (g ) |yl
+SA 3B aieded - adaxd e, 4+ ry)

+ bty (2, + vy) + 2wt alal]| ey r)?

— XA ¥[a el el 4 aradei(x,—+ 2y)] |2

. \ SA.Srbadad|e, )

13. Nous nous appuierons, pour la réduction de cette expression,
sur les formules (55) et (59). Nous emploierons, de plus, dans le cal-
cul des fonctions symétriques qui se présentent ici, les notations et les
tableaux de Hirsch. Nous empruntons & M. Caviey, 4 Memoir on the
symmelric Functions of the Roots of an Equation (Philosophical Transac-



(2)=—28+1%, (=13
L W 1L
w:_—— 8. o, | CE . )
(). .. —T‘ (2)...] — 2| 41 (3).... 3| — 3| =1
(12) —4——1‘_* (21) — 3| 4+
(1%). 1
Iv. v
xy. AR 2. 2t . 2. 2y 23 .
+ 4 A2 = 4]+ (5). — 53+ 3| +=3 | =5+
— 1| = 2| (41) + 5| —1 | =3 +1
— 2| 4+ 1 (32) — 1| — 2| 4+ 1
4+ 1 B | —a| +1
(221)...] + 1
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tions, vol. CXLVII, 1857, p. 489), les formules qui nous sont néces-
saires dans le cas présent.

On désigne ar, par (1), Sa7 par (2), @, @, par (12), ..., Satx} par
(32), ...; les tableaux se lisent alors horizontalement; ainsi, par
exemple, le tableau II se lira
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7:‘ lg“’. 1:}"". ;‘a:“ o (32. CX.'G I’:';. Olo.
(6) + 3| —2 | +6| —al+9| —6]|+1
(o1) . — 3 7| =04+ —4] +1
(42) —.3 + 4| — 2| — 2 4 1
(3%) + 3| —3 | 4+o| +1
(4r*)...] -+ 3 | = 3| + 1
(321)ec.| — 3| 4+ 1
(a3%). .. 4+ 1

VII.
) == — a4 3By - 623 By — auty — 3B+ 2P E2)

)
43) = DBay*— [y — 3428y + af?

VIII.
(53):___7{3.{24‘_312],2_*_ ﬁling__313‘@.{__21{.‘:1._'__1-.‘1@;,

-
e

(6) = 4B+ 2wy — By
14. Ceci posé, nous allons successivement considérer les termes
degrés différents en x,, x,, x,.
e SAEd e ez P = SAd e 2oy 2y |2
Mais, d’apres leséquations(5g), on peut écrire

= 2Ag'c. Blayay |t = |,y ]2. 8" S A,

de
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o . . " C a - .
et, d’apres les équations (55) qui définissent Ja quantité A, SAc est
nul, en sorte que ce terme disparait.

20 SALE[deb () + cleta, a2
= 3AdehE(ry+ 2) |y zyP4- SA /et S, |y g)?
=ZAd'ch[2(3) — (21)] + A c/e?[(21) — 2(1%)].
Or, dapres les équations (59), on peut remplacer ¢'c par F"— d'b

Vd

et d’c¢ par g". L’expression considérée devient alors

SAdeh[2(3) — (21)] + SAc({"— d'b)[(21) — 2 (1*)]
= SADg [2(3) — a(a1) 4+ 2 ()] + ZAcl [(21) — 2.(17)]
=g"[2(3) —a(21) +2(*)]EAb + ["[(21) — 2(13)].SAc,

qui, d’apres les équations (55), est encore identiquement nulle.

Remarque. — Dansce qui suit, nous supprimerons successivement
dans le calcul les termes qui, en employant les équations (59), sont,
d’apres les équations (55), identiquement nuls, et nous ne les éerirons
pas. Avec ce procédé, par exemple, le terme

SAce[(21) — 2(1)]
s’écrira directement tout d’abord
SA(—cd'b)[(21) —2(1)]

ou simplement o dans le cas présent. Prenons un exemple un peu plus
compliqué.
On pourra remplacer

Ac? a’ffc(‘rl,‘zri,czg)

par L
— X Ac[bb'+ c'a+ d’].';(.rl, Zay ‘z'3>

le terme + A ¢d”.o(x,, x,,2,) disparaissant d’aprés les équations (55).
Cette remarque est trés importante pour la réduction des termes qui
suivent, en ce qu’elle permet de supprimer, pendant la marche du
caleul, un grand nombre de termes.
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3o SAdcax(al+ o) |y [P+ SAAD? Sy oy |y,
“+ YA c’c]_) % (,‘1'2—{-— ‘1'3) I.I'i.l‘:; [2 -+ X A ]),C“7 EII) Ill‘zi‘l‘-\; P.

D’apres la remarque précédente, le premier terme de celte expression
disparait; il reste alors

SA DA (31) —2(2)]+=Aceb[(31) —2(21)) ]+ AL [3(2?) —2(21?)],
qui peut alors s’écrire, en tenant compte de (59;), sous la forme
SADDB(31) —2(22) ]+ ‘;:\ic’(,’h[(Br) —a(2?)],
et, (l’i.l[)l’és (59g), celte derniere expression est identiqucmenl nulle.
Jusqu'ici, nous n’avons pas eu besoin d’avoir recours aux tableaux

de fonctions symétriques que nous avons reproduits. Ils vont mainte-
nant nous étre utiles :

4 SAd e (2l + )| gy |+ SAd haXay oy (1 ) |y

+ YAcca e (2} + a})| vy, P+ 2A D S 2y

Xy )
+ SAD b 2a (i + @) |as ey | -+ SAQ 2 Lty g

= SAd'bal(41) — (32)] 4+ ZAc'ca[ (41) 4+~ 2(2%1) — 4(31%)]
A 2A¢D[2(31%) — (22 1)] -+ XADeh[(32) — 2(221)]

4+ SAa’ e[ (32)—2(31?)]

Br @ty af? a3
=XAdba................ + 6 1 — 4 1
+SAcdca. ...l +1h —35 —3 -+ 1
+~3Acbr — 6 -+ 2
+-XAb'ch. ..o — 3 —2 -+ 1
+XAa’et o, + 3 — 4 -+ 1

qui se transforme, au moyen de (59;), en

SAd'ba.......ooo . ~+ 12 —

I —_} -+ 1
TACCA. L -+ 15 —5 —3 ~+- 1
SAD'eh. .o -+ 3 — 4 -+ ¥

SAack L “+ 3 — 4 4+t
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ou bien simplement, en tenant compte de (59,)

Cette expression est identiquement nulle d’apres (59,).

30 SAd'bEzoay (23 + x}) | zaxs P+ SAd %22 a3 |y 24
+ SAc' el (2 4 2}) | Zaxy [P+ TAC'baS e, xyxy (s + Zy)| 2y 2y |2
+ ZAb catz} (2} + z})| @2y |+ SAD' D222} 2y 2y | g 205

+ SAa chEa} (zy+ay) w2y P+ A St |z, )2

= 2Ad'b[(51) +2(3%) —2(42)] + EAd’a‘z['(l;z) —2(3%)]

+ SACC[(51) + (3a1) — 4(41")] + SAc'ba[2 (41%) — (321)]
+ ZAb'cal(42) +6(2%) —2(321)] + ZAD b*[(321) — 6(2*)]
+ ZAa'ch[2(3%) — (321)] + EAc[(42) — 2(412)]

_ Y By aly e w B @ f
=ZZAd'b........ + 9 — 7 +3 + 8 —6 -1
4+ SAdaz.. ... .. — 9 - 10 — 9 — 4 “+ 1
+ SAc'c.....:.. —18 -+ 20 —5 “+ 2 — 4 41
+ XAc'ba. ..... -+ 9 — 7 -+ 2
-+ ZADb'ca. ..... + 9 + 2 —2 — 2 “+1
4+ ZADb'b%....... - 9 4+ 1

FZAa'ch...... 4+ 9 — 7 +o0 + 2
4+ ZAct...... .. — 9 -+ 10 — 4 —2 4+ 1

Eliminant ¢* au moyen de (59,), puis b2b’ au moyen de (59,), ensuite
a*d’ au moyen de (59;), et enfin cc’ au moyen de (59s), on trouve
simplement

[27¢2— 18afy + 4o’y + 4P*— a?B2]SA (c'ba + b'ac + a’be + d'b).

On peut évidemment donner au second facteur bien des formes-diffé-
rentes & I'aide des formules (59). Une des plus simples est la sui-
Ann. de I'Ec. Normale. 3* Série. Tome XIJ. — JuiLrer 1883. 3o
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vante :
: TA(ac — b))/,

a laquelle d'ailleurs il aurait été facile d’arriver directement.

60 SAdasSalxrl(x,+ o) |2y |2+ EAC DR 2y 2y (2] + 23) | 2223 I*
+ SAcd Sz xixd| e,y |t -+ SAD eS el (23 + 2)) |z o)
-~ SAb'baSalxo 2y (2y—+ ;) | 222, P+ SAQ caai (] + x3) |y, )?

+ SAA' D Ex} ey |2y 2|2+ SAchSat (s 2y) | 2o 2y

= SAda[(52) — (43)]+ =Ac'by[2(4) + a(2?) —2(31)]

-+ SAcaiy[(31) —2(2?)] -+ =Ab'c[(52) + 2(32%) — 2(421)]
+ ZAbbay[(31)—2(21®)]+~=Aa’ca[(43) + 2(32%) — 4(321)]
+SAa'biy[2(2®) — 2(21%)] + SAch[(43) — (421)]

ay? By 2 By aty 2@ %
=3Ada. ..... — 12 -+ 4 -+ 9 — 2 — 4 1
+ZAc¢'b...... + 6 -+ 10 — 10 —+ 2
+ZAcas ... .. -+ 3 — 4 “+ 1
-+ 2Ab'c....... — 3 + 7 + 4 — 2 — 3 -+ 1
~+ ZAb'ba..... — 3 — 2 1
+ SAa‘ca...... -+ 15 — 5 — 3 + 0 1
-+ XAa'b2...... — 6 -~ 9
4+ 2Ach....... + 6 L TR — 1 40 -+ 1

Eliminant a’b* au moyen de (59, ), puis ¢’a? au moyen de (59,), en-
suite d’a au moyen de (59;), et enfin bc au moyen de (59,), il nous
resle simplement

a(27y2 —18afy -+ 43y -+ 4B — «2B2) S A he.
Le second facteur a une forme trés simple en employant ce mode
de réduction; on pourrait évidemment arriver, par une marche diffé-

rente, & d’autres formes que I’on peut encore d’ailleurs déduire a pos-
teriort des formules (59).
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SAd' Exlal |22y |+ TAC aS D 2 28 (s + 25) | s 252
+ SAb'bEriz,z, (2} + 23)| w2, ]> + SAb a2 .u.'zl‘z!rR];z.z.ra['l
- 2Ad'cSal (a4 af) [raay P+ SAQ baszia, ay (2 + )| w2

+SAacizi (2} + )|z xy P + SAD St @y |, 2y

=SAd'[(53) —2(42)] + =Ac'a.y[(41) — (32)]

+ SAB'Dy[(41) + 2(221) — 4(312)] 4~ ZADb'a* [ (312) — 2(221)]
-+~ SAa'c[(53) + 2(3%2) — 2(431)] +~2Aa'ba. [(30)—9(0 ]
+ SAac[2(4) + 2(422) — 2| 431)]—1—2Ab-y[(32)—2(01-)]

) By oyt Loefly Sy @ty O
—=xAd...... —13 — 1 4+14 —3 +o0 —4 +1
+ XAc'a..... + 6 4+ 1 — 4 4+
+—XAb'b..... 415 — 5 — 3 4+
-~XAblaz.... — 6 4+ 1
“+ZAa'c..... — 3 4+ 7 + 4 -3 +o0 —2 1
+YAac...... 4+~ 6 410 —10 +0 40 +2
4 ¥Aa'bha — 3 — 2 4 I
4+~ XAb2...... “+ 3 — 4+ x

Eliminant a*b” au moyen de (59,), puis b? au moyen de (59,), en-
suite ac’ au moyen de (59,), et enfin ac au moyen de (59,), il reste

— B(agyd—18afy + 4oty + (37— 22 B2) TA(a'c + d').

Le second facteur peut aussi étre écrit, en particulier,

— SA(b'b + c¢'a).

SAC Zay 2t 2l |z 2|2+ EAD aSat ol xf (g + 2y) | 2a 2y |f

4+  SAa'bIadaya, (2} + 2d) |z x|+ TAA'Q? Sataj x|y 2
4+ SAcZai(a} - 2d)|aa&, P+ SAbaS 2z, 2y (2 + xy) | a2y [F
=y ZAC[(42) — 2(3%)] + 2ADa[(2 (417) — (321)]
-+~  XAa'b[(42) + 6(2*) —2(321)]
+  zAaat[(321) — 6(2)] + ZAba[2(3?) — (321)]}

Y afy. aty. g = pe.
=y (BAC —9 -+ 10 —2 —4 -+ 1
+ =ZAba........... -+9 -7 + 2
+ ZAa'b........... -+9 + 2 —2 —2 —+ I
+ TAaat........... —9 + 1
+ ZAba............ -9 — 7 “+o + 2 ).
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Eliminant a’a® au moyen de (59.), puis ¢’ au moyen de (59,), et en-
fin ab au moyen de (59, ), il vient _

v(27v* —18ufy + 4y + 4B —a28%) S A Da.

q° SAV Exiadxd| a2, P + SAd'asSxiriei(x, + 2y)| ryay)?
-+ EAI) Satasay () + xl)|wezs P+ SA2 Satrled|wyx,
=) ZAD[(31) — 2(2?)] + ZAaa[(31) —2(212)] + A a[a(2?) — 2(212)]L.
Elmnnantd’abord b, le coefficient de y* devient

sAa'afa(2?) —2(21%)] + SAa?[2(2%) —a(ar1® )]
qui, d’apres (59,) et (55), est identiquement nul.
100 SAa' Srialrl|zya, P+ SAasxlal x| e,y P = SAd St bl |,y

(59,) nous montre encore que celte expression est nulle.
Enfin

‘ e 203 a3 2
rye SA Sxtx) )| x, x|t = o.

~15. Ensomme, toutes réductions faites, il ne nous reste que quatre
termes qui ont en commun le facteur

22 (32,

2792 — 18afy ++ 4Py + 443

Mais cette expression représente précisément le discriminant de
I’équation
(r-—2)) (2 — 2) (x — 23) = XP— 222+ Bx — vy =0,

c’est-a-dire notre dénominateur
le-l'zxa 2
On arrive ainsi & la formule
SAP}, ==Ab'(ac — b?) —22Ac'h + BEA(d' + a’c) — v ADa.

Le second membre est une fonction linéaire de «, 3, 7, qui pourra
étre exprimée linéairement en fonction des carrés de quatre fonctions P

4 un seul indice, prises a volonté.
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La méme série de constantes qui rend le premier membre rationnel le
rend également entier.

. Relations linéaires entre les produits deux a deux des fonctions P.

16. On sait, depuis longtemps, que les relations algébriques linéaires
entre les carrés des fonctions hyperelliptiques ne sont pas les seules
qui existent. ‘

Déja, dans le cas des fonctions de genre 2, Gdpel s’était occupé des
relations qui ont lieu entre les produits de deux-fonctions. Dans le cas
général, Weierstrass, Brioschi, Schottky ont donné & plusieurs de ces
relations des formes relativement simples.

C’est cette question qui va nous occuper maintenant.

Si nous ne considérons que des fonctions & un seul indice, les pro-
duits deux & deux ne donneraient naissance a des relations algébriques
que si I'on considérait leurs carrés. Nous ne prétendons pas par la
qu’un tel produit n’entre pas dans.une relation linéaire ; nous verrons
d’ailleurs bientot différents cas ol se présente une telle circonstance :
nous disons simplement qu’il n’y a pas de combinaison linéaire conte-
nant seulement des fonctions P a un seul indice. . .

17. Arrivons de suite aux produits de fonctions & un seul indice et
de fonctions a deux indices. '

Nous supposons d’abord que les trois indices qui se présentent dans
un tel produit sont tous différents.

[ @) |arxs| |@m 24| | @, 2
P“p’"’:m["’”ﬂ‘“’\/“(‘”"l ' Hlé,;éllna,lxlll! !l o oo

oy \/——}— |.1f,1'2|\/— I

= ] [I“’zxsi @y \/R(l’;) |a x| @r2s| |1 2] @125 |am 2| | ]

- xl.’z-gw.&]‘ |arax||a x|y, )

clmalard\/ +lnedany/ |

Mais les radicaux qui se présentent ici sont précisément ceux qui se
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trouvent dans P,,,; la seule différence qui existe consiste dans l’ad-
jonction des facteurs |a,x,|, |a .|, |@.2;| 2 ces radicaux. Il résulte
alors immédiatement de cette remarque que I’'on a

P/:P//n - P/Pml.~: Ia/ca[l P/._-[mr

que I'on peut considérer comme une relation entre les produits de nos
fonctions, en écrivant

(6r1) PiPry— P/Pr= ]aka,| PoPrim-

Effectuant sur les lettres %, [, m une permulation circulaire, on a
de méme
(62) P,Pyy—P,Pr= [(‘{amlpo Prim.

Les équations (61) et (62) nous fournissent, en éliminant P,P,,,, la
relation
| (”’) ; lalam l Pltplm -+ lam ((/c! Plek -+ Ialcalfpm I)/:l = 0.

Cette équation pouvait évidemment se deduue immédialement de

I'identité
lasa,||arz| + |anar| || + |ara;] |an x| = o.

18. Si nous considérons maintenant deux fonctions ayant un indice
commun P; et P,,, on a

PPy = |

“—l [lxe%l \/R (zy) |ax Lﬁ] |arzy||a 2| |arzs| |ar x| |arzs| |ar 2]

Ialuzjllalxil

—+ |2y 2, \/_ - ].r,;r2]\/_]

Iwm:c l[]xzxal]a,xillalml\/ﬁ(x )@Mw_(++]

|arz|

Sous cette forme, nous voyons (ue, en ce qui concerne les a, les ra-
dicaux ne dépendent particulierement que de a; : ils restent donc les
mémes pour un autre produit, tel que P, Py,.

Il résulte alors de I'identité déja plusieurs fois employée,

lananap|| arzy|| arz; | — | An@par||@n 2y || ap 5]
-+ Iamalapl"lanxﬂ [a,,:c;,[ - [alamaﬂHaP .’Z'2| I Ap mSl =0,
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que U'on a, entre quatre produits de I'espece considérée, la relation

1 ] 1 " N
(64 ) 1@ An ap[PIPlfl—“ }alzapall pm. l')/c/n"*‘ lapalam] Pn le“‘ :alamanlpp pk,u: O

19. Considérons maintenant des produits de fonctions i deux indices
et prenons d’abord des fonctions ayant un indice commun :

PigPrr= ——j——l: |2y 2P R () l

Tz )

wollapzy| | flagzml|agzy||ay s |ay x| .
lagz,| \/ |aq ||y,

aqxy||a,xylla, x|

+a 1‘..'1*3]\.,/_;) +

e e ey el (RN WAZE

agxy||a.z,

Le premier terme de la seconde ligne ne contient que le facteur
]akx3[ comme variable lorsque I'on considere un autre produit ol ¢ et r
subsistent. Il en résulte que tous les termes, sauf les trois premiers,
disparaissent dans la somme

lalaml PI«/PI.')' -+ Iamaklplq P+ lakall pmqpmr;

etle développement de cette somme donne

0 2 R(z) L s | s 25| .
202 |? +amag|. ...
Ix,xzxa]?[[ 044] lagz,||a, x| |t [arx,| |ama] )

+lx3,1'1]2,, ,+|;r,a'2lill’,,[‘,..
Mais la premiere parenthese devient

Iakalaml |~r1$2”-rl~7)3]
Iakxll lal‘rlllamml‘

en sorte que notre expression se simplifie et devient

l_(ilc a;Q, [

|y 2y 2] (lz2 23] |an 2y |@p 21|+ |23 2| |y 2| |ap@s |+ |2 0 || an@y||ap 23] )Py P

¢’est-d-dire enfin
|araian|PyPy.

Nous arrivons donc & la relation

(65) @1t Pay Pir 1 04 Pig Pip + |01 01 [Prg Prur = |10 | P P,
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En appliquantla substitution

'/\‘ ! m nl

I m n k

nous en déduisons
(66) ]“m au]PIqPIJ'+ Iana[ipmqpmr'“lalam[Pquur: I(l[[l,,, a/zIPqPr-

Les formules (65) et (66) nous fournissent alors une formule de type
différent par I'élimination de P,P,
PN \ lalam aulP/quI;/';’lam. a, a/:]P/(} P/I'+l ana/:a/lpmqtpmr
7] PooPuy =
{ _!a/ca/aml ngtnr =0.
20. Si les deux fonctions & deux indices n’ont aucun indice commun,
nous avons

2 fan 23| [an 23| |ap 2| |ap 25| |ag 2| |ag 24| |ar 1‘2]]0,.13[
b= «1[“’” I“”\/ ax o \ar i lasaslara]

| @y 5| |23 24 [VR (1) R(25)

% <\/lanwallanws! [ap@a|| @pzs||@q 23| | g 24| |@rzs] | ar ”1| > )

lana,||apz,||agxs||arz,)|

Les termes de la premiere ligne ne changent pas par une permuta—
tion effectuée sur les indices =, p, ¢ et r. Ils disparaissent donc dans la
différence de deux produits de méme espéce :

Pn/: P/]r - l)nl,' l)/n'
1

=, [m ]| 2y 2, | VR (@) R ()

T gy

1 I
x — +o )4
(lan“dl“p’ﬁ”“qxﬂ”“rxﬂ] |en 21| |ag 21| ap s |2 o] )

Mais on a
! 1 — |apaq||z 2]
[ty [aqmn] ~ [aqail[ay 2|~ [apai] [ap | [y lagms]
1 T |a,a,|| @ 2,|

lﬂxxlldrle Ial“"lflan-%] )anx,Ha,,sza,x,][arxzi
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en sorte que I'on obtient pour le second membre

1
I.‘l‘l Ty Ty I

‘[((ﬂ aql ‘ara”lpu PI’ l)({P,_ []»l"_ x, \/R(‘-L'l) R(«I'z) ]

S O N e | e | e e e ey
=la,a,| (@@, | Prsme
Ainsi, 'on a
(68) PoupP e — PP o= |1, a,| |aray] Prim Po.
Une substitution nous donne
(69) PopPy—P, Py = 1&,,0,.[ [y [Py s
Eliminant P,P,,,,, nous obtenons

(70) |anay|lagar[PupPor - |a,agl|a,a,|Poy Prp+|apar]|ca,ag| Py Py = 0.

21. Considérons maintenant le produit d’une fonction & un seul
indice et d’une fonction & trois indices; supposons d’abord tous lesin-
dices différents :

P"")”"";I : [Lzm[\/k(zmamnaﬂ ool gy Ll Zallem [ ol antf ]

Ly Ty Xy I lall/lllamzlllaulll

Il. x. H“ 1,] [”L 12””/. 1”“1‘@”61{11”(11111/"”‘71::li”an L!”“n i!
[11171[ 2R lfe

lalull”“lxx[[anllHan'Tll

Les radicaux que contient le second membre ne changent pas gquand
on effectue sur les indices &, [, m, n une substitution quelconque. Le
facteur |a,x| varie seul. On aura donc une relation linéaire homogene
entre trois produits de celte espece; par exemple,

(7 I) [a[a‘m l P/cplmn -+ lam a/ul ple/m -+ l(!/;(l/[ Pm P/c['z =o0.

9292. Silafonction P a trois indices a un de ses indices communs avec
lafonction & un seul indice,

2| |y pliy | | Oy
PPy = B l[[r»chllaﬂ.zgl]aka]\/[{( Ia"“‘—"”l‘ﬁ”“ vy [@r | +]

|ag x| |a,z,

Les radicaux du second membre sont ceux qui existent dans P,,.
Ann, de UEc. Normale. 2° Série. Tome XII. — JuiuLer 1883, 31



242 BRONEL,
Cette vemarque nous conduit & former la combinaison linéaire sui-
vante :

(72) lfz{am!P/rP/rql'”*‘ ialllakll)lplt]l‘+ ](I/;((/[ Panmqr: Ia_/.'a/amlpopt/r:
d"ol 'on déduit, par une substitution effectuée sur les indices,
(73) . !a'm anlplplqr"i‘ ]nn (l[’P,,, qur + [a,a,,, |Pn pnqr: ]‘Zlam ay, |Po qu-

Eliminant P, P,, entre les deux formules (72) et (73), nous obtenons
la relation de forme différente

(74) ( }alam an]pkpqu"‘ Iam auaklpll)/qr"'f‘ ; a,arpa !PIILPIIH]I‘
4 (
| - la/:ala/n[pupnqr = 0.

23. Prenons maintenant une fonction & deux indices avec une fone-
tion A trois indices, un des indices leur étant commun :

1
]r a:m:]

p/.ll)kmn—- I(l/c Tz”“ﬁ l'g}\/ld/.l'al Ialxanam T?H”m 7“,””/1 r’ll(’u r’;[

l(l/ Z‘li Ial’ciHam"el”an‘lll

( [y o R (2

Ia,;zrg”a,;vg]Ia,,,m3l|rl,,”:r1Ha,la%“a,,:r,| +
lalxin(‘mwﬂ[{anwzl

|y @yl 2, VR () R(2y)| 2|

La premiere ligne du produit ne change pas quand on passe a un
autre produit différent du précédent par une simple substitution effec-
tuée sur les lettres £, met n. Ils disparaitront donc dans la différence
de deux produits de I'espece considérée.

Remarquons, deplus, qu’on peut écrire le radical qu'on trouve entre
parentheses dans la seconde ligne

Pl Pm Pn

Jala"ll lamle |a,1.’1)2|’

on arrive ainsi a la formule :

P/.'lplfmu - Pkm pkul
1 I
Xy I 1)111”(‘1117
I

Ialxl] [am '..’ a
+ . —
\F amllanalara " anaan @),

] P ml n
R 2y 2] |25 24| |ag 2

\/lﬂr R(%y) ++oe
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Or, on a

J— -AW_[,.,.W_ ! ! Ialaml I*T”' Z‘t‘
aflanasiaas]  fanalaajar] G o] dne

o 1 XA
ja,L;z'.,l |@, x| — [a,,zllla,,r,|

en sorte que I'expression devient

|ax s VR{z )R (2) ]l/

| lare||agas| @y, x| |am s | |ja, 2| la, 7y

r i l’,P,,,P,, [].I“.‘I‘g

P/.'/ [)I.‘nm - l’I.'m l)/.‘nl—': T
l"l‘l Ty Ty

Entre parenthéses, le facteur de |@,2,| multiplié par P,P,P, devient

lap x| |a, x| |agz,||az2s]|a, KIH" T”
|y as| | ayay] | @,y

\/’[(L,rx, [apz,y||asas] R(xy)

en sorte qu'on a, en somme,

(75) PrrPrmn—Pra Prui=|a;@y|PiP pye.

On en déduit par une permutation

(76) P Prnt— Pra Lo =@ ay| PPy

done, en éliminant P;P,,,,

(77) [ @ @0 | PrePimn+ | @n | Prow Prns | @1 Pin P ran=o.

24. La méme méthode va nous fournir maintenant une relation
entre les produits de fonctions & trois indices, un indice étant commun
aux fonctions d’un produit

I

———[].1?2.%'3]'-’1{(:&'_,)

|L XTyx

[(tkll'ﬂ Ia,,_xi[
|z, |

X\/I 1| | @] |an 2| |an 25| |an 2y | |an s |a, 2] |a, rsl
Ialill |auz‘Lll ]an rlHap lli

P Mml knp =

+ |2y | |25 22, || @y | VR (20) R ()

><( (@@ [az ] [anz][anti][ants][anti][apzi]ap 7] |, ) ]
Ial\zillamleanJ’ﬂ”ame ;o

La premiere ligne du produit ne change pas quand on passe & un
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produit différant du précédent par une simple substitution effectuée

sur les letires £, m, net p. Ils disparaitront done dans la différence de

_ deux produits de I'espece considérée assujettis & la condition indiquée.

Remarquons de plus qu’on peut écrire le radical qui figure entre
parentheses dans la seconde ligne

Ple Pn P'p

]alxll i(‘zztiz'lflalzle I“p$2l.

Nous arrivons done tout d’abord & la formule
l)/-'[m p/.‘np'“ P/.'/u Pkmp

= m [ zy| (524 | | @ 2] vl—isz)'l{m

1 I \

larz,||ama,||anas|[ayay] [y [|anxs|]a, .|
1 I
al‘z'ﬂl Iamx2| I“nwll I(‘p'l'll B l”h”".! Ian*l"‘_'l I“m""l ] ]"/)<'l'll

\

\

qui devient, d’apres ce quon a déja vu,

[ |VR (20) R (a4)

| ,
2,2
I ! 2'|a,;v1||a,x2|[a,,,.'l'lj[a,,,;z',zl]a,L.z:,|]a,L.1'2][(¢,,xl“a,,.'z'g

P,

P,
Ly Ly Ty |

ou bien autrement

|| ayay [(t,.w2[|a,.a§;|

I '+'...)l(({”[;””m””l7

T a
m<l$1$2l\/iahm1llaka’2ilalc'l'n[R(x‘J)Il . gz || aray) +'")I(’I“I)H“m”ﬂl'

en sorte qu’on a simplement

(78) Pim P/mp"' Pin PI.‘mp: lalapi l-ﬂm @y I p/cpr/l"
De méme
(79) P/clm P/cpn,_" P/.'lp P/cmn - ](t/(l,l[ I“m f’p“)/.'pqr-

Eliminant P;P,,, on arrive & la relation

‘ ‘alaml [a/z apl pkl/u P/m[) -+ lalaul lap alni l)/.'In. l)lcpm
-+ lalap[ ](l,,, anl P}tlp P/:mn: 0.

(80)
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25. Supposons enfin que les deux fonctions a trois indices consi-
dérés aient deux indices communs,

l)l.-/n P kmn=—

[l r )TJIVI{ Ial‘l"l [(I] X JI [an Xy |auT3!\/l(l[ Za a,xﬂ |am‘1?2| (7,’1_1-3! -

|al‘rl| ](le‘rll all‘lllam‘l.i

]raz[

T ;———.——. | @p2s| |3 | @s| |y Vo )
Hwary||y g,y Rzs) R(az;) \/ a1 [amas] l ) —‘
Si 'on change I'indice  seul, dans la seconde ligne, les facteurs tels
que |a, ;| sont seuls variables; on peul done former une combinaison
linéaire de trois produits de I'espece considérée dans laquelle dispa-
raissent les termes de la seconde ligne.
Ou plulc‘)t, considérons en méme temps le produit

[((Awa'a]“l';l\/lal{l'gl10[.‘2’1‘3“(1"1‘32| a,,l.ral_i_

|@rzs |aszy | |am s

| L m []12 rPR(x

+ |2y 7y l-":;“”xl\/l{(“'x) R(y) |ayzy] (\/[a,.r, ez lan i la, T'I ) R ] :

I'I'l‘ [am I‘7|

on a alors

l)/.'[n p/.-nm - P/.‘lp p/.-mp - lan aplpklplun
[l*’vixaliR(‘Zl) |as||arzs| <Ianlelanwul _lemflapz] l“u”pl) - Iplpw

I”/clealeHamxll ]an'z‘l| l(‘pwli

= ey o ay|*
Or
et o] |, 24| 2| [ty 2 |ap @4 @ @1 | — |0 ] |an 2| Jan o] =]y 23 [y 23] @
ensorte que le second membre devient
[tpt| s (s arilagelase + s mljo oz llag e o
+ |z @l a2y jarzs] ag s |ara )P P .

ou bien simplement
lapa,||araq||@iar| PPy,

De la formule
(81) 'P/u/n Pimn— P_/u[p Pkm/) — ,an ap}P/:/PIym = [a'pa'nj l“k“ql ]a/b.a,‘] PP,
on déduit

(82) p/c[pPkmp— Pqu pl:mq_ [apaqll)lclplcm = Ia’qapl [(I/;CZ,.I Ia/canIPIPnz-
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%)
[ &
~—
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Eliminant P;;Py,,, on obtient

( [(I[, aqlplrln P/.‘mn -+ [aq a, H P/.'Ip P)mz;: -+ [(1” aplpl.'[f] p/.'m!/

| =|a,a;||a,a,a,|PP,.
Si I'on élimine P,P,,, on Lrouve

‘3/) ( ‘[Ik(l”‘ Iapaq‘ pklnp/-'/nn -+ la/rnpi l((l[alzl Pl.'l[l P/cm])
1O ‘

l -+ laqak] l(lu aplplulqpl.'mq - i((n ap aqul.'/PI;m-

Continuant de méme, on a enfin

85 Vo Jawar]|apagay) l"“,,l‘/ﬂ,,,,, —|ayay }a,,/’l,.n,,!P/,,,,[-’/,.,,,,,
I+ lagap||aranay|PiyPryg — larag||a,apay| PP iy, =o.

26. Les relations (64)et (63) sont, aux nolations pres, les mémes
que eclles données par Weierstrass pour le cas des fonctions hyperel-
liptiques d'ordre quelconque (Theorie der Abelschen Functionen, p. 320,
théoremes Il et [V).

L’existence de la relation (65) a é1é prouvée par Brioschi (Arnali
di Matematica pura ed applicata, t. 1, p. 29).

Enfin, dans le cas qui nous occupe du genre 3, Schottky indique
(Abriss einer Theorie der Abelschen Functionen, etc., Nachtrag, p. 148et
suiv.) la forme des relations entre les produits de fonctions & analo-
gues a celles numérotéesici (61), (63), (68), (71), (77), (85).

Nous résumons dans le Tableau suivant les résultats contenus dans
fes 17 a 25.

Pour simplifier Iécriture, nous désignerons simplement une fonc-
tion par ses indices et nous séparerons par un point les indices des
deux facteurs du produit.

/ gb'[), (63) 3 k.lm Lok m.kl o kim
(64) ho Lkl m.km n.kn . p.kp q.kq
(65), (67) b kq.kr ly. lr mg.mr ng.nr pq.pr
(68), (70) 3 kl.mn km.ml  kn.ln o.pqr

- (71) 3 k.lmn l.mnk m.nkl n.kim
(72), (74) b kikqr Ligr m.mgqr  n.ngr p.pqr
(75), (77) 3 kl.kmn — km.knl  kn.kim  k.pgr
(78), (80) 3 kim.knp  kin.kpm  kip.kmn Fk.qr

L (81),(83), (84), (85) 4 kin.kmn kip.kmp klg.kmq kir.kmr kl.km

r.kr

q.r

o.qr

l.m



£
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Les chiffres marqués dans la seconde colonne indiquent combien de
produits entrent dans une relation linéaire; dans la premiére, nous in-
diquons quelles sont ces relations linéaires; tout aussi bien que dans
le cas des relations entre les carrés, on peut avoir, comme on le voit,
différents types de formules pour un méme groupe, suivant le choix
que 'on fait parmi les éléments de ce groupe.

Expression linéaire des carrés des fonctions P au moyen des carrés
de huit d’entre elles.

27. Nous allons voir maintenant qu’il est facile, en ayant recours
aux combinaisons linéaires entre cinq carrés, d’exprimer linéairement
les carrés de cinquante-huit des fonctions au moyen des carrés des huit
autres. Des calculs comme ceux du n°15 nous conduiraient & un ré-
sultat analogue, mais par une voie bien plus compliquée.

Tout d'abord nous considérons comme données les six fonctionssui-
vanies :
(8) { Pron Prp Prig
( l)l.'mn, p/rmp P/:ml]

I’ensemble de ces fonctions ne change pas si ’'on permulte /et m, et
aussi si 'on cffectue sur 2, p et g une substitution quelconque.

Les deux groupes Alet km du Tableau (36) nous montrent qu’il existe
une relation linéaire entre les carrés des fonctions

P/ﬂ l')/clm’ Pk//z) P/.'lp: P/.'/qv
et une autre entre les carrés des fonctions
P/-', Pk!ma P/rmn, P/unp: P/cmq'

Considérant P2 et P,,, comme inconnues, la formule (32) montre que.
le déterminant des inconnues est, a un facteur différent de o pres,

](Im a/cl ] a, all lama‘nl la'n (.’pHam(’(]]

larar]  |acan||aa,||aa,||aiag| |

Ce déterminant n’est pas nul identiquement, car on en tirerait, par
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exemple, pour @, une valeur bien déterminée, par suite’inacceptable,
puisqu’on suppose qu’il n’y a entre les @ aucune relation.

On peut donc trouver ainsi les expressions de P et P}, en fonction
linéaire des carrés des six fonctions choisies.

De plus, le groupe A/ nous montre qu’il est ensuite permis de tirer
les mémes conclusions pour les fonctions P, Py, et Py,

Supposant les calculs faits, si I'on y permute / et m, les fonetions
d’ol ’on estpartine changent pas ; mais on aurasans calcul les relations
qui fournissent P, Py, €t Prypp.

Est-il possible de continuer et d’exprimer les carrés des autres fone-
tions par des combinaisons linéaires des carrés des fonctions (87)ou, ce
qui revient maintenant au méme, des carrés de 'ensemble des fonctions

SPM” Prp  Pruy P, P Py
(RS) pk Pl."(/u

’ . )
t P kmn p kmp Pl.'m g I m P hm 1 )/.' mr

St nous examinons nos groupes figurés dans les Tableaux (12), (23),
(36) et (52), nous voyons qu’aucun groupe ne conlient quatre des
fonctions (88). Mais, d’autre part, nous avons, par exemple, les
groupes o, n et £n, qui nous permettent d’écrire trois relations linéaires
contenant les fonctions

1)0 Pn l)/.‘ Pl l)m
P, Pio Pr Pri Pup

> >
1 n I kn Pk I)A'/IL l)/r/nn

Les équations (20), (26) et (27) nous fournissent, les deux premieres
directement, la troisieme apres une substitution, pour le déterminant
des inconnues, I’expression

|araana,l lara a,
lasamay||ara,||aray||ara, 0 fa/a,,,
o laan]|aray,||ara,||ara,| lanag]|ae,| l

c’est-a-dire
|eraan||ara,||aan||aa,a,||ara,||asa,) |aga,|

- lalcalam a-/;] ]alam!g[algal)l [ﬂ/;(l,ll [aﬁ.a,.[
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qui est identiquement nulle. 1l est donc impossible d’exprimer Py, P,
et P,, comme il a été dit. '

Nous ajouterons done & 'ensemble des fonctions (87) une nouvelle
fonction, P, par exemple; nous la choisirons telle que les substitu-
tions que 'on peut effectuer sans altérer U'ensemble des fonctions (87)
ne I’altéerent également pas. Nous pourrions évidemment aussi bien
prendre P, ou Py,.

Ainsi, nous remplacons maintenant les fonctions (87) par les sui-
rantes :

(89) ; Pew  Pry  Pry
29

>
( I kmn l:,A'/np P/.'mq

P, étant considérée comme connue, le grodpe o nous permettra d’ex-
primer Pj en fonction linéaire des carrés des fonctions jusqu’a présent
calculées, par suite des fonctions (8g). La méme chose a lieu pour P,.
Une substitution circulaire effectuée sur n, p et ¢ conduira au méme
résultat pour P, et P,.

Le groupe k& contient alors quatre fonctions Py, Py, Py, Pype dont les
sarrés sont exprimés en fonction linéaire des carrés des fonctions (89).
L.a méme conclusion se présente done pour Py,, et par suite pour P,
et Py, et aussi pour Pi.. Enfin le groupe Py, fournit aussi P,,, par
suite Py, et Py,,, et également Py,,, d’ol P,,, et Py,

Nous pouvons donc, en partant des fonctions (89), ajouler au ta-
- bleau (88) des fonctions considérées comme connues,

> ]
l)l'; Po l)n, ]—)[ﬁ ]»)q l)/.'n, [)/.'p P/:/[ l)/fl' p/.‘/1[) Pk/u] l)/.'qlz I knr l)/.'[n‘ ll;qr-

Jusqu’ici se trouvent déterminées les fonctions & un seul indice et
parmi les autres celles dont un des indices est 4. Il résulte de la et de la
considération des Tableaux des différents groupes que, ou bien toutes
les fonctions qui figurent dans un groupe sont connues, c’est ce (qui a
lieu pour les groupes o, &, &L, km, kn, kp, kq ét kr, ou bien trois seu-
lement des fonctions qui figurent dans le groupe se trouvent déter-
minées.

En effet :

1° La proposition est évidente pour le groupe o3

Ann.de I"Ec. Normale. 2¢ Série. Tome XII. — JuiLrer 1883. 30
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2° Dans le Tableau (23) nous voyons que, abs(raction faite de la
premitre ligne, les seules fonctions calculées jusqu’ici ou prises comme
base du caleul qui apparaissent dans une ligne sont P,, la fonction &
un seul indice, el la fonction & deux indices dont1'un est %;

3¢ Dans le Tableau (36) tout groupe différent des six premiers, pour
lesquels tous les éléments sont déterminés contient comme connues
jusqu’ici les deux fonctions a un seul indice et la fonction a trois in-
dices dont I'un est £, qu’il renferme, et aucune autre ;

4° Dans le Tableau (52) se présentent deux cas :

S’il ’agit d’un groupe contenant & parmi les lettres qui le caracté-
risent, il renferme la fonction P définie par ces trois indices dont I'un
est &, qui par suite est connue, puis les fonctions P a deux indices
dont I'un est £ et 'autre chacune des deux autres lettres servant avec £
a définir le groupe. Ces deux fonctions sont également connues d’apres
ce qui a été dit. Le groupe n’en contient pas d’autre.

Pour un groupe ne contenant pas £ parmi les lettres qui le caracté-
risent, on peut former avec les quatre leltres qui n’entrent pas dans
sa définition quatre ensembles de trois indices; trois d’entre eux con-
tiennent % et correspondent & des fonctions connues.

Tous ces résultats sont évidents sur nos Tableaux.

Il est impossible des lors de déterminer séparément une des founc-
tions P non calculées jusqu’ici. Voyons si nous pouvons en trouver
deux simultanément. Il faut prendre pour cela deux groupes qui con-
tiennent chacun les deux fonctions en question. Considérons par
exemple P, et P,,,; on voit facilement qu’ils se trouvent simultané-
ment dans le groupe Aém et Imr. Ceci nous permet d’écrire deux rela-
tions linéaires contenant

l-)/nz Pnpq Pl.:lm P/cl P/cm

P
3 (m Pnpq P/:n.p Pkuq Pkpq ’

relations qui nous sont fournies, la premiere directement par (42), la
deuxiéme en effectuant dans (50) sur les indices la substitution
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Ceci fournit comme déterminant de nos inconnues

||| aray)|aray||ara,) laraian)

— |a,a,azaz Nawapag||aral||aran| |

qui se réduit immédiatement a o. Il est impossible d’exprimer P,
et P,,, comme il a été dit.

Nous allons des lors ajouter & P’ensemble des fonctions (89) une
nouvelle fonction P,,,, par exemple, qui reste encore invariable par
les substitutions qui n’altérent pas I'ensemble des fonctions déja prises
comme base. Nous pourrions évidemment tout aussi bien prendre P,,.

Nous arrivons ainsi & prendre comme base définitive les fonctions
suivantes :

‘ Pim Purp Pl

7 [ npyg
" l )¢
{ I kmn I Lemp l kmg-

(90)

Nous connaissons maintenant dans le groupe Al quatre fonctions :
nous pouvons donc exprimer P;  en fonction linéaire des fonctions (go).
Nous en tirons aussi laméme conclusion pour P, et, par des substitu-
tions pour Py, et P,,,, il est visible que P;,, P ., P, et P, ne con-
tiendront pas P2 dans leurs expressions.

D’auntre part, le groupe / contient maintenant quatre fonctions cal-
culées Py, Py, Py, et Py, 2 notre raisonnement s’applique done aux fone-
tions du méme groupe. Le calcul effectué pour Py, fournit P,, et P, d’'une
part, P, P, et P,, de ’autre; enfinon arrivera encore, au moyen de
ce groupe, & la méme conclusion pour P, et par conséquent pour P,,.

De méme, le groupe » fournit maintenant P,,, et par suite P, et P,,,
et en outre P,,, par conséquent P, et P,,.

Toutes les fonctions & deux indices sont maintenant épuisées.

Le groupe /m, qui contient Py, P, Py, Pim, nous fournira Py, : done
Py €t Pygetaussi Py, P n’entre pas dans la constitution deces fone-
tions.

Enfin, pour terminer, le groupe /n fournit d’abord P,,, d’ou 'on
conclut Py,, et Pyp; puis Py, d’olt se déduisent Py, et Py, Permutant
dans ces derniers résultats /et m, on arrive & Prups Popgs Prgns Pinnrs
Poprs Prgr ce qui complete la série des fonctions P.
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Toutes les fonctions P ont donc leurs carrés exprimables linéaire-
ment au moyen des carrés de huil d’entre elles.

Nous résumons ce qui précede dans le Tableau suivant, ol nous
n’¢éerivons que les indices et non les fonctions. En téte sont indiquées
les fonctions de base. Dans la eolonne de gauche se trouvent les
groupes qui fournissent les fonctions situées sur une méme ligne hori-
zontale. Les indices placés entre parentheses correspondent aux fone~
tions pour lesquelles aucun calcul n’est utile, les calculs se déduisant
de ceux faits précédemment par des substitutions.

kin  Klp  klg

r npq |,
kmn kmp kmq

klet km | & klm 1 (m) ke (kmry ki km
0 o n (p )
k kn (kp, kq) kr
kn knp (kpg, kqr)  knr (kpr; kqr)
(91) & kim m npr (pqr, qnr)
l in (Ip, lg) 1r (mn, mp, mg, mr)
n np  (pg, qn) nr (pr,qr) '
im lmn  (Imp, lmq) Imr
\in Inp (py, lgny Inr (lpr,lgr)  (mnp, mng, mgn, mnr, mpr, mqr)

Onv’a en somme que vingt et une formules & établir et non cin-
quante-six. Les calculs ne présentent plus d’ailleurs aucune difficulté.

On peut évidemment prendre comme base, au lieu des fonctions (9o),
celles qui s’en déduisent par une substitution faite sur les indices. Le
nombre total des substitutions est5!. Or, d"apres ce qui a éé dit, toute
substitution faite sur n, p el ¢ laisse (go) fixe, de mémesil’onpermute
Let m. Le nombre de bases différentes, de méme nature que celle étu-

. - , . o9l '
diée précédemment,-est donc égal & 54~ = f20.

28. Les fonclions (go) ou bien celles qui s’en déduisent par des
permutations effectuées sur les indices ne sont cependant pas les seules
que 'on puisse prendre pour base. Il est visible que nous pourrions
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tout aussi bien prendre celles définies par un quelconque des Tableaux
suivants :
kKl kKin  Iip

km  kmn  kmp

N { kln  Lip
(93) o qi
m  kmn kmp
(oh) { il kin
94 o pqgr
m km kmp 71
in Ip lg
(95) r npgq
mn mp  mq
[ ZIL lp
(96) o kim

m mn mp

Les trois premiers ont pour point de départ, comme celui quia été
étudié précédemment, les groupes £/ et £m; les deux autres résultent
de la considération des deux groupes /et m. 1l est facile pour chacun
d’eux de former un Tableau analogue au Tableau (gr) et montrant la
marche des calculs & effectuer lorsque les fonctions qu’il représente
sont prisecs comme fonctions de base.

Relations algébriques entre les fonctions P prises comme fonctions
de base.

29. Entre les huit fonctions (go) des trois variables =, @, et
existent des relations algébriques que nous nous proposons mainte-
nant de rechercher. Elles nous seront fournies par Iemploi des rela-
tions entre les produits des fonctions P que nous avons trouvées, d’une
part, et, d’autre part, en ayant recours aux relations déduites comme
il a été dit au n° 27.

I. Considérons tout d’abord la relation suivante :

Pl lez - Pm I)/:[ - lalaml Po Pl;[nn
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qui devient, en élevant les deux membres au carré,

Pl2 ;’-crn -+ P;)_n P/-:l - 2PIPm PuPrmn= ]alam IQP(": P}!cln.z:
ou bien, sinous avons recours aux relations (83) et (84),

Iaﬂa}i C‘!’Il2 l(l,-(lkl (P? P;cm. -+ P.?n, P/%I)
—2 (Iaka””a}’ a‘!l P/«:lu lezn+ l(lk(ll,l la"l a”l P/NP P/ﬁ"lp_*_ lakQQI Iaﬂ apl P/dq P/cmq)
X ([aP a’] l Pklnplmub -+ Ia'(l afll P/:/p P/un,p -+ la/z a/) ] Pk[q Plcmt/)

=|ana,aq?|arar||a,an*Pi, Pj-
Or, d’apres I’équation (10),
|araana,|P: = |aama,|P; — |ana,ar|P} +|a,ara,|Pk, —|ara,a,,|P?;

en sorte que l’on a

U apapag? | arag]||araian||aiam* P, P} )
=|a, apa,,![z larar||@am*(|aiama, | P — |ama,rar|P} +|a,ara,| P )P},
—|araamar|[|anaya,?|arar|(P} P}, -+ P2, P3,)
7) — 2 (@] | g | Pl Phn + |k @p| | @gu| P2y P,
+|arag||anap|Priy P rmg)

x (]a‘f) a’q[ _P/c[nPIv/nn—l—ilalj all' P/u/pplmzp"" lan. ”1)] P/c[/[ pkmq )-I

Nous voyons donc, en tenant compte de ce qui a été dit.dans le
n° 27, que P} se présente comme quotient de deux fonctions ration-
nelles et entieres des fonctions (87), le numérateur étant du quatrieme
degré et le dénominateur du second.

II. Deméme, si nous partons de la relation, du méme groupe que
celle qui vient d’étre employée, ’ :
]akam[PlPlum — la/callpmplclz lalam.lPIuP(m:.

nous obtenons tout d’abord

2

l“kamlspz2 P/2:m+ |a/~‘all2p;ln P}:l"‘ 2 [akaml ICZ/;(Z[[P[P,,L Plul P/:m = [(l/amlq)}i p[m-
Or I’équation (42) nous donne

lalaml Ia/:“n,] Iak dpl ]a/caq lP/zm
= lakal“m [(PRim— P?zpr/) —|amar| | ara,| laray||a Ay IP}zs'm
_— | ar dy I 'am “nl Iamap] ]am aql Plﬁcla
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et, en tenant compte une seconde fois des relations (83) et (84), on
trouve
lanapagl*|arar]|@,a, | ara,a, | PEPY,,
::l“n“paqu“r“dl“l“mP(lakalam]P%nu-]amﬂkllﬂzdn]Iazap[[azaqlpim
—|ara; ||y a,||anay||anag| Pl )P}
(98) — |aran||arap| |arag|[|anay g |arar|(|apam PP} P3,, + |ara|!P2,P})
—olay ayllara(|aga,|apag PrinP rmnt|auapl|tg @l PripPrmp
+|aragllaq @ PrigPing)
\ X (|apaq|PrinPrmn =+ |ag@, | PripPrump + |2n ap|PrigPrmg)]-

Nous constatons dés lors que, comme P, P;  se présente comme
quotient de deux fonctions rationnelles et entieres des six fonctions(87),
le numérateur étant du quatrieme degré et le dénominateur du second.

IlI. Larelation (83) nous donne, en élevant les deux membres au
carré,
<99) } (I((P aqlplulnplmm -+ laqanlpklp Plcmp -+ lanaplPquPkmq)g

\ = lai'ak{z[anapaqu P[zP’Z”’

2

qui, en substituant a P} et P}, leurs expressions déduites comme il a
été dit, nous fournitentre les six fonctions (87) une relation du qua-
trieme degré. Cette relation contient les quatricmes puissances des six
fonctions considérées, les produits de leurs carrés et les produits de la
forme

(IOO) P/clvplclnpkmuplcmm
ouv et m sont deux quelconques des lettres », p et q.
IV. La relation (84) nous conduit de méme & la relation

(lak an”ap aql PrinPrmn—+ |alc ap”aq an., Pk!p Pkmp'J‘ Iak aq”an apl Plthplnnq)2
= l @nlpQq lz Plicl Plicm,

v(101)

qui devient également du quatrieme degré entre nos six fonctions apres

o

la substitution & P}, et P;, de leurs expressions. Relativement a ces
fonctions, cette derniére relation est composée comme la précédente.
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Elle est différente, comme le montre examen des produits de la
forme (100), par cela méme que U'on suppose les quantilés a toutes
différentes.

On aurait pu tout aussi bien partir de 'équation (85); on est ainsi
conduit & une relation du quatrieme degré qui est une combinaison
linéaire des deux précédentes.

Nous obtiendrons effectivement les équations de deare supérieur qui
relient nos fonctions de base en y substituant les expressions suivantes
fournies parles équations (29) & (35) :

Posons

o= lﬂ,-flll lala/cl ,(l,,, (1,,’ Iamapl [“maq! - lar“m‘ ,a/n(‘/:‘ l[l/(?,,'l ]([/apl l(llaq Fa
Sgapal Pt = | ap|(—|anar||apagan|Ply, + |apar||agana,|Ph, — |agar] | amana, Pt )
— Iam a/cl("']a'u ahl l Ap gty Ip;f)-nm -+ [(71, ”/r] I Ay Ay [p;'.)-mp - ,(I,[ [’/rl l iy dy IP}':,,,, r,),

aJ’all ap ﬂ,,l l)I?-Im. .
=—|aanl|a a,||aayl| @ ag| (—|a,arla, agen P, Fla, alag anad P, —lagad|anaay|Pi, )

+aya||anan)an ayllan ag (—|a, arl|a, aga| P, +lapa|ag aiay| Py, ~la,a @ a, ay|[Phy, ),

3 |
s\ a,apay)|aar]|ana

P= d|aya,a,|\Pi.|aa)|a,a)

+ 8| aai|(|ap ag| Pl ~+ |y | Pl + | anay | Phyy),
dayapa,|Ph = 3|aza,a) P,%.]a,.&,] |anay]

+ (|l anar| |apaq|Ph, + | apar] |agan Prrp+ |2y il | anay i)

Sarag]|a,ayaq| Pl = 8layana, P} eyl |aa,||aray|| e,

+lanar]|apayar [Pl —|apar] |aya,an| Py, + |agar] |ara, @, | Py

Onobtient P2, Pm ct Py, en permutant / et 7 et remarquant qu'a-
lors 5 change de signe.

En résumé, nous voyons que, choisissant d’une facon convenable
huit fonctions P, les carrés des cinquante-six autres s’expriment li-
néairement en fonction de leurs carrés. De ces huit fonctions, deux
sont telles que leurs carrés s’expriment rationnellement avec les six
autres. Entre ces six derniéres existent deux relations homogenes du
quatrieme degré en tout point analogues i larelation de Gopel. Tenant
compte, en outre, de ce que P, =1, on a ainsi :

56 42 2 4+1==64—3,
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relations différentes entre les 64 fonctions de trois variables d’ott nous.
sommes partis.

Si, au lieu de choisir comme nous ’avons fait, les fonctions (92),
nous étions partis des fonetions (95) ou (96), il est visible que nous
aurions pu, avec la relation (65), et en exprimant de plus P? et P2 en
fonction linéaire des carrés de Py, Py Py P, P,.p+ P,y obtenir entre
les six fonctions une relation homogene du quatrieme degré. Cest
cette relation qu’il est facile de généraliser et d’étendre au cas d’un
genre quelconque, que M. Brioschi a donné dans les Anrali di Mate-
matice pura ed applicata, 1881, dans toute sa généralité. Mais, déja
dans le cas présent, cette relation n’est pas la seule qui existe entre les
6 fonctions de trois variables indiquées; on en obtient une autre en
partant de (67).

CONCLUSION.

La dépendance algébrique des 64 fonctions hyperelliptiques, et par
suile des 64 fonctions © se trouve par ce qui précede suffisamment
établie.

La marche que nous avons suivie est-elle applicable dans le cas gé-
néral? La complication des calculs permet a peine de le supposer. Ce-
-pendant les conclusions connues pour le genre 2 el maintenant pour le
genre 3 permettaient, par analogie, de supposer pour le genre 2 des
propositions qu’il sera peut-étre facile de vérifier par une méthode plus
simple que celle exposée ici.

Désignons par g le genre, et posons

/\‘ap-i-l
R(z) =[] |a=),
| fird

¢
o(z) =[] |z,

les quantités a; étant toutes différentes et en nombre égal & 2p +1;
Ann. de I’Ec. Normale. 2° Série. Tome XII. — Aovt 1883. 33
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nous considérons des lors les fonctions P définies par les formules sui-

vantes :
Py=1,

?
1)/'"1::: HI(ZA.‘.Z'[[,

i=1

VR(z)

= Hld/.ml?'(m")

=2, 3, ey P

Pityre=PrPr...Ps,

Les lettres k entrant comme éléments dans I'indice d’une fonction P
sont toutes différentes; sil'on prend toutes les combinaisons différentes
de ces lettres, on obtient en tout 4° fonctions de p variables. Avec les
indices des fonctions P, on peut former 4° groupes de 2(p + 1) indices,
dont les propriétés, relativement aux permutations que 'on peut effec-
tuer sur les lettres k, sont absolument identiques & celles des groupes
(22), (23), (36) et (52).

Chaque groupe aura comme caractéristique I'indice d’une fonction P
et sera constitué comme il suit :

Partons de l'indice %,, £., ..., £,; on lui ajoutera I'ensemble des
indices formés par les combinaisons ¢ — 1 & « — 1 des « lettres £, puis
I’ensemble des indices formés par des combinaisons e + 1 & o + 1 de
toutes les lettres £, cet indice élant assujetti & contenir toutes les
lettres £ qui apparaissent dans la caractéristique du groupe. On a ainsi
un nombre d’indices égal a

T+a—(2p+1—a)=2(p+1).

Dans le groupe o n’existent pas d'indices de la premiere espece don-
nés dans la définition. Si la caractéristique est formée d’une seule
lettre, on prendra o comme indice de cette méme espece. Enfin, sia =g,
aux combinaisons p +1 & p -+ 1 ne correspondent pas de fonction P ;
on remplace alors ces combinaisons p +1 4 p -+ 1 par les combinai-
sons p a p formées par les lettres qui ne sont pas contenues dans celles-
1. En considérant ainsi comme équivalentes deux combinaisons qui, a
elles deux, contiennent (outes les lettres £ et chacune une seule fois, on
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peut partir d’'une combinaison quelconque de ces lettres pour former un
groupe, que ¢ soit plus petit, égal ou supérieur & p.

On sait (WEerersTRass, loc. cit.) que les groupes o et £ sont tels
qu'une relation linéaire existe entre les carrés de p + 2 fonctions P dont
les indices appartiennent & un méme groupe. Il est trés probable que
la méme propriété s’étend aux autres groupes.

Quelles sont, dans le cas général, lesrelations entre les produits deux
a deux? Quel estle minimum du nombre des fonctions telles qu’avec
leurs carrés on puisse exprimer linéairement les carrés de toutes les
autres? Quelles sont enfin les relations algébriques qui existent entre
les fonctions prises ainsi comme base? Ce sont la des questions sur les-
queiles nous nous proposons de revenir, les résultats de ce travail nous
servant de guides.

Méme en ce qui concerne les fonctions hyperelliptiques de genre 3,
nous ne prétendons pas avoir tout dit dans les pages qui précedent.
Bien des questions se préscntent que nous n’avons méme pas abor-
dées. On sait, par exemple, combien a été utile, dans I’étude des fone-
tions hyperelliptiques de genre 2, la considération de la surface de
Kummer (voir Roun, Mathematische Annalen). Dans le cas présent, po-
sOns

Prtn  PripiPrig: Prmn i Prmp i Pimg

= )1 L Y2 i ¥z o Ve U Xs L e

les relations (9g9) et (1o1) nous donnent, les caleuls une fois effectués,
deux relations homogenes entre les quantités y

(99") Fi(o 2 2 e V5 )s) = 0,
(l() ll)' F2 ("’1, Ya, Y Yo Vi Y ) =o.

Nous pouvons donc dire que, dans I'espace linéaire & cing dimen-
sions obtenu en faisant varier ’une facon indépendante chacune des
variablesy de — o & + %, nous avons un espace gauche & trois di-
mensions, espace qui trouve une représentation simple dans ’emploi
des fonctions P, ou bien qui peut définir leur mode de liaison. Bien que
Pemploi des espaces supérieurs ne soit pas encore jusqu’ici aussi {ré-
quent que celui des espaces ordinaires, il est permis de supposer qu’il
sera en maintes occasions d’un usage fécond, et I'on peut croire a
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priort qu’il ne sera pas inutile d’y avoir recours. Aussi nous nous pro-
posons, dans un prochain travail, d’étudier d’une fagon spéciale I’es-
pace gauche que nous venons de signaler; il sera intéressant de voir
quelles en sont les singularités, d'examiner le mode de définition géo-
métrique de cet espace remarquable, d’essayer de commencer pour lui
ce quia été fait déja pour la surface de Kummer.

Signalons, en terminant, une autre question bien digne d’intérét :
quel role peuvent jouer les relations trouvées ici entre les fonctions ©
dans la transformation desfonctions hyperelliptiques de genre 2?




