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SOLUTION DU PROBLEME GENERAL

DE

L’'ANALYSE INDETERMINEE

DU PREMIER DEGRE,

Par M. Cu. MERAY,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE DIJON.

1. L’Analyse indéterminée du premier degré est le fondement de
I’Arithmétique supérieure, au méme titre que la théorie des équa-
tions linéaires sert de base & I’Algebre et a toute I’Analyse, celle de
la ligne droite et du plan a la Géométrie. Cependant, si les cas les
plus simples sont traités depuis longtemps, il n’en est pas de méme
du cas général; du moins, ayant eu besoin de sa solution pour un
autre objet, je I'ai cherchée vainement dans plusieurs Ouvrages et
Recueils. J'ai été amené ainsi & m’en occuper et j’ai obtenu les ré-
sultats tres nets et trés généraux que j’expose ci-dessous.

2. Soit

ay r4+by ¢35 +...+g1s +ht +. .+ Lu+Jv +k =o,
Ay X ~+ bm.y +CuS+. ot gns+ b=+ .+ iyu +(/‘m ¢+ k=0

le systeme proposé & n inconnues, ol tous les coefficients a,, .. ., £,
Agy« .-y ...y Ky sont des nombres entiers positifs, nuls ou négatifs, et
dont il s'agit de trouver tous les systemes de solutions en nombres
entiers. Nous admettrons :
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1 Qu'il est réduit, c’est-a-dire que mZn—+1, el que les détermi-
nants d’ordre m, formés par toutes les combinaisons possibles de
m colonnes de coefficients, ne s’évanouissent pas tous. Effectivement,
s'il n'était pas réduit, on pourrait, par des procédés algébriques,
former un systeme réduit & coefficients entiers qui lui serait équiva-
lent algébriquement et, par suite, arithmétiquement parlant;

2° Qu'il est possible, algébriquement parlant; car, s’il n’avait pas
de solutions, a fortiors, n’en aurait-il pas d’entieres;

3° Qu’il est indéterminé, algébriquement parlant; car, s’il est dé-
terminé, on obtient, par les formules de Cramer, son unique systeme
de solutions, qui, sielles sont toutes entitres, résolvent les équations
proposées, ou sinon, révelent son impossibilité arithmétique.

Ces trois hypothéses entrainent en particulier m < n, ce que, désor-
mais, nous supposerons avoir lieu.

3. Etant donné un systeme de m formes linéaires 3 n(Sm) indéter-
minées x, ¥, 3, ..., 8,¢, ..., u, ¢, écriles de celte maniere

O =X + by 5 . gs A Al e Ay,
Pm == Q& —+ bm,)’ A= Cop B EmS bt .4 Tuu "*"J.m ¥y

nous appellerons déterminant de ce systeme par rapport a m de ces
indéterminées, désignées arbitrairement, le déterminant proprement dit
d’ordre m, formé par I’association, dans le méme ordre; des m colonnes
du tableau

o . .
am: b”ﬁ? CIIL’ crry HmMm /llll’ AR Llll’ ,/All)

dont les éléments servent de coefficients 2 ces m indéterminées dans
les formes dont il s’agit.

Les déterminants distinctsdu systeme (2) sont en nombre égal & celui
des combinaisons de n objets m & m. Si m=1, ils se réduisent tous
aux divers coefficients de la forme unique qui constitue le systeme (2).

4. Nous appellerons multiplication du systeme (2) par le tableau
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de m colonnes contenant chacune 7 multiplicateurs

Ary Py Vi y Wiy
(4Y e .
\ Ay Bms Yy -y Ty

A\ PN

'opération consistant & subslituer & ce systeme le suivant, compre-
nant aussi 7 formes linéaires:

; I T o S S T

Si I'on multiplie le nouveau systeme (5) par un autre tableau de
m* multiplicateurs, on trouve facilement que ces deux opérations suc-
cessives équivalent & la multiplication du systeme proposé (2) par un
seul tableau de multiplicateurs, ayant précisément pour éléments
ceux du déterminant-produit des déterminants des deux tableaux em-
ployés. Le déterminant de ce troisieme tableau, équivalent a I’ensemble
des deusx proposés, est donc égal au produit des déterminants de ceux-ct.

On peut de méme composer en une seule un nombre quelconque
de multiplications successives du systeme de formes (2); le tableau
de cette multiplication composée a évidemment pour éléments des
fonctions entieres & coefficients entiers de ceux des tableaux des mul-
tiplications élémentaires, et, d’apres ce qui vient d’étre dit, son dé-
terminant est égal au produit de ceux de tous ces tableaux.

5. Quand le déterminant A du tableau (4) n’est pas nul, on peut,
avec les mineurs complémentaires ‘A, ... deses éléments},, ..., former
le tableau

14 ! i
Ay An
—_) et resy —

A A A
7 I 7
1 s ["‘2’ , Mo
—_ L e y
A A A

1 < ’ )
/ 1 p)
Wy Wy Wy
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par lequel la multiplication du systeme de formes (5) régénere évi-
demment le systeme proposé (2).

6. Un déterminant du systéme (5) par rapport a m quelconques des
indéterminées est égal au produit du méme déterminant du sysiéme (2)
multiplié par le déterminant du tableau (4, ).

Ce point résulte immédiatement de la maniere dont les coefficients
des formes (5) s’expriment au moyen des éléments des tableaux (3) et
(4), combinée avec la regle de multiplication des déterminants.

7. L’opération consistant & remplacer certaines fonctions des indé-
. terminées x, y, .. ., u, v, les formes (2) par exemple, par les nouvelles
fonctions aux indéterminées x', )/, ..., u', ¢, obtenues en substituant
az,y,..., u,vles seconds membres des formules

g = &'+ By 4+ w5 Ay S g

se nomme la transformation de ces fonctions au moyen de la subst-
tution linéaire (6).

Si maintenant on transforme ces mnouvelles fonctions an moyen
d’une seconde substitution linéaire, faisant passer des indéterminces
',y ..., u,¢ a dautres indéterminées 2, y”, ..., u", v", il est évi-
demment possible de remplacer 'ensemble de ces deux substitutions
consécutives par une seule substitution aussi linéaire, permettant de
passer directement de x,y, ..., u,¢ & &’,y", ..., u",¢", et que l'on
peut appeler la résultante des deux substitutions consécutives dont il
s’agit.

Cela posé, on a ce théoreme évident :

Les coefficients de la résultante de deux substitutions données sont les
¢lements du déterminant-produit des déterminants des coefficients de ces
deux substitutions. Par suite, leur déterminant est ¢gal au produit de
ceux des coefficients de ces deux substitutions.

Si 'on compose ainsi deux substitutions linéaires, puis leur résul-
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tante avec une troisieme, puis cette nouvelle résultante avec une qua-
trieme, etc., on aura la substitution résultant de la composition de
toutes les substitutions données. Les coefficients de cette résultante
sont des fonctions entieres a coefficients entiers de ceux des substi-
tutions que I’on a composées.

D’apres ce qui a été dit tout & 'heure, le déterminant de ces coeffi-
cients est égal auproduit de tous les déterminants des substitutions sz'mplés.

8. Quand le déterminant A’ de la substitution (6) (c’est-a-dire celui
de ses coefficients) ne s’évanouit pas, on peut assigner une substitution
dont la composition, avec la premiere, donne la substitution identique

r=uwx,

Y=

(72 F Y PR ,
u—=u,

1=

Il suffit évidemment, pour cela, de résoudre les formules (6) par
rapport & 2,5, ..., «,¢. On trouve ainsi, en appelant ‘e,, ..., les
mineurs complémentaires des éléments a,, ..., de A’

/ , ", 112
X :?;Zf—l— Xr.}’—i—...,

(8) / ! i
(3’,: %;Z‘—}— %)’—i—...,

Cette substitution se nomme 'inverse de la substitution (6) et son

, . ’ « I . . ’y. . .
déterminant est égal & 5> inverse arithmétique de A’, puisque le produit
de ces deux déterminants est égal & r, déterminant de la substitu-
tion identique (7) résultante des deux substitutions inverses dont il

)’ .
s agit.

9. Si les coefficients des formes (2) et de la substitution (6) sont tous
des entiers (positifs, nuls ou négatifs), cas auquel les déterminants de ce
systéme de formes sont aussi des eniiers, toul diviseur commun de ces
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déterminants divise ausst tous les déterminants du systéme a coefficients

entiers
’ ’ o o
o), =a) &'+ by Y+ W+

(q) .................................. ’
' W ! L o / o N
0=+ by . u g,

dans lequel la substitution en question transforme le systéme (2).

En effet, d’aprés un point bien connu de la théorie générale des
déterminants, un déterminant quelconque du systeme (9) peut se
meltre sous la forme d’une somme de produits des déterminants du
systeme (2) par certains mineurs, naturellement entiers aussi, du dé-
terminant A’ de la substitution (6).

10. Il résulte immédiatement de celle proposition que, si A’
se réduit @ =1, le plus grand commun dipiseur des déterminants du
systéme (2) et celui des déterminants du systeme (o) sont égauvx (pris
positivement).

Effectivement, d'apres les formules (8) combinées avec 1'hypo-
these A= == 1, la substitution inverse de (6) a aussi ses coelficients
entiers, et, d’apres le théoreme n° 9, le plus grand commun diviseur
des déterminants des formes (9), qui est déja un multiple de celui des

~déterminants des formes (2), doit aussi le diviser.

11. Le résultat de la transformation du sysiéme (2), par tant de mul-
uplications et de substitutions linéaires que !'on voudra (n 4, 7), peut
étre oblenu par la multiplication et la substitution uniques résultant res-
pectivement de la composition de ces deux suites d opérations simples, cette
multiplication et cetie substitution composées pouvant d’atlleurs étre exc-
cutées dans un ordre arbitraire.

Ce point résulte de I'indépendance mutuelle évidente d’une seule
multiplication et d’'une seule substitution consécutives.

12. Etant donné un systéme de m formes linéaires & cocfficients entiers,
tel que (2), dont les déterminants ne s’évanouissent pas tous et ont pour
plus grand commun diviseur le nombre d, on peut assigner, pour les
multiplicateurs (1), un tableau a éléments commensurables de deterni~
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1
d
nant =1, tels que la muluplication et la transformation de ce systéme,
executées avec ces multiplicateurs et cette substitution, engendrent un
systéme de formes dans lesquelles m indéterminédes distinctes ont respec-
iwwement des coefficients égaux @ == 1 el ow tous les aulres coefficients
s’évanouissent.

nant = - et, pour la substitution (6), des coefficients entiers de détermi-

I. Soit d’abord la forme unique & n indéterminées
(10) e=axr-+by+c3+...4+lu + 7,
dont les coefficients, non tous nuls, ont d pour plus grand commun
diviseur, et 7, pour fixer les idées, le plus petit, numériquement, de
ceux qui ne s’évanouissent pas. En appelant a’, o', ¢/, ..., 7, o les
résidus numériquement minima, des divisions de @, b, ¢, ..., ¢, j par /.
et A, B, O, .., 1, 1 les quotients de ces divisions, on aura.
(11) a=jA"+da, b=4B"+0, ..., i=jT+{, j=j.1+o0,
et, numériquement,
(12) a<<a, U'<<b, ..., '<i, j=/,
relations ot il faut toutefois substituer = a < pour ceux des coeffi-
cients a, b, ... qui seraient nuls.

En remplacant les coefficients de la forme (10) par les seconds
membres des relations (11), il viendra '

= oo ® by+...+lu+jANe+By-+...+Tu-+v);

uis, par la substitution & coefficients entiers,
puis, |

r= r1.a'++o.)+0.5+...+o.u+o0.¢,
y= o2+ 1.y 4+o0.5+...+o.t/+0.¢,
;= o.z'+o.y+1.5+. . . +o.u'+o0.v
........................................ ,
u=  o.2'+o.y'+o0.5'+. .+ 1.u+o0.¢,
p=—Aa'—By —Cs—. .. — T +1.¢,

dont le déterminant est évidemment =1 :

v=d=az'+ by +cs+.. .+ v+ gy
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Dans cette nouvelle forme ¢/, tous les coefficients sont entiers : ceux
nuls sont en méme nombre au moins que dans ¢; 1'un de ces coeffi-
cients, j, ne s’évanouit certainement pas; tous les autres qui peuvent
étre dans le méme cas ont pour plus grand commun diviseur & (n° 10),
et, sauf /, ils sont, en vertu des inégalités (12), numériquement infé-
rieurs aux coefficients de ¢ représentés par les mémes lettres sans
accent.

En traitant ¢' comme o, puis la forme résultante ¢” comme ¢’, et ainsi
de suaite, on obtient, par des substitutions entieres de déterminant(s
tous = 1, une suite indéfinie de formes a coefficients entiers

dont chacune jouit de cette propriété d’avoir un coefficient différent
de zéro égal au correspondant de la précédente, d’avoir les autres nuls
ou numériquement inférieurs aux correspondants de la précédente, et
dans toutes lesquelles le plus grand commun diviseur des coefficients
reste invariablement égal & 4. Done, comme tout entier qui décroit
numériquement sans cesse finit par atteindre la valeur zéro, il arrivera
un moment oll, dans toutes les formes subséquentes, tous les coeffi-
cients s’évanouiront, sauf celui d’une certaine indéterminée, quirestera
nécessairement égal a = d.

En appelant ® la premiere de ces formes et (S) la substitution résul-
tante de toutes celles qui auront permis de transformer o en ¢,
o en ¢’, ..., ... en O, (S) aura des coefficients cntfwrs de détermi-
nant =1 (n°7), et cette substitution unique (S) transformera ¢ en
une forme @, dans laquelle le coefficient d’une certaine indéterminée
se réduit & == d el tous les autres & zéro.

Maintenant la forme -j-;, résultant de la multiplication de @ par le
multiplicateur %l’ n’offrira plus qu'un seul coefficient différent de zéro
et égal & == 1.

I1. St notre proposition est vraie pour un systéme de M — 1 formes,
elle U'est aussi pour un systéme de M(Sn) formes.

Pour éviter des notations trop compliquées, nous ferons la démons-
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tration dans le cas de M = 3, ce qui suffira 3 montrer comment il faut
raisonner dans tout autre cas.

Les déterminants du systeme proposé de trois formes

(13) 0= @y X -

peuvent étre mis chacun sous forme de fonction linéaire et homogene
i coefficients cntiers de quelques-uns des déterminants du systeme de
deux formes

(14)

[l

1

-6 -6

|

ayx+ 0y . nu--g0,
s

2 o X ——

et comme, par hypothese, ils ne s’évanouissent pas tous, ceux du sys-
teme (14) jouissent de la méme propriété et ont, pour plus grand com-
mun diviseur, un certain diviseur d,, du plus grand commun diviscur
des déterminants du systeme (13), que nous appelons toujours d.
Maintenant, et d’apres 'hypothese, il existe une substitution (8') &

coefficients entiers de déterminant 1, et un tableau & éléments com-
mensurables

PR

Pos B

, . I s \
de déterminant —; permettant de transformer le systeme (14) en un
AR Y

1,2

autre de la forme

Er.z'+o0.y+0.8+.. . 4+o0.u'+o0.¢,
"
o.z'm1.y +o0.5'+...+o.u'+o.¢.

En exécutant la substitution (8') sur le systeme (13), puis le multi-
pliant par le tableau o
Ay Pyy O,
(13) Ay Py O,
0o, 0, I,

” . 1 . . . . .
de déterminant ——, on obtiendra le systeme a coefficients entiers
1,2 .

)

( =2 oy 4 0.5 4 o0 d 0l

(16) (oy= o.2'=r1.y +o0.5'+...4+0o.u'+4o0.¢,
A (Wi Iasl ol ol T AN

(93__ a '+ by -l g

Ann. de I'Ec. Normale. 2¢ Série, Tome XII. — Mars 1883, 13
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dont les déterminants o, 0, ..., 0, =¢/, ==..., == ¢/, == ;" ont évidem-
ment (n° %, 10) pour plus grand commun diviseur le produit parz{-_%—z,
déterminant du tableau (15), du plus grand commun diviseur dd’es

di

déterminants du systeme (13), ¢’est-a-dire 'entier dy =
En multipliant ensuite le systeme (16) par le tableau

—_— !
I, 0 @,

—_

(17) ( o, T, —i—b)
0, 0, L,

de déterminant 1, on obtient le systéme

of=1x z'+o.y4+o0.5+.. .. +o0.u/+o0.¢,
(18) o= o.x'*t Yy +o.F+...+o0./+o0.¢,
oh=  o.2'+o.y+cs4+...+ U+,

dont les déterminants o, 0, ..., 0, ==¢/, = ..., &=7', == ;" ont toujours o,
pour plus grand commun diviseur.

Soitenfin (8”) la substitution de déterminant 1, au moyen de laquelle
on peut (I) réduire & ==d; 'un des coefficients de la forme transformée
de ¢, celuide z” par exemple, et tous les autres & zéro. Il est évident
que le systeme (18), transformé par (S”) et multiplié par le tableau

1, 0, 0,
0, 1, O,

I
0, 0, 6—1—7
3

(19)

. . 1
de déterminant —> prendra la forme voulue
3
= 240y +0.3+...4+o.u"+ 0.0
0.2" ¥y +0.3"+...+o.u'+o.¢,

0.2"+o0.y"t ... 4-o0.t/+ 0.v".

Cela posé, en composant, d’une part, les tableaux (15), (17), (19);
d’autre part (n°11), les substitutions (S'), (S”), on obtiendra bien le

tableau unique de multiplicateurs de déterminant —— .1. - =

A et la

I
d
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substitution unique de déterminant r.1 =1, dont il s’agissait d’établir
I’existence.

III. La proposition est donc génerale, puisqu’ellea été établie pour
m = 1. Notre raisonnement fournit en méme temps le moyen de cal-
culer les multiplicateurs et la substitution définis dans!’énoncé.

13. Pour que les équations (1) admettent des solutions entiéres, il est
nécessaire et suffisant que les déterminants des formes linéaires

o, =a; T+b y+c 5+ g s+ 4 R0 uA

. 0 T e e e et e e e e e e
(20) < ’
........................................................ ,

VG T A Dy S G S Rt DU e,

auxquelles leurs premiers membres se réduisent par la suppression des
termes connus ky, ks, ..., k,, atent pour plus grand commun diviseur
un nombre d divisant tous les déterminants d’ordre m, dans lesquels se
changent ces premiers déterminants, quand on remplace une quelconque
de leurs colonnes par la suite ky, &y, ..., k.

Et, quand ainsi ces équations sont possibles en nombres entiers, leurs
. systémes de solutions sont donrés, une seule fois chacun, par des formules

telles que
‘ x =5+ 2,0 4250y 2y Oy

(21) Vy=a-+ 30+ Yelot oo Vi Onees
( = 00 00 0 0n

o toutes les lettres designent des entiers jouissant des proprietés sui-
vantes :

1° Les n — m nombres 0,, G4, ..., 9, sont absolument indeterminés;

2° Les nombres &, 1, ..., { constituent un systéme particulier de solu-
tions des équations (1); .

3 Les coefficients d’une méme indéterminée § satisfont aux équations
homogénes, auxquelles se réduisent les équations (1), par la suppression
des termes k,, ko, ..., kp;

4° Enfin, en .nommant (xy...s) le determinant d’ordre n — m
formé par les n — m lignes de ces coefficients o ne figurent pas les
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m letires x, y, ..., s et (ab...g) le déterminant des coefficients de
2,Y, .., s dans les équations (1), les déterminants (xy...s)ont 1 pour
plus grand commun diviseur et sont lies a leurs homologues ci-dessus
définis par des relations de la forme

(22) (xy...s):(_‘.z.li';l'—.‘iﬂ.

La condition posée est nécessaire, car si,

ky by ¢ &

ky by ¢y 52
vV =

A m blll. Cl"- o m

étant un déterminant d’ordre m formé avec la colonne %,, £, ..., £,
et m —1 colonnes de coefficients des inconnues, on appelle 4,,
"kss ..., 'k,, les mineurs respectivement complémentaires aux éléments
ki, kyy ...y ky, les équations proposées entrainent I'équation

(23) //‘.1(?1‘}"//:2(?2_(" .. '+,/{m’~?m.: - V.

Or le premier membre de cette équation, se réduisant évidemment
la somme des produits des inconnues par quelques déterminants des
formes (20), est nécessairement divisible par d; d’olt la méme nécessité
pour v égal au signe pres a ce premier membre, en vertu de 1'équa-
tion (23).

Supposons donc cette condition remplie, et soient

)\1’ Pry  ovvy Ty

(0/) )\2) P2y .., oy
24

.............. ,

)‘m: ks s Ty
puis

U !
r=aix' By -l

(23) e e i e ,

’
==, By - ),

les multiplicateurs et la substitution, de déterminants gl’ 1 respeclive-

ment, qui permettent (n° 12) de transformer les formes (20) en
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d’autres
‘ oy == 2 +0.) +...4+0.8+...+o0.¢,
(26) L ey = 0.2’k Y4408+ .+o.¢,
....................................... ,
(g’m: o.2' o0y +...E .. .40.¢,

ou les coefficients de 7 indéterminées se réduisent respectivement
4 =1 et tous les autres coefficients & zéro. Si, apres avoir remplacé,
dans les équations (1), les inconnues x, y, ..., u, ¢y par &/, y/, ..., ', ¢/,
au moyen de la substitution (25), on combine ces équations, en les
ajoutant multipliées successivement par les éléments de chacune des
colonnes du tableau (24), il viendra les équations

‘ ¢y + Ky =o,

’ R
e + iy =o,

U

ou les nombres £,, £}, ..., &, sont nécessairement entiers. Effective-
ment les premiers membres des équations (1) peuvent étre considérés
comme des formes linéaires aux » -+ 1 indéterminées x, y, ..., u, 9, p,
et ceux des équations (27) comme des formes aux indéterminées &,
Y, ...,u, ¢, p, engendrées par la multiplication des premitres par le
tableau (24), combinée avec une substitution de déterminant 1, obtenue
en ajoutant & tous les seconds membres des formules (25) le terme o.p’
et en adjoignant & ces formules cette (n —+ r)me

p=o.x' +o0.y +...+o0.t/+0.¢ +1.p,

opérations apres lesquelles on posera p =p'=1.

Cela étant, on trouvera, en appliquant les théoremes (n° 10, %),
que la transformation des premiers membres, par la substitution dont
il s’agit, laisse leurs coefficients entiers et leurs déterminants tous divi-
sibles par d; qu’ensuite leur multiplication par le tableau (24) multi-

. , . 1 . . . .
plie leurs déterminants par - et partant les laisse entiers, puisqu’ils

étaient auparavant divisibles par d. Or, a cause de la nature spéciale
des formes & n indéterminées ¢/, ..., ¢,,, les nombres =£%,, =4, ...,

== £, sont précisément des déterminants des premiers membres des
équations (27); donc ils sont entiers.
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Maintenant toutes les solutions entieres des équations (1) donnent
des solutions entieres des équations (27), car ces dernieres sont entrai-
nées par les premieres, ¢t si @, y, ..., ¢ sont des nombres entiers,
', ¥, ..., ¢, liés & eux par la substitution inverse de (25) et & coeffi-
cients entiers (n° 10)

5 ' ="o x +"ay ...+,
LQS) ......................... ,

( pf =@ - Togy - o, 0,
sont aussi des enticrs.

Réciproquement, toutes les solutions entieres des équations (27)
donnent par les formules (25) des valeurs entieres de x, y, ..., u, ¢,
satisfaisant aux équations (1); car, par la substitution inverse ( 28),
accompagnée d'une multiplication par le tableau

s /)‘1 d, ’)\E d, ey I)vn Cl,

(29) 'ad, 'pad, o e d,
< \

olt A, ... sont les mineurs complémentaires des éléments 2, ... du
tableau (24) dans leur déterminant, on retombe évidemment sur les
premiers membres des équations (1). :

Ainsi les systemes d’équations (r) et (27) sont absolument équiva-
lents. Or les seules solutions entiéres du second sont

==,
"=k,

......... ,

s =K

les n — m autres inconnues ', ..., 2/, ¢ a coefficients tous nuls, restant

tout & fait indéterminées. Si donc, les représentant par0,, 0,, ..., 0,_n,

on les porte avec les valeurs ci-dessus trouvées pour &', ¥, ..., s’ dans

la substitution (25), cette substitution donne, pour la résolation géné-

rale des équations (1), desformules identiques & (21), sauf la notation.
Les quantités &, =, &, ..., ¢ correspondent aux valeurs

0;=0,=...=0,.,,= 03

donc ce sont des solutions des équaticis proposées.
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Les nombres £ + a;, 4 +y;, ..., correspondant aux valeurso, ...,
0, 1,0, ..c,ode by, oeu, 0,4, 9 Gity oony O, SODL aussi des solutions.
Il en résulte, en ayant égard & ce qui précede, que, quel que soitl'in-
dice 7, les nombres x;, y;, ..., u; ¢; sont des solutions des équations
homogenes, auxquelles se réduisent les proposées, quand on y fait
l‘,:&'z"-:...:/tm:O.

De plus, les formes (26), dont les déterminants =1, 0, 0, ... ont t
pour plus grand commun diviseur, traitées par la substitution in-
verse (28 ), donnent les formes

(o x4+t +. ..+ a,0),
(30) Bz +"By 4. +"Bur),
= (s +’52.)'+- s, ),

dont le systeme, multiplié par le tableau (29), de déterminant d, régé-
nere le systeme (20). Donc un quelconque des déterminants des
formes (30), le premier, par exemple, multiplié par o, reproduit le
déterminant semblable (ab...g) des formes (20).

Mais chaque déterminant des formes (30) est un mineur d’ordre m
du déterminant de la substitution inverse (28), lequel, en vertu de la
théorie générale des déterminants, est égal a son complémentaire
d’ordre n —m dans le déterminant de la substitution directe (25),
multiplié par une certaine puissance de 1, déterminant de cette substi-
tution, c’est-a-dire égal au déterminant méme d’ordre n— m dont il
s’agit. Or, d’apres lorigine des formules (21), ce déterminant
complémentaire coincide avee celui qui a pour lignes les coeffi-
cients de 6, 0,, ..., 0,_,, dans les = — m derniéres de ces formules,
ce qui démontre exactitude des relations telles que (22), en vertu
desquelles les déterminants (2y...s) ont nécessairement 1 pour plus
grand commun diviseur, comme quotients des déterminants (ab...g)
par leur plus grand commun diviseur d.

Enfin les formules (21) ne peuvent donner qu’une fois chaque sys-
teme de solutions des équations (1), car les substitutions (25), (28)
lient les solutions des équations (1) et (27), de telle sorte qu'a deux
systemes distincts des unes correspondent nécessairement deux sys-
tbmes distincts des autres, et deux groupes non identiques de valeurs
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des indéterminées 4,, 6., ..., 8,_n, ¢’est-2-dire de ¢/, ..., «/, ¢', appar-
tiennent a des systémes évidemment distincts de solutions des équa-
tions (27). Ce dernier point s’apercoit encore facilement a posteriorz.

14. De quelque maniére qu’on les ait obtenus, si les nombres &, 1, ...,
€L Xy oovs Bpims Vis onvs Ynom jouissent seulermnent des proprietés 2° et [° de
I’énoncé du numero précédent, les jormules (21) donneront toujours, et
une seule fois chacun, tous les sysiémes de solutions des équations (1).
Mais un groupe de jformules qui aurait été construit dans d’autres condi-

tions ne fournirait pas toutes les solutions de nos dquations ou les fourni-
rait plusicurs fois.

Cette proposition, dont je supprime la démonstration pour abréger,
peut, on le concoit, faciliter, dans certains cas, la résolution générale
des équations (1). On peut encore, comme §’il s’agissait d’¢quations
simultanées quelconques, varier cette résolution de bien des manieres :
par exemple, résoudre généralement 'une des équations proposées, s’il
est facile de le faire; porter ses solutions dans les autres, dont on

résoudra le systeme par rapport aux indéterminées ¢ contenues dans
les solutions de la premitre, ete.

15. On remarquera que le calcul et la composition des substitutions
de déterminant 1, & I'aide desquelles on peut transformer la forme o
dun® 12 (I) en la forme ® ayant un coefficient numériquement égal au
plus grand commun diviseur de ceux de ¢ et tous ses autres nuls, est
une généralisation du procédé d’Euler et de celui de Lagrange par les
fractions continues, pour résoudre une seule équation a deux incon-
nues. Enfin cet algorithme donne évidemment une méthode systéma-
tique pour résoudre ces deux problemes, dont le second joue un grand
role dans la théorie des nombres : Des entiers quelconques étant donnés,
trouver leur plus grand commun diviseur, et assigner d’autres nombres
qui, multiplids par eux, donnent des produits ayant précisément pour
somme ce plus grand commun diviscur.

Dijon, avril 1882,




