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SUR LES

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES
A. COEFFICIENTS PÉRIODIQUES.

PAR M. G. FLOQUET,
P R O F E S S E U R À LA F A C U L T É DES S C I E N C E S DE N A N C Y .

Je considère, dans ce travail , une équa t ion différentielle linéaire
homogène

cl"1 y ^M~ly cl^-^Y
p^ = ̂  ^pl d^ +/;2 d^ +- • ̂ p^=-^

à coefficients un i formes et périodiques, de même période ro, et dont
l ' intégrale générale est supposée uniforme.

J 'étudie la forme analyt ique des solutions.
Si l'on faisait le changement de variable

ei^..K•^/'^i

on obtiendrait une transformée linéaire dont les coefficients seraient
des fonctions uniformes de Ç. De l'expression connue de ses intégrales,
dans le domaine d'un point s ingulier , on pourra i t conclure, en posant

2 :: .r \f~~i

g = e (1J , la forme des solutions de P(y) = o.
Mais j'ai préféré aborder la question directement, sur l 'équation P== o

elle-même, d 'autant plus que, pour suivre cette voie, il suffît de se
reporter aux célèbres recherches de M. Fuchs, en adoptant une méthode
identique à celle qui l'a guidé dans l'étude des intégrales autour d'un
poin t singulier ( !) .

( i ) Journal de Crelîe, t. 66.
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J 'obtiens ainsi un système fondamental S de solutions, lié à une
certaine équat ion algébrique A ==o, analogue à l'équation fondamen-
tale de M. Fuchs, et que j 'appelle V équation fondamentale relative à la
période c-o. Le premier membre A est un dé te rminant de degré m par
rapport à r i n e o n n u e s. Les éléments du système S cons t i tuent autant
de groupes que Féqua l ion fondamenta le A •==- o a de racines distinctes,
et, en appliquant le procédé exposé dans un impor tant Mémoire de
M. Hamburger ( j ), on peut facilement distinguer ces groupes en sons-
groupes indépendants les uns des autres.

J'arrive en particulier aux conclusions suivantes :

I. Soient £,, s^ ... 5 e/z fe^ racines distinctes de l'équation fondamen-
tale A = o ; soit \^ l'ordre à partir duquel les déterminants mineurs de A
cessent d'être tous nuls pour £ = = £ ; :

i° P == o admet comme intégrales distinctes \^ 4- X^ -h ... -+- \^ fonc-
tions périodiques de seconde espèce, et n^en admet pas davantage;

2° II existe un système fondamental de solutions comprenant d'a-
bord X, 4- ̂  "t- .. -+- \t fonctions périodiques de seconde espèce, puis
Y^ _ (^ 4-. )^ .4-. _ 4- ̂ j expressions qui affectent chacune la forme
d'un polynôme entier en x, ayant pour coefficients des fonctions pério-
diques de seconde espèce de même multiplicateur;

3° Les multiplicateurs des fonctions périodiques qui figurent dans ce
système fondamental soit comme éléments, soit comme coefficients dans
les éléments sont égaux aux diverses racines £,, e^, ..., s^ de Véquation
fondamentale.

II. Pour que P == o admette comme intégrales distinctes m fonctions
périodiques de seconde espèce, il faut et il suffit que chaque racine de
A = o annule fous les déterminunts mineurs de A jusquà l'ordre égal
au degré de multiplicité de cette racine exclusivement.

Je dis qu'une fonction uniforme ^{x} est une fonction périodique de
seconde espèce, de période o), lorque l 'on a

S{X"\~ co) =:s-î(^)y

le multiplicateur £ étant une constante. Si s == ï , la fonction est pério-
dique; elle est dite aussi périodique de première espèce.

( 1 ) Journal de Crelle, t, 76.
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î. —• Équation fondamentale»

1. Désignons par/, {x], /^(^ • • • •> fmÇ^) m solutions distinctes de
réquation P == Oç choisies arbi t rairement . Si l 'on fai t décrire à la variable
un chemin que lconque a l l an t du point x au point «r 4- GJ, 'les fonct ions
unifornies/ '(<r) acquièrent en x -h- &> des valeurs déterminées/i [x 4- oo),

^(<r4~'^) , ... 9 fm{sc -\- oo), landis que les coefficients périodiques de
P == o reprennen t leurs valeurs ini t ia les p ^ p ^ , . . . ,^. D'où je c o n c l u s
que/i(.r 4- œ),y^(^ 4- oo) , ... 3 fm^ •+ •^) sont aussi des intégrales de
P == o, const i tuant un système évidemment fondamen ta l . On a donc

/^-hco) ==An/i(^) -4-Ai2/20) -4-. . .-4-Ai^/,/,(^),

f^x-^-^') ==À2i/i(^) -4-A22/2(.r) +. . .--hAaw./^C^),

4<(^4-co)=A/«i / i (^) -hA/ / ,2 /â(^) +. . .-i-A,^/^(.r^

le dé t e rminan t des m2 constantes A é tan t d i f férent de zéro.
Supposons que P == o admette comme intégrale une fonction pério-

dique de seconde espèce F(o/'), de période oo, au m u l t i p l i c a t e u r s. On a
nécessairement

FO) = Uifi(A-) -4- ^/2/2(^) -+-...-+• ^mfm(^),

les constantes u n 'étant pas toutes nulles, et, par hypothèse,

F ( ^ 4 - c o ) = = £ F ( ^ ) ,
c'est-à-dire

( An ̂ i -r- Aai Uî -+-... 4- A^i Um)fi (^)
-i-(Ai2^i 4- Aaa^ 4-. . •4-A;^z/,w)/2(.r)

4- (Ai//^i4-A2//,^24-. . .4-A^^^^)/,,,(A1)

-==:£[z/.i/i(.z-) 4- Uîf^) 4-. . .4-w,«/^(^)].

Or cette égalité exige que u^ u^ . . . , u^ et s satisfassent aux w équa-
tions

( Ai î — £ ) l / i 4- Aai ^2 4- . . . -h A,/,i «,^ =: o,

Aïs U\ 4- (A 2 a — £) .̂â 4- ... 4- A m'i Um '==• 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ^

^im ̂ i 4- Aa,^ ^^2 4- ... 4- ( Amm —— £ ) Ït m •=- 0,
^/^/î. <5?é' l'Éc\ Normale. -2*' Série. Tome Xîl. — FÉVRIER ï883. 7
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qui e n t r a î n e n t la s u i v a n t e :

A. 11 — £ A 12 . . . ' A i Di,
_ Aai A.^—s ... A^ _

A /ni -^mî • ' • ^ m m £

Cette équat ion A == o, de degré m en s, et qu i n'a ni racines nul les ,
ni racines infinies, est ce que j 'appellerai V équation fondamentale rela-
tive a la période ^, ou s implement V équation fondamentale.

On peut dire alors que :
Toute intégrale périodique de seconde espèce, de période œ, a un multi-

plicateur qui est racine de l équation fondamentale^

Réciproquement, à une racine de l 'équation fondamentale corres-
pondent, par les équations du premier degré en u, des systèmes de
valeurs de u^ u^, . . . , u^ qui ne sont pas toutes nulles, et par suite
des fonctions

^i/i<» + ^2.A(» "+-• • •-+- ^./'///.(-^O

différentes de zéro, el périodiques de seconde espèce. Si en particu-
lier l ' équat ion A === o admet ta i t comme racine u n e racine de l 'équa-
tion binôme 8 Â " - — I = = o , on obt iendrai t une intégrale possédant la
période Aûo .

2. Les racines de l'équation fondamentale sont indépendantes du choix
du système fondamental,

Pour le démontrer directement, considérons un autre système parei l
^(^). ^(.r),_.. . ,^(^). tel que

^•1(^4- (0) ==Bii^i(^) +Bi2.^2(^) 4-. ..-4- ̂ \mgmW,

^(^+(0) =:B^(^) +B^2(^) +• . .+B2mé^(- r )?

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

g^{sc -4-o>) •== B^i^ i (^) + B,/,2^(^) -+-.. .-4- B,,;,/,^,»(A?),

le déterminaii t des w2 constantes B é tant différent de zéro. L'équation
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fondamentale , pour ce nouveau système, est

Bu-
B^i

B/,u

£ Bi2

B^g —

JÏ//Î2

£ . . ,

BI/M

Bam,

^mm ^

Je dis que les deux polynômes A et A < sont égaux, quel que soit Ê.
Soient/en effet,

^(.r) =:Ln/i(^) +W2(^) 4-...-T-Li//,/^(.^),
^(A-) ==Lai/iO) 4-L3â/â(^) +. . .+Lâm/m(^)?

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . « . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

gm (^) == L//U/1 (^) + L^2/2 (.r)-4-...-i- L/,z/,,/̂  (^)

les équa t ions qui expr imeni l inéa i rement les g[oc^ à l 'aide des/*(^), le
dé te rminan t A^ des m2 constantes, L n 'é tant pas nu l . On obtient alors
pour g^x •+• ^) les d e u x expressions su ivantes :

^•(.r 4- co ) = (An La + Aai L/2 +.. . ~t- A^i L^)/i 0) -+- . . .
~^~ (AI //^ -L '̂i + . . , ~h A m /fi iLiim } j rn ( ̂  ) ?

^•(.,ï4-co)==(?^-i:Lii4-B,2Lâi+. . .4-B^L^iV\(.T') 4-. ..

-+- (B/I.LIW+ . . . + ̂ im^mm}fm{^)'

Par suile, les coefficienis de chaque fonction f{x} devant être égaux
dans ces deux expressions, on a, pour les diverses valeurs de i e£ de / ,

A- == m k == m

Y A/,yL,/,==: ^ îîikLhf-=Ctj.Y A/^JL,/,:

k = i r=i

II résul te de là que les deux d é t e r m i n a n t s obtenus en m u l t i p l i a n t le
dé t e rminan t A^ successivement par les dé te rminants A et A^ ont leurs
éléments égaux chacun à chacun, et se confondent tous deux avec le
dé te rminan t

^ii — -î-'n £ ^ • ' l a— LI^S .. . Ci,,; — Li/^2'

Lât — Lai3 ^22— •lJ22£ * • • C'2m — -LS//^

1 - 1 / / / ! —— •I-'wl £ ^^ii2 — •i-'/j • • • ^mm — ^w//; £'

On a donc
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et, comme A, n'est pas nu l , les deux polynômes A et A, sont égaux
quel que soit s.

La démonstrat ion précédente est de M. Hamburger , qui l'a appl iquée
à l'équation fondamentale de M. Fuchs. M. Hamburger prouve, en
outre ( ^ ) , que :

Si\ pour une valeur de s, tous les déterminants mineurs jusquà
l'ordre À — T sont nuls dans A, sans que tous ceux d'ordre \ le soient, il
en, est de même dans le déterminant A ( .

II. — Système fondamental S. — Groupes d'intégrales.

3. Supposant d'abord les racines de l 'équation f o n d a m e n t a l e toutes
différentes entre elles, je les désigne par ^, £3, . . . , s/n- J^11 d é d u i s
(n0 1), par l ' intermédiaire des équations en u, m intégrales périodiques
de seconde espèce F,(.r), F,(.r), . . . , F^(^), de période 5), aux m u l l i -
plicateurs respectifs s,, 63, . . . , ^- Ces m fonctions uniformes const i -
tuent un système f o n d a m e n t a l ; car, s'il existait ent re elles une r e l a t i o n
à coefficients constants de la forme

C, Fi ( .r) 4- CaFa ( ̂ ) •+• . . . -+- C,,, F,/, ( x ) = o,

on en conclura i t , en changeante en x-+- ^ m —• i fois de suite,

^i £3

,.w-l -./n 1

ce qui est impossible. Donc :
Si l1 équation fondamentale na que des racines simples, P =". o admet

comme intégrales distinctes m fonctions périodiques de seconde espèce^ de
période co et ayant pour multiplicateurs ces racines.

4. Considérant m a i n t e n a n t le cas des racines r n u l l i p k s , je désigne
par s^ £3, . . . , £fi les racines dist inctes de l 'équation fondamen ta l e , et
par ^,, ^.2, . . • , ̂  leurs ordres de mul t ip l i c i t é respectifs.

( 1 ) Journal de C relie, t. 76, p. n 5, i iG eL 1 1 7 .
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Envisageons d'abord la racine s,}.
J'en déduis (11° 1), à l 'aide des é q u a l i o n s en u, une in l ég ra l e pér io-

d i q u e de seconde espèce F^(^), de pér iode îo, et de mul t ip l i ca t eu r £ 5 ,
ce qui est t ou jour s possible. R e m a r q u a n t ensui te que les valeurs des
m constantes u^ qui f igurent dans

Fl(^) = ̂ l/l(^) - U,f,^) -. . .4- ^nfmW.

ne sont pas loules nul les , je suppose, par exemple, la va leur de u^ diffé-
rente de zéro, et, j 'observe que dans celle hypothèse le système des
intégrales F,(.r), f,[x}, f^oc}, . . . , /^(a?) est aussi f o n d a m e n t a l . Je le
subs t i tue au système primitif / , (;r),/^(.r), . . . ,/^f.r).

Cela posé, soient

F^(.,r-^) = = £ , F ^ ( ^ ) ,
/,(,.r-.i-œ) -=B,,F^) -i-B^y,(^) -}-... 4- :B .̂. A. (.^),
73(^-4-^) ==B3iF,(^) -i-B32y2(^) +...-4-B3/«/^r),

^(.r+o))==B,^F,(^) ~h B,,2/,(^) -.. .+ K^nf^W.

L'équat ion
£,^ —~ £

B«

B/»i

0

B^~

B/^a

s.
. . . 0

. . . lîs/,,

• • • B,,,,,,—e

a les mêmes racines (n0 2) que l 'équat ion A == o. Par conséquent,
l ' é q u a t i o n

B a ^ — e . . . Ba^,

.0^2 .. • "wm— £

admet encore la racine £^ II en résulte que, si ̂ , u^ . . . , ^/ désignent
un ensemble de solut ions des équations

( ÎÎ22 ~ Si ) ^2 4- . . . 4" B,/,2 ̂  = U,

- r R>2//; ^2 1, ^mm — 3l ^ ^///, =•: 0,

on pourra supposer que les m — i cons tan tes u' ne sont pas tou t e s
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nulles. Si donc on pose

Fa(^) == ^2/2 (^) + ^3/3 (^) +• • • -1- UmfmW,

l 'intégrale F^) n'est pas ident iquement nul le et satisfait, en out re ,
à la condition

F,(^ +«))== ̂  F^) -t- si F,(^),

comme on le vérifie aisément. La notation s^ désigne la cons tan te

Bsn t/4 -4- B^i ^3 + . . . -h Bwi ?.4/n

qu i , d 'a i l leurs , peut être zéro. Supposant , par exemple, u^ dilférent de
zéro, je substitue au système ï\[x}, f^{x}, f^{x}, . . . , /^(^) le sys-
tème F^), î^)»/3(^ • - ^ / m ( ^ ) » q"i est aussi fondamenta l .

Raisonnant sur ce nouveau système comme sur le précédent, j 'ob-
tiendrai une intégrale F';̂ ) satisfaisant à la condition

¥,{X + .0) ̂  ^l'F, W + 532 ̂ (•r) -^ £! F3 (^).

£3^ et £33 désignant des constantes qu i peuvent être nul les . Puis je rem-
placerai le système employé par le système

F,(^), F^r:), F'^), f^), ...,/,,(,:r),

qui pourra aussi être regnrdé comme fondamenta l .
En cont inuant de la sorte, j 'arr iverai au système

F,(.r), F,(.z-), ..., F,,(.r), f,^W. ...,y.,(^).

Ayan t ainsi dédui t de la racine £ , les p-, intégrales F^^"), on t ra i t e ra
de même la racine 62. On en déduira lesp.2 intégrales F^(.r) ,F^(,r) , ...,
F^(.r), et l'on a r r ive ra au système fondamenta l

F^), F,(^), . . . ,F^ (^ ) , F^(^), F;(.^), ...,F^/,^y^,^(^), . . . , .A,(^)-

On répétera le même raisonnement successivement pour chacune des
autres racines £3, s/., .. ., s,;. Finalement , on aura un système fonda-
mental d'intégrales composé de n groupes^ analogues au groupe F^z*).

D'où cette proposition :
Soit n le nombre des racines distinctes ^, s^, . . . , s/^ de l'équation fon-^

damenlale; soient p^ ,p^ , . . . , ^ leurs ordres de multiplicité, lels que
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a^ +- ̂  4- ... -4- p^i == m; z7 existe un système fondamental de solutions
se partageant en n groupes, correspondant respectivement à ces racines,
et les p. éléments qui constituent le groupe répondant à la racine s,
d'ordre ^u, jouissent des propriétés suivantes :

F,(^+co)==s Fi(^),
F2(^-hco)===£^F,(.r)+£ F^y),
FaO+Co) :=:S3iFiO) ^^Fa^H-ePa^1),

F;,(̂  H- co) == s^ Fi (^) + £^ Fa (.ir) +...-+- £;x,;x-i F^ (^) + s F^(.r).

D'après cela, le p remie r é lément de chaque g roupe est une fonction
pér iodique de seconde espèce. Il peut exister d 'ai l leurs, dans un même
groupe, plusieurs éléments de cette nature, car les constantes £
affectées d ' indices peuvent être nu l les . Donc :

Si n est le nombre des racines distinctes de l'équation fondamentale,
P == o admet comme intégrales linéairement indépendantes au moins
n fonctions périodiques de seconde espèce, de période ^ et ayant pour
multiplicateurs ces racines.

Et, par conséquent :
L'équation P = o admet toujours comme intégrale au moins une fonc-

tion périodique de seconde espèce.

5. Que l'équation fondamenta le ail ou n'ait pas de racines mult iples,
on vient d'obtenir dans tous les cas m intégrales distinctes, se com-
por tan t d 'une manière simple quand on y cliange x en x -+- oo. Je dési-
gnerai do rénavan t par la lettre S ce système f o n d a m e n t a l par t icu l ie r ,
et par c p ^ , <I>^ ..., <&„ les différents groupes, corrélatifs des racines £ , ,
£2, . . . , s^, auxquels il donne lieu.

II faut remarquer que, lorsque, dans le système S, on remplace une
quelconque des inlégrales F,(^) par une combinaison l inéaire

CJ<\(,r) + C.V^x) +.. .-4- QF/(^)

de cette intégrale et de celles qui la précèdent dans le groupe <ï> auquel
elle appart ient , si C, n'est pas n u l , le système total ne cesse pas d'être
fondamenta l , et, de p lus , les propriétés du groupe <P sont conservées.
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Observons encore que Fon calcule aisément F^ (^ -i-/^œ), F^r -I-AO)), . . . ,
F (.r -4- /co>) , A désignant un nombre entier. Où trouve successivement

Fi (^+ /co ) )=£^F i (^ ) ,

^(,y + Â-O) = ̂  [ /. ̂  Fi W 4- F2(^)1 ,

F3(.4^.)^^[^)^^^]F.(^

F.!,̂ )=...JP_^ ïy^^nïiSlysi^îïp,.,,

+ r̂ L l̂ î  + ̂  ^r' F.(^) + ̂  ̂  F.(^) + »^(^) (.
L I • 2 £" ! £... " k I £ '

F^a,- + /cœ) ̂ ^[/c^ V^x) + Â^.2F2(^) +• • •+ ̂  F^7(^) 4-" • • + ̂ i F^-l(•r) + F^•T)-l'

les quanti tés /c^, k^ . . . , / c , étant des polynômes en A, de degrés
respectifs i— i , ?'— ^, . . . , i, et sans termes indépendants de k. Les
coefficients des puissances de k dans ces polynômes sont toujours f in i s ;
ils peuvent être nuls. Ces formules seront utiles plus loin.

6. La façon simple dont se compor tent les é léments du système S.
qui composent un grouper , lorsqu'on y change x en oc -+- u, va nous
permettre d'obtenir leur forme analyt ique.

Soient [L fonct ions uni formes F < ( ^ ) , F^), . . . » F^), possédant
les propriétés su ivantes :

Fi(.y-h-co)=--£ Fi(.r),
Fâ^ -i- œ) -=. £31 Fi(.r) -t" s FaC-r) ,
F3(^+œ)--î3i F l ( ^ ) + £ 3 2 F 2 ( > ) +sFa (^ ) ,

I^(^ + œ) •==: s^.i Fi (.z1) 4" s^ Fa (^) ~r . . . — e .̂-.i Fi.-i (.r) -h £ F '̂).

La première est périodique de seconde espèce*
Considérons la seconde. On a

• 1 ^ ^c- -r w / A • i \ ̂  ) <-
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de sorte que là fonction uniforme

F^) _ ̂  ^
Fi(:r) (os ' 2

ne changera pas par le changemerft de x en <r + ^. Je peux donc
écrire

^^^.^ÔÇ..),
IM '̂) ^2 ' / î

5(.r) désignant une fonct ion pér iodique. En posant alors

Fi(.r) 0(.r) = ̂ i (.r), ^ F, (\r) -= ̂ .r.r),co s > ' * - *
on aura

FsCr) ==^i(,r) -t-^^^(^),

y.ji (<r) et ^22 (a:') étant des fonct ions uniformes, pér iodiques de seconde
espèce, de période 03 et. de m u l t i p l i c a t e u r s, o ^ ( ^ } ne difTérant
de F, {x) que par un facteur constant.

Si l'on i)asse à la t ro is ième fonc t i on Vs(,v^ on a

FaQz'-t- œ) _ F3(,r) _ £33 Fg ( .r ) ^ £^ i
Fi (.r 4- co) ~ Fi (.y) "" T Fi(.r) ""t" T?

c'est-à-dire
F3(^4-oj) __ F3(.r) s^ r^ , ̂  f.r)""] E.,( .
Fi (^ + œ) "", FI W ""s L^^ F^I^ïJ ̂  T *

On en conclura la pér iodic i té de la fonct ion

F;i(,:r) ^ fs;^ 92i(.2:") . 3 s slî  - r P32 ? 2 1 ( t r )

Fi(.r) ' L(O£ F,(^)
31 —— -32 ^-M

i^r; L ( O £ ^ i ( ^} aco s2

et , par sui te ,
F3(.r) =c?3^(,r) -i-.r^a^) ̂ ^^^(^j,

?s i (^ )» y32(^ )» ?33(^) désignant des fonctions un i formes , pér iodiques
de seconde espèce, de période o) et de mul t ip l i ca t eu r &. La fonct ion
?33(^) ne diffère de Fi(^) que par un facteur constant, e t ç ^ f ^ ) est
une combinaison linéaire de y^ (<r) et de F, (^).

On aperçoit m a i n t e n a n t la loi qui régit la forme des fonctions F(^) .
Pour l 'établir d ' u n e manière générale, je la suppose démontrée pour

^nn. de l'F.c. Normale. 2e Série. Tome XIÏ. -— FEVRIER i883. 8
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F < ( ^ ) , Fa^), . .., F^(;r), et je vais prouver qu'elle subsiste a l'égard
de F,^).

Je fais, pour la symétrie des notat ions ,

Fi( . r )=cpn(^) .
On a

'F,(^ + o)) -=. Ê, iFi(^) + s^Fâ^) -4-. ..+ £/,^.iF^i(^) -+- £F/ (^) .

D'ailleurs, on peut toujours poser
F/(^)=:cp/ i (^) -h^cp^(^) 4.-. . .+.r.•'-lcp„(..^•),

les fondions ( p ^ Ç x ) , (f^[x}, . . . , <fu{x} étant des fonctions un i fo rmes ,
périodiques de seconde espèce, de même multiplicateur s, qu'on a
choisies arbi t ra i rement ; la fonction < p / i ( ^ ) doit seule être convenable-
ment calculée; elle sera forcément uniforme, puisque F^(^) l'est; il
s'agit simplement d'établir qu'elle sera périodique de seconde espèce,
au multiplicateur &, au moins pour certaine détermination de ç^fo?) .
(fi^x}, .... (pu(cjc).

Or nous avons

Fr(^-i-œ)=:Ê,i(pn-h £r2(?21 4- ̂  ̂ 2) "̂  . • . + £ [ ? M ( l y ) +-3? 9/2 "'r~ . . . + X1 1 ^/,'] ,

et aussi

F,(^ -t- ^) == s y < l ( ^ 4 " ' 7 + (.r -f- o)) y/a 4- . . . -l- (.r 4" o))^"1 ^/7 .

Si, dans ces deux expressions, on égale les coefficients de x, x2,
x^, . . . , sc^\ on obtient une équation identique et i — 2 équat ions,
faciles à écrire, susceptibles de déterminer y^, 03^, .... y^ en fondions
linéaires, homogènes, à coefficients constants/des quant i tés y dont le
premier indice est inférieur à i. Ces valeurs étant uniformes, pério-
diques de seconde espèce, de même multiplicateur s, on peut supposer
qu'elles coïncident avec les expressions des fondions arbitraires ç?^,
?^ • • • » ? « » et regarder les i — 2 équations comme satisfaites. Les
parties restantes des deux valeurs de F^ -4- ^) doivent alors être
identiques, ce qui donne

£(•1^11 4 ~ & t 2 9 2 i + - . . .-4- e^i(^") "==tpn(.r +c<)) •4- (x)£cp^4-. . .+ o^-ieîp^,
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Déterminons la fonction périodique de seconde espèce <p^ P^*
l 'équation

^•iPn 4- s^^i 4-. . . 4- £/^-i^.-.-i,i -= ces tp^ -4-. . . 4- co^s cp^,

ce qui est permis; il restera

tp/ i (-r4-co) ==£? / i ( ^ ) ,

et-, par conséquent, la fonction uniforme y/ i (^) est périodique de
seconde espèce, au mul t ip l ica teurs .

.On voit aussi que les fonctions y sont des combinaisons l inéaires de
celles d'entre elles dont le second indice est i.

On a en particulier

^•= ̂ J^,^-
et , par suite,

_ ____^1,1—1 £ /—i , /—g. . . £32 ̂ l____
T"~ { t — î ) ( i — 2 ) . . . ï . î ( ^ € ) i - l ? 1 1 T

de sorte que les fonctions ç?^ 9^2» * " * » ?P.,[A ne diffèrent m u t u e l l e m e n t
que par des facteurs constants. Si ^a est iden t iquement n u l , il en est
de même de ç^*,^» ?/4-2,/>-2. • • • » y^.

D'où cet te proposition :
Lorsque y. fonctions uniformes F^ (,r), F^(.z'), ..., F^(r) possèdent les

propriétés en question, quand on y change x en x 4- c^ elles sont de la
forme

F.i(^)=îp^(^),

^(-y) = - f ^ i C ^ ) + x ̂ (x\
Fy ( .r ) •-= ©3^ ( ̂  ) + x cp32 ( x ) -4- .z'2 ^33 ( x '),

Ï'V(^) ̂  ?ixi (^) 4- ̂  ̂ O-r) -T- ^2 9;x3(^) 4-... 4- ^u-1 cp^.(^),

o^ les fonctions o{x) sont uniformes, périodiques de seconde espèce, de
période œ et de même multiplicateur £. Ces fonctions ^ ( x ) peuvent s'ex-
primer en fonctions linéaires, homogènes, à coefficients constants, de
celles d'entre elles dont le second indice est i, et en particulier y ̂  , ç/o,, ...,
y^, dont les deux indices sont égaux, ne différent mutuellement que par
des facteurs constants.
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Et, par conséquent :

Les éléments du système fondamental S qui composent chacun des
croupes <P^ , <&^ ..., î^ sont de la forme précédente, le multiplicateur
dans chaque groupe <& étant la racine correspondante z de l'équation
fondamentale.

III. — Sur un système fondamental de même forme que S.

7. SoitFi^) une fonct ion pér iodique de seconde espèce, clé pér iodes
et de m u l t i p l i c a t e u r s , , satisfais'ant à l ' équa t ion d i f férent ie l le P ===o. Le
m u l t i p l i c a t e u r £, est, par conséquent (n° 1), u n e racine de l ' é q u a t i o n
f o n d a m e n t a l e . Posant

y -=. Fi ( x ) f s dx

dans l ' équa t ion ,P==o , on obt ien t la transformée d'ordre m-— r ,
rî/n—t ^ f1nt-î -

Q^^^^-^^1^^4"-'-4"^1^
J 'observe en premier lieu que, comme la proposée, celle transfor-

mée a ses coefficients uniformes^ périodiques, de période w, et son inté-
grale générale uniforme.

C'est en etïel ce qui résul te , F^r) étant un i fo rme , de la s imple
• inspect ion des coefficients q :

i f" ^ F i ( . r )
^^y^U'1-^-^^^^^/

î [" m. ( rn — i ) d'1 V i ( .r ) , à V i ( .r ) g, ,
q—¥^\~^~ ~^~ --K^-^.^-^—H--^^(.^

et de cette remarque, à savoir que Q==o admet les m— î s o l u t i o n s
distinctes,

d MX} d f,(x} ^^ d__ f,,{x}
dx ^i^')5 dx Fi(^')3 * ? dx Fi(A')^

F,(^), /^(.r), /3(^), ^.,fjn(x) désignant un système fondamen ta l
d' intégrales de P == o.

Je dis ensu i te que, si ? i , ^, $3, . . . , s^ sont les m racines de Véqua-
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lion fondamentale A=o, les m— i racines de F équation fondamentale

relative à Q seront les quotients rl? ̂  • • • ^ cl£i*
' 7 ^ ^ • £ ^

Supposons eu effet, que l 'on a i t
Fi(.:r-{-co)=:^Fi(.:r),

/3 (.2; 4- co) =: L^i Fi(^) + Las /aO) -4-. . .4- L^n fm\^},

fm{^ -+- ^) = L^,i Fi(^) 4-L//,,2/3(.y) -i-.. .4- L,/^///,0),

le d é t e r m i n a n £ des constantes L différant de zér'o. On a alors
! T - T^•22 —— c' - • • -^â/rt

A=( î i -s )

. . . l.J,^f^

Or divisons les premiers membres des équations précédentes par
F( (.r4-(/)), et les seconds par l 'expression i d e n t i q u e £, FJ.^), puis dé-
r ivons par r appo r t à x; nous obt iendrons

d f\(x -4- w ) _ Laa cl f^(x)
dx Fi( . r -+-cû) £1 dx Fi(.^)

^ ./m(^-l-CO) __ L/,,â ^ ./2(^)

dx Fi{.v 4- o->) ^ Fi'(^")

I^am ^_ /^y
61 cix F.i.(.z.-) ?. . . . . . . . . . . . . . .

L^^ jd_ fmi^)
Si • <;/a;1 Fi(;r)

II en résulte que l 'équation fondamentale relative à Q peut 's 'écrire
en mul t ip l iant son premier membre par e^1,

JL;>Î) — Si s ... ]L.i

ce qui démont re la p ropos i t ion .
S i e n p a r t i c u l i e r l ' équa t ion A = o a plusieurs racines égales à s , ,

Féquat ion fondamentale re la t ive à Q a u r a au moins une racine égale à
l 'uni té , de sorte qu'il existera cer ta inement une intégrale de Q==o ,
admettant la période œ.

8. Je cherche ma in t enan t les propriétés de l ' intégrale

f^x)dx,
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lorsqu'elle est uniforme, ^(.r) désignant une fonction uniforme, pério-
dique de seconde espèce, de période œ et de mult ipl icateur s.

Supposant d'abord s = = î , auque l cas Ç(^) est périodique de pre-
mière espèce, je représente par H(a?) une quelconque des intégrales de
^(oc} doc. On a

^I^).^^i.-^
et aussi

d H ( .27 -|- CO )
==Ç(^-+-Cx))-=Ç(.C1).

. dx

Donc ïl(x + o) et H(^) diffèrent par une constante

II(,r4-^)=:H(.r) -+-C.

J'en déduis la forme analytique de H(^). Si je pose en effet
r />'H(^)_ !^=: A ( ^ ) ^
0)

la fonction h[x} sera évidemment uniforme et périodique. Donc Fin-
tégrale I-I(^) est de la forme

H(.r) =: À(^) + a.^,

Â(.z1) A^TZ^ une fonction uniforme, périodique, de période o 6^ a ^c? cc»/z-
s tante, qui d'ailleurs peut être nulle.

Supposant en second lieu s 7^ i, si je représenîe encore par H(\r) une
quelconque des intégrales de ^(o?)rf.r, j 'ai aussi

^H(..;)——^—^^x).

Or on a
rm^+co) ,/ , ^ ,
—————^————^ = Ç(^ + 0,) = £ Ç(^).

Les fonctions H(^+o->) et zïî[x} ont donc même dérivée. J'en
conclus

ÏÏ ( X -1- 0) ) := £'H ( ̂  ) -h C.

Telle est la propriété d'une intégrale quelconque.
L'intégrale indéfinie sera lî{x) +(7, C'étant une constante arbi-
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traire, et l'on aura

H ( ^ + c o ) 4 ~ C / = £ H ( ^ ) 4 ~ C 4 - C / = = £ [ I - I ( ^ ) - 4 - C / ] - l - C - - C / ( Ê - - - I ) .

Si donc on prend comme valeur de (7

0'=-°-,
£ —— 1

valeur admissible, puisque s d i f fè re de l 'un i té , et si l 'on pose

l ï (^) -4 -C/==Z(^) ,

l'intégrale particulière l{x) jouira de la propriété

l { x 4- œ) -== £ ^(.y).

Par conséquent :
Lorsque '((a?) est vraiment de seconde espèce^ on peut toujours déter-

miner la constante d'intégration de telle sorte que l'intégrale uniforme

^(,[x}dx soit aussi périodique de seconde espèce, la période et le mulli-

Dlicateur étant les mêmes que pour Çfa?).

9. On sait que Fon obtient un système f o n d a m e n t a l d ' intégrales
y^ y^ - • •»Jm de l 'équation di f férent ie l le P==o quand on déduit ces
intégrales les unes des autres par des substitutions successives
y=y\ j z d x . Il est clair qu'on peut choisir les solutions successives z
de manière à tomber exactement sur le système fondamental S. Mais je
vais me borner, en ut i l i sant les proposit ions précédentes, à diriger le
calcul en vue d'un système de même forme que S, forme qui est la
seule cliose intéressante à ob ten i r .

Examinons d'abord le cas où les m racines s^ £3, ..., s^ de l 'équat ion
fondamenta le A==o sont distinctes.

Soient F, (<r), F^(^), . . . , F^(^) les éléments du système S, qui sont
alors m fondions périodiques de seconde espèce, de mul t ip l ica teurs
£ j » £3, . . . i £;^.

Dans P== o, posons
y==Fi(^') | zdx. F,(^) Ç z ,
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Nous obtenons une équa t ion en s, Q = o remplissant les mêmes
f n° 7) conditions que P.==o, et la nouvelle équation fondamenta le a
pour racines (n° 7) les quot ients £2-^ £ i^ • • - 3 ^-
* £< £< £•[

Soient Ra(^ )» Rs(^ )» • • • » Kmf^) 1<^ solutions de Q=o; qui consti-
tuen t le système S pour cette équat ion, telles que

R,(^4-co)=^R^) ( ^ = 2 , 3 , . . . , m ) .
Ê!

Prenons s== Ra^). L'intégrale ^ Ra(^) ̂  est un i fo rme , pu isque

Fi(.r) f^Çsc) dx est une s o l u t i o n de P ==o. On peut donc (n° 8), en
choisissant convenab lement la constante d ' in tégra t ion , prendre

Ç^x}dx^l{x\

l [ x ) étant une fonction pér iodique de seconde espèce, de mu l t i p l i c a t eu r
rl> On aura alors

j=F, ( . r )Z( . r ) ,

et, par conséquent , Fintégraley de P =-- o est une fonct ion pé r iod ique
de seconde espèce, de mul t ip l i ca t eu r £3, Elle est donc de même forme
que F^(;r).

Dans Q "=:o, posons de même

^==R,(^)f^r.

La nouvel le é q u a t i o n f o n d a m e n t a l e au ra pour racines les q u o t i e n t s
ri, ^L, . . . , r^, et, en ôpéran tcomme précédemment, j ' ob t i end ra i pour z
£3 £3 £3 l «j ! • • .

u n e fonction pé r iod ique de seconde espèce, de mul t ip l i ca t eu r £1 x Êi

s. . , r ' £1 Ê2
ou ^5 et, par su i te , pour j==F,(^)^^ , u n e fonct ion de m u l t i p l i -

cateur li >< ^ ou £3, qui sera donc de même forme que Fs^).
Et ainsi de suite.
Examinons main tenan t le cas où l 'équation fondamen ta l e a des ra-

cines mult iples . Soient ^, 20 .., £o s^.n . ; . , s,^ ses racines, ( l on t i^
sont égales a 2 , .
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Désignons par F^ (<r), t\ [ x ] , . . . ,F^(.r) , . , . , F^(^) les éléments du
système S, doni les ^ premiers c o n s t i t u e n t le groupe <I>, r épondant à la
racine ^.

Dans P== o, je pose
y==F^^) j z d œ .

La nouvel le équa t ion fondamenta le a pour racines (n° 7) ;^— i fois
l ' un i t é et les quotients 8^, £^2, . . . , ^. Soient R .> (^ ) , R.O). • • • .S^ Si £1 - \ / ' \ y

Rp.(a?), ..., R^(^ ) les éléments qui c o n s t i t u e n t le système S pour
l 'équat ion Q=o en z . Le premier R^(<r ) est une fonction périodique
de première espèce. Prenons s^R^). L'intégrale AL {^) dx é t a n t
uni forme, on a ( n° 8)

f Râ ( je ) clx == îu ( ̂  ) + 7.3 .'z- ;

Âa(^) é tant une fonction uniforme, périodique, et a^ une c o n s t a n t e .
Par sui te

y =F,i(^) [7^(^)4-^].

L'intégrale y de P==o est donc de même forme q u e

Fa^r) ===^2i(^) -i-.:rîp2^(.y).

Dans Q == o, posons de mênie

z=i\,_{x) Çtdx.

La nouvelle équat ion fondamen ta l e aura pour racines ^ — 2 fois l ' u n i t é
et les quot ien ts ^^, ̂ , . . . , £^, c'est-à-dire les mêmes racines que

e.j St £^ 1

la précédente, sauf l 'unité, une fois de moins.
En opérant comme plus h a u t , j 'aurai

^ = = R 2 ( ^ ) [À3(^) +a3.Z-],

À3(<y) étant périodique et 0-3 constant. Par suite

y-==. FiO) ^RaO) [7?.3(^) 4- as^] ̂ r.

^/î/2. ̂  ^'jtc. Normale, p.0 Série. Tome XII. — FÉVRIER r883. o
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Or on a

ÇR^X) [^(••y) -+- ̂ -] ̂  = fiM^') ^h('v) dx -i- 03 Ç^{x}x (Ix.

La première intégrale , B^)/^^) élani pér iod ique , est de la forme

f Ra(^) h^{x)clx :=/^(^) -+- apZ.

Quant à la seconde, si l'on prend

f Rg ( x ) <& == /^ ( ̂  ) -+- 0^ x,

on voit que l ' in tégrat ion par parties

j R.2(^) ^dx === ,̂  [//2(^) + 04^] — ^ [^2(^) + ̂ .r] ̂ .r

fera connaî t re sa forme. On t rouve îunsi, pour l 'intégrale y de P == o,
une expression de même forme que

Fa ( x ) -= c?3,i ( .r ) + x ̂  ( .̂  ) -h ̂  îp33 ( ̂  ).

On peut continuer de la même façon, et l'on obtient successivement
des intégrales de P == o ayant respectivement les mêmes formes que
F,(<r),F5(^), . . . , F^(^), puis que F^^(^), . . . , F^,(^).

Dans tous les cas, on peut donc par ce procédé construire un système
fondamental de même forme que le système S.

IV. — Propriété caractéristique des intégrales de P(y)=o.

10. Nous avons obtenu la forme analyt ique des m éléments qui con-
sti tuent un système fondamental par t icul ier S. Celle d 'une solution
quelconque en résulte. Si nous faisons d'abord une combinaison
linéaire des éléments d'un même groupe <I>, corrélatif de la racine s
d'ordre ^, nous obtenons un polynôme entier en <r, de degré p. — i au
plus, dont les coefficients sont des fonctions périodiques de seconde
espèce, de même multiplicateur e. Pour avoir une solution quelconque,
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il suffi t de combiner ensu i te tous ces polynômes, relatifs aux différents
groupes <&. Par conséquent :

Si' s^ , £2» - - - ? ^n sont ^es seines distinctes de F équation fondamentale,
d'ordres respectifs ^-,, p,a, . . . » ̂ , l'intégrale générale est la somme de
n polynômes entiers en x, à coefficients uniformes, périodiques de seconde
espèce; les degrés de ces polynômes sont généralement y.\ — j, ,̂2 — J, ....
y.n— s , et les multiplicateurs^ constants dans chacun d'eux, sont respec-
tivement £,, £2, . . . , S^.

Cette intégrale peut aussi se met t re sous la forme

^n(^) -^x^^{x} 4"...4-^--l^l^(>),

-+- ^21 (^ ) -t- ̂  ^22 (^ )+ . . . -+- •2?^-1 ̂  ( ̂ l ).

-+-^i(^) 4-.y^^(.r)+'. ..+^;A"-1^^(^),

.ou les ^(a') désignent des fondions uniformes, périodiques de seconde
espèces, de période co, celles dont lé premier indice est i ayant pour
mul t ip l ica teur s^.

La forme a n a l y t i q u e ob tenue pour les éléments du système fonda-
mental S est caractéristique des équat ions différentielles linéaires qui
remplissent les condit ions imposées à P === o. Car, plus généra lement ,
on démontre ce théorème réciproque :

Soient f^ [oc}, /s(^), . • . , fmW m fonctions uniformes, linéairement
indépendantes : si les nouvelles valeurs f^ [x •+• o>), f^x -+- &o), ...,

yw(a:?•+•o•)) qu'acquièrent ces m fonctions, lorsqu'on y change x en
x 4- ̂ , peuvent s'exprimer en fonctions linéaires, homogènes, à coeffi-
cients constants^ des valeurs primitives, ces m fonctions satisfont à une
équation différentielle linéaire, homogène, d'ordre m, à coefficients uni-
formes et périodiques, de période oo.

Supposons, en effet, que l 'on a i t

^(,y+co) ==An/i(^) +Ai2/2(^) +...+Ai,,,/^(^),

f\ {x + co ) •=. Aai /i (.27) 4- Aaa /2 (^) -+-...-+- A.2,« fm (^),

/^(.:r4-co)^=A^i/i(^) -+-A/^/2(.z-) -4-. . .+A/^/,,,(.^),

le déterminant des constantes A étant différent de zéro. Écrivons que
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les fonctions/^ {x},f^[x}, . . . ,/n(^) satisfont à une équa t ion telle que

d^y cl^^y cl311-''-1}''
^ +^ ̂ ±r +^ j^ 4-.. .4-/w=o-

Nous aurons ainsi» pour dé terminer les m i nconnues p^ p ^ , . . . , p r n , '
m équations da premier degré dont le dé t e rminan t n'est pas n u l .
Résolvons ces équations, nous obtenons pour p^ le quo t i en t de deux
déterminants. Or ils sont uniformes; en ou t re , si l 'on change x en
x -h o) dans cette fonct ion , ses deux termes sont mul t ip l i é s par un
même déterminant , celui des constantes A. Done/^ est bien une fonc-
tion uni forme et périodique, de période co.

V. — Théorèmes divers.

11. On a vu que, dans le cas le plus général, un élément du système
fondamental S est de la forme

Ï(j?) == ̂  (.r) + x^{x) + ... 4- ̂ -1 7,(^),

ies fonctions ^(^ î) étant uni formes , périodiques de seconde espèce, do
période co et de même mult ipl icateur s. Je d i ra i , p o u r abréger, que e
est le mul t ip l i ca t eu r de'l 'expression $(,r), et que les fonctions %(<'x1) en
sont les coef&cienls.

On voit aisément que :
Si une expression ^{x} est identiquement nulle, tous ses coefficients

sont identiquement nuls.

On a, en effet, en divisant par e^

/i ( x ) + ( x + k w ) ̂  ( x ) + ( x 4- k o) )2 73 ( x ') -h . . . 4" ( x 4- /•• o> ̂  --ï '/r, ( .̂  ) = o,

quel que soit l'entier k\ donc le polynôme en V

Xi(^) + V^(.r) + V2 ^(.zQ 4-. .. --h VV"1^)

a une in f in i t é de racines, et par suite tous ses coefficients sont n u l s .
Plus généralement :
Si la somme de plusieurs expressions °?(;r), à multiplicateurs différents,

est identiquement nulle, chacune d'elles est identiquement nulle.
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Soit, en effet,
$, (.r) -h ̂ ,(.r) ̂ . . . 4- S;,^) =. o

une pareille ident i té , s,, £2, . . .5 SA. étant les multiplicateurs des/^expres-
sions. Supposons que ces expressions ne soient pas iden t iquement
nulles, et désignons, alors par ;c^(^)» XarJ^)» - - » %^,(^) les coeffi-
cients des plus hautes puissances de oc dans ^^x], ^(a?), ..., ^(,z1).
Dans l ' iden t i té , changeons successivement oc en x + ^, oc 4- a œ , . . . ,
a" -r-(À- — i ) û û . Nous aurons en tout k équations, d'où nous déduirons

^(,,r)
$i(^+co)

^(.r)

^.(^+œ)
: o.

®i [^ 4- (/. - 1)00 ] ... ^/,[^ + (7c— i)œ]

Or, si l 'on développe ce déterminant , en l ' o rdonnan t par rapport aux
puissances de <r, on le met facilement sous la forme

y,i(^)-i-^y,2(^) •^~17^( lr).

les fonctions -^{œ} étant périodiques de seconde espèce, de même
mul t ip l i ca teur égal au produit s^s--^- Donc, d'après le théorème
précédent, chacune de ces fondions doit être iden t iquement nulle, et en
part icul ier ^(a?). Or cela est impossible, car on a

7M=

i

£1
c ~
"1

.'r

i
sa
ej

^-1

... 1
• - • E/(
... 4

... 4-

Zi^(^)/^(^)...z^(^),

c'esl-à-dire un p r o d u i t de fadeurs dont aucun n'est nul par hypo-
thèse.

Les deux théorèmes qui précèdent donnent lieu aux conséquences
suivames :

Si deux expressions œ(.r) sont identiques, leurs coefficients sont iden-
tiques chacun à chacun.

Si deux sommes d'expressions ^{x} à multiplicateurs différents sont
identiques, les expressions qui composent ces deux sommes sont identiques
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chacune à chacune^ et, par conséquent, les coefficients clé ces expressions
sont les mêmes.

12. Si l'on applique ces proposi t ions aux intégrales de l 'équation
différentielle P(y) = o, on en tire ces conséquences :

Une intégrale ne peut se mettre que d'une seule manière sous la forme
du n° 10.

Si l'expression
^(^)+^(^)^. • .H-^-1^^).

supposée de la forme <3?(^), à multiplicateur s, est une intégrale, £ est une
racine de l'équation fondamentale, et cette expression e$t une combi-
naison linéaire des éléments du système S qui composent le groupe <I>,
corrélatif de la racine s.

Étant donnée une intégrale, si on la met sous la forme d'une somme
d'expressions ^{oc}, de telle sorte que les multiplicateurs de deux termes
quelconques soient différents; chaque terme ^[x} de l'intégrale ainsi
ordonnée sera aussi une intégrale.

Nous allons même voir que, dans ce terme, le coefficient de h p lus
haute puissance de se est lu i -même une solution.

13. Cette dernière propriété résulte du théorème suivant :
Si l'expression

^i 0) + x ̂  (.:r) 4-... -1- x1-1 ̂ i{x),

supposée de la forme O^), est une intégrale de P == o, il en est de même
du coefficient ^(<r) de la plus haute puissance de x.

Ce théorème est évident dans le cas d'un élément complet du système
fondamental S, puisque alors (n° 6) ^-(a?) ne diffère de c p ^ ( x ) que par
un facteur cons tant . On peut le démont re r pour tous les cas et a priori
par un raisonnement analogue à celui du n° 11. Mais je vais le déduire
d'une proposition beaucoup plus générale.

Si l'expression

F(.z1) == ̂  (^) •+- x^{x) + a^ ̂ {ûc) + . . . + x1-1 ̂ i(^),

supposée de la forme œ(.r), est une intégrale de l'équation P = o, il en
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sera de même des i — i dérivées successives de cette intégrale, prises en.
considérant les coefficients ^(x'\ comme des constantes.

w i \ /

AIR

J'emploierai la caractéristique à pour représenter ces dérivées -y-?
/}2F ài~l'F
à^5 ' " 5 'à^"1'

Puisque ¥{x) est solution, F{x "4-^00) l'est aussi, et il en est de
même de

£-^F(^ -4- Â'co) = ̂  (.r) 4- (^ + Â-co) ̂  (..r) -+- (x + Â'co)2 -+-...+ (.c + Â-co)^'-1 ^,(.2-),

quel que soit le nombre entier k, s désignant le multiplicateur de F(^).
Or on a évidemment

^F(^^F(.)^^^!Ç^...-. ^' ^i (?^ 1.2 ^2 i . 2 . . . ( ^ — i ) ^r^-1

et cette expression satisfaisant à P === o pour une intïnité de valeurs de
kw, les dérivées —, —^ • - • , —r~i sont nécessairement des intégrales.

0uL' (^ OC'" 000'

Ainsi, les expressions

àV̂
 ==• 'M^) -1- 2.^ '^(^) 4-. . . 4- (i— l) ̂ i-2 <M.21),

•^S"^^0 ^-^^^(-^^-^^"^""^^N^

• • • • • • • « • * . . . * . . . . . . . . . . . . . » . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , . , , . . . y

I.....l(^2) ̂  =: ̂ 1 ̂ ) + (^~ O^^^^)'

i ^'^F ___ ,
Î . 2 . . . ( Z — I ) ^f-1 —^^^^

sont des solutions.
On voit qu'en particulier ^•(^) est une intégrale.

14. Appliquons la proposition générale qui précède à Fun des élé-
ments du système fondamental S, par exemple à

F,(^)=:y,i(^) 4-^(?^(.^)-(-. . .-h.z^y,,^).

On voit d'abord que, quand même cet élément ne serait pas complet,
c'est-à-dire quand même y«(^) serait identiquement nul, le coefficient
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de la plus haute puissance de x qui figure réellement dans F/(.r) est
une intégrale. On voit ensui te que ̂  ̂ ^ • • •. ̂ rr sônl dcs solu'
tions. Il en résulte (n0 12) que, si $ désigne le groupe, corrélatif de
la racine e, auquel appa r t i en t l 'é lément F,(<r), ces dérivées sont des
combinaisons linéaires des éléments F^), Fa(^), . . . , F^(^) du
groupe ̂

Je vais prouver que —— s'obtient en combinant uniquement les i —y
éléments V, (^), F,(a?), . , . , F/:--y(^) :

^ == Ci Fi GT) + Ça Fa(^) -+- . . . 4- C^y F^y(^) (,/ == ï , a, 3 , . . . , i - i).
(J^C"

Cela peut paraître évident, au moins lorsqu'aucune des fonct ions
^(^^(^ • • - » î)?(txî) n'est ident iquement nulle. Mais la méthode
que ie vais employer permettra au besoin de calculer Ci, €2, • • • » C/ y.

On a, d'une part,

F^+Â-œ)^^^1)^^ ^ + - - -
/c./'o^" (Î^'F; / '̂-•1 œ^1 r)''-1 F

+ T27~7 "à^ 41" • " + ^^-;;̂ _:T) "J^r^ ?

^ désignant un nombre entier arbitraire. D'autre pari, les formules du
n° 5 donnent

F,(^ + ̂ ) = ̂ [/c,-i Fi(^) + /r/^ F,(^) +. ..
+ kj F,.-y(^) 4-... + k, F^i (<r) + FK.^)],

où /^«o ^-2» • • • » A/' - • • » ̂  désignent des polynômes en 7c, de degrés
marqués respectivement par les indices. Égalons les deux expressions
de F^-4- /^co), et nous aurons, quel que soit l'entier 7c,

/aû ̂  /c}^ ^ - ^^^^^^^^^^^^ ^Fj
"T âî + ' * '+ î . 2 . . . j ~J^ "h ' ' "+ i.. 2 . . . ( i — i ) r)^"1

=. /c^i Fi (^) 4- /^•-,-2 FaC^) +... -I- kj F,,y(.zQ +. - . + Â-i F<.»i (.-y).

Pour calculer <—2? il suffit alors d'égaler ——0-——. —— au coefficient
OiX"" " î , . â « 0 » » . / uX'

de ^/ dans le second membre. Or les polynômes 7c^o /^-^? • - » ^"/ ^on"'
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t i ennen t seuls la puissance y de i'; donc l 'expression de ————: -r-j
renfermera les seules fonct ions F., (^?), FaC^), ... ? F/-./^)» ^ P^ suite
—i est de la formeà.rJ

^^C,Fi(^)-hC,F,(.:r)+...4-C^F^(^).

Les constantes C sont toujours finies. .,...,---̂ _̂
On t rouve, en particulier, ,]•l^*^ '̂î^^

,1^11" :>1<1" ^%t.
^ -^F f r^ l^?'l"it "̂  ï^^ -cos 1 1^ ; [ : : .^ —t,
,„ . • ï; - ^•11 ii I1
Ôl^i 2 £31 £ — — £ 3 2 S 2 t ^ / ^ £3-2 r. / . \.-- ^ • • • • " ' ' •• 1^= —^—-" ̂ ("')+ ̂  F2(-ï•)- ^•v1^^ ,41•7'

-\s)-n , . ^ . ; 1 1 ' 1 »„„«..-.•-"' .»"'

^-^•••.(^ • • - - - •
àFi __ 3 ̂ ••i s.•ia îjl —— 3 £43 Eai £ —— 3 Si2 ^21 £ 4- 6ï41 £:! i-,
^- __ ——————————————————^^—————————————————— 1. , ( ,,.)

. _ -^^^w^-^w'
^^^^.S4-^-..S3^^^,^^^^^^^^^
à^ co^s3

Remarquons que, les coefficients de ^-•/-1 devant être i d e n t i q u e s
(n° 11) dans les deux membres de l 'égalité

^ = Ci F, (.:r) + C, F,(^) -+-.. . 4- C.., F^(.:2-),

on aura
( / — i ) ( / — 2) . . . ( / — / ) 9«(.y) == C,-y0^,^(.2-),

et, par suite,
r __ £/' ̂ 1 £<!'""1 •' ^~2 ^^2 ' i~~3 ' ' ' ^'—y-t-i, /'-- /

t~J~' (cosy

à cause de (n° 6) la f o rmu le

... ( ,.^\__ ^^-1 ̂ —^/--â • • • ^—/'^l.Z--/ ,

"'(") - ̂ -,)(z-.)...(.-/)(^ ?-/^(^
Ann.de l'Èc. Normale. 2e Série. Tome XiL — MARS i883. 10
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15. On vient de voir que,

F/0)=:îp/i(.r) +.^c?,2(^1) -+-.. .+^2- ly//(•.:^)

étant u n élément du groupe $ d' intégrales, les solutions —5 "r—? • • • ?

r . ' sont de la forme<i^-1

/W
^ = Cn F, (.r) 4- C^ F,(^) +.. . + C,,^, F/^ (.r),

^ === (•:„ F, (.r) 4- Cââ F,(..r) +.. . + C^., F/-, (.r),

^§ = Q^, F, (,r) + C/-^,, F,(^),

à 1 " 1 ! 7 , p p / ,^^=C,^,,F,(.r).

Cherclions a quelle coûdil ion on pourra remplacer les é léments F, f.r i ,
F^(.r), ..., F^^^) respect ivement par —-j—^, —r-j^^ . . . , - , , . . . ,2, gans
que le système total cesse d'être fondamen ta l . Comme l 'on sail, la con-
dit ion est que le dé te rminan t des coefficients C diffère de zéro, c'est-
à-dire *

^1,<-1 G2,/-..2« • .L/--2,2 ^/--1,1 T^ 0*

Or, ce produi t se calcule fac i l ement , Cy^ n ' é t a n t a u t r e chose que le
coefficient de F^(^;) dans l'expression l i n é a i r e de <-—', c o e f f i c i e n t q u i
a été calculé au numéro précédent :

p £/\/.-.-i £/-»i/,-...2. . . £/_,^i /.,.,,,• .
(,.,,,„,= —————————^————————— (^ = ̂  ̂  ,̂  . . . , , ̂  ^.

La cond i t i on devient alors, après réductions,

^ 1 , 1 - 1 ̂ 'i—i,l'•-î ̂ i-ï^i-z ' " . £33 SSL F^ 0?

ce que l'on peut aussi écrire
^,(.r)^o,

a cause (n° 6) de la formule
.r, { ^\ __ S/ .̂.i S/...J /,_3 . . . £^ £3^ ^
y"^)-(,_.,)(,_,)...,.i(^.-.?n^)-
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Par conséquent :

Lorsque la/onction y//(^) n est pas identiquement nulle, ou, ce qui est
la même chose, lorsque le produit s^/_-( £/..„, ̂ .,2 ... s ^ S o i nest pas nul,
on peut, clans le groupe des intégrales Fi f.r), F^-r), ..., F/_, {x}, ...,
•p. /- N 7 / - A • . à^F, à'-^F, ()F/F^(.r), remplacer les i — \ premières par . ̂  -, -r-j^--' " "> —^ sans que

(J"t (.)JC " 0 JC

le système total cesse d'être fondamental.

Il f au t observer, en OLUre, cTyprès une remarque fai te an 11° 5, que
les propriétés du groupe en question sont conservées.

Par exemple , si aucune des constantes £p.,^, 2^-1,^-2? • — » £ 3 2 » ^i
n'est nul le , c'esl-à-dire si la fonction ©^.(a?) n'est pas i den t iquemen t
zéro, le groupe ent ier des éléments Fi {se), Fs(^), . . , , Fp.(.r) pourra se
remplacer par le groupe s imple

(> ĵ̂  r̂!ĵ [î  ^ r
àx^1 ' ÛJ^^ ' " " ? àx' v"

On peu t donc subs t i tue r à certains é léments (Fua même groupe u n
groupe part ie l p lus s imple, où les re la t ions qu i exis tent en t re les fonc-
tions y(.r) sont mises en évidence, chaque so lu t ion , dans ce g roupe
p a r t i e l , se dédu i san t de la dernière par dér iva t ion . Nous sommes ainsi
condui ts à é tudier la d i s t inc t ion des groupes d ' intégrales en sous-
groupes,

VI. — Sous-groupes d'intégrales.

16. Étant donnée une équat ion différent ie l le l i néa i r e et homogène,
à coefficients uni formes , on sa i t qu 'à t o u t po in t singulier correspondent
des groupes d'intégrales, de forme part iculière. Chacun de ces groupes
donne l ieu à son tour à des groupes partiels, i ndépendan t s les uns des
autres, de tel-le façon que les re la t ions qui l i e n t entre eux les coeffi-
cients uni formes des puissances du logar i thme o n t l ieu chacune à l ' in té-
r ieur d 'un même groupe pa r t i e l . De plus, les éléments d'un groupe
part iel affectent une forme a n a l y t i q u e q u i permet d'apercevoir ces
relations à leur simple inspection.

C'est cette d is t inc t ion des groupes d'inlégrales fondamenta les en
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groupes partiels que M. Hamburger a faite le premier ( f ) , en a p p l i -
q u a n t un procédé publié par M. Jordan en 187.1 ( 2 ) .

Or la méthode de M. Hamburger peut s 'utiliser d 'une manière entiè-
rement analogue dans le cas ac tue l de l ' équa t ion P(y) == o, à coeffi-
cients périodiques. Je vais l 'appliquer, en rne bornant a exposer suc-
cinctement les résultats.

17. Soit s,i une racine d'ordre de m u l t i p l i c i t é p^ de l 'équat ion fonda -
mentale A== o.

Supposons que, p o u r s = = £ 1 , tous les déterminants m ineu r s , j u s q u ' à
l 'ordre X — i ' i nc lus ivement , soient nuls dans A, sans que tous ceux
d'ordre X le soient . On démontre qu ' i l existe alors X in tégrales dis-
t inc tes g ' i ( . v ) , gï{^)^ • - ? ê').(^)' satisfaisant aux condi t ions

g ' i Ç ' v -\- ^) == £1 ffiW (^= ï , s? 3 , . . . , X ) .
Si d o n c ) , = = p f , ces X fonctions pér iodiques de seconde espèce, de

même mul t ip l ica teur s^ sont tontes les intégrales qui répondent h la
rac ine e , , et nous disons qu'elles cons t i tuen t [i^ groupes pa r t i e l s d 'un
élément .

Si). 7^1, dans le système fondamental/^^),^(.r), . . . ,y^(,r), c j u i
a servi à écrire A == o, remplaçons \ éléments par les fonctions g ( x } ,
de manière que le nouveau système 5'l(<r) î ^^( t r)? * • • » r^.(f^')5

/)^i (^), . . . , f,n{oc} soit aussi f ondamen ta l , et formons le d é t e r m i n a n t A
pour ce dernier système :. il est de la forme (s, — if'l^', A7 é î a n t un
d é t e r m i n a n t d 'ordre m — X, et l'on a (n° 2)

A:^-^.

Donc X est moindre que (^.
Cela é tan t , ^ sera racine ̂  — X fois de l ' équat ion A'== o. Supposons

que pour s = = £ i tous les d é t e r m i n a n t s mineurs jusqu 'à l 'ordre )/— î
inc lus ivement soient nu l s dans A\ sans que tous ceux d 'ordre )/ le
soient. On prouve que dans ce cas)/ est au plus égal à X, et il existe
Y In tégra les dis t inctes g\{^)^ é^G'27)9 • • • ? é^.'(^)» sat isfaisant aux con-
ditions

g\{x -4" ^) == £1 g'i{x) + -n[g^}, S'^), . . •^\(^):| (^ ̂  ^, 3, . . . //),

( 1 ) Journal de Crelle^ t. 76.
(2 ) Sur la résolution des équations différentielles l lue'a ire s ( Comptcy; rendus, t. LXX1Î Ï ) .
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7 < » 72» • • • ;> 7>/ désignant des fondions linéaires, homogènes^ à coeffl-
cienis constants, et l inéairement indépendantes , de ^i(^) , g^^)» • • - »
^(tr)-

Si alors X -4- X^ ^i, nous avons les ^-i intégrales qui répondent à la
racine Ê ( , savoir

é<(^ ^(^)» • • • . ^x'(^). Ïi. Ta, • . : , Y// et YY-M, Tî/+2, • • • , Y^

les X — X^dernières étant les X — ) / autres combinaisons linéaires de
g\{^), ^C^)» * • • » <§'?.(vc)» q"1 "^ 50111 en relation linéaire ni entre
elles, ni avec 7,, y^, . . . , Y)/. Nous disons que ces ^, intégrales consti-
tuent )/ groupes partiels de deux éléments

Premier groupe par t ie l . . . . . . . ^\(^) Yi
Deuxième » . . . . . . . ^(.r) ^2

^icmc » ....... ^\'(^) Y^

d o n t les propriétés sont

^ ( .r + œ ) =; s^ ^ .̂ ( œ ) + y, ( ̂  ), y, ( x + oj ) == ̂  -ç, ( ̂  ),

et X — )/ groupes parliels de un élément

Y//+i ( oc ), YÎ/,^ ( x ), . . ., y-, ( x ),
tels que

Y(.r-+-co)=£,7(^).

Si X + X'^p.!, dans le système fondamenta l ^, (.r), g^[oD\ ..,, ^(^),
/>^i(^). ...,//,(^), remplacions X •+-A'é léments par les X fonctions'/(.r)
et les X' fonctions g ' [ x } , de manière que le nouveau système y , , 72» - • < ?
7>>' éTi » 5'2' • • • » ^i'» A+V-+-Î (-xl)» - • • ? /m,(^) soit aussi fondamenta l , et for-
mons le d é t e r m i n a n t A pour ce dernier système : il est de la forme
(s, — s/^A^, A" é tant un dé te rminant d'ordre m •—• (X 4- X'), et l'on a

A:=(£^--£)W^.

Donc X + X' est moindre que ̂ .
Cela é tan t , ^ sera racine ̂  — (X 4- X') fois de l 'équat ion A^ o. Soit

X" le nombre analogue pour A'7 aux nombres X et X'. On prouve que X"
est au plus égal à X7, et, si X -+" X'+ V = ̂ ,, il y a ^, intégrales répon-
dant à la racine s^ , et const i tuant X" groupes partiels de trois éléments,
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^ — y groupes par t ie l s de deux éléments , et \ — V groupes p a r t i e l s de
un élément.

Si X+X'-l- X^p-i, on reconnaîtra qu'il l u i est i n f é r i e u r , et, l 'on
continuera de la même façon jusqu ' à ce que l 'on soit arr ivé au nombre
X", tel que X + Y + r+ . .. + X^ == ^,.

Dans la série X, )/, î/'y . . . , )^\ chaque nombre sera au p lus égal au
précédent, et l'on aura alors un groupe de ^, intégrales, répondant à
la racine £ , , et se d is t inguant en X groupes part iels de la man iè r e
su ivan te :

A^ groupes partiels de y-+ r éléments.
A (-1 }—\W ' )> 1 z ,/

A ' — À ' )) 2 . ))

? . — / / » l ))

Les v intégrales G(( .T) , 02(0?), . . . , G^(.%?), qui composent u n des
groupes partiels de v éléments, satisfont aux relations

GiOr4-co)=£iGi(.:r),

Ga (.X1 -h co) == Ci (.;r) -4- £, <;, (./•),

Ga ( ̂  •+ o) ) -= <j2 ( .r ) + £1 (13 ( .r ),

G.,(^.1 4- c»J) == G,,._i(.2'1) + £1 (j,(,:r).

Les nombres X sont, d 'ail leurs, bien déterminés, d'après l 'énoncé
f i n a l du n0 2, et e n t i è r e m e n t indépendants du système f o n d a m e n t a l
f\(x}^ /2(^1), . « . , fm{.00) choisi a rb i t r a i r emen t au débu t .

18. M. Casorati a montré récemment ( 1 ) comment, en précisant le
procédé de M* Hamburger, on peut énoncer les conclusions précédentes
sous une forme plus simple, que M. Stickelberger a obtenue par u n e
autre voie. Il est possible de rattacher d i rec tement au dé t e rminan t A
et le nombre des groupes partiels, et le nombre des é léments qui com-
posent chacun d'eux. Il suff i t pour cela d'utiliser convenablement la
not ion des diviseurs élémentaires de M. Weierstrass.

Soit, en effet, l^ l 'exposant de la plus haute puissance de ^ — s par

f 1 ) Co/n/î{es rendue, t, XCïï, n^ •4 et î).
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laquel le sont divisibles à la fois tous les déterminants mineurs
d'ordre i, dans le d é t e r m i n a n t A, auquel cas l^=o et /==^, . On a
nécessairement

/>^>^...>^-^,
et, si l 'on pose

/ -. ̂ r= (y, V— f=: (T^ . . ., ^-2)__ ^-i) ̂  ̂ (1-^ /a.~i)^ ^a-i)^

les nombres (P, ^/, (P", ..., w^-^ sont tous positifs. M. Weierstrass
appelle diviseurs élémentaires du déterminant A, -relat i fs au fac-
teur s, — s, les puissances

(£,-£)-, (Si-Sr, ..., (S^S)-^,

dont les }. — i dernières, mul t ip l iées entre elles, d o n n e n t l^.
Or les dé t e rminan t s A et A < du n° 2 possèdent les mêmes diviseurs

élémentaires. La démonstra t ion même de M. Hamburger ( 1 ) , relative
aux propriétés communes à ces deux déterminants, le fait voir. Cela
posé, M. Casorati établit que la conclusion de M. Hamburger revient à
la proposi t ion su ivan te :

Sou s, une racine, d'ordre de multiplicité p. ̂  de F équation fondamen-
tale A = o, et soit

(3^3)-, (^-S)-1, ..., (S,-s)»^-^

la suite des diviseurs élémentaires du déterminant A, relatifs au facteur
s, — s ; le groupe des p^ intégrales qui répondent à la racine ^ donne
lieu à autant de groupes partiels qu'il y a de diviseurs dans la suite précé-
dente, et chaque groupe partiel contient un nombre d'éléments égal à
l'exposant du diviseur qui lui correspond.

Par exemple, si ).==i, il y a un seul groupe partiel de ̂  éléments.
S iX=^ , , i l y a ̂  groupes partiels, chacun d'un élément.

19. En opérant comme l'a fai t M. Hamburger dans sa recherche ana-
logue ( 2 ) , on trouve sans peine la forme analytique des y intégrales

( 1 ) Journal clé Crelle, t. 70, p. n5, 1 1 6 et 117 .
( 2 ) Journal de d'elle, t. 76, p. 132 et 123.
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uniformes Gi( .r)» Ga(^), . . . , G^(<r) qui composent un groupe par t ie l
de y éléments et qui satisfont aux conditions

Gy(.r-l-co) =:G7-i(^) 4-Si G/(» (l-= 1 ,2, 3, . . ., ^ ) .

Si l'on désigne par ^(^) une expression de la forme ^ { x ) du n° 11,
^•(.r)-=:T24(.r) 4- ̂ ^(.r) 4- ̂ ^(.r) -+-. . .-1-^~"1 ^(.r),

de d e g r é v — i , u^Çx) n'étant pas ident iquement nul, on obtient les
expressions suivantes :

G^)=:.r1^-1^),
G^)^-'25^2^).
G^)^-^-"3^),

Gv-i(.r)=: £i$^(^),

G.(^) =^),

y^(<r) représentant la différence d'ordre i de 5'(^) pour l'accroisse-
ment co de a?, mais en changeant x en ^+co» seulemeni en dehors des
coefficients ^{oc\ ces coefficients restant invariables.

20. Je vais substituer au groupe partiel G^x), G ^ ( < r ) , . . . , G^(.r)
un groupe partiel équivalent, de forme analytique plus commode dans
les applications, vu que chaque élément se déduira du dernier par
simple dérivation.

Les conditions
G/(.,y -h ̂  ) == Gy-i (,r) + £1 G((.r),

auxquelles satisfont les fonctions G(^), étant un cas particulier des
conditions du n° 6,

F/(.r +œ)-=£/lFl( .^>)-^-£/âF2(^) •Jr-• ..+£/,/-i F<.,-i(.z-) +sF/(.r),

auxquelles satisfaisaient les ^ fonctions F(^), on voit déjà (n0 6) que
G^(^) est de la forme

Gv(.z-) ==:^(.^) =:çTi(,^) -{-.rCT-^.r) 4". . .-t-.^-1 ny,(.T),

les fonctions rs[x} étant périodiques de seconde espèce, de même mul-
tiplicateur E^ ; en outre» la relation

__ ^',(—1 S/.-.-i^-.a- • • £32 £21
( / _ i ) ( ; — 3 ) . . .a . t.^Êy-î''^
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dn n0 6 montre que ^(.r) n'est pas identiquement nul, car ici ^^
2 3 2 » - • •? £v,v-i sont égaux à l 'uni té . Nous retrouvons ainsi la forme de
Gv(tT) ment ionnée plus haut .

Mais raisonnons ac tue l lement sur le groupe partiel G{ûc] comme on a
ra i sonné au n° 14 sur le groupe des F(.r); nous voyons que l ' intégrale
/—^-^--^ c'esl-à-dire la dérivée prise en considérant les coefficients^^)
comme des constantes, est une combinaison linéaire de G-.i(^*), G-af^), ...,
G^(.r). D'autre par t , ^{x) n'est pas identiquement nul. On peut donc
(n° 15), sans que le système total cesse d'être fondamental , substituer

^v—l Q. / y\
au groupe par t ie l G< (a?), G^(^), ..., G-v(^) le groupe par t ie l—^^i ?

ô-2^^) <W.(.r) p , .
— î-- • • • ? —^~3 ^W-

C'est à ce nouveau groupe partiel que je donnerai spécialement le
nom de sous-groupe. Il a ce caractère que ses éléments se déduisent
tous du dernier par dérivation. Si dans un élément de ce sous-groupe
on change x en ^-+co, sa nouvelle valeur ne s'exprimera plus unique-
ment à l 'aide de cet élément et du précédent, comme cela avait l ieu
pour les G(cc}, mais en fonction l inéaire de cet: élément et de tous les
précédents, par des formules faciles à écrire. A chacun des groupes
part iels obtenus plus haut , correspond un sous-groupe, et inversement.
La forme générale d'un sous-groupe d e v éléments est
/)v-i (>•( r }
-^-= I•2•3••• (V- I )CT• (A• ) ' .
'^^fi •= i .2.3. ..(. - a) [>,.-i(.r) + (-. - i).rT3,(.r)J.

<)^^=....3...(.-3)[^_,(.^)+(.-^^^)+(V-I;(:-2)^

. . . . . . . . . . * . . . . . . * . . . . . . . . . . « . . . . . . « . . . • . « • • ' * • * • • • " • * - • * * • • • " • • • • * ' * * 5

^^ =:^(^)-^a^^(^)-h.. .+(^-"I).^-2^(.y),

^ ( x ) -=. nri ( x ) -+- x Tî  ( x ) -h- .z'2 CTS ( x ) -1-... -h ^v"'1 CT, ( .r ),

les fonctions ^(^r) étant pér iod iques de seconde espèce, de même mul-
• t ipl icateur , la dernière ^(^') n 'é tant pas ident iquement nulle.

J'ai obtenu les sous-groupes en uti l isant les considérations des n^U
et 15, qui me sont propres. Mais i l est clair qu'on peut les déduire des

Ann. de l ' J E c . Normale 2e Série. Tome Xll. — MARS 1882. . î r
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expressions trouvées au n0 19 pour les éléments d 'un groupe pa r t i e l . Il
suffit de remarquer que ^'g(^) est une combinaison l inéaire des dé-
. , ^(.r) ^^l^y(.2.1) ^-^Cr)

rivées —^r-- -^—3 • B ' 5 ~~à^~' •

21. Je termine ce sujet par une remarque concernant u n e intégrale
de 1a forme

^(^) .4_.y^(^) 4-,^^(.z')-{-. . . -+-^^- i^ / ( .y) ,

les fonctions ̂ {x) é tant périodiques de seconde espèce de même mul t i -
plicateur £.

Cette intégrale est forcément (n° 12) une combinaison linéaire des
éléments des sous-groupes qui répondent à la racine s de l ' équa t ion
fondamenta le A == o. Mais j e 'd i s quelle contiendra tout au plus ceux de
ces éléments où le plus haut exposant de x est inférieur à i, c'est-à-dire
les i premiers éléments de chaque sous-groupe, tels que

à^g^r)- à^g(x) à^'^)
à^-1 5 A^-2 ? '"? àx'-1-

Si, en effet, elle contenait: d'autres éléments, soient
^ll(^) + XV^X) •+•.. .+ ^^CTl^'Wl,/•+y(.21),

TÏT2l(^) -i~XT!5.^{x) •+-. . .^-^^"•^^^^^(.Z-),

ceux de ces derniers ou le plus haut exposant de x est le p lus grand.
On aurait, en identifiant,

CiCTi,/4-y(^) + C2^2,/-hy(^) -(-...== 0,

ce qui est impossible, car aucune des fonctions CT^^-(^), ̂ ^^j(x\ ...,
qui terminent les éléments dessous-groupes, n'est identiquement nu l l e ,
et de plus ces fonctions sont linéairement indépendan te s^ puisqu'elles
sont, à des facteurs constants près, des éléments des sous-groupes.

VII. --• Conclusions.

22. Nous avons reconnu (n° 4) que :
L'équation différentielle V{y} = o admet toujours comme intégrale au

moins une fonction périodique de seconde espèce.
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Nous avons même constaté que :
P == o admet comme intégrales linéairement indépendantes au moins

autant de jonctions périodiques de seconde espèce que l9 équation fonda-
mentales a de racines distinctes, c est-à-dire qu'il y a de groupes <I>.

Si, en particulier, l'équation fondamentale n'a que des racines simples,
P ===o admet m solutions périodiques de seconde espèce distinctes.

Il est facile d'évaluer exactement, et dans tous les cas, le nombre des
intégrales dis t inctesqui sont périodiques de seconde espèce.

Si je considère les m intégrales qui composent l'ensemble des sous-
groupes répondant aux diverses racines de l 'équation fondamenta le
A ==o, j'observe que, parmi elles, les premières de chaque sous-groupe
et celles-là seulement sont des fonctions périodiques de seconde es-
pèce. On peut donc conclure déjà que P==o admet comme solut ions
distinctes au moins autant de fonct ions périodiques de seconde espèce
qu'il y a de sous-groupes.

Je dis maintenant q u e P = o n'en admet pas davantage. Soient en
effet ? le nombre total des sous-groupes, e ty< , j^, ..., ya les premiers
éléments de chacun d'eux. Une intégrale périodique de seconde espèce
est forcément (n° 21) une combinaison linéaire deji,^' • • - ' 7 ^ l-0111

au plus. Or, avec |3 quantités, on ne peut former plus d'e ? combinai-
sons linéaires distinctes; donc il n'existe pas plus de (3 intégrales pério-
diques linéairement indépendantes.

D'où cette proposition :

L'équation P== o admet comme intégrales distinctes exactement autant
de fondions périodiques de seconde espèce qu'il existe de sous-groupes.

Supposons que la racine £4 de A == o annule tous les déterminants
mineurs de A jusqu'à l'ordre X exclusivement; .à cette racine corres-
pondent alors (n° 17) X sous-groupes. D'où cet énoncé, équivalent au
précédent :

Soient s ^ , s, ..., ̂  les n racines distinctes de r équation fondamentale
A == o ; si \i désigne l'ordre à partir duquel les déterminants mineurs de A
cessent d'être tous nuls pour £, == s^ la somme \^ -+- X^ 4-... 4- X/; est le
nombre exact des fonctions périodiques de seconde espèce, linéairement
indépendantes, qui satisfont à P==o.
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23. On d é d u i t de là que :
Pour que P== o admette comme intégrales distinctes m fonc lions pério-

diques de seconde espèce, il faut et i! suffît qu'il existe m sous-groupes.

On encore :
Pour que P===o admette comme intégrales distinctes m fonctions pério-

diques de seconde espèce^ il faut et il suffit que chaque racine de A == o
annule tous les mineurs de A jusqu'à l'ordre égal au degré de multipli-
cité de cette racine exclusivement.

Les mêmes propositions s 'énoncent aussi s i m p l e m e n t à l 'aide des
diviseurs élémentaires de M. W,eierstrass.

24. Les multiplicateurs des solutions périodiques sont les racines de
l'équation fondamentale.

Une ou plusieurs de ces racines pouvan t être égales à l ' u n i t é , il peut
y avoir des solutions périodiques de première espèce.

Si à cliacune des racines e^, £3, ..., s^ de l 'équat ion f o n d a m e n t a l e cor-
respond u n seul sous-groupe, c'est-à-dire si le nombre des sous-groupes
est égal au nombre des groupes <!;>, c'est-à-dire encore (n° 17), si
>^ ==/^ ==...== )^== i , les solutions pér iodiques , qui sont alors au nombre
de n, on t des mul t ip l i ca teurs dist incts, égaux respectivement à ^, & ^ , . . . .
s^. Sinon, plusieurs so lu t ions pér iod iques a u r o n t même m u l t i p l i c a t e u r .
La cond i t ion pou r qu 'el les a ient toutes le même serait que l ' équat ion
fondamenta le eût toutes ses racines égales entre elles. En .pa r t i cu l i e r :

Pour que P===o admette comme intégrales distinctes m fonctions pério-
diques de première espèce, il faut et il suffit que les éléments du, détermi-
nant A soient tous nuls pour s == î . •

25. L'équation P == o ayant ?^ +ÀS+ ... +X/; solut ions pér iodiques
de seconde espèce distinctes, et n 'en ayant pas davantage , admet
m — (X , 4- Xa+ • - • •+- \i) solutions distinctes non périodiques, et, dans
t o u t système fondamental d'intégrales, il y en a au moins ce nombre.
Si l'on considère le système fondamenla l que cons t i tuen t les é léments
de Cous les sous-groupes, on voit que les solutions non périodiques,
dans ce système, au nombre de m — ()^ 4- X^ 4- • . . + "X^), affectent la
forme de polynômes entiers en x, ayant pour coefficients des fonctions
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périodiques de seconde espèce. Dans chaque polynôme, les coefficients
périodiques ont le même multiplicateur, qui est d'ailleurs une racine de
l'équation fondamentale,

26. Observons enfin que les fonctions périodiques de seconde espèce
s ' expr iment à l 'a ide des fonctions de première.

Soit , en effet, S{x} une fonct ion un i forme, telle que

^(^l 4- œ) =:£5?(^).

Posons £ = e^ et prenons pour r une quelconque des «valeurs de -0•^£•
La fonction <? - r^cf(^) admet évidemment la période c<). Si je la désigne
par 0{x), on a

^(^j-^^fi^),

et, par conséquent :

Une fonction uniforme, périodique de seconde espèce, de période r»ï et
clé multiplicateur E, est de la forme erxQ (<r), r désignant une quelconque

des valeurs de —^-^ et Q [ x ] une fonction uniforme, périodique de pre-

mière espèce, de période 0.3.

Pour deux fonct ions périodiques de seconde espèce, à même période
et à même mul t i p l i ca t eu r , les deux quant i tés r différeront ou de zéro
on d'un mul t ip l e de 1TC \j—i; si les multiplicateurs sont distincts, la

différence des quantités r ne sera ni nul le , ni un multiple de ̂  ^/— i .
De là les conséquences suivantes :

Si U équation fondamentale na que des racines simples 9 les éléments
du système S sont de la forme

^•.r0(/)(^) (l=î, 2/3, ..., W),

les différences mutuelles des quantités r^ ne pouvant être ni nulles, ni un

multiple de — \1 — i.

5'< l'équation fondamentale a des racines multiples', les y. éléments du
système S qui composent le groupe $ répondant à la racine & === c^



86 G. FLOQUET,

d'ordre y. sont de la forme

e1^ e^(^),
^[621(^)4-^0^):],
e'^^^v) +.z-03,(^) +-^e33(.r)],
• * • • ' " • • * * ' • • " • • " • • • • • • * • • " • • " • ?

e^ [^(^) -4- ̂  M^') + ̂  U^) + • - • -+- x[l•l~ï M-2') ].

les différences mutuelles des quantités r^ r^, . . . 9 r,̂ , relatives aux diffé-

rents groupes, ne pouvant être ni nulles, ni un multiple de ^ \1— g .

Les/onctions périodiques OÇx), appartenant à un même groupe, sont
d'ailleurs des combinaisons linéaires de celles d'entre elles dont le second
indicées! l'unité, et en particulier Q^[oc), 0^{x}, ..., 0^{x} ne différent
mutuellement que par des facteurs constants.

Les éléments qui constituent un sous-groupe de v éléments, déduit du
groupe <&, seront de la forme

/)V-1 ^( .y\

<)-^é^=-.^.î..^-^^W,

à^^Lv)
^^ -= i .2.3. . .(.- 2) e^[^,ï) 4- (. - r) .r 0^) |,

f) fy ( y ̂

Ô^ ^ Grx^^ -h tïx 03(•zt) -+-. . . -}- (V - 1 ) ̂  0,(,2-):[,

g(x) = e^^^z') 4- ̂  ̂ {x) -+- ̂  O;^) +. . . + a- -1 0,(.r):[,

la fonction périodique G^oc} n'étant pas identiquement nulle.

VIII. — Cas où P ( y ) = = o est à'coefficients constants.

27. Lorsque les coefficients p , , p^ -..,/^ de l 'équat ion d i f fé ren-
tielle proposée sont des constantes, ils peuvent être considérés comme
périodiques, de période arbitraire. De là la possibilité de retrouver,
par les considérations précédentes, la forme ana ly t ique des solut ions,
bien connue dans ce cas. Pour y arriver, on peut suivre différentes
voies.

Soit &) une quan t i t é quelconque. Regardons/?,,^, ...,^ comme
périodiques, de période oo. Je me bornerai à examiner le cas où
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l ' équat ion fondamentale A = o, relative à la période oo, n'a que des
racines simples ^, s^, ..., s^.

P == o admet alors comme intégrales dislincles m fonctions pério-
diques de seconde espèce, de période œ et de multiplicateurs respec-
tifs s , , £3, . . . , £/„. Désignons parF(^) l 'une d'elles, telle que

F(^4-co)=sF(^) .

Les coefficients constants p pouvant être considérés comme possédant
aussi les périodes quelconques a/, co", ..., les fonctions F(.r 4- o/),
F(,r -+- co^), ... sont aussi des intégrales. Or on a

F(^ -+-(./d-œ)=:£F(;z--4-^), F ( ^ + ^ + c o ) = = £ F ( ^ - ^ - c o f f ) , . . . .

Ces intégrales prennent donc le même mult ipl icateur & , que F(^ ) ,
lorsqu'on y change x en .r -+- rx». D'où (û0 12) les égalités

F(,z-4"o/)==£T(.r), F(.r h ̂ ) == s^l^^), ...,

£', £", , . . étant des constantes; et, par conséquent, la fonction F(^) est
périodique de seconde espèce à période arbitraire. Elle est donc de la
forme

FO)=C^,

C et p désignant des'constantes. A cause de

F(^- t -co)==sF(^) ,
on aura

'6^P=£,

c'est-à-dire que p est une des valeurs de -°^-
Si donc l'équation A = o n'a que des racines simples, P == o admet

772 solutions distinctes de la forme

e?1^', e^', ..., ew,

les différences mutuelles des quantités p ne pouvant être ni nulles, ni
un mult iple de -^ s/— i.

Les fonctions périodiques désignées par Q[x} au n° 26 sont ici de
2^- /rr

la forme Ce ll>
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On sait que les quant i tés p sont les racines de l 'équation a lgébr ique
^m. _^^ ?m -1 4_ . . .^-p^^ p -i- /-?/// = 0,

qu'on appelle ordinairement l 'équation carac tér i s t ique . On voit donc
que l 'équat ion caractéristique a pour racines les logarithmes, divisés
par où, des racines de l 'équation fondamentale relat ive à la période c^.

Dans le cas considéré, où A = o n'a que des racines simples, l 'équa-
tion caractéristique a aussi ses racines distinctes. Mais cette dernière
peut rfavoir que des racines simples, A == o ayan t des racines mul t ip l e s .
C'est ce qui a l i eu lorsque, parmi les différences mutue l l e s des racines
de l 'équat ion caractérist ique, il y a des mul t ip les entiers de — \/—- î .

Dans ce t ravai l , j 'ai considéré une équa t i on différentiel le l inéaire,
homogène, P == o, à coefficients uniformes, et a d m e t t a n t une pér iode fx>,
l ' intégrale générale étant supposée un i fo rme . J 'a i obtenu la forme
analyt ique des solutions. Les équations à coefficients constants ren-
trant»» dans le type P == o, on peut retrouver par cette voie les expres-
sions connues de leurs intégrales. L 'équa t ion de Lamé, qu 'on t mise en
lumière les profondes recherches de M. Hermite, et, en généra l , la
classe i m p o r t a n t e des équat ions à coefficients d o u b l e m e n t pér iodiques,
récemment é tudiéespar M- Picard, ren t ren t aussi dans le type P, == o, et
cons t i tuen t ie cas in te rmédia i re en t re le ras des coefficients à u n e
seule période et celui des coefficients constants . Ces équa t ions pos-
sèdent donc un système fondamen ta l d'intégrales tel q u e S, et la ques-
tion de déterminer la forme de leurs solutions revient à t rouver la
forme plus particulière qu 'a f fec ten t les f o n c t i o n s périodiques désignées
par ô[œ')^ lorsque les coefficients^ a d m e t t e n t une seconde période û/.
Posé dans ces termes, le problème a une so lu t i on facile, que je me
propose d'exposer ultérieurement.


