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SUR LES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES
A COEFFICIENTS PERIODIQUES,

Par M. G. FLOQUET,

PROFESSEUR A& LA FACULTE DES SCIENCES DE NANCY.

Je considere, dans ce travail, une équation différentielle linéaire

homogene

dm ¥ dm—1 v dm—ﬂ y
P(¥)= 720 + P s H P2 s - Pe) =0

a coefficients uniformes et périodiques, de méme période w, et dont
intégrale générale est supposée uniforme.

Jétudie la forme analytique des solutions.

Si P'on faisait le changement de variable

2mxV—1

»
w —_—
e =3

’

on obliendrait une transformée linéaire dont les coefficients seraient
des fonctions uniformes de &. De I'expression connue de ses intégrales,

dans le domaine d’un point singulier, on pourrait conclure, en posant
A V’j

t=¢ “ ,laforme des solutions de P(y)=o.

Mais j’ai préféré aborderla question directement, sur I'équationP=o
elle-méme, d’autant plus que, pour suivre cette voie, il suffit de se
reporter aux célebres recherches de M. Fuchs, en adoptant une méthode
identique & celle qui I'a guidé dans I'étude des intégrales autour d'un

point singulier (*).

(t) Journal de Crelle, t. 66.
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Vobtiens ainsi un systeme fondamental S de solutions, lié & une
certaine équation algébrique A = o, analogue a I’équation fondamen-
tale de M. Fuchs, et que j’appelle I'équation fondamentale relative a la
période w. Le premier membre A est un déterminant de degré m par
rapport & l'inconnue . Les éléments du systeme S constiluent autant
de groupes que 1'¢quation fondamentale A = o a de racines distinctes,
et, en appliquant le procédé exposé dans un important Mémoire de
M. Hamburger ('), on peut facilement distinguer ces groupes en sous-
groupes indépendants les uns des autres.

T'arrive en particulier aux conclusions suivantes :

1. Sotent ¢, &y, ..., ¢, les racines distinctes de ’équation fondamen-
tale A = o; soit \; U'ordre & partir duquel les determinants mineurs de A
cessent -d étre tous nuls pour = = ¢; :

1° P = o admet comme intégrales distinctes %, + hy+ ... + X, fonc-
tions périodiques de seconde espéce, et n’en admet pas davantage;

2° Il existe un systéme fondamental de solutions comprenant d’a-
bord ) + A+ ..+ ), fonctions périodiques de seconde espece, puis
m— (A, =+ ko+...+%,) expressions qui affectent chacune la forre
d’un polyndéme entier en x, ayant pour coefficients des fonctions péerio-
diques de seconde espéce de méme multiplicateur;

3° Les multiplicateurs des fonctions périodiques qui figurent dans ce
systéme fondamental soit comme éléments, soit comme coefficients dans
les éléments sont égaux aux diverses racines e, e,, ..., g, de 'équation
Jondamentale.

II. Pour que P = o0 admette comme intégrales distinctes m jfonctions
périodiques de seconde espéce, il faut et il suffit que chaque racine de
A = o annule tous les déterminants mineurs de A jusqu'a l'ordre égal
au degré de multiplicite de cette racine exclusivement.

Je dis qu'une fonction uniforme () est une fonction périodique de
seconde espéce, de période w, lorque I'on a

F(z+ ) =cF(x),
le muliiplicateur ¢ étant une constante. Si e =1, la fonction est pério-
dique; elle est dite aussi périodique de premiére espece.

(1) Journal de Crelle, t. 76.
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I. — Equation fondamentale.

. Désignons par fi(x), fi(x), ..., fn(x) m solutions distinctes de
['équation P = o, choisies arbitrairement. SiI’on fait décrire & la variable
un chemin quelconque allant du point > au point x + o, les fonections
uniformes /(x) acquierent en x + o des valeurs déterminées f, (x + ),
filx+w), ..., fulx+ ), tandis que les coefficients périodiques de
P = o reprennent leurs valeurs initiales p,, ps, ..., p,,- D’ou je conelus
que fi(x + o), filx +w), ..., fin(x + o) sont aussi des intégrales de
P = o, constituant un systeme évidemment fondamental. On a done

filz+ow) =A, fi(x) +Apfa(z) ... +Anfm(2),
falz+0) = Ay fi(2) +Anfo(2) +.. .+ Asn S (X)),

flll (13 -+ (,U) = i&llzlfl('zr) - Al}z‘_‘./:).("v) +.o 1 -'\mmfm('ll)’

le déterminant des m?* constantes A étant différent de zéro.

Supposons que P = o admette comme intégrale une fonction pério-
dique de seconde espece F(a), de période », au multiplicateur . On a
nécessairement

Fle)=w fi(x) + usfo(x) +...~+ tpfm(x),
les constantes u n’étant pas toutes nulles, et, par hypothese,
F(z+o)=c¢:F(z),

¢’est-a-dire
(Apuy +Asitty 4. A i) fi(2)

+ (A + Aty +. . = Al uy) fo(2)

=l fi(@) + s [ @)+ U fru(2)].

Or cette égalité exige que u,, u,, ..., u, et ¢ satisfassent aux m équa-

tions
(A —e)uy+ Asy ity G+ AU, = o0,
ALu, + (Apy—s) ...+ Ay, = o,
............................................. ,
Ay R : Y7 + .o+ (Apm—e)u, = o,

dnn. de ’Ee. Normale. 2¢ Série. Tome XI1I. — Fivrier 1883. 7
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qui entrainent la suivante :

App—=¢ :\12 Sgm
Aay Ap—se ... Ao
A= =0
Aml Anzﬂ LU Anzm_‘ 2

Cetle équation A =o, de degré men ¢, et quin’a ni racines nulles,
ni racines infinies, est ce que j'appellerai 'équation fondamentale rela-
tive & la période », ou simplement 'équation fondamentale.

On peut dire alors que :

Toute intégrale périodique de seconde espéce, de période w, a un mulu-
plicateur qui est racine de ['équation fondamentale.

Réciproquement, & une racine de I'équation fondamentale corres-
pondent, par les équations du premier degré en u, des systemes de
valeurs de u,, u,, ..., u, qui ne sont pas toutes nulles, et par suite

des fonetions
”1/‘1(&”) -+ “2./2('7") oo Uy fm(x)

différentes de zéro, et périodiques de seconde cspéce. Si en particu-
lier 'équation A = o admettait comme racine une racine de 'équa-
tion bindme ¢ —1=o0, on obtiendrait une intégrale possédant la
période ko.

2. Les racines de [’équation fondumentale sont indépendantes du choix
du systeme fondamental.

Pour le démontrer directement, considérons un autre systeme pareil
gi(x)s go(®), -.vy gm(2), tel que

gi(z+w) =Bug (2) +Bpge(x) +...+ Biugn(x),
&z +w) =Bz1é’1($) +B22g2(‘x) +~--+B‘zmé’m('v),

gm(x+w)= Bnngl (x) + Bnmé’z(“’) ot Bumgm(x),

le déterminant des m* constantes B étant différent de zéro. L’équation
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fondamentale, pour ce nouveau systéme, est

l B B s coo Bum—ce
Je dis que les deux polynémes A et A, sont égaux, quel que soit «.
Soient, en effet,

£0(2) =Lufi(2) + Lisfa(@) +. ..t Linfu(@),
‘ge(ff) =Ly/fi(®) +Lafa(x) +...4+ Lanfu (),

Sm («T) == Lmlfl (*Z") -+ L1112f2("v) -+ LIIIIII./‘I"-(‘,I:)

les équations qui expriment linéairement les g(«) a 'aide desf/(x), le
déterminant A, des m?* constantes, L n’étant pas nul. On obtient alors
pour g;(x + =) les deux expressions suivantes :

gilx+ow)=(AnLay+ Ay Lo+ .+ A L) filx) +. ..
+ (A Lo+ Ay L) S (),

il 4o0)=(ByL,+ Bula+. ..+ B L) fi () +. ..
+ (Balin+. o+ B Lpn) S/ (2).

Par suite, les coefficients de chaque fonction /() devant étre égaux
dans ces deux expressions, on a, pour les diverses valeurs de z et de ,

k=m k=m
2 AgLip= Z BuxLy = Cyj.
k=1 k=1

Il vésulte de ta que les deux déterminants obtenus en multipliant le
déterminant A, successivement par les déterminants A et A, ont leurs
éléments égaux chacun a chacun, et se confondent tous deux avee le
déterminant

Ch—Lye Ca—Lpe ... Cou=Lje

Cor—Laiz Cop—DLype ... Cop— Loyt

N 3 “
“/Ill - Lml ¢ (‘mz - Lm'za e (Jmm - me e l

On a donc
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et, comme A, n’est pas nul, les deux polynomes A et A, sont égaux
quel que soit ¢.

La démonstration précédente est de M. Hamburger, qui l'a appliquée
a I’équation fondamentale de M. Fuchs. M. Hamburger prouve, en
outre ('), que:

Si, pour une valeur de ¢, tous les déierminants mineurs jusqu'd
I'ordre 3. — 1 sont nuls dans A, sans que tous ceux d’ordre ). le sotent, U
en est de méme dans le déterminant A,.

II. — Systéme fondamental S. — Groupes d'intégrales.

3. Supposant d’abord les racines de I'équation fondamentale toutes
différentes entre elles, je les désigne par e, &, ..., &, Jen déduis
(n°1), par 'intermédiaire des équations en u, m intégrales périodiques
de seconde espece I, (x), Fy(a), ..., Fpu(2), de période », aux multi-
plicateurs respectifs ¢, €, ..., &,. Ges m fonctlions uniformes consli-
tuent un systeme fondamental; car, s'il existait entre elles une relation
a coefticients constants de la forme

C,Fi(2) - CoFy(x) +... 4+ C,F,(x)=o0,

on en conclurait, en changeant  en @ + » m — 1 fois de suite,

1 I PN I
g g9 e Em
h g2 s;" =z 0,
‘ m—1 m1 m—1
&y €y e B

ce qui est impossible. Donc :

St I’ équation fondamentale n'a que des racines simples, P = o admet
comme intégrales distinctes m fonctions périodiques de seconde espéce, de
période » et ayant pour mulliplicateurs ces racines.

%. Considérant maintenant le cas des racines multiples, je désigne
Par e, &, ..., & les racines distinctes de I’équation fondamentale, et
Par iy, oy <. P, leurs ordres de multiplicité respectifs.

(1) Journal de Crelle, t. 76, p. 113, 116 el 117,
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Envisageons d’abord la racine g,.

Jen déduis (n° 1), & Uaide des équations en u, une intégrale pério-
dique de seconde espece F\(x), de période =, et de multiplicateur <,
ce qui est tonjours possible. Remarquant ensuite que les valeurs des
m constantes «, qui figurent dans

le(.‘r) - ul./.l("l') -~ ”2./"2(‘27) e l(ill j‘m(‘z‘)v

ne sont pas toules nulles, je suppose, par exemple, la valeur de «, diffé-
rente de zéro, et j’observe que dans cette hypothese le systeme des
intégrales ¥ (x), fi(x), f3(x), ..., fu(x) est aussi fondamental. Je le
substitue au systeme primitif f,(x), fi(2), ..../fn(2).

Cela posé, soient

Fi(r+w)=z:F(2),
ol -+—w) =B, Fi(2) -+ Ba fo(2) +...4+ Bayn Sm(2),
Ja(z 4+ w) =By Fll(.l‘) 4+ By /(@) 4. .. By ful2),

Sm(x+w) =By F(2) + B, fo(x) 4o+ Bom S (2).

L’¢quation
gy — & o] . O
By, Bun—: ... B,

Bmi Bm" L Bmm_ e

a les mémes racines (n° 2) que l'équation A = o. Par conséquent,
"équation
B*!Q—E e B‘.‘.m

Bm" ce. Bmm'—' g

admet encore la racine <. Il en résulte que, si u, . ..., «,, désignent
un ensemble de solutions des équations

....................................

2 ; ) - -
Bo,, ts A= (B =2 ) =0,

on pourra supposer que les m — 1 constantes w ne sont pas toutes
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nulles. Si done on pose
Fy(2) =t /o(@) + Uy fs(2) - -+ Uy [ (2),

I'intégrale F,(x) n’est pas identiquement nulle et satisfait, en outre,
a la condition ’
Fy(2 +w)=cy Fi(2) + = Fy(2),
comme on le vérifie aisément. La notation ¢,, désigne la constante
Bay tdy - By w0y . ..+ By )y,

qui, d’ailleurs, peut étre zéro. Supposant, par exemple, w, différent de
zéro, je substitue au systeme F\(x), fi(x), fo(2), - ., fu(x) lc sys-
teme F(x), Fy(x), fs(2), ..., fu(x), qui est aussi fondamental.

Raisonnant sur ce nouveau systeme comme sur le précédent, j'ob-
tiendrai une intégrale F(x) satisfaisant a la condition

By (2 + 0) = 2, I, (@) -+ 2 Fy (2) + 5, Fy (2),

i3, 6t ¢y, désignant des constantes qui peuvent étre nulles. Puis je rem-
placerai le systeme employé par le systeme

F,1<x>’ I, (z), F’s(x)’ filZ)y ooy S (),

(qui pourra aussi étre regardé comme fondamental.
En continuant de la sorte, j arriverai au systeme

Fy(z), Fy(z), ooy Fu(2), frma( @), ooy fin(ir).

Ayant ainsi déduit de la racine ¢, les p., intégrales F'(z), on (railera
de méme la racine ¢,. On en déduira les p, intégrales ¥ (z), Fy(x), ...,

F,.(x), et Pon arrivera au systeme fondamental

F’l(;;), Fy(x), ..., F (@), Fi(z), Fy(z), ..., Fj(2), focrort(Z)y ooy fml).

On répétera le méme raisonnement successivement pour chacune des
aulres racines e, ¢, ..., ¢, Finalement, on aura un systeme fonda-
mental d'intégrales composé de n groupes, analogues au groupe F'(x).

D’oui cette proposition :

Soit n le nombre des racines distinctes ¢, ¢, ..., ¢, de 'équation fon-
damentale; soient i, p.g, ..., ., leurs ordres de multiplicité, tels que
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Uy A Py ..+ 1, = m; il existe un systéme fondamental de solutions
se partageant en n groupes, correspondant respectivement & ces racines,
et les p. éléments qui constituent le groupe répondant & la racine <,
d’ordre p., jouissent des propriétés suwantes :

Fi(z +w)==: F(a),
Fo(x + w) ==z, Fi(2)+: Fi(2),
Fo(x + o) =¢5, F(2) + e Fa () + e Ty (2),

Folow+ow) =, Fi(2) +eulF(e)+. . .+ uFuo (@) +eFu(x).

D’apres cela, le premier élément de chaque groupe est une fonction
périodique de seconde espece. Il peut exister d’ailleurs, dans un méme
aroupe, plusicurs éléments de celte nature, car les constantes e
affectées d’indices peuvent étre nulles. Donc :

Si n est le nombre des racines distinctes de 'équation fondamentale,
P = o0 admet comme intégrales linéairement indépendantes au moins
n_fonctions périodiques de seconde espcce, de période o el ayant pour
multiplicateurs ces racines.

Et, par conséquent :

L'équation P = o admet toujours comme intégrale aw moins une fonc-
tion périodique de seconde espece.

5. Que I'équation fondamentale ait ou n’ait pas de racines multiples,
on vient d’obtenir dans tous les cas m intégrales distinctes, se com-
portant d’'une maniere simple quand on y change  en @ + w. Je dési-
gnerai dorénavant par la lettre S ce systeme fondamental particulier,
et par ®,, ®,, ..., ®, les différents groupes, corrélatifs des racines «,,
€2, ..., &, auxquels il donne lieu. _

Il faut remarquer que, lorsque, dans le systeme S, on remplace une
quelconque des intégrales F;(«) par une combinaison linéaire

CFi(2) + CFy(2) +. ..+ CFi(x)

de celte intégrale et de celles quila précedent dans le groupe @ auquel
elle appartient, si C; n’est pas nul, le systeme total ne cesse pas d’étre
fondamental, et, de plus, les propriétés du groupe @ sont conservées.
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Observons encore que I'on calcule aisément F,(z-+kw), Fo(x+kw), ..
Fu(z + ko), & deswnant un nombre entier. On trouve SUbCebbl\’Gﬂ]ent

Fl(«'l:—f— /Cw) :ak F1(.Z‘),
Fola +ko)=¢d [/{ E—;—’ Fi(z) + Fg(.’l‘):’ ,

Fﬂau+kmy:¢j[£ﬂt:}2zgg_kkfgj

1.2 g

ko2 o .
mm+—%huwwwﬁ}

1

~ (ke — k—2) 2458592, /. k—1) g3 TN ke, )
l*‘(:z?—{-kw):a’”{[“/ 1”(5 2) 1t < n o 2 "“TfJ"*("')
+[/‘—-——‘”"” futn | K ]1 B py () 4 b))

.2 e? 3 )

Fi(z + ko) =eb[ L Fi(x) + ko Fo(@) +. oo b By () 40 o= oy iy () 4+ Fi(r

les quantités k;_q, k;_s, ..., £, ¢tant des polyndomes en %, de degrés
respectifs i — 1,7 — 2, ..., 1, et sans termes indépendants de k. Les
coelficients des puissances de £ dans ces polynomes sont toujours finis;
ils peuvent étre nuls. Ces formules seront utiles plus loin.

6. La facon simple dont se comportent les éléments du systeme S
qui composent un groupe @, lorsqu’on y change @ en « + », va nous
permettre d’obtenir leur forme analytique.

Soient p fonctions uniformes F,(z), Fo(z), ..., Fy(z), possédant
les propriétés suivantes :

Fi(z+w)=: F (2),
Fy(2 - 0) =, By (2) =2 Fy(a),
Fy(2 -+ o) =2 F(2) + e Fo(2) + 2 Fy(2),

I‘P,(T ~ U)) = 'l“ 1‘1([«) -+ € Spa I‘)(L') .= 51,,’[,,_.1 Fp,..l(.l') -z F‘,,((l').

La premiere est périodique de seconde espece.
Considérons la seconde. On a

Fo(z+w)  Fo(z) ey
Fi(z+w) " F(z) " &
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de sorte que la fonction uniforme

F.(x) _

].*‘1(\‘1‘) ws

ne changera pas par le changemen't de @ en a + . Je peux done
écrire
Fa(x)
I (x)

(G

2

— =ax=0(2),

~
©

5(x) désignant une fonction périodique. En posant alors

F () 0(r) =6y (r), 2 F(2)=splc),
we

on aura
Fy(a) =92 (2) + 2 222 (2),

2., () et 24, (a0) étant des fonctions uniformes, périodiques de seconde
espece, de période » et de multiplicateur ¢, o,,(@) ne différant
de F,(x)que par un facteur constant.

Si 'on passe & la troisieme fonetion Fy(x ), on a

Fy(x +w)  Fi(r) e Fa(r) gy

Fi(r4+w)  F(x) " & F, (x)

»

(0[‘

¢'est-d-dire

Fo(z+w) Fy(r)  em|ean e STIL N BT
Fi(x+w)  F () '

On en conclura la périodicité de la fonetion

Fy(2) . l:v‘, oy () | 28y — e gy
¢ 2

— -+
Fi(ax) wz F () 2we

, par suite,
Fy(r) =wp () + @ op(r) + 2oy (2),

931(2)s @32(2), 35(2) désignant des fonctions aniformes, périodiques
de seconde espece, de pér ode o et de multiplicateur «. La fonction
045() ne differe de F,(«) que par un facteur constant, et ¢,,() est
une combinaison linéaire de ¢,,(x) etde F,(x).
On apercoit maintenant la loi qui régit la forme des fonctions F(z).
Pour I'établir d’une maniére générale, je la suppose démontrée pour
Ann. de I’Fc. Normale. 2¢ Série. Tome XII. — Fivaien 1883, . 8
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Or

F,(x), Fy(2), ..., Fimy (@), et je vais prouver qu’elle subsiste a 1"égard
de F;(x).
Je fais, pour la symétrie des notations,
Fi(2) =90, ().
On a

Filz+o0) =T (@) +nFy (@) 4. . o420 Fiy () +eFi(2).

D’ailleurs, on peut toujours poser
Fi(2)=9u(x) +x 9un(x) +.. .+ axoy(2),

les fonctions ¢ (@), ©;5 (), ..., 9;(2) étant des fonctions uniformes,
périodiques de seconde espece, de méme multiplicateur ¢, qu'on a
choisies arbitrairement ; la fonction ¢, (x) doit seule élre convenable-
ment calculée; elle sera forcément uniforme, puisque F;(a) l'est; il
s'agit simplement d’établir qu’elle sera périodique de seconde espece,
au multiplicateur ¢, au moins pour cerlaine détermination de ¢, (),
9is(2)s ooy Qur( )
Or nous avons

Fi(z 4+ 0) ==y ¢1q + ei2(Po1 -+ Z Pag) +. o o+ e[95 () + 2 iy ... zt o],
et aussi
Fi(x + w) :z[f'—l—(—iiw-) A+ (2 0) ot (2 A w) ey

Si, dans ces deux expressions, on égale les coefficients de =, a2,
', ..., "', on obtient une équation identique et¢— 2 équations,
faciles & écrire, susceptibles de déterminer ¢;,, ¢y, ..., »; en fonctions
linéaires, homogenes, a coefficients constants, des quantités ¢ dont le
premier indice est inférieur & i. Ces valeurs étant uniformes, pério-
diques de seconde espece, de méme multiplicateur ¢, on peut supposer
qu’elles coincident avec les expressions des fonclions arbitraires ¢,
Oiur -+ > Pui» et regarder les ¢ — 2 équations comme satisfaites. Les
parties restantes des deux valeurs de F;(a -+ ») doivent alors étre
identiques, ce qui doune

Ei1Prp H Cia ot o -+ €04 (2) =0 (X + ) + we gy -, . L il £Pyi
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Déterminons la fonction périodique de seconde espece o¢;, par
["équation

J— i—1 e
€1 P11 SaPar e 1Py TR WE P L 0T Gy,

ce qui est permis; il restera
oy (2 + w) =co; (),

et, par conséquent, la fonction uniforme o, (x) est périodique de
seconde espece, au multiplicateur e.

.On voit aussi que les fonctions ¢ sont des combinaisons linéaires de
celles d’entre elles dont le second indice est 1.

On a en particulier

I A
Fu= (I—1)we Pty
et, par suite,
€ii—1 Si—1.i—2+ - + E32 €y

= ) (i —2)...2.1(we)-L 740

de sorte que les fonctions ¢,y 920y «.., 9, ne different mutuellement
que par des facteurs constants. Si o,; est identiquement nul, il en est
de méme de 0,y ;i1s Qriaivar +-or Py

D’ol cette proposition :

Lorsque . fonctions uniformes F,(x), F,(x), ..., Fy(x) possédent les
propriétés en question, quand on y change x en x + w, elles sont de la
Jorme '

Fi(z) =9¢u(x),
Fo(2) =0y (x) + x w(x),

Fy(z) =0y (2) + @ on(@) + 22 9y5(2),

Fi() = 50 (%) -+ € 30(0) + 22 g0 (@) . .. = 271 g, (@),

ow les fonctions ¢(x) sont uniformes, périodiques de seconde espece, de
periode » et de méme multiplicateur <. Ces fonctions ¢(x) peuvent s ex-
primer en fonctions linéaires, homogeénes, & coefficients constants, de
celles d’entre elles dont le second indice est 1, et en particulier ¢, ¢,,, ...,
Duu,» dont les deux indices sont égaux, ne différent mutuellement que par
des facteurs constants.
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Et, par conséquent :

Les éléments du sysiéme fondamental S qui composent chacun des
groupes ®,, ®,, ..., ®, sont de la forme précédente, le multplicateur
dans chaque groupe ® étant la racine correspondante < de l'équation
Jondamentale.

III. — Sur un systéme fondamental de méme forme que 5.

7. Soit F,(x) une fonction périodique de seconde espéce, de périodew
et de multiplicateur ¢, satisfaisant a équation différentielle P =o. Le
multiplicateur ¢, est, par conséquent (n°1), une racine de I'équation
fondamentale. Posant
‘ y=F (z) /": dx

dans I’équation P =0, on obtient la transformée d’ordre m — 1,

dm-—-tz - dm—2z
-9

Q) =—mmm + 0 e H T U3 =0.

 J’observe en premier lieu que, comme la proposée, cette transfor-
mée a ses coefficients uniformes, périodigues, de période w, et son tntc-
grale gencrale uniforme.
AL g . ’ Al , . .
-C'est en ellel ce qui résulte, F,(2) étant uniforme, de la simple
- inspection des coeflicients ¢ :

g = ! -m d¥,(x) F (2
= Fi(x) du Frte )_ ’

1 m(m —1) 2F () Al (x) , )
7 Py (z) [ 1.2 d.r? +m—1)p “dr 1 l"(‘l'.)_ ’

et de cette remarque, a savoir que Q=o admet les m— 1 solutions
distinctes,

d filz) A [fi(z) d fu(z)

dr Viz) dz F(x) " de Fx)’

Fo(z), fo(x), filz), ..., fu(2) désignant un systeme fondamental
d'intégrales de P =o.
Je dis ensuite que, st ¢,, 2y, ¢y, ..., 2, sont les m racines de l’a’r/ual
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tion fondameniale A = o, lesm— 1 racines de l'équation fondamentale
relative a Q seront les quotients :—1, ff—, ey %

Supposons en effet que I'on ait

Fy (2 -+ 0) =2 F, (),

Sa (& ‘1_(") =Ly, Fi(2)+ La /i’.(‘l) ...+ Lom .fm(”r)7

j‘m (.‘l‘ -+ ('J) == Lml F1(~[) +Lml./l(r) i I anm .f/n(x),
le déterminant des constantes L différant de zéro. On a alors
Lag — Z P Lg,n
Lm" L Lmnz —z

Or divisons les premiers membres des équations précédentes par
F,(z+w), etles seconds par U'expression identique ¢, F, (), puis dé-
rivons par rapport & a; nous obtiendrons

_(i./.:(’-l"f"t'))__ La, _ff_ /_7(’)_ -+ Iilﬁ _‘i [m@”
de Fi(r—+w) & dr F,(z) b e, dr F(r)’
d /',,,(1 -+ (0) an d /( me. d /m

c_l_.il*lg1+(n>) ?Zz_vl?l(,z:)+"'+ e, dr F (x)

Il en résulte que I’ equanon fondamentale relative  Q peut s'écrire

m—1

en multipliant son premier membre par /',
L:,:, — &) & “ee L’nl

an e me -

.
el

ce qui démontre la proposition.

St en particulier 'équation A =o a plusieurs racines égales a «¢,,
I'équation fondamentale relative i Q aura au moins une racine égale a
Punité, de sorte qu’il existera certainement une intégrale de Q =o,

admettant la période o.

8. Je cherche maintenant les propriétés de I'intégrale

fC(:c)a’.z",
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lorsqu’elle est uniforme, {(x) désignant une fonction uniforme, pério-

dique de seconde espece, de période w et de multiplicateur c.
Supposant d’abord e= 1, auquel cas {(x) est périodique de pre-

mikre espece, je représente par H(x) une quelconque des intégrales de

() dz. On a J—_
dw = ()

et aussi
dH(z + »)

— - —e@+w)=%(z).
Donc H(x +’w) et H(x) different par une constante

H(z +o0)=H(z)+ C.
Ven déduis la forme analytique de H(x). Si je pose en effet

H(z)— %_x_ = h(z),

la fonction %(x) sera évidemment uniforme et périodique. Done /'in-
tégrale U(x) est de la forme

H(z)=lh(z) + ez,
h{x) étant une fonction uniforme, periodique, de période o et 2. une con-

stante, qui d'ailleurs peut étre nulle.
Supposant en second lieu « 7 1, si je roprcscn(c encore par H(: L) une

quelconque des intégrales de {(x)dx, jal aussi
dH(z)
dx =t&(2).
Oron a
dH(z -+ o)

e ={(x +w)=cl(z).
Les fonctions H(x+o) et ¢H(z) ont donc méme dérivée. Jen
conclus
H(xz+ o)=cH(z) 4+ C.

Telle est la propriété d’une intégrale quelconque.
L’intégrale indéfinie sera H(x)+ (/, ¢’ étant une constante arbi-
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traire, et I’on aura

Hz+ow)+0C=:H(z)+C+C=:[H(x)+C]+C—C(s—1).

Si donc on prend comme valeur de €’

C

€ —1

CI__:

b

valeur admissible, puisque ¢ differe de 'unité, et si I'on pose

H(z)+ C=1(z),

I'intégrale particuliere /() jouira de la propriété
l(z +w)=:I[(z).
Par conséquent :

Lorsque {(x) est vraiment de seconde espece, on peut toujours deter-
miner la constante d'intégration de telle sorte que ['tniégrale uniforme

/ {(x)dx soit aussi periodique de seconde espéce, la période et le multi-

licateur étant les mémes que pour {(x).

9. On sait que l'on obtient un systeme fondamental d’intégrales
Yir Yar -+ o» ¥m de Téquation différentielle P=o0 quand on déduit ces
intégrales les unes des autres par des substitutions successives

Y :—:y.fz dz. Il est clair qu’on peut choisir les solutions successives z

de maniére & tomber exactement sur le systeme fondamental S. Mais je
vais me borner, en utilisant les propositions précédentes, a diriger le
calcul en vue d’un systeme de méme forme que S, forme qui est la
seule chose intéressante & obtenir. :
Examinons d’abord le cas ol les 7 racines ¢, ¢, ..., ¢, de 'équation
fondamentale A=o sont dislincies.
Sotent F,(2), Fo(2), ..., Fu(2) les éléments du systeme S, qui sont

alors m fonclions périodiques de seconde espece, de multiplicateurs

y =T, (z)jz dax.

€1y Eay o vy Eppe

Dans P = o, posons
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Nous obtenons une équation en z, Q =o remplissant les mémes
(n°7) conditions que P=o, et la nouvelle équation fondamentale a

\

. . €y E;
pour racines (n°7) les quotients =, =, -5 -
=1 =1 1

Soient Ra(2), Ry(@), ..., Ry (x) les solutions de Q=o0, qui consli-
tuent le systeme S pour celle équation, telles que

R,(x-%—w):ii Ri(z) (i=2,3,...,m).
1

Prenons 5= R, (). L’inlégn’ale[lh(ac) dz est uniforme, puisque

1’,(x)fR2(x) dx est une solution de P =o0. On peut donc (n° §), en
choisissant convenablement la constante d’intégration, prendre

fﬂz(.z) dz = l(x), \

(x) étant une fonction périodique de seconde espece, de multiplicateur

S~
—~

S

K

2. Onavura alors
1

|

©

y=F(2) (),

et, par conséquent, I'intégraley de P = o est une fonction périodique
de seconde espece, de multiplicateur ¢,. Elle est donc de méme forme
que Fy(x).

Dans Q ==o, posons de méme

:,::R._,(J:)fé dur. v

La nouvelle équation fondamentale aura pour racines les quotients
3 Eu Sm

=5 = - ety enopérant comme précédemment, jobtiendrai pour z
2 3 .

un¢ fonction périodique de seconde espece, de multiplicateur = x 2
€y &)

.. _ N . A
ou =, et, parsuite, poury:lq(x)fz dzx, une fonction de multipli-
=1

Et ainsi de suite.

Examinons maintenant le cas ot 'équation fondamentale a des ra-
cines multiples. Soient e, &, .., &, ¢upy, ..o, G S€S racines, dont p
sont égales i ¢,.

cateur = >z, 0U &, qui sera donc de méme forme que F, ().
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Désignouns par F, (x), Fo(2), ..., Fu(x), ..., F,(2) les éléments du
systeme S, dont les p. premiers constituent le groupe @, répondant & la
racine z,.

Dans P =o, je pose

y:l«y(x)f; dz.

La nouvelle équation fondamentale a pour racines (n° 7) o — t fois

I'unité et les quotients 2=, 222, ..., 2. Sojent R, (x), Ry(x), ...,
=1 =1 “1

Ry(2), ..., R, (x) les éléments qui constituent le systeme S pour

'équation Q =o0 en =. Le premier R,(a) est une fonction périodique

de premiere espéce. Prenons z=R,(x). L’intég_,rr'alefll’l2 () dx étant
uniforme, on a (n° §)

fﬂg(x) de = hs(2) + a2

hy(x) élant une fonction uniforme, périodique, et =, une constante.

Par suite
y=TF(x)[hsy(x) + ay2].

L'intégrale ¥ de P=o0 est donc de méme forme que
Fa(x) =0 () + v om ().

Dans Q = o, posons de méme

La nouvelle équation fondamentale aura pour racines p. — 2 fois 'unité

et les quotients ==, 222, ..., =, c'est-d-dire les mémes racines que

S €y gy
la précédente, sauf 'unité, une fois de moins.
En opérant comme plus haut, jaurai

s=Ry(2) [1s(2) + 22],
hy () étant périodique et o, constant. Par suite

y= F1(;z:)fR2(x) [hs(2) + asz] du.

Ann.de I’Ec. Normale. 2° Série. Tome XII. — FEvricr 1883, 9
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Or on a
fn._,(.r)[/,;,(.zf) + 2] fz.,::fnﬂ(x)/z;,(.z,-)dtz-ﬂ- 2y fng(_.,.),,. .
La premiere intégrale, R, () h;(2) élant périodique, est de la forme
fR2(.r) hy(2)de =h(x) + 2,2
Quant 4 la seconde, si I’on prend
fl{g(.r) dr = Iy(2) + 2,2,
on voit que l'intégration par parlies
fRﬂ(x)def:m[/)z(m)+12;r]—f.[lzz(.r)+u.2.1:](l.r

fera connaitre sa forme. On trouve ainsi, pour 'intégrale y de P = o,
une expression de méme forme que

Fy() = g (2) + 2oy () + 22 gy ().

On peut continuer de la méme facon, et I'on obtient successivement
des intégrales de P = o ayant respectivement les mémes formes que
F.(z), Fy(x), ..., Fu(2), puis que F,.,(2), ..., F,(z).

Dans tous les cas, on peut donc par ce procédé construire un systéeme
fondamental de méme forme que le systeme S.

IV. — Propriété caractéristique des intégrales de P(y)=o.

10. Nous avons obtenu la furme analytique des m éléments qui con-
stituent un systeme fondamental particulier S. Celle d’une solution
quelconque en résulte. Si nous faisons d’abord une combinaison
linéaire des éléments d’un méme groupe @, corrélatif de la racine ¢
d’ordre 1, nous obtenons un polyndéme entier en x, de degré p. — 1 au
plus, dont les coefficients sont des fonctions périodiques de seconde
espece, de méme multiplicateur e. Pour avoir une solution quelconque,
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il suffit de combiner ensuite tous ces polynomes, relatifs aux différents
groupes ®. Par conséquent :

Sie,, e, ..., &, s0nL les racines distinctes de U équation fondamentale,
d’ordres respectifs (i, P, ..y P, L'intégrale gencrale est la somme de
n polyndmes entiers en x, a coefficients uniformes, periodiques de seconde
espece; les degres de ces polyndmes sont généralement p., — I, pho— 1, ...."
pn — 1, et les multiplicateurs, constants dans chacun d’eux, sont respec-
tivement ey, €y ..y &,

Cette intégrale peut aussi se mettre sous la forme

Y () +2dp(x) +. ooty (x),
+ Y20 () 4 290y (1) A A 2Ty, (),
e e e e e e i, .

Y () + XY (@) +. 2Ty, (2),

ou les ¢ () désignent des fonctions uniformes, périodiques de seconde
especes, de période w, celles dont lé premier indice est z ayant pour
multiplicateur ¢;.

La forme analytique obtenue pour les éléments du systeme fonda-
mental S est caractéristique des équations différentielles linéaires qui
remplissent les conditions imposées & P = o. Car, plus généralement,
on démontre ce théoreme réciproque :

Soient f, (), fa(2), ..., fin(x) m fonctions uniformes, linéairement
independantes : sv les nouvelles valeurs f,(x + ), fo(x + »), ...,
Sl + o) qu'acquicrent ces m fonctions, lorsqu’on y change x en
X+ w, peuvenl s’ exprimer en fonctions lincaires, homogeénes, a coeffi-
cients constants, des valeurs primitives, ces m fonctions satisfont ¢ une
cquation dyférentielle linéaire, homogeéne, d’ordre m, a coefficients uni-
Jormes et périodiques, de periode o.

Supposons, en effet, que 1'on ait
/1(7‘ +w) = »‘11./1(‘1“) -+ Al'lf‘.‘.(‘l‘) o Ay Sm(x),
Sa(@ + o) = A fi(2) +An foi@) +. oo Ay (),
j(.m(r -+ w) :A7111f1 (1') -+ Am2 fz(l) +. Amm _/;:z('l'),

le déterminant des constantes A étant différent de zéro. Kerivons que
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les fonctions f; (@), fo(2), ..., fu(2) satisfont & une équation telle que

dm.’), dm—1 ¥ dm-—2 Y

drm P drm—1 2 Jpm=3

o= Py = 0.

Nous aurons ainsi, pour déterminer les m inconnues p,, pyy -y Pins
m équations du premier degré dont le déterminant n’est pas nul.
Résolvons ces équations, nous obtenons pour p, le quotient de deux
déterminants. Or ils sont uniformes; en outre, si 'on change @ en
x + o dans cette fonction, ses deux termes sont mullipliés par un
méme déterminant, celui des constantes A. Donc p; est bien une fone-
tion uniforme et périodique, de période .

V. — Théorémes divers.

11. On a vu que, dans le cas le plus général, un élément du systeme
fondamental S est de la forme

R(x) =y () + zys(2) . . 2y, (),

les fonctions y () étant uniformes, périodiques de seconde espece, de
période w et de méme multiplicateur e. Je dirai, pour abréger, que ¢
est le multiplicateur de expression ®(a), et que les fonetions () en
sont les coefficients.

On voit aisément que :

Si une expression ©(x) est identiquement nudle, tous ses coefficients
sont tdentiquernent nuls.

On a, en effet, en divisant par &,
71(2) (& ko) y(2) 4+ (2 Lo )y () 4. oo (2 o)ty (r) = o,
quel que soit Uentier £; donc le polynome en V
7a(@) = V() = VEyg(@) 4o Vit ()

a une infinité de racings, et par suite tous ses coefficients sont nuls.
Plus généralement :

St le somme de plusieurs expressions @(x), a mulliplicateurs différents,
est identiquement nulle, chacune d’elles est identiquement nulle.
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Soit, en effet,
@ (2) +Py(2) ...+ @ (x)=0

une pareille identité, ¢, ¢, ..., & étant les multiplicateurs des £ expres-
sions. Supposons que ces expressions ne soient pas identiquement
nulles, et désignons.alors par x4 (%), Yon.(®)s «ovy () les coefti:
cients des plus hautes puissances de x dans @, (), @:(2), ..., Tk(x).
Dans I'identité, changeons successivement  en  + o, & + 20, ...,
x + (k — 1)w. Nous aurons en tout £ équations, d’ott nous déduirons

@, (.r) ... @ (2) '
(2 + w) @z +w) W
[z +(k—1w] ... x4+ (k—1)v]

Or, sil'on développe ce déterminant, en I'ordonnant par rapport aux
puissances de x, on le met facilement sous la forme

yu(@) + 2 ya(x) +. ..+ 22y, (),

les fonctions y(a) étant périodiques de seconde espice, de méme
multiplicateur égal au produit g,¢,...5. Donc, d’apres le théoreme
précédent, chacune de ces fonctions doit étre identiquement nulle, et en
particulier y,(x). Or cela est impossible, car on a

1 1 R
g €
sa() =1 2 €

W W

e Lan () Y20 ()« o A (),

h—1 k-1 ~h-1
€, .

c'est-a-dire un produit de factears dont aucun n’est nul par hypo-
these.

Les deux théoremes qui précedent donnent lien aux conséquences
suivantes :

’

Si deux expressions ©(x) sont identiques, leurs cocfficients sont iden-
tiques chacun a chacun. ,

Si deux sommes d’expressions Q(x) @ multiplicateurs différents sont
identiques, les expressions qui composent ces deux sommes sont identiques
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chacune & chacune, et, par conséguent, les coefficients de ces expressions
sont les mémes.

12. Si I'on applique ces propositions aux intégrales de I'équation
différentielle P(y) = o, on en tire ces conséquences :

Une intégrale ne peut se metire que d’une seule maniere sous la forme
du n° 10. '

Si I'expression

U () + 2z by () +. ..+ 21 (),
supposée de la forme ®(x), a mulliplicateur ¢, est une intégrale, ¢ est une
racine de 'équation fondamentale, et cetle expression est une combi-
naison linéaire des éléments du sysiéme S qui composent le groupe @,
corrélatif de la racine «.

Etant donnée une intégrale, si on la met sous la forme d’une somme
d’expressions ®(x), de telle sorte que les multiplicateurs de deux termes
quelconques sotent différents, chaque terme ®(x) de lintégrale ainsi
ordonnée sera ausst une intégrale.

Nous allons méme voir que, dans ce terme, le coefficient de la plus
haute puissance de x est lui-méme une solution.

13. Cette derniere propriété résulte du théoreme suivant :

Si l’expression
$i(2) 2 do () +.. 27 gi(2),

supposée de la forme @ 'x), est une intégrale de P = o, il en est de méme
du coefficient y;(x) de la plus haute puissance de x.

Ce théoreme est évident dans le cas d’un élément complet du systeme
fondamental S, puisque alors (n° 6) ¢,(x) ne differe de ¢,,(x) que par
un facteur constant. On peut le démontrer pour tous les cas ¢t @ priord
par un raisonnement analogue a celui du n° 11. Mais je vais le déduire
d’une proposition beaucoup plus générale.

St l’expression
F(z) =9 (%) + 2 (2) +2* §s(2) +. ..+ 271 (),

supposce de la forme ©(x), est une intégrale de ['équation P = o, il en
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sera de méme des U — 1 dérivées successives de cette intégrale, prises en
considerant les coefficients 4 (x) comme des constantes.

Jemploierai la caractéristique o pour représenter ces dérivées g,l;’
J*F o-'F

Puisque F(z) est solution, F(x + %w) I'est aussi, et il en est de
méme de

e R + hw) = 4, (2) + (2 + ko) by (&) + (2 + ko) ...+ (2 + ko)1 (@),

quel que soit le nombre entier £, < désignant le multiplicateur de F(x).
Oron a évidemment
ko OF (ko) °F (kw)=t 9-IF

E_L.F(m—&_km):F(m)_*_—r—B}_’r 1.2 0z 7 T.2...(i—1) 0z

et cette expression satisfaisant & P = o pour une infinité de valeurs de
., OF 0*F Q1R

ko ivées 2L, 08 0T X
o, les dérivée dx’ 2z’ T gatl

Ainsi, les expressions

sont nécessairement des intégrales.

3_1;7:"-“‘-’(“‘) + 2z (2) +. ..+ (E—1) 2 Y (2),
»*F ,, iy
2 ) —senteren e S
9i=F _
I.z...l(i—g) owi—z:‘Pi—l(m)"'"(l“")%”%(x),
r 9-1F

1.2...(0—1) Ji—1 =d;(x)

sont des solutions.
On voit qu’en particulier ¢,;(2) est une intégrale.
14. Appliquons la proposition générale qui précede a I'un des élé-
ments du systeme fondamental S, par exemple &
Fiz)=9u(2) +zon(z)+...+ 2o y(2).

On voit d’abord que, quand méme cet élément ne serait pas complet,
c’est-a-dire quand méme ¢, () serait identiquement nul, le coefficient
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de la plus haute puissance de a qui figure réellement dans F,(x) est
OF; 0°F, 01T,
S 5o o 5ot
tions. Il en résulte (n° 12) que, si @ désigne le groupe, corrélatif de
la racine ¢, auquel appartient 1’élément F;(a), ces dérivées sont des
combinaisons linéaires des éléments F,(x), Fuo(x), ..., Fy(x) du
groupe .

une intégrale. On voit ensuite que sont des solu-

.
i

. L . . . .
Je vais prouver que —— s'obtient en combinant uniqguement les i — j
du’

éléments F,(x), Fo(x), ..., Fj(2) :

), N~ S .
10_5_7:chi(x)+CzF2(x)+...+(Jl-_jbi,j(x) (J=1,2,3,...,0i—1).
Cela peut paraitre évident, au moins lorsqu’aucune des fonctions
011 (2), 20(®) «. v, ouu(@) n’est identiquement nulle. Mais la méthode
que je vais employer permettra au besoin de caleuler G, Gy, ..., C; ;.
On a, d’une part,
ko OF,
Fi(x + hko)=¢* [Fi(x).{. TU (7)7 ..
kiwi QIR ki-twi-t  gi-1f~
ST 7 A TS rar S vl

k désignant un nombre entier arbitraire. D’autre part, les formules du
n° 5 donnent

Fi@ + kw) = e [hiy Fy () -+ kg Fy () +. ..
- /x'/ Fi.-j(.l') T /&'1 F¢'_1 (JJ) -t F,’(.'I)‘)],

ol ki, keimoy <oy kjy oo, Ky désignent des polynomes en £, de degrés
marqués respectivement par les indices. Egalons les deux expressions
de F,(x + kw), et nous aurons, quel que soit 'entier £,

ko 0F; kol 9T, . i kimlwi-t  Qi-1];

1 Jdx T x.a...j dad T el (E—1) Qul-t

= ki F, (.1) -+ ki—-? FQ(Z‘) e I e /n/ Fz._j(w) e e /&'1 Fi_l(.l').

oF, . , , w/ I, .
Pour calculer ==, il suffit alors d’égaler ————— L agu coefficie
oz’ g T3 0w U« vefficient

de £ dans le second membre. Or les polynomes &;_,, %;_o, ..., k; con-
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Is 1 de %; donc ¥ P —L
tiennent seuls la puissance j de £; donc I'expression de 53 00
renfermera les seules fonctions F,(z), Fy(2), ..., Fij(2), et par suite
%I est de la forme

oF, )
dbl‘j I(J)—i—c 1‘7(‘l)+‘..—§—c,‘_jl‘,'_j(-l').

Les constantes C sont toujours finies.
On trouve, en particulier,

o, _:
ox

dx
0*F,
ot
ox

()2 [“(,
0.z
J*F,
ox®

Remarquons que, les coefficients de a™~~' devant étre identiques
(n°11) dans les deux membres de I’égalité

()fFf_p-, A \
()_J'T =y I l(_.l ) -+ G, l‘g(_tl‘) e C,‘_.j ",'_j(.l»j),
on aura

(i—1)(f—2)...(i— ) ou(x) =Cimjory i (),
ot, par suite,

G i i1 Bimt, i~ 8i—9,i—=3¢ < +Eim i1, i
A[._j——— ’

(we)

a cause de (n° 6) la formule

" € it Bimp im0 e o - e fyg L~
o) = — — —— = i, imj (&
11[( ) (L {)(l 2)...(Z ])(OJE)J ".‘z..',,z_._/([).

Ann.de IEc. Normale. 2* Série. Tome XII. — Mirs 1883.

10
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15. On vient de voir que,

Fi(z)=9i(x) +xon(x)+...+ 27 op(r)

Ry - . oF; 0*F;
étant un élément du groupe @ d’intégrales, les solutions =5 5= -~ -

i-1F,
14—1’ sont de la forme
Q=

% =Cy F (@) + CuFy(2) +.. o+ Cpm Fooy (),

([—2[(‘1' 3 ~ w T
iz = Crog (@) 4 Ciy o Fa (),

)i—1F,
(()..z:"—l = Crg 1 Fy ().

Cherchons a quelle condition on pourra remplacer les éléments F, (),
i1, gi-eTr, I

f)——.-l-‘, Q——.-L,’, s 200 sans
Juit T Qutid Jdr

que le systeme total cesse d’étre fondamental. Comme 'on sait, la con-

dition est que le déterminant des coefficients C differe de zéro, ¢’est-

a-dire .

F,(x), ..., F,_,(2) respeclivement par

Cpimy Corger i g Cimyy 57 00
Or, ce produit se calcule facilement, C;; ; n’¢lant autre chose que le
coefficient de F;_;(#) dans I’expression linéaire de %f}j—’, coefficient qui
a été calculé au numéro précédent : |

R e U et UF S R ey Sy g ( . o

Cjij= . =1,a,: o
A f =] (U)E)/ J I,2,0,...,1 ).

La condition devient alors, apres réductions,
&g 51‘—1,1'f2 €jg,i-3- - +E32 891 FX O,
ce que 'on peut aussi écrire
9i(x) 70,
a cause (n° 6) de la formule

€i,i~18i—1,i—~2+ - -E39 Egq
(—1)({—2)...2.1(0e)f

— oy (@),

t?i,'((!)) fosend (
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Par conséquent : '

Lorsque la_fonction () r'est pas identiquement nulle, o, ce qui est
la méme chose, lorsque le produit e;; &; | ; o...%.6, nest pas nul,
on peut, dans le groupe des intégrales ¥, (x), F.(x), ..., Fi (%), ...,

DR, 0=F,  OF, _
Jri=t’ '(—)FJ sty 5 SANS qUE

F.(x), remplacer les i — 1 premicres par 5

le sysiéme total cesse d’étre forndamental.

Il faut observer, en outre, d’aprés une remarque faite au n° 5, que
fes propriétés du groupe en question sont conservées.

Par exemple, si aucune des constantes gy, ,, gu_ypu 2s ++5 E52s Co
n'est nulle, ¢’est-a-dire si la fonction oy, () n’est pas identiquement
zéro, le groupe entier des éléments F, (x), Fao(2), ..., Fu(@) pourra se
remplacer par le groupe simple -

' F () o2 (2) oF,
2 E 2 ] -5 2
().l“"_l ().L““'“" 0' r

-
¥
e

On peut donc substituer & certains éléments d’un méme groupe un
groupe partiel plus simple, ot les relations qui existent entre les fonc-
tions g(x) sont mises en évidence, chaque solution, dans ce groupe
partiel, se déduisant de la derniere par dérivation. Nous sommes ainsi
conduits & étudier la distinction des groupes d’intégrales en sous-
groupes.

VI. — Sous-groupes d'intégrales.

16. Etant donnée une équation différentielle linéaire et homogene,
a coefficients uniformes, on sait qu'a tout point singulier correspondent
des groupes d'intégrales, de forme particulicre. Chacun de ces groupes
donne lieu & son tour & des groupes partiels, indépendants les uns des
autres, de telle facon que les relations qui lient entre eux les coeffi-
cients uniformes des puissances du logarithme ont lieu chacune A I'inté-
rieur d'un méme groupe partiel. De plus, les éléments d’un groupe
partiel affectent une forme analytique qui permet d’apercevoir ces
relations & leur simple inspection.

C’est cette distinction des groupes d’'intégrales fondamentales en
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aroupes partiels que M. Hamburger a faite le premier ('), en appli-
quant un procédé publié par M. Jordan en 1871 (*).

Or la méthode de M. Hamburger peut s’utiliser d’une manitre entit-
rement analogue dans le cas actuel de I'équation P(y) = o, & coeffi-
cients périodiques. Je vais I'appliquer, en me bornant & exposer suc-
cinctement les résultats.

17. Soit ¢, une racine d’ordre de multiplicité p., de I'équation fonda-
mentale A = o.

Supposons que, pour ¢ = ¢,, tous les déterminants mineurs, jusqu’a
Pordre X — 1 inclusivement, soient nuls dans A, sans que tous ccux
d’ordre A le soient. On démontre qu’il existe alors 2 intégrales dis-
tinetes g, (), gu(@), ..., & (), satisfaisant aux conditions
¢ gi(x+w)=zg:/(x) ({=1,2,3,...,%).

Si done 2 = p,,, ces A fonctions périodiques de seconde espice, de
méme multiplicateur ¢,, sont toutes les intégrales qui répondent i la
racine ¢, et nous disons qu’elles constituent p., groupes partiels d’un
élément.

Si 25 p,, dans le systeme fondamental /i (), /o(2), ..., [u.(2), qui
a servi a écrire A = o, remplagons ). éléments par les fonctions g(x,
de manitre que le nouveau systeme g,(x), g.(x), ..., oHlx),
Sowa (%), ooy fu(2) soit aussi fondamental, et formons le déterminant A
pour ce dernier systeme : il est de la forme (¢, — )*A’, A’ étant un
déterminant d’ordrem — ., et Pon a (n° 2)

A= (g — kA,
Done X est moindre que p,.

Cela élant, ¢, sera racine p., — ) fois de I'équation A’ = o. Supposons
que pour e=z¢, (ous les délerminants mincurs jusqu’a Pordre X —
inclusivement soient nuls dans A’, sans que tous ccux d’ordre ) le
soient. On prouve que dans ce cas 2’ est au plus égal & 2%, ct il existe
A intégrales distinctes g\ (x), gu(@), ..., g.(x), satisfaisant aux con-
ditions

gi(z o)==z g1(x) +1lgi(x), §2(x), ooy ()] (i=1,2,3,...0),

(1) Journal de Crelle, t. 6.
(2) Sur la résolution des équations différenticlles lincaires ( Comptes rendus, t LX X,
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Jis Jas <+, 7 désignant des fonctions linéaires, homogenes, a coeffi-
cients constants, et linéairement indépendantes, de g, (), g2(2), ...,
g ().

Si alors A + X = p.,, nous avons les ., intégrales qui répondent & Ia
racine g,, savoir

o -l‘, . s - - - ~re are ~re
(@), g5(2), ooy Zu( @) i Yoy e O Ywan, Tiams s i

[=

les A — )~ dernieres étant les A — )" autres combinaisons linéaires de
gi(x), g.(x), ..., g(x), qui ne sont en relation linéaire ni entre
elles, ni avec v, s, ..., 7. Nous disons que ces p, intégrales consti-
tuent 2’ groupes partiels de deux éléments

Premier groupe partiel....... 2 (x) Y1
Deuxieme Y e &5(x) Y2
2,/idme R aula) (i

dont les propriétés sont
gl 4-w)=rz gi(x) +vi(x), vi(zx-+w)=zcv(x),
et L — 2" groupes partiels de un élément

Y1 (@), Vs (2), ooy (2,

tels que
(2 +w)=zy(x).

Si A+ X', dans le systeme fondamental g, (x), g. (@), ..., g(x),
Srwi(2)y oo, fu(2), remplagons A 4 A" éléments par les X fonctions ()
etles )’ fonctions g'(x), de maniere que le nouveau systeme v,, 7., ...,
Voo Grr 8ar oo vs s frvrn (1), oo v, frn(2) soit aussi fondamental, et for-
mons le délerminant A pour ce dernier systeme : il est de la forme
(¢, — ¢ A", A” étant un déterminant d’ordre m — (X + '), et on a

A= (g — )M A",

Donc X + 2 est moindre que p,.

Cela étant, ¢, seraracine p, — (k + %’) fois de ’équation A”= o. Soit
2" le nombre analogue pour A” aux nombres 4 et X'. On prouve que 2"
est au plus égal & X', et, sidk—+ 2+ 2" = p.,, il y a p., intégrales répon-
dant a la racine ¢, et constituant 3” groupes partiels de trois éléments,
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X' — ) groupes partiels de deux éléments, et X — )" groupes partiels de
un ¢lément.

Si 2+ X+ A" n,, on reconnaitra qu’il Tui est inférieur, et 'on
continuera de la méme fagon jusqu'a ce que 'on soit arrivé au nombre
M, tel que A4+ N+ V4. o+ 2 =,

Dans la série X, 2/, 27, ..., 1", chaque nombre scra au plus égal au
précédent, et I'on aura alors un groupe de p, intégrales, répondant a
la racine ¢, et se distinguant en A groupes partiels de Ia manitre
suivante :

20 groupes particls de =z -1 éléments.
AR ALY » % b
W= » 2 »
=2 » [ »

Les v intégrales G,(x), G,(x), ..., G,(@), qui composent un des
groupes partiels de v ¢léments, satisfont aux relations

Gy (i +w) =z Gy (1),
Gy +w)=0G(r) ¢ G,(r),
Gy +0) =Gy (x) e Gy(x),

G, (2 4+ w) =G,y (x) +¢& G, ().

Les nombres X sont, d’ailleurs, bien déterminés, d’apres 'énoncé
final du n° 2, et enticrement indépendants du systeme fondamental
Sila), fa(x), .., fulx) choist arbitraivement au début.

18. M. Casorali a montré récemment (') comroent, en précisant le
procédé de M. Hamburger, on peut énoncer les conclusions précédentes
sous une forme plus simple, que M. Stickelberger a obtenue par unc
autre voie. Il est possible de rattacher dircctement au déterminant A
et le nombre des groupes partiels, et le nombre des éléments qui com-
posent chacun d’eux. Il suffit pour cela d’utiliser convenablement la
notion des diviseurs élémentaires de M. Weierstrass.

Soit, en effet, [ Pexposant de la plus haute puissance de &, — & par

(1) Comptes rendus, t. XCIL, n™ 4 el 5.
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laquelle sont divisibles & la fois tous les déterminants mineurs
d’ordre 7, dans le déterminant A, auquel cas " =o0 et /=p,. On a

nécessairement v
~ I>U>0.. . > 100,

et, si I'on pose

l—l=w, I'—U'=w', ..., (0= [0-0=pl-2)  [0-D—= pi-1)

les nombres w, ¢, ", ..., w® " sont tous positifs. M. Weierstrass
appelle diviseurs élémentaires du déterminant A, -relatifs au fac-
teur ¢, — ¢, les puissances

(51— 2)% (= 2)"s ooy (=)0,
dont les 2 — ¢ dernieres, multipliées entre elles, donnent /.

Or les déterminants A et A, du n° 2 possedent les mémes diviseurs
élémentaires. La démonstration méme de M. Hamburger (1), relative
aux propriétés communes & ces deux déterminants, le fait voir. Cela
posé, M. Casorati établit que la conclusion de M. Hamburger revient a
la proposition suivante :

Soit ¢, une racine, d’ordre de multiplicité p.,, de I'équation fondamen-
tale A=o, et soit

) ) A—1
(g —2)™, (sr—2e)™, ..., (sl—a)“’( )

la suite des diviseurs élémentaires du déterminant A, relatifs au facteur
¢, —¢; le groupe des p., intégrales qui répondent a la racine c, donne
lieu a autant de groupes partiels qu’il y a de diviseurs dans la suite prece-
dente, et chaque groupe partiel contient un nombre d’éléments égal a
lexposant du diviseur qui lui correspond.

Par exemple, si2=r1, il y a un seul groupe partiel de p., éléments.
Sid=yp.,, il y a p, groupes partiels, chacun d’un élément.

19. En opérant comme ['a fait M. Hamburger dans sa recherche ana-
logue (*), on trouve sans peine la forme analytique des v intégrales’

(v) Journal de Crelle, t. 76, p. 115, 116 et 117.
(2) Journal de Crelle, t. 76, p. 122 et 123.
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uniformes G, (x), Gy(2), ..., Gy(x) qui composent un groupe partiel
de v éléments et qui satisfont aux conditions

Gi(x +o0)=G(2) +¢ G,(x) (¢=1,2,3,...,v).
Sil'on désigne par g(«) une expression de la forme @ (x) du n° {1,
g(r)=v(2) +zwy(x) + 22wy (x) +...+2 ' w,(x),

de degré v—1, =,(2) n’étant pas identiquement nul, on obtient les
expressions suivantes :

o2

G1 (1‘) - 5'11—1
Gy(z) == e =2

1
Gs(w) o E"l"s

g (),
=t g (@),

g (),

o, o

Gy () =7¢,8 g(2),

G, (z) =g(x),

3 g (=) représentant la différence d’ordre ¢ de g(«) pour l'accroisse-
ment o de , mais en changeant « en « + o, seulement en dehors des
coefficients = (x), ces coefficients restant invariables.

20. Je vais substituer au groupe partiel G,(x), G,(z), ..., G,(x)
un groupe partiel équivalent, de forme analytique plus commode dans
les applications, vu que chaque élément se dédaira du dernier par
simple dérivation.

Les conditions

Gi(e + ) =G (x) + 5 G (),
auxquelles satisfont les fonctions G(«), étant un cas particulier des
conditions du n° 6, :

Filz +o)=ey Fi(z) +enFo(z) . o2 Fiog (@) + < Fi(2),
auxquelles satisfaisaient les p. fonctions F(a), on voit déja (n° 6) que
G, () est de la forme

G(z)=g(z) = (x)+xo(2) +... 42 Vo (),

les fonctions w () étant périodiques de seconde espece, de méme mul-
tiplicateur ¢, ; en outre, la relation

P €/ i—1 &j—q, i~ « «E39 oy "
T =D —2).. 2.1 (we) -0 T
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du n° 6 montre que =,(x) n’est pas identiquement nul, car ici c,,
325 «+ s &y SODE égaux & I'unité. Nous retrouvons ainsi la forme de
.(2) mentionnée plus haut.

Mais raisonnons actuellement sur le groupe parnel G{2) comme on a

-aisonné au n° 14 sur le groupe des F(x); nous voyons que 'intégrale
G (2) T L. . - . \
“_)“".(7’*': ¢’est-d-dire la dérivée prise en considérant les coefficients = ()

o

G)

comme des constantes, est une combisnaison linéaire de G, (x), G, (x), ...,
(;‘,_j(bz . D’autre part, =,(2) n’est pas identiquement nul On peut done
(n°15), sans que le systeme total cesse d’étre fondamental, substituer
dv IG‘«,( T)

lv—l

au groupe partiel G, (), G,(x), ..., G,(2) le groupe partiel
02 G, () G, (.2)

S o e Gy(@).

C’est & ce nouveau groupe partiel que je donnerai spccxalement le
nom de sous-groupe. Il a ce caractere que ses éléments se déduisent
tous du dernier par dérivation. Si dans un ¢lément de ce sous-groupe
on change a en « -+, sa nouvelle valeur ne s’exprimera plus unique-
ment & 'aide de cet élément et du précédent, comme cela avait lieu
. pour les G(«), maisen fonction linéaire de cet élément et de tous les
précédents, par des formules faciles & écrire. A chacun des groupes
partiels obtenus plus haut, correspond un sous-groupe, et inversement.
La forme générale d’un sous-groupe de v éléments est

2

(.)‘;-1 ,L'}'(‘Z‘)

J.a—1

=1.2.3...(v—1)w (),

-t =1.2.3...(v —2) [m_ (&) + (v —1aw,(x)].

V=3 o ) " —_— N
d"{)fr(f—) :r.g.g...(v_:3)[15.,_2(.5) +(v——2);rm‘,_1(x)+(———”—(—'———2—x mv(;v)J,
g—i)(li)- = (x) +2xw3(x) +...+ (v —1r s (r),

gly=v(2)+ xo,(r)+22e(x)+. ..+ 2w, (1),

les fonctions w(«) étant périodiques de seconde espece, de méme mul-
“tiplicateur, la dernitre m, () n’étant pas identiquement nulle.
J'ai obtenu les sous-groupes en utilisant les considérations des n*s 14
et 13, qui me sont propres. Mais il est clair qu’on peut le: déduire des
Ann. de {'Ec. Normale 2¢ Sérvie. Tome X1I. — Mars 1882, . 11
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expressions trouvées au n° 19 pour les éléments d’un groupe partiel. Il
suffit de remarquer que d'g() est une combinaison linéaire des é-

o dig(a) o g(x)  0lg(a),
rivees Dz > Dz ) ) -———-—-——()xv_l

21. Je termine ce sujet par une remarque concernant une intégrale

de la forme

(&) +x by () + 224y (2) +. o+ 2 (),
les fonctions ¢( ) étant périodiques de seconde espece de méme mullti-
plicateur .

Cette intégrale est forcément (n° 412) une combinaison linéaire des
éléments des sous-groupes qui répondent a la racine ¢ de I'équation
fondamentale A = o. Mais je'dis qu’elle contiendra tout au plus ceux de
ces éléments ow le plus haut exposant de x est inférieur a i, c’est-c-dire
les © premuers éléments de chaque sous-groupe, tels que

rig(x)y Pgla) r-ig(a)
veny, 0T
ot 0z 2 Q!

Si, en effet, elle contenait d’autres éléments, soient

T (@) + 2w () +. 2T ey (2),

wy(2) + 2wy (z) +. . A 2w, (),
ceux de ces derniers ot le plus haut exposant de x est le plus grand.
On aurait, en identifiant,

e () 4+ Comy iy () +. . o= 0,
ce qui est impossible, car aucune des fonctions o, ; (), &, 1i(2), ...,
qui terminentles éléments des sous-groupes, n’est identiquement nulle,
et de plus ces fonctions sont linéairement indépendantes, puisqu’elles
sont, & des facteurs constants pres, des éléments des sous-groupes.

VII. — Conclusions.

22. Nous avons reconnu (n° 4) que :

L’équation dyférentielle P (y) = o admet toujours comme intégrale au
moins une fonction périodique de seconde espéce.
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Nous avons méme constaté que :

P =0 admet comme intégrales linéairement indépendantes aw moins
autant de fonctions périodiques de seconde espéce que I’ équation fonda-
mentales a de racines distinctes, c'est-a-dire qu’il y a de groupes .

St, en particulier, I’équation fondamentale n’a que des racines simples,
P =0 admet m solutions périodiques de seconde espéce distinctes.

1l est facile d’évaluer exactement, et dans tous les cas, le nombre des
intégrales distinctesqui sont périodiques de seconde espece.

Si je cousidere les 7 intégrales qui composent "ensemble des sous-
groupes répondant aux diverses racines de I’équation fondamentale
A=o, jobserve que, parmi elles, les premieres de chaque sous-groupe
et celles-la seulement sont des fonctions périodiques de seconde es-
pece. On peut donc conclure déjh que P=o admet comme solutions
distincles au moins autant de fonctions périodiques de seconde espece
qu’il y a de sous-groupes. ,

Je dis maintenant que P=o0 n’en admet pas davantage. Soient en
effet  le nombre total des sous-groupes, et v, y., ..., ys les premiers
éléments de chacun d’eux. Une intégrale périodique de seconde espece
est forcément (n° 21) une combinaison linéaire dey,, ¥., ..., ya tout
au plus. Or, avec 3 quantités, on ne peut former plus de # combinai-
sons linéaires distinctes; done il n’existe pas plus de £ intégrales pério-
diques linéairement indépendantes.

D’ol cette proposition :

L’ équation P= o admet comme intégrales distinctes exactement autant
de fonctions périodiques de seconde espéce qu’il existe de sous-groupes.

Supposons que la racine ¢, de A=o0 annule tous les délerminants
mineurs de A jusqu’a I'ordre X exclusivement; a cette racine corres-
pondent alors (n® 17) X sous-groupes. D’ol cet énoncé, équivalent au
précédent :

Sotent ey, ¢y ..., ¢, les n racines distinctes de ['équation fondamentale
A=o0; st ); désigne l'ordre a partir duquel les déterminants mineurs de A
cessent d’étre tous nuls pour =, =z;, la somme k, + X, +...+ 2%, est le
nombre exact des fonctions périodiques de seconde espéce, lincairement
indépendanies, qui satisfont a P=o.
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23. On déduit dela que:

Pour que P = o admette comme intégrales distinctes m fonctions pério-
diques de seconde espece, Ul fuut et il Suf/ ¢t qu’tl existe m sous-groupes.

QOu encore :

Pour que P = o admetie comme intégrales distinctes m fonctions pério-
diques de scconde espe‘cp, i faut et il suffit que chaque racine de A=o
annule tous les mineurs de A jusqu'a Uordre égal au degré de mulllp/l-
cité de cette racine exclusivement.

Les mémes propositions s’énoncent aussi simplement a Paide des
diviseurs élémentaires de M. Weicrstrass.

24. Les multiplicateurs des solutions périodiques sont les racines de
Iéquation fondamentale.

Une ou plusieurs de ces racines pouvant élre égales i 1"unité, il peut
y avoir des solutions périodiques de premitre espece.

Sia chacune des racinese,, ¢,, ..., ¢, de P'équation fondamentale cor-
respond un seul sous-groupe, c¢’est-b-dire si le nombre des sous-groupes
est égal au nombre des groupes ©, c'est-a-dirc encore (n° 17), si
M=}, =...=X%,=1,les solutions périodiques, qui sontalors au nomhre
de n, ontdes multiplicateurs distinets, égaux respectivement d ¢y, ey, ...,
¢,. Sinon, plusieurssolations périodiques auront méme multiplicateur.
La condition pour qu’elles aient toutes le méme serait que I'équation
fondamentale el toutes ses racines égales entre elles. En.particulier :

Pour que P= o0 admette comme intégrales distinctes m fonctions pério-
diques de premiére espéce, il faut et il suffit que les éléments du déterma-
nant A soient tous nuls pour e= 1.

25. L’équation P = o ayant 2, 42,4+ ...+ }, solutions périodiques
de seconde espice distincles, et n’en ayant pas davantage, admet
m — (A + X+ ...+ %,) solutions distinctes non périodiques, et, dans
tout systeme fondamental d’intégrales, il y en a au moins ce nombre.
Sil’on considere le systeme fondamental que constituent les éléments
de tous les sous-groupes, on voit que les solutions non périodigues,
dans ce systéme, aw nombre de m — (), + dy+ ...+ 2L,), affectent la
forme de polynémes eniiers en x, ayant pour coefficients des fonctions
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périodiques de seconde espéce. Dans chaque polynéme, les coefficients

periodigues ont le méme multiplicateur, qui est d’aitleurs une racine de
l’équation fondamentale.

26. Observons enfin que les fonctions périodiques de seconde espece
s’expriment a 'aide des fonctions de premigre.
Soit, en effet, 7(x) une fonction uniforme, telle que

F(z+ow)=:F(x).

loge
Posons < = ¢*" et prenons pour 7 une quelconque des.valeurs de —>--

La fonction e ™ F(x) admet évidemment la période . Si je la désigne

par G(x), on a
F(x)=rcre0(x),

et, par conséquent :

Une fonction uniforme, périodique de seconde espeécee, de période w et
cle multiplicateur ¢, est dela forme €% 0 (x), r désignant une quelconque

logz . . e g
des valeurs de —== et 6(x) une fonction uniforme, périodique de pre-
micre espece, de periode o).
Pour deux fonctions périodiques de seconde espece, & méme période
et & méme multiplicateur, les deux quantités » différeront ou de zéro

ou d'un multiple de O—U-: y—1; siles multiplicateurs sont distincts, la

« o . . . . 27T T
différence des quantités r ne sera ni nulle, ni un multiple de — y—1.

De la les conséquences suivantes :

S¢ I’¢quation jondamentale n’a que des racines simples, les €léments
du systéme S sont de la _forme

eir0(z) (i=1,2,3, ..., m),
les différences mutuelles des quantités r; ne pouvant étre ni nulles, ni un

multiple de %; V—1.

Si I’équation fondamentale a des racines multiples, les p. éléments du
systéme S qui composent le groupe ® répondant a la racine ¢ = ¢
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d’ordre p. sont de la forme

et 0y (x),
e [0yy(2) + 2 930(2) ],
e [05,(2) + 2 055(2) + 22 035(x) |,

e [0uy( @) + 2 0p(2) + 22 Op(2) +. . 4= 2# () ],

les différences mutuelles des quantitésr,, rs, ..., r,, relatives aux diffé-

. . . 27
rents groupes, ne poupant étre ni nulles, ni un multiple de = V—r1.

Les fonctions périodiques ((x), appartenant a un méme groupe, sont
d’ atlleurs des combinaisons lindaires de celles d’entre elles dont le sccond
indice est 'unité, et en particulier G,,(x), Ggo(2)s «.., Oyu(x) ne différent
muituellement que par des _facteurs constants.

Les éléments qui constituent un sous-groupe de v éléments, déduit du
groupe ®, seront de la forme

v—1 o (
P L s e,

dx»—1 X
(l:ﬁ(:,f-z =1.2.3...(v—2) e [0, (&) + (v—1)20(2)],
da?
dg () . . :
s =e*[0(2) +2x0(2) +. ..+ (v —1)x20,(x)],
g(x) = [0(2) + 2 0y(2) + 22 05(2) 4. ..~ 27 0 () |,

la fonction periodique 6.(x) n’étant pas identiquement nulle.

VIII. — Cas ou P(y)=o est & coefficients constants.

27. Lorsque les coefficients p,, p., ..., p,, de I'équation différen-
tielle proposée sont des constantes, ils peuvent étre considérés comme
périodiques, de période arbitraire. De la la possibilité de retrouver,
par les considérations précédentes, la forme analytique des solutions,
bien connue dans ce cas. Pour y arriver, on peut suivre différentes
voies. -

Soit » une quanlité quelconque. Regardons p,, pas ..., P, cCOMmMe
périodiques, de période w. Je me bornerai i examiner le cas ol
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I'équation fondamentale A == o, relative a la période w, n’a que des
racines simples ¢, €y« vs Ene

P = o admel alors comme intégrales distinctes 7 fonctions pério-
diques de seconde espeéce, de période w et de multiplicateurs respec-
tifs ¢, 2, ..., ¢,. Désignons par F(z) 'une d’elles, telle que

F(z+o)=:F(2).

Les coefficients constants p pouvant étre considérés comme possédant
aussi les périodes quelconques w’, w”, ..., les fonctions F(x + '),
F(x + "), ... sont aussi des intégrales. Or on a

Flz+o+w)=:F(az+o), Flrt+o +o)=:F(zr+w"),

Ces intégrales prennent donc le méme multiplicateur = que F(z ),
lorsqu’on y change x en @ + ». Dol (n° 12) les égalités

Fle+o)=:IF(zx), Flr ro")=<F(x), ...,

4 ”

¢/, ¢, ... étant des conslantes; et, par conséquent, lafonction F(z) est
périodique de seconde espece a période arbitraire. Elle est done de la
forme

«

F(x)=Cew,
C et p désignant des’constantes. A cause de
F(z +w)=:F(2),
on aura
eRN=—z¢,

logz

c’est-d-dire que p est une des valeurs de

Sidone 'équation A = o n’a que des racines simples, P = o admet
m solutions distinctes de la forme

e?l”, ePa~7“, ey e€m1‘7

les différences mutuelles des quantités p ne pouvant étre ni nulles, ni
un multiple de % V—r.

Les fonctions périodiques désignées par 0(x) au n° 26 sont ici de
Qhmr  p—

la forme Ce
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On sait que les quantités p sont les racines de I’équation algéhrique
P PR T e P P P =0,

qu'on appelle ordinairement 1'équation caractéristique. On voit done
que I'équation caractéristique a pour racines les logarithmes, divisés
par o, des racines de I’équation fondamentale relative d la période .

Dans le cas considéré, ot A = o n’a que des racines simples, 'équa-
tion caractéristique a aussi ses racines distinctes. Mais cette derniére
peut n’avoirque des racines simples, A = o ayant des racines multiples.
C’est ce qui a lieu lorsque, parmi les différences mutuelles des racines

’ . . PR . . . 27T ST
de I'équation caractéristique, il y a des multiples entiers de — v/ —1.

Dans ce travail, j’ai considéré une équation différentielle linéaire,
homogene, P = o, a coeflicients uniformes, et admettant une période o,
Pintégrale générale étant supposée uniforme. Jai obtenu la forme
analytique des solutions. Les équations & coeflicients constants ren-
trant dans le type P = o, on peut retrouver par cette voie les expres-
sions connues de leurs intégrales. I”équation de Lamé, qu’onl mise en
lumicre les profondes recherches de M. Hermite, et, en général, la
classe importante des équations i coefficients doublement périodiques,
réccmment étudiéespar M. Picard, rentrent aussi dans le type P = o, et
constituent le cas intermédiaire entre le cas des coefficients & unc
seule période et celui des coefficients constants. Ces ¢qualions pos-
sédent donc un systeme fondamental d’intégrales tel que S, et la ques-
tion de délerminer la forme de leurs solutions revient & trouver la
forme plus particuliere qu’affectent les fonctions périodiques désignées
par &(x), lorsque les coefficients p admetient une seconde période o'.
Posé dans ces termes, le probleme a une solution facile, que je me
propose d’exposer ultérieurement.



