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SUR UNE CLASSE

D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES
LINEAIRES BINOMES

A COEFFICIENTS ALGEBRIQUES (1),

Par M. P. APPELL,

MAITRE DE CONFERENCES A L'ECOLE NORMALE.

Dans ce Mémoire, je m’occupe des équations différentielles linéaires
de la forme

dks
(A) T = v (2, y)5,

ol &(x,y) est une fonction rationnelle de x et y, la variable y étant
liée & « par une équation algébrique

(B) F(z,y)=o.

Jindique le moyen de reconnaitre si I’équation (A) admet une inté-
grale de la forme

(C) Pe— gf‘?(l‘d‘)dﬂ'é

o(x, y) étant une fonction rationnelle de « ety, et de trouver cette in-
tégrale si elle existe
Jexamine plus particulierement le cas de £ = 2
d*z
(D) 2 = @) 5

dx®

(*) Mémoire présenté & I’Académie des Sciences dans la séance du 20 janvier 1882.
Ann. de I'Ec. Normale. 2¢ Série. Tome XII — Jaxvier 1883, 2
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toute équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients
rationnels en x et y
d’

(E) T al@y) T+ a@y)u=o,

©, et 9, étant des fonctions rationnelles, peut, comme il est connu, étre
ramenée & la forme (D) par la substitution

1 N
L Tylalwydxe
u=ze 5

et, si I'équation (E) admet une intégrale de la forme (C), il en est de
méme de I’équation (D), et réciproquement.

T'étudie plus spécialement les cas dans lesquels le genre p de I'équa-
tion (B) est égal & zéro ou a l'unité.

1. Soit d’abord une équation différentielle linéaire du second ordre

de la forme (')
Ay

(1) Tz =y ¥(@),
¢(2) étant une fonction rationnelle de . Voici comment on peut re-
connaitre si cette équation admet une intégrale de la forme

(2) y:_—:ef?(x)d“‘,

oll ¢(x) est rationnel, et trouver cette intégrale si elle existe.

On peut toujours ramener 1’équation (1)  une autre de méme forme,
dans laquelle le point o est un péle ou un point ordinaire de I'inté-
grale. En effet, soit # = @, une valeur qui ne rende pas infinie la fonc-
tion ¢ (2); Péquation (1) admet, dans le voisinage de cette valeur ,,
un systeme fondamental d’intégrales holomorphes

yl fand \0+ 7\1(65'——'1:0)“}‘ )xtz(x—xo)z"‘l"‘. ey
Yo = o+ (& — Zg) + o (2 — Zp)* 4. . ..

Cela posé, faisons, dans I’équation (1),

2

~ln

1
x——xo:_-—z, y=

() Toute équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients rationnels peut
étre ramenée a celte forme. ,
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elle devient
) d’s s ‘ I)
(3) ar *FqJ(x""'z:_,’

équation qui, dans le voisinage du point = , admet le systeme fon-
damental d’intégrales

|

(4) | 1
( ly2:(L0t+(J.l+gJ.2;+...;

I
125‘)'1:105‘*—)\1‘*‘12;“"'-“;

[A)

0

2.

I'intégrale générale
5=y g Ky 3y == (fey ko hea o) &+ (Kl Fappg) =+ (K hg = atis) ti ...

devient done, au point ¢ = « , infinie du premier ordre, et il existe une

intégrale particuliére qui reste finie pour £ = oo, & savoir celle que I’on
obtient en déterminant les constantes arbitraires £, et £, par la condi-

tion
kyhg~+ Koy = 0.

Mais il ne peut pas arriver que cette intégrale particuliére s’annule pour
t =, car il faudrait pour cela

kyhvi+kopy=o,
et alors I'intégrale particuliere

Y=kt ks
de I'équation (1) s’annulerait, ainsi que sa dérivée premiere au point
x =, ce qui est impossible.

Remarquons, en outre, que, si I’équation (1) admet une intégrale de

la forme (2), I'équation (3) admet une intégrale de la méme forme

Y S i At )

el, de plus, pour z= oo, cette intégrale devient infinie ou reste finie
Posons, pour abréger,

1

I
R —

5 (w0 1) =700,

S o=
)
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nous aurons une équation

A3 i
(3) 2z =3/,
admettant, dans le voisinage de =0, un systeme fondamental de la
forme (4); et il s’agit de chercher si cette équation admet une intégrale
de la forme

(6) 5= efsd

S(t) et =(¢) étant rationnels.

2. Si I’équation (5) admet une intégrale de la forme (6), il faut
d’abord w(= ) =o0; car, sans cela, le point £ = serait pour z un
point singulier essentiel, ce qui n’est pas, d’apres la forme (4) du
systeme fondamental dans le voisinage de ce point.

Soienta, b, ¢, ..., {les infinisde w(?); «, B, ..., 1 les ordres res-
p'ectifs de ces infinis. La fonction = (¢) peut se mettre sous la forme

B mo=3 [ e R e )

la somme étant étendue a tous les poles. Pour ¢ =, la fonction
el ™04t devient infinie comme

[AFB L + Ly
’

donce, d’apres les remarques faites précédemment sur I'intégrale génc-
rale s = £,3, + k,3,, on a

(8) A+B,+...+~L=1 ou =o.

Pour que
5= ej'z:x(t) dt

soit une intégrale de I’équation (5), il faut et il suffit que I’on ait
de

— 2 —_—

(9) St) ="+ —
Done il fant déja que f(» ) = o, ce qui a lieu; car f(2) = ;7 n}z(xo—;— %)
et (@) est fini. Voyons maintenant de quelle forme est le développe-
ment de =* + %z—}dans le voisinage d’un infini z=a. On a dans le
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domaine de ce point

. A,, -Aﬂ—l .’X] ) .
w(t) = G—ayr -+ T—a)y e — +Py+Pi(t—a)+...;
done
(1) — Az 2A. A, Al +2AA
* (‘)——(t———a)z“ (t-—-a)g“—‘ : (t—a)“"z
) 2 A A +2AA, ... 2A,Py+2A A +... N
(¢t — a)++1 (t-—a) .
do %Ay (z—1)Asy A, s
di —  (t—a)y1  ({—a)" e (t—a-)'3+ll+'”'
Par conséquent
a3 dTJ o : 1"\2 - 2:\qf\u~l B 4‘\3,_.1-'— 2:\4.“\1__2 )
T @ T i=a T t—apt C—ayp— T
C2 A A+ 2 GAL L — 2 A,
e ([__a)u'*—l
2A P2 A A ... —(2—1) A,
+ -]
(t—a)*

P e neut se réduire
= 1e peut se réduire
C M 9 dm ye e .
avec aucun autre. Il faut que, si f(¢) = 5*+ — admet Vinfini @ a4 un
dt

degré supérieur a 2,

Supposons d’abord « > 1; alors le terme

J— ku.' /l.r/.'—l /fl - -
Sty = =z + T—a) e T +ho+ Kyt —a)+...,

« soit pair, o'= 2«3 alors, en comparant cette expression de f(¢) &
celle de w2 + 22,
dt
( ) ‘ A= kza) 2 A, Aa‘—-lz /('2,;_.“ .A%‘_l -+ 2 AmAa_Ag':—‘/i'.“_g,
10 )
( 2A  Aut+ 2 A0 Au s ..o — 2 Ay = gy,
ce qui donne « équations déterminant les coefficients

A1, Ag, “e ey .‘\a.

Comme A, a deux déterminations == %, et que les relations (10)
donnent tous les autres coefficients Ay, Ages, ..., A, par des équa-
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tions du premier degré, on obtient, pour A, A,, ..., A4 deux systemes

de valeurs :
A, AL, o, Al

" n "
AL, AL, L, AL

On fera cette méme détermination pour tous les infinis de f(z) d’ordre
supérieur a 2. :
Soit maintenant & = 1, ¢’est-a-dire supposons

m(t):t—ﬁ—‘—d+[’o+P1(t——a)+...;

alors
do _ At— A, 2APy
dt — (t—a):  t—a

2

w2 +....

En écartant d’abord le cas de A, =1, on voit que l'infini t=a sl
double dans f( ); done, si -
kq fy

SO = e e

w{¢) admet Uinfini simple z=a, et le résidu correspondant A, est
donné par 'équation
Al —A =k,
relatlon qui fournit deux valeurs pour A,, quc nous désignerons par
et A7,
Mals, si 'on suppose A, =1, le terme en -(t—_'——3 disparait dans

s
»*+ — et il pourrait arriver, en outre, que Py = o: alors 'infini ¢ = «

dt
n’appariiendrait plus & f(z). Il y a done deux cas possibles : ou bien

f(zfz admet U'infini = a au premier degré, ou bien f(z) n’admet plus
Uinfini a.

3. En résumé, pour qu’il y ait une intégrale de la forme e/7® 4, i
faut d’abord que tous les infinis de /() soient d’ordre pair, excepté
certains d’entre eux qui peuvent étre du premier ordre. Si a est un
infini de f(z) d’ordre 22, =(t) devient infini en ce point comme

Al Al A

t—-a+(t—a)2 —F—...—i—z—t':;);
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ou comme
Al A

AL P I
s

t—a ' (t—a)

soit » le nombre de ces infinis. Si @ est un infini du premier ordre
. . . . I, "
de f(2), =(¢) devient infini en ce point comme ——; soit n’ le nombre

de ces infinis. Enfin = (¢) peut devenir infini du premier ordre en n”
points autres que les infinis de f(z). Ces infinis ont tous le résidu r.
Les nombres n et n’ sont connus; n” est inconnu. D’apres Ia condi-
tion (8), on doit avoir

(8 SA+#+n"=o0 ou =1.

La somme S A, a 2" déterminations distinctes, puisque chacune des
n quantités A, a deux valeurs A et A’. A cause de la relation (8'),
il faut exclure de toutes ces déterminations celles pour lesquelles

EA +n—1

r’est pas un entier négatif ou nul. S’il faut exclure toutes les détermi-
nations des quantités A,, I'équation n’admet pas d’intégrale de la
forme considérée. S'il y a des déterminations satisfaisant a la condition
2A,+n'— 1= un entier négatif ou nul, on déterminera »” par la
relation (8’) qui donne, en général, deux valeurs pour »”, excepté
dans le cas o SA, + n'— 1= o0; alors n”= 0. On formera ensuite les
fonctions =(z) correspondantes en nombre fini contenant »” fractions

simples
I

t— u, + L — u, Hee t— twyn
les quantités u; étant indéterminées; et 'on essayera chacune de ces
fonctions w(z) pour vérifier I’équation

., do .,

~

Si I'une d’elles vérifie cette équation, I'équation différenticlle (5)

admet pour intégrale
5= efa(t)(lt.
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%. Exemple. — Soit ’équation

d’y _ 3x*—18x +19
dz* —  h(1 —ax)

Le coefficient de y reste fini pour 2 = o; faisons

l'_zﬁ _)’: Z‘a
I’équation devient
‘ d’s 5 1962—18¢t+ 3
der — e(t—i1)t 4
Dans le cas actuel
o 19t2—18£+?;_ 1 3 3
Sy = E—1) _(t-—l)"+(t—')“ +"'+4 AL

J(t) ayant tous ses infinis d’ordre pair, il n’est pas impossible qu’il v
ait une intégrale de la forme

5= el=nde,

w(¢) élant rationnel. Cette fonction = (¢) devra admettre 'infini ¢ = 1
au second ordre, et #=o0 au premier; elle pourra avoir, en outre,
n” infinis du premier ordre de résidu 1. Dans le voisinage de ¢ =1,

A, A
w(t)= L 2+([——11)+v‘“;

(¢—1)
donc
Al=1, 2A,(A;—1)=3,

ce qui donne deux systemes de valeurs

-
B
A, =, A;:;,

Ay=—1, A"lz——%;
dans le voisinage de t=o
w(t):%—i— H
done
B:—B;,= —2;



SUR UNE CLASSE D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES BINOMES, ETC. 17

ce qui donne deux valeurs

D’apres la relation (87), il faut
A;+B,+n"=1 ou = o,

car ici »’, nombre des infinis du premier ordre de f(¢), est nul. Done
A, + B, --1 doit étrec un nombre entier négatif ou nul. Or on a

Al+Bi—1=1,
Al+B,—1=—2,
A, +B,—1=3,
Al+B,—1=o.

Les seules combinaisons possibles sont done

Al B, =1 ou n'=2,
et
Aj, B}, n"=o.

Cette derniere étant la plus simple, essayons la fonction correspon-

dante
Al Al B P ! 31
w(t) —l-([__l)ﬂ—i-—t—__———————ﬂ—}—— .

T t—1

On vérifie facilement que

dw . .
m‘ +w —f(‘)a

. ; 3 —
donc on a I'intégrale z = /"0 = /——¢'~".

5. Je vais maintenant appliquer la méthode précédente a la solution
d’une question plus générale.

Soit F(«,y) = o une équation algébrique entre = et y; ¢l soit
y(a,y) une fonction rationnelle de = et y; je considere une équation
différentielle de la forme

d*z
(1r) P =sd(z,y),

4nn., de I'Ec. Normale. 2* Série. Tome XII. — JANVIER 1883. 3
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(8’7

1
et je me propose de chercher si cette équation admet une intégrale s
de la forme

(12) s=elstnnds,

ol o(2, y) est rationnel en z et y. Je suppose que la courbe F(z, y)=o0
est du degré m et du genre p > o ('), et que tous les points critiques
soient du second ordre, ¢’est-d-dire qu’il n’y ait que des points ol deux
racines seulement deviennent égales. On sait que 'on peut, par une
~ substitution rationnelle, ramener le cas général & ce cas particulier.

Comme précédemment, nous transformerons d’abord I’équation (11)
en une auire de méme forme dans laquelle le point oo svit un pole ou
un point ordinaire pour les 7z branches de la fonction intégrale. Pour
cela désignons par 2 = , un point quine soit ni un point critique de
la fonction algébrique y de 2, ni un infini de ¢(, y); et soient

Yo1s Yo2s « -5 Yom
les m valeurs de y correspondant 3 = x,. Faisons dans I'équation (11)

1 1
x:x0+«-£, y:'E—) L=

AN RTay
.

celte équation devient
(13) , — =

avec

et dans cette nouvelle équation (x3) le point £ = o est un péle ou un
point ordinaire, pour les 7 branches de la fonction intégrale. En effet,
dans le voisinage de « = «,, une des valeurs y; de y est de 14 form

] .

yi:yoi"*’)\li(x_"xo) +)“3i(x'—x0)2+"' (i:l,Q, . --7m);

et, si I'on remplace dans 'équation (r1) y par ce développement y,,

(1) Le cas de p = o se raméne immédiatement au probléme traité précédemment; il suffit
pour cela de remplacer dans (11) « et y par leurs expressions en fonction rationnelle d’un
paramefre.
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on a dans le voisinage de = x, un systeme fondamental d’intégrales
de la forme

S = Poi+ P1i(Z — o) + pai(@ —20) ... )

. - ({=1,2,...,m).
:ig—_—voi-i—v”(x——xo) —l—Vgi(x—'&ro)“—i‘... )

Dans I'intégrale générale

si=kusu—+ kizs,

on peut déterminer les constantes arbitraires £;, et £, de facon que z;

. . ds; ,
devienne nul pour @ =w,; mais alors —— ne peut pas s’annuler pour

x = x,, car autrement, d’apres ’équation différentielle, toutes les dé-
rivées de z; s’annuleraient pour cetle valeur.

Si ’on passe aux variables &, =, &, on voit que, dans le voisinage
de £ ==, v a m valeurs distinctes de la forme

S,

Y| =

ro
T = Yoi& —+ hyi+ Ay Y
et le systeme fondamental d’intégrales correspondantes est

‘9

- I 1

L = &5y = ol + Pau + Pas 3 -+ g B -+ .-
e 1 I

Cin == &5 == vps& V11 ~+ Vay 3 Vi B e

d’ott il résulte qu’une intégrale quelconque
G=FknCu+knlsn

est infinie du premier ordre pour £ = ou reste finie, mais ne peut
pas s’annuler pour £ = .

De plus, il est évident que, si I'équation (r1) admet une intégrale
de la forme (12), Péquation (13) admettra une intégrale de la forme

c: efu(E,'q) dE,

ol (%, n) est une fonction rationnelle
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et réciproquement. Faisant alors

f(im)=glzt?<xo+£1, §>,
I

(}(5,-:.)=F<zo+§, g)

et remplagant, pour plus de commodité, les lettres &, v, § par x, y, 3,
on a une équation différentielle

(13) dx;::/'(x,y)

avece

et une intégrale quelconque de 'équation (15) est, pouraw ==, in-
finie du premier ordre ou finie, mais jamais nulle. Il s’agit alors de
chercher si cette équation (15) admet une intégrale de la forme

(16) 5= elvx,y)dz,

et, si une pareille intégrale existe, de la trouver. Pour cela, nous em-
ploierons une méthode analogue & la précédente, en nous rappelant
qu’une fonction rationnelle =(x, y) de x el y est délerminée quand on
connait sa valeur en un point, ses infinis et la facon dont elle y devient
infinie.

L’expression analytique d’une fonction rationnelle déterminée de
cette facon est fournie par la formule de Roch, analogue & la for-
mule de décomposition des fractions rationnelles en {ractions simples.
(Voir Journal de Crelle, t. 84, p. 294 ; Letire de M. Lindemann a4 M. Her-

mite.)

6. Remarquons d’abord que, si ’équation (15) admet une intégrale
telle que (16), toutes les déterminations de =(x,y) doivent s’annuler
pour & = oo, car autrement le point « serait un point singulier essen-
tiel pour une des branches de l'intégrale z, ce qui n’est pas. Soit alors

hy Ry hig .
(17) m(x,yi)zj-}——x—’zl—}—x—‘;—}-... (E=1,2,...,m)
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une des branches de = (x,y) dans le voisinage dex = ; ona
s—=elm@,y)de — ghip x* 2% e
et, comme z est infini du premier ordre ou fini, on a
hiy=1 oubien ;=0 (i=1,2,...,m).
Désignons par N le nombre des quantités 4; qui sont égales:a 1:

0SN Sm.

7. Pour que I'équation (15) ait une intégrale de la forme (16), il faut
et il suffit que
) dw(x, v .
(18) wt (2, ) + T =y, ),
Soit x = a, y= b un pole de = (=, y) distinct d’un‘point critique;
on a, dans le voisinage de ce point analytique,
oy — A Auy
m(zy)= (x — a)= - (z— a)*!

+...+ —A—‘- +Py+Pi(x—a)+....
r—a

On voit, comme précédemment, que si & > 1, f(2,y) admet le méme
infini x = ¢, y = b au degré 24, et, si 'on fait,

N fese - Kary
Sz, y) = (7 —a)> -+ (@ —a)=! ++m RAEERY)

Ay, Ay, ..., A, sont fournis par les équations (10), qui donnent deux.

systemes de valeurs
Al Ay - Ay

" " "
AL AL, L., AL

Sia=1etsi A, est différent de 1, f{=, y) admet l'infini @ au second
degré, et, en supposant

ky ky
5 -+ .,
—a)?  x—a

on a
.A% -_ A.1 = kz,

équation qui donne deux valeurs A, et A’ pour A,. Appelons n le
nombre des infinis de I'espece précédente dans f{x, y), ¢'est-a-dire le



22 P. APPELL.

nombre des infinis d’ordre pair qui ne coincident pas avec un point
critique. Ce nombre n est connu, puisque f{x,y) est donné.

Mais, si'on suppose « = 1, A, = 1,2 = a n’est plus un infini que du
premier ordre de f{z, y), et si, en oulre, Py= o, f(@, y) n’admet plus
I'infini @. Appelons n’le nombre des infinis du premier ordre de f(2, y)
ne coincidant avec aucun point ceritique; ces infinis proviennent d’infi-
nis du premier ordre de =(x,y) A résidu 1. Le nombre n’ est connu.
Enfin appelons »” le nombre des infinis du premier ordre de = (x,y)
ayant pour résidu 1, ne coincidant avec aucun point critique et n’appar-
tenant pas a f(«,y). Ce nombre »” n’est pas connu actuellement.

-

. w . . .
8. Cherchons maintenant comment —— —+ w* devient infinl dans le

voisinage d’un point critique x = ,, ¥ =y, ; nous dirons qu'une fonec-
tion devient infinie d’ordre % au point (x =wx,, y =y,) si le produit de
cette fonction par (& — 2,)* tend vers une limite différente de zéro
quand le point analytique (x, y) tend vers (z,,y, ).

Supposons que, au point (x = x,, y =y,), »(x,y) devienne infini

o .
d’ordre = « entier.

(2, y)= Ce .+ ozt a1 T
(-7""‘“'1)_2 (‘”"‘11)—2‘
M 1
T Q= Qu(r — ) ..
(x—xl)é
on a
dw o — C2 N 2C,Coey C2_ 1+ 2C,C,.»
dz (z — ;) 21 (x — xq)*!

(z—z) 2

2(CaCy Coey Ca4...)— i;_ C.

+ 3
(‘95""5'71)5.H
Ca— 1
2(CeCy+Coey Co+...)— - Coeyg
“+ = doui
~ (x —2) 2

~—— ne peul se réduire avec

Soit #abord «> 2; alors le terme —=—
. (2—ay)
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aucun autre; donc déjd, si f(a,y) devient infini en un point eritique
d’ordre plus grand que 2, cet ordre est nécessairement un entier «; ef,
. sil'on suppose

» Kya Kyay ) Feasy
j(r’vy):(x—xl)‘ a1 e T
(z—2z) * (2 —zy) *
on a
[ C2=rlsa,

2 C.;C,,_l == k2u—-1,

2—1 -+ 2 CaCa-.g = /i'ga-—g,

(19) ' .... .................. ) )
2 (CaCst Cant Cot- o) — 2 Co= hiasa,

! 2((311{11’4.—(:“—102"*‘- . -)’—

Coey=Fur1,

ce qui donne « équations déterminant les coefficients C,, C,, ..., C,.
Comme C, a deux déterminations == yk,, et que les relations (19)
donunent tous les autres coefficients Co_y, Cys, ..., G, par des équations
du premier degré, on obtient pour C,, C,, ..., C, deux systemes de
valeurs :

¢, C,, ..., C,

ch Gy, oy, G
On fera cette détermination pour tous les infinis de /(x, y) d'ordre
supérieur 4 2 coincidant avec des points critiques.

Soit maintenant ¢ = 2; alors '

C :
w(z,y)= -+ 7 +Qo+Qu(z—2)* +. ..,

T = &=z

3
(z —2)? ’

42 2,0, + C} +2Q1‘:2+90001+%Qt N
x — @, t

/ o (lm A:::—Cg QC[CQ'—%CL
sm_+ )

i

(2 —ay)

Si G, est différent de 1, f(@,y) =& + % admet I'infini 2, au’second
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ordre; et, en supposant

on a

relations qui donnent, pour C, et C,, deux couples de valeurs C;, C, et
G, C,. '

Supposons maintenant C,=1, C,Z0; alors f(a,y) est infini
d’ordre 2. Mais, si I'on a C,=o, C,Zo, f(x,)y) est encore infini
d’ordre 1. Donc, si

k k
fl@y)= —m =2
(2 —z4)? !
on a c
w(x,y)= C, + ! T+
_—‘Z‘ =
! (z — 2,)*
et

d’oll deux systemes de valeurs, pour C, et G,,
Cl=—2k;, C,=o0

et
C\=2k, C=1.

Appelons ¢ le nombre des infinis de f(x,y) coincidant avee des
points critiques et d’ordre supérieur ou égal & 3; ce nombre ¢ est
connu. A chacun de ces points correspondent deux systemes de valeurs
pour les constantes C,, C,, ..., Cq; ce qui fait en tout 27 groupes de
valeurs pour I'ensemble de'ces constantes.

10

Il peut arriver que le développement (20) de w* + —Z—w soit infini du

premier ordre ; cela aura lieu si
szla Ci=o, QOZO;

et alors seulement. Donc, si f(«,y) devient infini du premier ordre



SUR UNE CLASSE D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES BINOMES, ETC. 25

en un point eritique # = x,, on a, dans le voisinage de ce point,

1

1
(21) w(x,y) = + Qo+ Qulz— ) +.. ..

X — &y
Désignons par ¢’ le nombre des infinis du premier ordre de f(a,»"
coincidant avec des points critiques; ce nombre ¢’ est connu.
. o ds .. . a -
I peut encore arriver que =* + 7 soit infini d’ordre 3; et cela peut
arriver de deux facons : ou bien en faisant

ou bien

Dans le premier cas, m(a, y) admet 'infini 2, du premier ordre avec
le résidu 1 :

P
(22) w(zr,y)= +Qx—ax) ...

€X — Xy
dans le second cas, = (x, y) n’admet pas U'infini = «,. Appelons ¢” le
nombre des points critiques ol f(, y) devient infini d’ordre §; ¢” est
connu. Ces ¢” infinis de f(z,y) proviennent de ¢ points ol = (x, y)
devient infini de la fagon indiquée équation (22) et de ¢, points ol
= (2, y) reste finl :

(23) 71+ qy=¢"
Ces deux nombres ¢, et ¢, ne sont pas connus.

aw Py X 9
— D'admette plus Uin-

finix = x, de =(«,y); cette circonstance se¢ présenteﬁorsque

Eufin, il peut arriver que f(x,y) =%+

C":I: CI::O’ 00:(” Q1:O,

4

(24) . m(a‘,;r)::(—-————+Q2(x-—xl‘)+Q3(x-—x1)"-"+.._.

Appelons ¢” le nombre des infinis du premier ordre de =(x, ¥) coinci-

dw
—“‘1‘; ce

dant avec des points singuliers et n’appartenant pas 3 z°+

nombre ¢” est, pour le moment, inconnu.
Ann. de I"Ec, Normale. 2¢ Série. Tome XII. — JaxviEr 1883. 4
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9. Si I'équation (15) admet une intégrale de la forme e/, il y a,
entre les quantités A el C précédemment déterminées et les nombres
entiers positifs ou nuls N, #, n”, ¢', ¢, ¢”, la relation

(25) —N+2A,+25C+n'+n"+2q¢ +2g +29"=0,

avec

De cette relation (25), que nous démontrerons plus loin, on tire
(23') SA 232G+ n+o2g —m=—(m—N)—n"—2¢,—2q",

et 'on voit que le second membre de cette relation (257) est égal & un
nombre entier négatyf ou nul.

Nous avons trouvé, pour X A,, 2" déterminations el, pour XC,,
27 déterminations; donc la somme ‘

(26) SA 42804 4ag —m

a 2"*7déterminations. D’apres (25°), il faudra écarter celles pour les-
quelles la somme (26) n’est pas un entier négatif ou nul. Il peutarriver
que, de cette fagon, il faille écarter les 2"*¢ déterminations; alors

équation différentielle n’admet pas d’intégrale 0 S e,
Péquation différentielle n’admet pas d’intégrale de la forme supposé«

Mais imaginons qu’il y ait cerlaines détermindtions des A et des C
pour lesquelles Ia somme (26) soit un entier négatif“ou nul. Prenons
I'une d’elles, et soit

SA+28C+n'+2g' —m=-—M;
alors, d’apres (25'),

(27) (m—N)+n"+2¢+2¢"=M,

oS(m—N)Sm, oSq\<q", ¢i+qy=q".

Il 'y a un nombre limité de systemes de nombres positifs ou nuls
(m — N), n", ¢,, ¢" satisfaisant & ces relations. Prenons un de ces
systemes ; il reste alors & former une fonction rationnelle = (a, y) deve-
nant infinie :
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1° En n points non critiques connus, comme

A. Al R A
- (x—a)  (x—a)*' T x—a’

2° En »’ points non critiques connus, comme

I

xr—a’

W

' En »” points non critiques inconnus a,, a,, .. ., @, comme

[ -
xr—a;’

4° En ¢ points critiques connus, comme

~ ~ 1
‘Jfl ( ig—1 ‘_11

, -+ e

(2 —a))  (z—ay)* (r—.ry)

(24

° En ¢’ points critiques connus, comme

I

X — 2

6° En ¢, points critiques inconnus §,, S., ..., 5, @ choisir parmi
q” points critiques connus, comme
I .
z—§’

- Enfin, en ¢” points critiques z'ncor;nus £, Eyy ooty Egn, comme

~'7J—§i.
Il ya un nombre
j= =0 (g =g+ )
- 1.2...4

de manieres différentes de choisir les ¢ points critiques &,, &, .. .,
&, parmi ¢” points critiques connus; et, si 'on appelle S le nombre
total des points critiques, i1 y a un nombre ‘
S(S—1)...(S—qg"—1)

m

=
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de maniéres différentes de choisir les ¢” points critiques &;, &, ..., &
Il y a donc en tout /Z/ manieres de choisir les points ¢; et &;. Prenons
'une d’entre elles. Nous avons alors & former une fonction ration-
nelle = devenant infinie d’une fagon connue en 2 -+n'~+q +q'+ ¢,+¢"

. ’ . 4 . . I .
points déterminés et devenant infinie comme T en n” points non
ey

critiques tnconrnius a,, @,, . . ., a,». Pour que cette fonction rationnelle
@ (x,y) existe, il faut que les infinis et les numérateurs des termes
principaux correspondants vérifient p relations connues (voir Journal
de Crelle, t. 8%, Lettre de M. Lindemann 3 M. Hermite, au bas de la
page 294 ). Supposons que cesp relations ne soient pas impossibles et
que I'on puisse y satisfaire par des systemes de valeurs de a,, @, .. ., @,
en nombre fini ou infini. On formera, & 'aide de la formule de Roch,
I"expression de la fonction rationnelle devenant infinie de la fagon in-
diquée, les quantités a; étant liées par les p relations de condition.
L’expression générale de = (x,y) contient une constante additive in-
connue; mais toutes les déterminations de = (2, y) doivent s’annuler
pour = (n° 6); en écrivant qu'une des déterminations de =(x,y)
est nulle pour @ =, on a la valeur de la constante additive expri-
mée en a,, a,, ..., ay; etles équations obtenues en écrivant que les
(m — 1) autres déterminations de =(, y) sont nulles pour x=
fourniront (m — 1) équations nouvelles entre a,, a,, ..., az. S’il est
p0551ble de satisfaire 2 la fois & toules ces équations, il ne reste plus
qu'a voir si 'on peut déterminer les quantités encore arbitraires dans
@(,y), de facon que

do
w? E‘; :f(‘”’ }’)

Pour cela, il suffit d’éerire que

w? - -,
X

et f{@, ) deviennent infinis aux mémes points et de la méme maniere

car 'une et Paulre de ces deux fonctions s’annulent pour x == . i
cela a lieu, I'équation proposée admet I'intégrale z = ¢/@9=; gi cela n’a
pas lieu, on prendra une autre des I/ combmalsom des points critiques
& et &, que on essayera de la méme facon. En essayant toutes les
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combinaisons de valeurs des constantes A et C, tous les systemes de
valeurs des nombres N, »”, ¢',¢", et enfin toutes les combinaisons pos-
sibles des points critiques &; et &;, on arrivera, au bout d’un nombre
limité d’essais, & voir si 'équation admet une intégrale de la forme
e/@4r et a trouver cette intégrale si elle existe.

10. Pour ne pas interrompre la suite des raisonnements, nous avons
donné, sans démonstration, la formule (25). Cette formule résulte de
'application a l'intégrale fw(x,y)dx de ce théoreme de Riemann, que
la somme des résidus logarithmiques de I'intégrale d’une fonction algé-
brique est nulle. Voici une démonstration particuliere de cette formule.

Si I’équation différentielle proposée (15) admet une intégrale de la
forme

5= elvldz

la fonction z a 72 déterminations

sp==efrny)de (f—1, o, ..., m),

et nous avons vu que, de ces m fonctions z;, N devenaient infinies du
premier ordre avec x et m — N restaient finies et différentes de zéro
quand z =9 (n°6). Donc le produit

Gy = eJFE )+ T, Ya) T (X, ¥y ] dE

8y 8.

devient, au point x=1w, infini du méme ordre que =*. D’autre part,
la somme

i=rm

Yoz, 20

i=1

est une fonction rationnelle de 2 s’annulant pour @ = w; celte fonc-
tion, décomposée en fractions simples, prend la forme suivante, ainsi
quil résulte des suppositions faites sur les infinis de = (x, y)

i=m ( o A1 . A2 . - ___éﬁ_. 1 i
2’3 a,y,)._z‘ z-—a (z—a)® + (z—a)* +2x——a -"“Ex ————— a;

t=1
) ~I~~2Z Cz + C,l, -+ o _l ) 1 A 14
x—xy  (z—ax)* z—x, '1—221'—&_*_22:1'—:{,-’
q q

2
R 7"
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chacune des sommes du second membre contenant un nombre de
termes marqué par U'indice placé en dessous du signe = correspon-
dant. Dans cette formule (28), les termes qui proviennent des points
critiques ont le coefficient 2, car chacun de ces infinis appartient & deux
branches de la fonction w(z,y). Il résulte de cette formule (28) que
la fonction e/*=70¢* devient, au point = o, infinie de Pordre de
aideenene st et comme cette méme fonction devient infinie
de l'ordre de =%, ona

N=23A,+n'+n"+250,+ 2¢' +2¢ + 29",

relation qui n’est autre que la formule (25).

11. Jai déja fait remarquer en note (n° 5) que, sile genre p de [a
courbe F(x,y) = o est égal & zéro, on ramene immédiatement I'équa-
tion différentielle (1) & une équation de la forme (1) & coefficients ra-
tionnels; et, si I'équation (rr1) admet une intégrale de la forme (12),
I'équation différentielle & coefficients rationnels qu’on en déduit ad-
mettra une intégrale de la forme (2). .

Sil'on suppose p =1, 'équation (r1) peut étre ramenée a une ¢qua-
tion du second ordre  coefficients uniformes doublement périodiques.
En effet, on a, dans ce cas,

o x=h00), y=/a(0),
Jietfy élant uniformes et doublement périodiques; en remplagant
et y par leurs expressions en ¢ dans I"équation (r1), et faisant, en outre,
s=uV/i(0),

cette équation (11) prend la forme
(‘.7.9) ’ W:u‘b(l)

ol ®(z) est une fonction uniforme de ¢ doublement périodique et
n’ayant pas de point singulier essentiel  distance finie. De plus, si
Péquation (11) admet une intégrale de la forme (r2), Péquation (29)
admettra une intégrale de la forme

(30) = eSundr,
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ol I (¢) est une fonetion uniforme doublement périodique sans points
singuliers essentiels & distance finie; et réciproquement. La méthode
générale exposée précédemment conduit done, dans le cas dep=1, &
Uintégration d'une classe nouvelle d’équations différentielles linéaires
du second ordre & coefficients doublement périodiques qui comprend
comme cas particuliers les équations étudiées par M. Fuchs (Journa!
de Liougille, 3¢ série, t. IV, p. 125;1878), et les équations de second
ordre comprises dans la classe des équations considérées par M. Picard.

Il parait intéressant d'indiquer pour ce cas particulier de p =1
une méthode directe permettant de voir si une équation différentielle
de la forme (29) admet une intégrale de la forme (30), et de trouver
cette intégrale si elle existe. Cette méthode, que je vais exposer, est
analogue a celle que j’ai appliquée & I'équation ().

12. Pour que 'équation (29) admette pour intégrale la fonction (30,
il faut et il suffit que Ion ait
(31) D) =I12(¢) + 1 (¢).

Or soient a, b, ¢, ..., [ les poles de II(¢) dans un parallélogramme des
périodes; a étant un infini d’ordre «, & d’ordre 3, ..., [ d’ordre %. On
a, d’apres une formule de M. Hermite,

,n(

— 1)1 o—17 (f 2 2. —2 .
t):const.+2 (=1t A d'2(t—a) L =0 A /,(z. a
(32) { Lo (z—1)  di*! 2. (z—2)  die?
2 .
? +(—1)A2 dr(t —a) AL )
I dt '

la sommation élant étendue a tous les poles, avec la condition
(33) SA, = o.

Alors, dans le voisinage de ¢=a, la fonction II(¢) devient infinie

comme
Aa A,‘ -1 Az Ax

C—ayr " t=a vzt =

En appliquant textuellement les raisonnements du n° 2, on (rouve
qu’en supposant

Ky AT — , :
‘b(t):K—‘-E[I(Q..?(l’—I) dtﬁ-" a)+"‘+K‘/‘U"—(‘)J
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et 2" > 2, il faut que o’ soit pair,

'

o= 2a,

et alors les coefficients A,, A,, ..., A, sont donnés par les rela-
tions (10) fournissant pour A,, A,. ..., A, deux systemes de valeurs

7 ’ ’
AL AL, L AL
n ” "
AL A, ., Al

Sio =2, le pole £ = a est du premier ordre dans II(¢), et I'on a
f\‘f"‘Alz—-Kg,

relation qui donne encore deux valeurs pour A,, A| el A'.

Sia'=1, le pole z=a est du premier ordre dans TI(2), el le résidu
correspondant est égal & 1.

Enfin il peut arriver que TI(¢) admette des poles du premier ordre
de résidu 1 qui n’appartiennent pas & ®(¢). Désignons, comme dans le
n° 3, par n, n/, n” le nombre de poles de chacune de ces trois caté-
gories. S'il existe une fonetion II(z), on aura

SA;+n'4-n"=o,
(34) Y P R e

La somme XA, posséde 2" déterminations distincles, puisque
chacune des » quantités A, a deux valeurs A} et A’. A cause de la
relation (34), il faut exclure de toutes ces déterminations celles pour
lesquelles

2A A+

n’est pas un entier négatif ou nul. S'il y a des déterminations satisfai-
sant a la condition (34), on formera la fonction IT(¢) correspondante
contenant une constante additive inconnue et n” termes

L(t—a)+7(t—ay))+...+L(t— aw),

les @; étant Inconnus. Il restera & voir si I'on peat déterminer cette
constante et les poles a; de facon que

T2 - I = @ ( £).

On arrivera ainsi, aprés un nombre limité d’essais, 2 voir sil'équa-
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tion (29) admet des intégrales de la forme (30), et & trouver ces inté-
grales si elles existent.

13. Lorsquele genre p de la relation F(z,y) = o est o ou 1, nous
avons pu remplacer I'équation différentielle (r1) par une autre dont
les coefficients sont des fonctions uniformes d’une nouvelle variable ¢,
rationnelles si p =o, doublement périodiques si p =1. Lorsque le
genre p surpasse l'unité, on peut déduire de I’équation différen-
tielle (11) un systeme de p équations simultanées aux dérivées partielles
dont les coefficients sont des fonctions uniformes de p variables i
2p groupes de périodes conjuguées. (Poir, a la fin du Mémoire, une
remarque générale sur les équations différentielles linéaires & coeffi-
cients rationnels en x et y).

14. Sil'on considere des équations différentielles linéaires binomes
de la forme
dks

Cox
(‘-J-)) (71"7‘:

=4 (z,0).5,
ob b(a, y) est rationnel en x et y, les deux variables y et « étant lides
par une équation algébrique

F(z,y)=o,

.

on peut, par une méthode analogue 4 la précédente, reconnaitre si
I'équation (35) admet des intégrales de la forme z = /@14 o étant
rationnel, et trouver ces intégrales si elles existent.

On commencera par ramener I’équation (35) & une autre de méme
forme dans laquelle le point o est un pole au plus d’ordre (£ — 1)
pour toutes les branches de I'intégrale, certaines intégrales particu-
lieres pouvant étre finies en ce point, mais aucune n’y devenant nulle.
Pour le montrer, désignons par a, un point non critique de la fone-
tion y de « ol la fonction ¢(x, y) reste finie. Dans le domaine de ce
point, une branche quelconque de I'intégrale z sera de la forme

(36) S=AgF A (2 — )+ A — )+ L

ol Ay, A, A,, ..., A, peuvent étre nuls, A,_, étant alors nécessai-
rement différent de zéro.

Adnn. de I’Ec. Normale. 2¢ Série. Tome XII. — JaxvicR 1883,

1924
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(Si P'on avait a la fois Ay =A,=A,= ... =A,,= Aj_y=o, la
fonction = et toutes ses dérivées jusqu’a l'ordre (£ — 1) inclusivement
s’annuleraient au poinl 2 = a3 et alors, d’apres 1'équation différen-
tielle, toutes les dérivées d’ordre supérieur s’annuleraient au méme
point, ce qui est impossible.)

Faisons alors dans I’équation différentielle la substitution

I
X == X o
¢

cette équation devient

dks k dk-tz
2k - k—1 i
e U L =S

k(k—1).. (k—q-+1) . g G
- 1.2...q (k) (k=) (F =) &5 Gy

d_z
dt

i
::(—l)/"l!J (J‘o—}— Z:)’).z;

+2.3.. . k.th+1

et, en faisant § = tf'z,
kg (—1)k P
(37) i :-—tz—/;—'p(ro%—?;‘)‘).:.

Cette équation est de la méme forme que 'équation (35); de plus,
dans le voisinage du point t=o, (x =w=,), la branche & de cette
nouvelle fonction intégrale correspondant a la branche (36) de I'inté-
grale z est de}la forme

1 f 1 '
— 1 ; - A — .
c—-t <A()”1‘A12’“—-A.2 [2 r...+.\/¢,_1 t/‘:_'l } ...).

le point £ = est donc un pole au plus d’ordre £ — 1; la fonction &
peut rester finie pour ¢ = si les coefficients A,, A,, ..., A, , sont
nuls; mais elle ne peut pas s’annuler pour ¢ = =, car il faudrait pour

cela que I'on ait
Ao: 1.'\1:. == A/,»,_.g = *A/C"'l: (624

ce qui est impossible.
Apres que I'équation a été ramenée a cette forme (37), on pourra
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lui appliquer 1a méthode des n® 7 et suivants. Il me parait inutile de
répéter ici les raisonnements employés dans ces numéros; je traite plus
loin, comme exemple, le cas de £=3 en prenant pour ¢(x,y) une
fonction rationnelle de la seule variable @, et cherchant les intégrales
de la forme e/ 4%, o étant rationnel en .

La méthode employée (n°12) dans le cas particulier de I'équa-
tion (29), ot ®(z) est doublement périodique en ¢, s’étend de méme a
I'équation

dFs

= 3P(¢L),
ol ®(z) a la méme signification, et permet de trouver, lorsqu’elles
existent, les intégrales de la forme ¢/™*, II(¢) étant uniforme et dou-
blement périodique.

15. Considérons une équation de troisieme ordre de la forme

d3vy .

(38) g =),

¢ () étant rationnel. Nous supposerons que, par la transformation
indiquée (n° 14), on ait ramené le point == & étre un pole au plus
du second ordre pour I'intégrale générale, certaines intégrales parti-
culieres pouvant devenir infinies du premier ordre ou méme rester
finies en ce point, mais aucune d’entre elles ne pouvant y devenir
nulle. Voici comment on pourra trouver les intégrales de la forme

( 39) ¥y == (3,}'?('}.‘)&"!‘,

.

¢(a) étant rationnelle, si ces intégrales existent. Tout d’abord, le
point « == s n’étant pas un point singulier essentiel pour I'intégrale
générale, il faut que ¢(«) s’annule pour x = » . Soient @, b, ..., !
les poles de la fraction rationnelle o(a); la décomposition en frac-
tions simples donne
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Au point # = =% la fonction (39) devient infinie comme

TS TR o

doue, d’aprés ce que nous avons dit sur les intégrales de 1'équa-
tion (38),
(40) A+Bi+...+ L=k

k désignant un entier qui a I'une des trois valeurs o, 1 ou 2. En
d’autres termes, la somme des résidus de la fraction rationnelle ¢(x)

doit étre I'un des nombres o, 1 ou 2.

Pour que I'expression (39) soit une intégrale de I’équation (38), il
faut et il suffit que I'on ait
(4r) 9 (@) +39(2).¢'(2) + ¢'(#) = /(2),

ainsi qu'il résulte de la substitution de I'expression (3g) dans I’équa-
tion différentielle. '
Soit d’abord & = a un infini de ¢(«) d’un degré égal ou supérieur
a 2. Dans le voisinage de ce point o(x) est de la forme
)\a_ Aa—1 Ai

_ — — D P A — ) = .
o—ar k(.c__a)w_d—i (.l_.__a)—}—lol Py(x—a)-+...;

o(x)=

alors, dans le voisinage de ce méme point, on a
A2 3AZ AL, SAZA. o+ 3A. AL,
3 wen! P g— = 2 [
‘P+31’?+‘P"'(w_a)3a *—(bv——a)“"""‘ (& —a)ym=?
BAGAG 3+ Al 1+ B6ALAp (Au,
(42) -+ = (z— )3 T e ..

3A§A1+3A2.-1A3+...*‘-S'ZAf ‘
+ - N s ol
(& — a)?+!

L]

Les termes suivants du développement contiennent les coefficientsP,,
P,, .... Nous voyons donc que, si f(«) admet des infinis d’ordre « supé-
rieur ou égal a 6, o est un multiple de 3,

a'=3a;
et si dans le voisinage d’un de ces infinis on a

Kjo , Kzuy Koo 1

)= T am T oy et G —gyen T
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on devra avoir, en verta de I'équation (41) et du développement (42),

J A=K,
\ 3A2 A, = Kiuy,
(_’|3\) ) 3AZAL L+ A =Ky,
: ( 3424, 5+ 300 1+ 060 A A, =Kaarss

B3

| 342, 342 1 As+64.An Ay — 3282 = Kiuar o

Ces équations donnent, pour A,, A,, ..., A,, trois systemes de
valeurs; car A, a trois valeurs, et A,_,, A;_,, ..., A, sont donnés suc-
cessivement par des équations du premier degré. Faisons cette déter-
mination pour tous les infinis de f(«) d’ordre égal ou supérieur a 6.

Considérons maintenant un infini du premier ordre de ¢(x):

4N ()= L:‘ ~ =+ Py-+ Pl —a)+DPylz—a)-....
Alors |
6 O3 3o + o' = Al(Ai(:I_) (a-?;—' 2)
‘)
(43) ? C3APo(A,—1) | 3A(PI AP,
T (v —a) ‘ £o— T

‘Supposons d’abord que le résidu A, ne soit égal ni & 1 nia 2; dans
ce cas = « est un infini du troisieme degré pour 'expression (45).
Donc, sil’on a

K, K, K,
) = - -+
sl (z—a)? - (& — a)® - (x—a)

~le pole x = a est un infini simple pour ¢ (), et le résidu correspon-
dant A, est donné par I’équation
Ar(Ay—1) (A —2)=K,,

qui fournit encore trois valeurs pour A,.

Appelons » le nombre total des infinis de /f(x) d’ordre 3a,
(=1, 2,...). Ce nombre » est connu

Si, dans I'expression (45), nous supposons A, = 2, le premier terme
au moins disparait; et si nous supposons A, =1, les deux premiers
termes au moins disparaissent. Si doncf(«) admet un infini du second
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ordre, ¢(x) a dans le voisinage de cet infini la forme (44), o0 A = 2.
Appelons n' le nombre connu des infinis du second ordre de f(z).

_ . '
Le développement (45) commence par le terme en ——— dans deux

cas différents : lorsque A, =1, ou bien lorsque A, =2 avec P,=o.
Done, si f(x) devient infini du premier ordre en un point x =4,
o(x) a, dans le voisinage de ce point, I'une des deux formes

{46) o) = -+ Py-+-P(x—a)+...,

$47) e(r) = ~+Pi(r—a)+....

Appelons »” le nombre connu des infinis du premier ordre de /(a);
désignons par 7, le nombre de ces infinis dans le voisinage desquels
o(x)alaforme (46), et par 7}, le nombre de ces infinis dans le voisinage
desquels ¢() a la forme (47). Ces nombres =) et », sont pour le
moment inconnus, et on a

” no__.
n,-n,=n",

Enfin, il peat arriver que le développement (45) ne contienne plus
I'infini # = a, et cela de deux facons différentes : lorsque A, =1,
P;+ P,=o, ou bien lorsque A, = 2, P,= o0, P, = o. Dans le¢ voisinage
de ces points, ¢(x) a 'une ou I'autre des deux formes

(48) o(x)= 7-_{—; +Py— Pz —a) 4+ Py(x—a)+...,

(49) 3 (x) = ;:z +Pyz—a)+....

Appelons m, le nombre inconnu de points inconnus, dans le voisi-
nage desquels ¢ a la forme (48), et m, celui des points également
inconnus, dans le voisinage desquels ¢ a la forme (49). En appliquant
a la fonction ¢(2) cherchée la formule (40) relative & la somme des
résidus de ¢(x ), nous avons la condition

(30)  ZAi+on' 4+ nan - myt-omy=k (ke==o0, ou 1, ou 2).
Comme n, + n, = n”, nombre connu, on peut écrire cette relation

(31) A +2n 40— = (2 k) = Ry -2y
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comme les entiers 2 — &, »,,, m,, 2m, sont positifs ou nuls, le pre-
mier membre de cette derniere relation

(52) A 42n'4+n"— 2

doit étre un entier régatif ou nul.

Puisque chacune des quantités A, a trois déterminations distinctes,
la somme ZA, a 3” déterminations. A cause de la relation (51), il
faut exclure de toutes ces déterminations celles pour lesquelles la
quantité (52) n’est pas un entier négatif ou nul.

Supposons qu'il y ait des déterminations de ZA, pour lesquelles la
quantité (52) est unentier négatif ou nul, et choisissons I'une d’elles
pour laquelle

SA, +on'+-n"—a2=—N.
Il resteraalors, pour essayer cette détermination, a prendre des nombres
entiers positifs £, ny,, m,, m, vérifiant la relation

(53) (2 —Kk)+nfy+m—+2m,=N,

avec

0Sk<2, ofn,Sn.

Les nombres entiers satisfaisant & ces conditions sont en nombre
fini. Ayant pris un de ces systemes de nombres, on formera une fonc-
tion ¢ (z) rationnelle devenant infinie :

En n points connus, comme

As Aasy A

_'r. + -
(x —a)* (& — a)* ! Z—a

En »’ points connus, comme

2

xz—a’

En n), = n” — n}, points, & choisir parmi »” points connus, comme
la fonction (46);

En n) points déterminés par le choix des »’ points précédents,
comme la fonction (47);

Enm, points a,, a,, ..., a, inconnus, comme la fonction (48;

Et, enfin, en m, points &,, b,, ..., b,, inconnus, comme la fonc-
tion (49).
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Cette fonclion o(x) étant formée, on essayera de déterminer les
points a; et b;, de fagon & vérifier la relation (41). Aprés un nombre
limité d’essais de cette espece, on arrivera & déterminer lesintégrales
de la forme (39) ou A démontrer qu'il n’en existe pas de cette forme.

16. Soit, par exemple, I'équation
Ay 6

I e ),
dx? xH & —1)*

L

(34)

On vérifie d’abord que le point = est un pole au plus de I'ordre 25 la
transformation initiale indiquée dans la théorie générale est donc
inutile.

. ’ b G ’
Dans le cas actuel, la fonction f{a) est égale a e et 'on a

v 6 I 1 I
/<”‘>~;‘:‘1—6(33““f;+5>'

Cette fonction n’a qu’un infini d’ordre 3a; ¢’est Uinfini = o, pour
lequel 2 = 1. Le nombre appelé n dans la théorie générale est donc ici
égal & 'unité. La fonction f(«) n’a pas d’infini du second ordre; done
n'=o. Enfin, elle admet un infini du premier ordre « —1; done
n'=r.

L'infini # = o est un infini du premier ordre de ¢(x), et, si I'on
suppose

A

o) == R i
(@) == ==t

A, est donné par I’équation du troisieme degré

Av(Ay—1) (A —2)=—6,
quiadmel la racine réelle — 1 et deux racines imaginaires. La somme
désignée par A, se réduit au seul terme A,, et la quantité (52) se
réduitd A, —1: comme cette quantité doit étre un entier négatif ou

nul, on voit que la seule valeur de A, qui puisse convenir est A, = — 1

Pour cette valeur,
Al —10=— 2.

Il reste alors & déterminer des entiers positifs

/‘ " Vi
e, ', nh, my, my,
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par les conditions -
ny+m+omy=Ak,

i+ nhy=1, o<kZa.

On a, pour ces nombres, les six systemes suivants de valeurs :

D k=0, nfj=1, ny=o, m=o, my=o,
(11 k=1, nj=o0, ny=1, m=o, my=o,
(1 k=1, ni=1, ny=o, my=1, my=o,
(IV) k=2, ni=o, nj=1, m=1, my=o,
(V) k=2, n\=1, nj=o, my=2, m=o,
(V1) k=2, ni=1, ny=o, my=o, m=I.

Appelons o,, ¢, ..., o, les six fonclions o correspondantes, on aura
it g"- 76 (P

1 1

Gyp=— = >
x Z—1
T R

Gy — — + 3
X a2 —1
[ I 1

Cg= — — + ———
x £ —1 £ —a
I 2 1

Cp= — — —+ )
z X —1 £ —a
1 1 . 1 1

T YyT/= - = -+ -+ )

x  x—1 r—a xr—b
I I

Cg=—=— — -+ .
@ &£ — 1 x—a

On voit immédiatement que ¢, ne peut pas convenir. En eflet, le
développement de ¢, dans le voisinage de « =1 devrait étre de la
forme (47), puisque linfini @ =1 n’appartient qu’au premier degré
a f(x); or cela n’a pas lieu.

De méme, le développement de ¢, dans le voisinage de @ = 1 devrait
étre de la forme (47). La condition P, = o donne

—1 4

=0
I—a ’
ce qui donne pour a la valeur zéro, valeur inadmissible; car, pour
a = o, ¢, ne contient plus 'infini # = o.
Ann, de I'fic. Normale. 2¢ Série. Tome XII. — Fivarer 1883. 6
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Enfin ¢, doit étre exclu également. En effet, comme Uinfini z =«
n’appartient pas a f(«), il faut que le développement de ¢, dans le voi-
sinage de # = a soit de la forme (49); en éerivant P,=o0, on a

I I

-—_ = — =0
@ a—1 ’
équation qui ne donne pour @ aucune valeur finie.
Il ne reste donc & essayer que ¢,, ¢,, @;. Pour essayer ¢,, remar-
quons que

. z—1
efonde — 2 _ —p

I
o X

. ;o1 . I R ‘ .
On trouve immédiatement que cette fonction 1 — — vérifie I'équation
différentielle proposée. Quant aux deux autres

ol — (z—1) (x— a)’ ol e de— (x—1)(z—a) (.‘I)—[)))
Z &£

aucune d’elles ne vérifie cette équation.

17. Remarque générale sur les équations différenticlles lineaires & coef-
Jicients algeébrigues. — Considérons une équation différentielle linéaire
de la forme suivante :

‘Z/Is dn.—lz dr—2z

(53) W(x,y)= ader -+ o (z, y) T “+ @o(, y) drrn—2 +. .o (r,y)s=o0,

les coefficients ¢;(x, y) étant des fonctions rationnelles de @ et v, et
la variable y étant liée &  par une équation algébrique

(96) . F(a,y)=o,

que nous supposerons de degré m et de genre p.
Si le genre p est nul, la courbe (56) est unicursale, a et y sont des
fonctions rationnelles d’un parametre ¢

T=h), =AU

et, en faisant cetle substitution dans I'équation (55), on la transforme
en une équation i coelficients rationnels en 2.
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Sile genre p est égal & I'unité, @ el ¥ sont des fonctions elliptiques
d’un parametre § ‘
z=/1(0), y=/2(0);
et, en faisant cette substitution dans I'équation (55), on la transforme
en une équation dont les cecefficients sont des fonctions uniformes dou-
blement périodiques de 6. '

Cesrésultats peuvent étre étendus de la fagon suivante, aux cas ol p
est plus grand que 'unité.

Considérons p points analytiques

(@1, 71), (22, ¥2)s s (Tps ¥p)
avec .
F(‘Z’l’y}’l):()’ F(‘rbj':‘:):‘oy Tty F("Z"p:}'p):oy
et formons les p équations différentielles linéaires

( 57) ‘F('ruyl) =o0, ¥(z,, .}’:‘.) =05 ...y II‘H(*'l'm ,"'p) =0,

obtenues en remplacant, dans I’équation (55), (@,y) successivement
par (2, %), (£3,9%)s +-+» (%,,¥,)- Nous avons ainsi un systeme de
p équations simultanées, définissant 5 comme fonction des p variables
indépendantes x,, x,, ..., ,. L'intégrale générale de ces équations con-
tiendra linéairement n” constantes arbitraires qui sont, par exemple,
les valeurs de la fonction z et des dérivées partielles

C)a, + Gyt Oy

y (<<nyte<ln...,z,<n
0y 02y ... 0z} ’ Tk )

pour les valeurs initiales (@), ("), (" 35" )y -« os (&), ¥)'). Si U'on
connait 'intégrale générale de I'équation (1), on en déduit facile-
ment I'intégrale générale du systeme (57).

En effet, soient -
Sz, ), fal@,¥)y oy fal®, y)

les éléments d’un systeme fondamental d’intégrales de I'équation (56);
les n? fonctions de la forme

(58) f/\‘,(mla.YL) Xf‘/rg(xﬂy.}/:’.)'".flr,,(xpa,yp)y

8

obtenues en attribuant aux indices £,,%,, ..., £, toules les valeurs
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entieres plus grandes que o et plus petites que (n —+ 1), sont des in-
tégrales particulieres du systeme d’équations (57). Ces intégrales par-
ticulieres (57) sont au nombre de n?; et I'intégrale générale du sys-
teme (56) est une fonction linéaire de ces n? intégrales particulieres
avec n? constanles arbitraires.

Cela posé, considérons les équations abéliennes

P v N Ql(r/r‘}/) . ..
(59) ZI‘J(JC/”}’/, drrp=du; (i=1,2,...,p),

qui définissent les p points analytiques (y, yx) comme founctions de
Uy Uy« ., Uy On donne les valeurs initiales (2", y;’) des p fonctions
(2 ¥%) pour les valeurs " des variables u; (voir Briot, Theorie des
Jonctions abéliennes, p. g1). Faisons, dans le systeme d’équations (57),
le changemeunt de variables indépendantes qui counsiste & prendre
pour mnouvelles variables indépendantes les variables u; liées aux
(xr yx) par les équations (59). En posant, pour simplifier Iécriture,

Ql‘(‘z').y)

s = N (Z, ),
Fy(z, ¥) (2,7)

on a

0();1: ()du 1($m}’k)+ 9z z(‘””y’~)+ ‘*‘(7)“";:(1%,_}’/)

= g M) + o) Tl )y T8t i) bl ) o

M,__ ....... )h .....................................................
7 Zduand;ﬂz dua,,mﬂ.,ag,w,a,,(xk;yk)v (a4 %+ ..+ ap=h),

By > Yi) désignant une fonction rationnelle de (o4, y4). En
substituant ces expressions dans les équations (57), on trouve que
le premier membre de 'une quelconque d’entre elles devient

h=n

(6o) W(w/cyyk)=2 s

—_— oy Vi
duiduy. .. duy RUNEN -'-'“l'(x"’d k)5
h=0 -

ot les fonctions IT, ,, . . (24, yx) sont aussi rationnelles en , et y;.
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Soient maintenant
01(‘1‘7}-)9 02(‘1‘,]')y sy Op(‘z'.y.}“)
p fonctions rationnelles de x et y, telles que le déterminant

0 (2 1) 0a(zy, 1) 8,(2,07)
0, (29, ¥2)  0a(xey ye)  8p( 2, ¥2)

0 (zp, ¥p) B2(@p, p)  Op(Zps ) p)
ne soit pas nul identiquement. Considérons les p équations

(61) 0:(2, 1) W(2, 1) +0:(2a, 12) W22y ya) oo+ 0:(2p, ¥p) W(Zpy ¥p) =0
(i=1,2,...,DP);

les équations (61) constituent un systeme équivalent au systeme (57).
Si dans ces équations (61) on remplace W (acy, y,) par ’expression (60)
trouvée précédemment, on voit que, dans ces équations, le coefficient
d’une dérivée quelconque

0tz

Quou. . .()u.:r" (et =1)

est une fonction rationnelle symétrique des p points (z,, ¥,), (%2, ¥3), ...
(25, yp); cecoefficient est donc une fonction abélienne des variables «,,
Uy, ..., U, Le systeme (61) devient, de cette fagon, un systeme de
p équations linéaires simultanées aux dérivées partielles, dont les
coefficients sont des fonctions uniformes de p variables u,, u,, ..., u,
a 2p groupes de périodes.

On pourra appliquer a ce systeme d’équations différentielles
linéaires simultanées aux dérivées partielles les considérations que
nous avons développées, M. Picard et moi, dans une Note présentée
a ’Académie des Sciences (voir Comptes rendus, t. XCII, p. 692). Si
I'on possede une intégrale

s=[(ty, Ugy ..., Up)

de ce systeme, on en déduit immédiatement une intégrale du sys-
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teme (57), en remplacant, dans f(u,, u,, ..., u,), la variable u; par sa

valeur
k=p %,y .
Kk (a
uizzf %E—i_—’—z%dx‘, (i=1,2,...,p).
() T

Si, dans I'intégrale du systeme (57) ainsi obtenu, I’on considere tous
les points analytiques (@,, 72), (25, ¥3)s «--» (%, ¥p) comme fixes, et
si Uon remplace («,,y,) par (a,y), on a une intégrale de I'équa-
tion (55). '




