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É T U I) E
D E S

FONCTIONS DE FOURIER
( m î M I É K E ET D E U X I È M E ESPÈCE) ,

PAK M. NICOLAS,
N S 1' !•: (: T 1': l; 11 I) A (; A U H M 1 I':

INTROBUCTION.

1. Les fonc t ions qui font l'objet du présent travail t rouvent leur
a p p l i c a t i o n dans 1cs calculs a s t r o n o m i q u e s et dans un grand nombre
de problèmes de Physique m a t h é m a t i q u e . C'est Fourier qu i le premier
les a i n t r o d u i t e s dans l 'Analyse et a fai t conna î t re quelques-unes de
leurs propriétés les p lus impor tan tes . Peu de temps après, Bessel a été
c o n d u i t aux mêmes fondions dans ses recherches sur les per turbat ions
p l ané t a i r e s ; et c'est ce qui fait que les astronomes les ont appelées
fonctions de Bessel. Cette d é n o m i n a t i o n , corn me le (a i t observer M.. Heine
dans un Mémoi re i n t i t u l é : Les/onctions de Fourier et Bessel { î ) , est
c o n t r a i r e a l ' u sa^ i î . Personne ne désigne en effet sous le nom ^fondions
de Legendre les in tégra les eu lé r i ennes , q u i , sans les découvertes de ce

• d e r n i e r , n ' a u r a i e n t pas eu l ' importance qu 'e l les ont acquises dans ces
derniers temps. Si une désignation spéciale est nécessaire, ajoute

( H Journal de Crelle, t. 69.



S. 4 J. NICOLAS.

M. Heine, on peut employer le nom de fonctions cylindriques, q u i rap-
pelle leur usage dans l 'é tude des phénomènes physiques; mais, comme
il est jus te de res t i tue r à un savant français l ' h o n n e u r qu i lu i revient
lég i t imement , nous les appel lerons p lus vo lon t i e r s fondions de Fou-
rier, t ou t en employant quelquefois la nouvel le dénomina t ion pro-
posée.

2. Depuis quelques années, les propriétés de ces fonctions ont été
exposées dans plus ieurs Mémoires, publ iés p r inc ipa lement dans les
Recuei ls étrangers, et en p a r t i c u l i e r d a n s \e Journal de Crelle et dans les
Annales de Mathématiques de MM. Clebsch e t N e u m a n n . Elles p r é s e n î c n t
de grandes analogies avec les fondions ci rculaires , et paraissent j o u e r
dans l 'analyse un rôle assez i m p o r t a n t . Il n'est donc pas i n u t i l e d'exposer
d'une manière simple et é lémenta i re les p r inc ipa l e s propriétés de ces
fonct ions; t r ava i l q u i jusqu'à présent manque en France, bien que
quelques auteurs, après Fourier et. Poisson, les aient employées dans
leurs recherches de Physique mathémat ique .

Parmi les auteurs étrangers, outre Bessel et Jacobi, je ci terai : Hansen
à G o t h a ; Anger à D a n t x i g ; Schlômiich à Leipzig; Lipschi tz a Bonn ;
Schiafli à Berne; Hanken à Erlangen, etc., qui ont é tud ié les pro-
priétés des fonctions de Fourier et publ ié sur ce sujet des Mémoires
plus ou moins étendus.

3. En outre, deux traités spéciaux sur cette matière ont été pub l i é s
à Leipzig, l'un par M. Neumann en 1867, et l ' a u t r e par M. Lomrnel en
r868. Ces ouvrages sont conçus suivant des p lans différents . Dans le
premier, l 'auteur a sur tout pour but de montrer comment une fonction
cont inue quelconque peut être représentée par une série s imple ou
double procédant suivant les fonctions de Fourier, de la même ma-
nière qu'elle peut être exprimée par une série de sinus, cos inus ou
exponentielles. En pa r t an t de la formule bien connue de Caucliy :

i_ r^'fwdt^^=^j»-/(>2 71: / 7 k —— Z

i l est conduit à employer, concurremment avec la fonction de Fourier
qu'il désigne par J,^ une seconde fonction qu'il représente par On el
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qu'i l appel le fonction de denxiéfne espèce. Dans la première section de
son ouvrée, i l é t u d i e les p r inc ipa l e s propr ié tés de ces deux fondions;
clans la seconde, i l établi t d i f f é r e n t s déve loppements en séries et dé-
mon t r e l e u r convergence ; la t rois ième section est consacrée à l ' é tude
de l ' équa t ion d i f f é r en t i e l l e sous la forme que lu i a donnée Bessel ( i ) ,
et la q u a t r i è m e , à l ' i n t ég ra t i on de certaines équat ions différentielles
par t ie l les au moyen des fondions considérées précédemment.

A. Le but p r inc ipa l de AI. L o m m e l , au contraire , est d'étudier les
fonct ions de Fourler en elles-mêmes et d'exposer, non leur théorie
complè te ( " c o m m e l 'avoue l ' a u t e u r ) , mais de mettre en évidence leurs
pr inc ipa les propr ié tés . Je dois s ignaler d'abord u n e différence notable
entre son t r a v a i l et ce lu i de M. N e u m a n n . On sait que la fonction de
Fourier représente l ' u n e q u e l c o n q u e des deux intégrales particulières
de réqualkm d i f fé ren t i e l l e dii second ordre»i,-^ .,.-,.„
t a n t que le pa ramèt re ^ est f rac t ionna i re . Mais, lorsque ce paramètre est
en t i e r , i l v a . l ieu de f a i r e une d i s t i n c t i o n entre les deux intégrales:
celle q u i , développée en série, conserve la même forme que dans le cas
où le p a r a m è t r e est f rac l ionnai ro , resîe la,, f o n c t i o n de première espèce;
e t ' F a u t r e , d o n t le d é v e l o p p e m e n t présente une forme bien différente,
est ce l l e que Ai. Lommel considère comme la f o n c t i o n de deuxième
espèce. E l l e d i f fè re complè t emen t de la fonc t ion O/,, qu i est un poly-
nôme l i m i t é ; nous la désignerons avec ces au teurs par Y/,.

Pour la fonct ion de première espèce, A l . Lommel dédui t les princi-
pales propriétés de l ' in tégra le d é f i n i e

| cos ( -3 cos ^> ) s in2'' oo dw
«y(i^r(^-i^) J.

et les expose d a n s la première par t ie de son livre. Dans la deuxième,
il é t u d i e les fonct ions de seconde espèce; et, dans la troisième, il fait

( 1 ) UfttersKchii.ri^ des T/icils der pfancterisclien Stôrungcn, ̂ elcfier aus der Bewegung der
Sonne entstcht, ÂbhniuUui^ der m(ilhenuiH^li(- Cin^e der Bcriincr Akademie (1824).
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connaître les équations di f férent ie l les qui peuvent être intégrées à l ' a ide
de ces fonctions, 'et parmi lesquelles on rencontre la célèbre é q u a t i o n
de Riccnti.

5. Dans le présent Mémoire, je me suis a p p l i q u é pîTi ic ipalement a
l 'étude des d i f férents inodes de représen ta t ion des fonctions de Four icr .
Les séries qu i représentent la f o n c t i o n de p remiè re espèce n ' o f f r en i au-
cune d i f f i cu l t é , et l 'on en dédu i t sanS peine les propriétés essentielles de
cette fonction. Pour obtenir le développement en série de la fonction de
deuxième espèce, j ' emplo ie une mé thode d o n t Euler a fait un f r é q u e n t
usage ( ^ ) . Cette forme de développement, que je croyais nouve l l e , se
trouve établie dans un Mémoire de M. Hankel f 2 ) , par une mé thode
toute différente. Dajis cette expression, il y a deux parties.distinctes,
l 'une représentée par J,/log.^, et l ' au t re que je désigne par P,^, el qui
comprend un polynôme l imi t é et une série i n f i n i e d o n t les termes on t
pour coefficients la fonction ^ de Gauss. Il est bon de remarquer en
"passant que 1a fonction O/^ de M. Neurnai in se re t rouve dans la première
moitié du polynôme qui précède la série inf inie dans P,/.

En introduisant la fonction exponent ie l le dans l'expression de la
fonction de Fourier, j ' é tab l i s de nouveaux développements en série sui-
vant les puissances croissantes ou décroissantes de la variable. De là je
passe à la représentat ion par- intégrales définies.

Après avoir rappelé les différentes formes que p r e n n e n t ces inté-
grales, je montre comment le nouveau , développement de la fonction de
deuxième espèce peut se déduire d 'une forme par t icu l iè re que j ' é tu -
die plus spécialement et qu i fou rn i l u n e représentat ion s imple de cette
fonction.

En examinan t en dernier l ieu le cas où. le paramèt re est de la forme
^ ^ n -i- 4, n étant un nombre entier , cas qu i a été é t u d i é par M. Loin-
mel el qu i correspond à l ' é q u a t i o n qu'a intégrée M. Scrret en a p p l i -
q u a n t la mé thode des d i f f é r en l i c l l e s a ind ices que lconques ( : î ) , j ' a r r i v e

( 1 ) 1ÎULEH, Cniciil l/ite'grnîj 1 . 1 1 , chap. IV, p. Soetsuiv . ; chap. VIÎ, p. i55-i50; cîiap. Vill,
p. 19'^ H)̂

(î'\ CLEUSciï et NuuMAiNN, Matîicmatisclic Annulon, t. S , annce 1869, p. 467.
['•'•) <fourii((l de Uou^Ulc, t. IX.
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à quelques propriétés remarquables de la fonction exponent ie l le et les
résul ta ts que j 'obtiens ainsi s 'accordent avec ceux qu 'à publiés M. Eler-
mllc dans les Comptes rendus des séances de F Académie des Sciences
( a n n é e 1873).

I.

PHOPHîRTÉS PRINCIPALES DES FONCTIONS DE FOURÏEg.

i
(L Si, d a n s Féquat ion d i f fé ren t ie l le ( ILI second ordre

^J i (L} ( ^ \,
( i ) -7-; •+• — -7- --i- 1 — — -î •-: o,<7,/;' ,r n.r \ . / • - /

où J représente la fonct ion,^ 1 la variable et ^ un paramètre constant,
on pose J == ^y, il v i en t

^-'-^''^-('-'ï-').^-
en dé t e rminan t p par la cond i t i on p1 — v2 == o ou p == ± v, et désignant
par I et H les fonc t ions correspondantes à p == -f-v e t p == — v, on a les
deux systèmes

' . ^ [ ±21 ̂  \ -=.-
\ 't ' TU^ ,(' d.v ~ '

( < > 1 ) > ^11 , _ - , .< / I I
j —. ,r ^ 1 8 , -,-;,- • • 1 - -..--—— -y- 4- lÏ ••=• o,

I ff.r'- .r < ' / • / '

dont c tsa^cun peut remplacer l'équation (i).
An lieu de cette équation ( i ) , il v a quelquefois avantage a considérer

la suivante :
^ i ^ / ^\ ,, ,

^) ^ 4 . , . ^ ^ . - - . ( ' + ^ ) S — — 0 ,

oii F désigne la f o n c t i o n , et qu i ne diffère de ( i ) q u e par le signe de
rava in -do rn i c r te rme. On passe d 'a i l l eurs de l ' une à l 'autre de ces
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fonctions en remplaçant x2 par — x1 ou x par xi [i = \/— i) . En dési-
gnant par Y et U les fonctions correspondantes à I, et H» on a

(2 bis)

,,. ,„ ^V i-t-^ dV'
jb =:•; .r̂  V, --— -h ———— — — V =: o,

0,^" .Z' CiJ(;

^ . .-r ^U r — 2 V 6-/U
F == x - ' ' U, —— 4- ———— —— — U •== o.

cix" ,r da'

On a fait subir ditïérentes transfomiations à ces équations. Dans'(i bis)
on peut faire disparaî tre la dérivée première en employant la méthode
de Slurrn, c'esl-à-dire en posant F = = O W , 0 et W étant deux nouvel les
fonctions de x qu 'on dé termine en remplaçant F par celle valeur et
annulant le terme en —j—^ ce qui donne

(, ter) F =^-4 W, ̂  - ('. -l- ̂ ) W -.: o.

Une des formes les plus commodes pour l ' é tude des propriétés que
nous avons a considérer est celle que l 'on dédu i t de ( 2 ) et (2 bis) en
changeant la variable indépendante , méthode employée par M,. Kumrner
dans son Mémoire sur la série hypergéométr ique ( 1 ).

Si l'on pose X1 -=-l\z et si l 'on désigne par l/ et H^ les nouvel les fonc-
tions de z , les équations ( 2 ) deviennent

(3)

^L, , , ^/L
^- +(i+.)^ +1. -o,

^H. . , dQ, ....^ .,...1, ( j .„. ̂  . 4.- 1-|̂  :̂ o^

et les équations ( 2 bis) donnent , si l'on désigne par Vy et U^ les nou-
velles fonctions,

^V. . . d\', ,
^.-,.(,+,)^._..y^o,

(3 bia) ^u. . . ^u,
• ( î - ^ ) •——— ---IJ. •"-.•: 0;\ d^ ' " f ) cU

c'est la première des équations (3) qui a été considérée par Fourier ( a ) .

( 1 ) Journal de C relié, t. 15.
( 2 ) Théorie ancdy tique de la chaleur, chap. VI, p. '^36.
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On passe des cond i t ions (3) à (3 bis), ou réc ip roquement , en chan-
geant z en — s.

7. En employant la méthode des coefficients indéterîTîinés,oi^ trouve
facilement deux séries qui représentent les in tégra les particulières de
chacune des équations (3) ou (3 bis}. Si l 'on pose en effet

V,= A^ + B^ + C^ -+- D^ +...,

et qu'on substitue cette valeur dans la première des équations (3 bu),
on obtient les deux intégrales

, „ i , t 4- ^_^ -+- 77^ri^)(2~T"7) '4- l 'Ta.SO+v^ + - ^ ) ( 3 + ^ ) + '

v" -= v — r i 3 _ _^_ _ __^__
'""'^ L ' ' ici-.)"1 ' [^([-^(a-.)4" i . 2 . 3 ( i - . ) ( 2 - . ) ( 3 -v ) + '

La seconde équation (3 bis) d o n n e de la même manière

•-.2 -;l
V .-„„ ^_ ^ , _.j._ ________ .1. ___________1___________ _L- ________________^_________________ ^L,

''~(y'"^' . 1 ( 1 - 1 - - ^ ) l . 2 ( 1 +^ ) ( ( ï -h^) Jl . •2 .3 ( l . -+ - v )(':i 4-'/)(3 + ̂ ) "

^ ^:i ^
v ~Jl' ...t '""h 7(7=''7) ''"' T '̂̂ 'TT^T^ )̂ "11" ̂ :̂ -̂ -̂ -̂ ^^ +

valeurs q u ^ o n dédui t ; d ' a i l l e u r s de ( 4 ) ? en changean t v en — y .
De l ' inspec t ion des va leu r s ( 4 ) et (5 ) , i l résu l te qu'on a V[ •== K^V^,

U^ == K^V^, K' et K" é t a n t des conslantes. C'est ce qu 'on d é d u i t égale-
ment des équa t ions d i f f é r e n t i e l l e s , car si dans la deuxième é q u a t i o n
(3 bis) on remplace U^ par KW^, on r e t o m b e sur la première ; d'où l'on
voit qu 'en m u l t i p l i a n t par ^ une so lu t ion q u e l c o n q u e de l ' équa t ion
d i f f é r en t i e l l e en V^, on ob t i en t une so lu t ion de l 'équation en Uy et réci-
p roquement . Nous supposerons la cons tante égale à l 'uni té et nous po-
serons
(A) l).=:^V..

Si l 'on suppose v ==o, les deux équations (3 bis) se ramènent à une
seule, savoir

//'2 V ri V( i V (i (•«' v o i r(b) , ^ .+^_Vo=-o;

.-/////. de l'/'.c. Nufiitu(t\ Tome XI. o. 2
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et quand on remplace ^ par un nombre entier n, elles deviennent

( d-^Y, dV^ ^
^ -pr 4- ( i 4- ̂  ——' - V,, ~= o,

1 (..l/.^ U^s

(7 )
ÎL , ,dV, „

z ~~~TT + (I — n ) -zr —1 U " ̂  °-
\ (•/•».•' C//--»»

Si l'on donne à ^ successivement les valeurs j , 2, 3, . . . , on a deux
séries d 'équations, les unes avec le paramètre positif, les autres avec
le paramètre négatif. Deux équat ions qui ont le même paramètre en
valeur absolue peuvent être substituées l ' une a l ' au t re , c'est-à-dire que
les intégrales de l 'une se déduisen t immédia tement de celles de l ' au t r e ,
comme on vient de le voir . I l est bon de r e m a r q u e r tou tefo is que,
lorsque le pa ramèi re est ent ier , les déve loppements V^ et V", ne sont
p lus appl icab les , parce qu ' i l s d e v i e n n e n t in f in i s ; i l s do iven t être rem-
placés [ t a r d e s déve loppements d i f férents , et c'est, comme nous le ver-
rons dans la suite, ce qui, donne lieu à la fonction de deuxième espèce.

8. "Reprenons la première intégrale de la première équation (3 h i s ] ,
que nous désignerons par V^ en supp r iman t l 'accent

I ( 1 -h ^ ) 1 . 2 ( I, 4- v ) ( 2 -h ^ ) 1 . 2 . 3 ( t -1- ^ ) (2 4- v ) (y'j'TT)

Sa dérivée est

r/V. A. ["" ^ ^— — —— ï »i-.-. ———— _[.,_ ._________
dz i-+-^|, i ( a+v ) 1 . 2 ( 2 + v ) ( 3 + ^ )

d 'autre part on a

V,,, =;•. A.,, î 4- ̂ ^ + -̂ ^^^^^ .

(vt l'on en déduit

v.:,..̂ -

en posant A,^ =r- .^; si l'on établ i t a ins i entre les constantes a rb i -
t ra i res les re la t ions

A^-:',.-^, A.,.>:^.Al:!.l, ^ „-...,. AlLl, . . . "
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et en général
A.,,,/.

on en conclu t
A. A . r ( î - r ^ )

( i -4- ^ ) ( 2 + ^ ) . . . ( / / - 4- '•') "~ -1-^1 -4- ^ 4- <)7

toutes les constantes dépendent ainsi de la première A,/ (v étant plus
petit que î ) . Pour v ~==~ o, on aura

4 -——^__.A/ /-- r ( i+/ , ) '

on peut prendre pour Ap une valeur quelconque, et en faisant Ao== î
on a

V.
l ( l 4- ft) I . 2 (1 -h / À ) ( - J 4~ ^)' I1( I+/,)

Ir
( 1 0 )

r t j - i - y^ ) 1 ^ 1 .+^-1-7^)

Si l'on conserve le paramètre y + n, on a

A,/r(i •4- v )
4-C ( „,.;.„ ^ 4- //, ) î . y ( î -4- v .-̂ - /^ ^ ( •î 4- ^ + // )(.1 -!- '̂  4- r i )

-[- . . . ,

et si l'on prend A,,== ,—^-— et qu'on désigne v + n par y , il v ient-d +v)

/ ,
' ""'"" s'd 4- ^ )

VZ ' - O ^

.̂  ^2

h l f î -|- '/ ) ' i . 2 ( l 4- ^ ) ( •-* 4- ^ )

z f '
.. // ) ï ' ( ï -î-... '/ 4- p )

9. La fonction Y., esl cornpie le i r ien t définie par la f o r m u i e (10 te),
et c'est, sous cet îe forme que nous la considérerons pour démontrer
ses pr inc ipa les propriétés.

Tiiï;oRi-:Miî 1. •-- De la relation (9) on déduit

V-,
dV,.,^ ^V-,
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^, 6^/À général ̂
d^\

( 1 ) ^-^^i^

p étant lin nombre entier. C'est là une des propriétés fondamenta les (le
la fonct ion de Fourier.

Remarque. -— SI l 'on d i f férent iep fois la première équat ion (3 bis},
on obt ient

^p-h-ay, , cl^V, ^V,
^ -̂ "T" + ( J + /' + '} ^7^" ~~ "77^7 ^ 0'

équat ion ident ique a
^V^ , ,^V^ „.

^-^:/ +(li^,/.+.)-^/--V^=o;

(l'où l'on voit qu'on peut poser
< î ^ v

V,^r--A •^^ (Aconst . ) ,

et si l 'on prend pour V^h fonction {iobis), on retrouve la r e l a t ion ( 1 ) .

Corollaire J. — De la relat ion (9) on dédui t encore
/ • / /V i2 r/( V' '}( i. ) .v, v.,, - 'l^—, n v"-1 v,,, - -y.d ̂  « *-'

Corollaire I I . — Toute fonction V,, dont le paramètre est entier se
dédui t de Vo à l'aide de la relation

rîn. Y
(l^

 NH~--d^•
Corollaire I I I . — Si le paramètre fractionnaire v est > s et égal à

y, 4-/?, /? entier et ^ <^ i , on a
^V,( i3) v^v,^,,^^^,

ce qui ramène V,^ à V^.

THÉORÈME II. — Supposons y ̂  p, nombre entier, et prenons la dén-
iée de V expression

^ r - ^2 "i, ,., •<.» I '-» —< j
5 v-:r::l: r̂ ri~7y \ î ' ̂  TÎTTT) '4" TTaTTïï-. v ) ( 2 +V) 'l-i" " j ?
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nous aurons
d\z^^ ^-1 | -- ^ '~\
—__________i ———• ______________ ^ 1 -̂ . _____ _,^_. ^______________________ _L_

dz """ F ( ï -+- v ) [_ l . ^ l . 2 . v ( i -4- v ) ' ' J 7

ce qui revient à

W ^——v,.,

De là on déduit
^(^Vv) _ dÇ^'V^,} ̂  ^

^^ ...„.- ^ _ ^ ^.,2,

(0^ en général

^——•v.-,,. .

SiF on remplace}/ par ^ -+/?, on peut écrire

//p ( -•y-t. /^'V \( l i ^v^ '1J.^ '^1=^^
( f z 1 ^

Remarque. — Celte propriété se dédui t encore facilement delà con-
sidération de l ' équat ion d i f férent ie l le en U^. Si l'on différentiep fois
l'équation

^ IL-,-/, / dl],.,^
S ^̂ ^ 4- ( , „ v -̂  y, ) --^-Z. —— -[J,̂  =: o,

on obtient
/-//^ + •2 T T ^Jp -4-1 T T rlP T T

^^ v^-^/' , / , . .^^ ^^^^ al ^^+p _ ^
- ^/^ -h- ( ' - ̂  "̂ pT— - ^p - 01

équat ion qu i ne diffère de (3 bis) que parce que ^/j y remplace Uy;
on a donc

U,=A r7-^ (Aconst..),

et, en remplaçant U^ et V^+p par les séries telles que nous les avons dé-
terminées, on voit que A == i , ce qu i conduit à la relation (II bis).

Corollaire /. — En subs t i t uan t dans cette relat ion la valeur de V,,,.^,
déduite de ( I ) , on obt ient

, / €^V,\

^(^-d^)
(.5,) ^V^———^——^
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en por tant d a n s ( I ) la va l eu r de V,, dédu i te de (II h / s ) , et en me t t an t
v — p à la place de y, on a

^f\.-..^^^^-)1^ ,̂-..,,̂
1 • fhi'( • 6 ) V.- -J-___—

</;̂

Les relations ( i 5 ) et (16) sont des équations différentielles de Perdre
ap, qui admet ten t comme intégrales particulières les fonctions V,.

Corollaire I I . — De la relation ( I I ) on dédu i t

^(^V/ / )—^_.,, y^
par suite

^-(^V,,) ^-V,
r/^2^ '" "r: -^TT5

et, à cause de ( i ^ ) ,
^nn{»n-\î \

(1.7) —..^l-^j — y
^2//- ' v / / <

équation différentielle de l'ordre -in, q u i admet V,/ comme intégrale
particulière.

Remarque. -Cette relation, qui revient à ̂ ^ =V,, se dédui t en-
core de la considération des équat ions différentielles (7) , car, si Fon
différentie in fois la seconde, on obt ient

. .̂ 1!J^ , /, . .^'^n. ÎL' d^^ ^ ( l ̂  / l ) '~d^~ "~" ~^7r '^ 0-

équa t ion identique à la première, ce qui montre qu'on a

^U/,
TT^TT" ̂  A N / / ( A const,.),

et du développement en série de V,, et U,/ il résulte que A : = i .

THÉORÈME III. — Entre trois fondions consécutives V,^ V,̂  ^V,..,,
o/z a la relation linéaire

( m ) ' ^ V,-,2 + (i + v ) V,_,, — y. =: o.
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On l'obtient en portant dans la première équation (3 bis') les valeurs
de ̂  et ̂  déduites de ( I ) .

On volt , par ce qui précède, que la fonction V,, ( ï o bis} satisfait a la
première équation différentielle (3 bis) et aux relations ( I ) , ( I I ) , (III),
et que deux de ces relations sont des conséquences des deux autres.
Nous 'appellerons fonction de Fourier onfonc/ion cylindrique toute fonc-
tion satisfaisant a deux des quatre relations précitées.

10. Si à la première des équat ions différentielles {2 bis] on applique
la méthode des coefficients indéterminés, on obtient ^

V;(^^A, 14 -——
(.8) ! • • "^

( • - ) - -h'-^) 2.4(;^ -+-2^(4-4-2 v) 2 .4 .6(2 4-2^)(4+2^)(64-^)

,.'.. .....G
1 V;(..r)=:^2-^

;î . ( 2 — 2 •/ ) 2 . 4. (2 — 2 V ) ( 4 — '-î ^} ' 2 .4-0 ( 2 — 2 ') ) ( 4 — 2 '-' ) ( 6 — 2 v )

intégrales analos'aes aux séries ( 4 ) - En supprimant l'accent de V.^ et
posant A,,=: ———^-, nous avons

1 ,'i .^ ~\
( 1 0 ) V,( ./•• ) -:: —————— •i -4- -—.- -1---..— -i-- ——————-—————— 4-. . . ,•

;->' Y { 1 -+- ^ ) 'ï (, ;î -4- ;̂  ^ ) 2 . q ( 2 + 2 ^ ) ( 4 H- ^ ̂  ) J

telle est la forme sous l aque l l e se présente, dans ce cas, la fonction de
Fourier, et l'on en d é d u i t sans peine les relations

,. i d\,^ ^^T/r
,.,. i d{x^\^}

( 'U J:1' \ , -= - ——————,———————5
. /• dx

fo rmu le s correspondantes à celles qu 'on d é d u i t de ( I ) et (II bis) en fai-
san t /^ == î et s u b s t i t u a n t x à la var iab le .c. En remplaçant clans la pre-
mière é q u a t i o n d i f f é r e n t i e l l e (•2 bis) —e^—— par leurs valeurs en fonc"
lion de V^ i f^ ' j et V^^.c^.r), on ob t i en t la formule correspondante à
( I I I ) , savoi r :
( 2 2 ) ,^V^f,^ •h •î{^ + l)Yv4-l(,^) — V,(^) =0.

R e m a r q u o n s que , si les équa t ions (l i tTérentielles (3 bis) se déduisent
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de (2 bis), et les séries (18) des séries (4), par le changement de la va-
riable x en z , la série V,(.r) (19) n'est pas exactement ce que devient
VJ-s) quand on remplacer par — elle en diffère par le facteur-^;- Cela
tient à la condition qu ' impose aux constantes la relation (20) .

11. La fonction F(A') = ^V,(.r), qui est une intégrale de ( î bis), sa-
tisfait à des relat ions analogues, qu 'on obtient en remplaçant V^(^)
par ,r^F^(^) dans (20), ( a s ) 01 (22 ) , ce qui donne

dF., '^ n in
( 2 3 ) , ^^.h+I.^,,

C/FV v(^y ^^^+F.,,

( 25 ) F.,4- 2 4- ^——-^-- Fv4-.i — Fv -= o.

Si l 'on combine par addi t ion et soustraction les relations (23) et (24 ) ,
on obt ient

cl¥', ^ ,.
( 26 ) - ^ /—— "̂  1' v- [ + y v-1-1 >

2'^ ,, ., ,,
( 2^7 ) —— 1^., "-=:. j^ ,„ î — ,1^, .».„ î ;

cette dernière relation ne di f fère de (2 ,5 ) que parce que ^ y est rem-
placé par v — î , et si l 'on m u l t i p l i e membre à membre (26) et ( 2 7 ) , i l
vient

^^^F^-F^.
.v dx

Les relations correspondantes pour W^=x^^V^ qui est l ' intégraie
de ( î ïer), sont

c/W., '/ -+• •i .,.,. -,,r
( 23 bis) —— == —r2 wv + w^^ci- ̂  ^'

(.46.) ^^_^iw^-w,.,,

(,.6^) .^-^^W^-.W.,.
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Quant à la re la t ion qu'on peut déduire d e ( 2 5 ) o n d e ( 2 7 ] , elle ne
difTére de ces dernières que parce que F y est remplacée par M.

Remarque I . — Pour la fonct ion l^r), qui sa t isfa i t à la première des
équa t ions ( 2 ) , on a

_ _ _ _ ' _ _ I"", _____ _ _ _^__.. _ „.____i!___"̂ ' '
.>;̂  j' ( ';...,[_ i ) ^ ' ^ ( .)\ ,-',- -.̂  1 ..>. .̂  < .̂  .4- •>, ) ( ̂  ̂  4.- ^ ) •^ . .'i .0 ( ̂  '̂  + 9, ) ( -.-) '/ + ̂  » ( > - » \ -h ( ) ); '̂  } / ) """ '.>:' Y ( ̂  --1- I ) [ :>. ( • > 'i -i- '.>. ) •.->. I ( \\ '/ •4- '.>.} ( -2 '^ 4- ^ ) •.->. .'i . (> ( •Ï '̂  -h 9. ) ( '.') '/ -+- -l > ( > J > '̂

et par su i te il vieni

^^^^ j -..„ ^^^^ .̂.̂  ^- ^^^^^-^ •^ ( ' ^^+4) ;' ;>..^6(•3V+ 2)(2^+ ^ iX3 ' ^ -^f3'

Cest cette d e r n i è r e série, qui représente plus spécialement la fonction
de Bessel.

Les fo rmules ( 2 0 ) , ( 2 1 ) et ( 2 2 ) d e v i e n n e n t alors

' I j ' ' , / • <l,f

et l 'on en d é d u i t p o u r la f o n c t i o n J,,

^ ' g i( , > „ > , ^- ^J.-J..,,,

^ 1 î l
'* ' (l.r . / "

</.Iv . ,
( ;•», ,^-:J^--.!„,,

,71'

Si l ' o î i pose .1,=^ hV.l, W.^ é t an t la fonct ion qui correspond dans
ce cas a l ' é q u a t i o n de S t u r m , on a

./W: .44 ,/ ^
^^ ) ^7"- ~,--^---^—

^/w; . — ï ̂  , ^
OS, ^-.-^-^\V.4-^.^.

û •î
Ann, de l'Ec. Normale. T' Srri(1. l'orne1 X î . '-•
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Remarque I I . — De la relation ( I I I ) on dédu i l faci lement deux frac-
V Vl ions continues, qui représentent les quot ien ts -— et —-^ et q u i per-

sne l t en t de ca lcu le r V,̂  el V^-a quand on connaî t V.,.

12. Delà/onction O/, de M. Neumann. — La fonct ion que M. Neu-
m a n n désigne par 0^, et. qu'il appelle jonction de deuxième espèce,
satisfait à l 'une ou Faulre des deux équa t ions

(^U.r) 3 ./(-U.y) / ^-,. ,
I —/^-- + ̂  —^—- + ( . - —^~) 0, (.) ) =• ̂ ,

( 0 9 } J ^0//(.r) 3 ^0.0') / ,^-,^ ^ „
f -7/^- -+" y -7/7- + (/ - -F-) o / / ( - r ) •"- ,?-

s u i v a n t que n est pair ou impair .
Si l'on pose 0^[y) ==j~"^1 i^(y), ces deux équa t ions d e v i e n n e n t

l7^-(^+i:^^r/^ < > -.-.,//
^ . } <r .r ~^"~ 1"'"1" / - - • ) ?

1 < ) } ^ ^U.r) , i---;^/ ^/u/ / ( . r - ) ^ ,
E - , - . - „ — ..̂ . ...,„ _.^_ „ . , ^ ,.... .,,,,,., ,., .,„„.,, ...,.j,,. ^^ ^..^_ ^ ^

\ dy ^ dy

et , en faisant respectivement

i^,=.A. -i--B.y2 4" ^f" -+••• • •-l- K,^"^' -l-Lj^-^-i-M.r^
<.2,, "=: A i -f- lîi .r2 -l- Ci f1' -i- • . . . --l- K i y -1 ;î -i- J.i .r7' - ',

on obt ient
'yï y' ' } • l i

U,, =. •>/i~ !.!'(// -i.- | ) i -(- ——————- 4- ——-;———-————— ~|- .,. -h. ——-—..———-.—————— .^ , .. - -
[__ •>. \'l ft — ^) '2 . f\ ( •>. Il — '.).) ('A II — /j ) 'À, 4 . . . // f .̂ // — '^J ( 'À fl — 4 ). . . ̂

r y2 A/"'(, i •// 1ii,^^^-ir(^+i) f+ —7—+—;—^———--+...+
'2 ('2 /? — '2^) ' } . . ,1 (^ // — '>.) (-2 ̂  — \ ) * " y,. 4...(/ / — ! J {'), fl — '^). ..(ft - 1 - ! )

En prenant pour variable z = }- on transforme les équations (4oj en

(42 )

;̂ ^ +(,„„) ̂  4-û/,(^)-:2^^ ( /^ pair),

;_^_^ 4-( ï_^)^^ -t-^,,(^)=^.2^--1 ^"l"ï~ (^impair);
U^w U^s

et, si dans le premier cas on a n == ^p, et dans le second n = 2/^ -h" i ,
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(•es équat ions se ramoneront a la forme u n i q u e

S. in

^---H,-./,,^-^(.)^.

où la constante K désignera soit :?/\ soit ^.2^~'; eelle équation admet
pour intégrait1

( 4 4 ) <.^(3) .•^ 1 l . ' < . : } . . . / /

avec la condit ion /•=.-= -;- ou /• == • - ^—i suivant, (iiie ^ est pair ou ini-

1 3 . Propnélés de la fonction ïl,^.^}. — La fo ne lion i^(^) jouit (le
|)i'()pi'iciés analogues à (•(^ ics que lions avons établies pour la fonction
de première espèce. FaisosLS successivement n --= ip — i ^ 71 = a/.?,
/^ rr a/? --(-- i ; les é(ji i ; i l i()ns ( ^'i) ( Ion ne l'ont

Y / i

<'/0 » { ~ )
> p ^. .^/>-—^-. -|... u^,, , < ; j -: ( •>.p 4- i ) ' - t 2 / ' ;/',

et de la formule f / s / s j on déduira
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En p renan t les dérivées des deux dernières expressions on obtient

W

et de la comparaison des fo rmules (/j6a) cl (47 a) d 'une part , et de
celle des relations (46 b) et (47 ^) ^l0 l ' au t re , on conc lu t

(W)
(b)

formules qu 'on peut rnelire sous la forme unique

Ci 8 ôf's) d^
T:sur-// - •

Remarque. — On pcuî : dédu i re ces r e l a t i o n s de la cons idé ra l i on des
équa t ions d i f fé ren t i e l l e s e l les-mêmes. En effet , si l 'on d i f f é r c n l i r
l ' équa t ion ( / i 5 6 ) , on ob t i en t

et si l'on remplace ici ^^——/ et ses deux dérivées premières pa r l e u r s
va leurs dédui tes de (48 a) on retrouve l ' é q u a t i o n (4^) ci). Ce qu i p r o u v e
que ̂ ^2 = A ̂ p- ̂  , (A. ccmst. ).1 dz ':>.j) — i '

De mêrne, si dans l ' équat ion

^^,.,(z) ^ ^ ^ ( z ) d^.,.,(z), 3 — — — — 4- (,î — ^ p ) ——^——. -.4- ——————^^,.,.,(z)
d^ dz

:=: (':>.? ~\- ^ ) p . l > î l ) z ' > 1 ,

qu'on obtient en différentiant (45 c), on substitue les valeurs de
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'î tLii} et de ses deux premières dérivées déduites de (48&) , on re-
(7.Ï

tombe sur l 'équation (45 &•). D'où l'on voit que

^ t̂ii-i} ̂  V >< ' ) i ) "''" [ [^-/,( ^ ') — (^p ̂ ] (A/ const. ).
(f^ î ) ~

14. Des relat ions (48 ci) et (48 &), combinées avec (45 b) et (4.5 c), on
dédui t f ac i l emen t les relations qui do iven t exister entre trois fonctions
consécutives. En effet, la r e l a t i on (48 a) donne

et si dans (48 6) on remplacer parp — i, il vient

par suite on a

et en porlant.dans (4.5 h ) les valeurs de ̂ ^-) et ̂ ^ on oblient

( ̂  ) ,̂ . i2,/,..,(. ) - - \ ! > { r - î ) ̂ ' ' ( ̂  •-1- ̂  - ' ^ ̂ ( ̂  = 2'^'^ "" 1 : ) J/;'

On a ainsi une relation entre trois fonctions Û consécutives dont l'in-
icrmédiaireû^, est d'indice impair. Si l'on pose 2p - î == 71, celle
relation revient a

n •4- t

( / 1< , / , / \ . ) \^n 1 « )^ ,( ;J-1.(^-0^., ,^-)-•.•<(/ ' •2-•)"^5)= / (•<"•^-- " •

l,;i relittion ( ̂  f/) donne (-l'un autre côlé

'l1^',' .< ' ' ' -> - ̂ ±^ '^/^ - .,-/-. »,-/'-11,
——Jï2—— - /' , ^ ' \

et, en rcmpbç;tnt ici (ul^^ par sa valeur déduite de (48 a), on a

^" '̂Li' = r'^ + 1 ) u,/, i(-;) - f".^ + »)-2^s/ ' -1 -
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En p o r t a n t les va leurs de ^-U2/^1-—^ et €-^^- dans ( 4 0 c) , on obtient* cl^ ( i z "

{ 50 ) 4 ̂  ( 3^ + 1 ) il^-i ( ^ ) — ^ ( •2^ + 1 ) ( 2? — ï ) 0^ ( ,3 ) + ( 2/> — 1 ) i2^,i (.;)== 0 ;

d a n s cotte re la t ion la fonc t ion i n t e rméd ia i r e est d ' ind ice pair 2 p , et si
l ' on fa i t 2p == n, el le revient à

( :)<) ^/.S- ) ^ -3 ( //, + î ) iïn..,.. ï ( .3 ) 4- ( /i --- 1 ) ^z+1 ( ^ ) — ^ ( ̂  — I ) ^/z ( Z ) — . 0.

Les deux r e l a t i o n s (4<") ̂ ) ot (5o 6^) peuven t être comprises d a n s une
seule, savoir

,/ 4.. 1

(5 i ) ^(n + î ) ̂ n-i(^) -4- ( n — î ) ^+1 ( ^ ) — 2(^' — î ) i2//,( .j} = /^-^ ' s in 2 / / ^

Si, au lieu de 0^(y) ̂  y-11"' ^(r), on pose 0,/(j)-^y^'^^y), p u i s
-^- ::::= .s;, on t rouve p o u r ^(-s) des re la t ions ana logues à ( / j8 ^/.v) et ( 5 î ) .

Dans sa Théorie des Fondions besséhenncs, M. Ne uni a ni s a v o u e
(pa^'e 22) qu ' i l n'a pas réussi, à é t a b l i r pou r la fonc l ion 0 les dorn ie res
r e i a l i o n s que nous venons de d é m o n t r e r pour la f o n c t i o n i2. Mais on re-
t r o u v e la ron'nule ana logue à. ( 5 i ) d a n s un Mémoi re q u e M. S c h l i i t l i a
pub l i é dans le ^Volunne desMalheyna'fische Anna/erzdc Clebsch et Ncn -
m a n n ( pa^e s'"^ ) . ,

I I .

DE LA FO'NCTION DE D E U X I E M I î : ESPÈCE.

15. Lorsque le pa ramèt re est u n n o m b r e en t ie r pos i l l f ^ , la série q u i
entre dans Y'^ et U'^ dev ien t in f in ie à pa r t i r d 'un c e r t a i n te rme, et ne
peut servir à représenter la seconde i n t é g r a l e p a r t i c u l i è r e . Pour ob te -
nir cette intégrale nous employons une méthode i n d i q u é e pa r E u l e r f ) .

( ' j Calcul intégral, i*' édit., t. ï ï , chap. IV, p. 80 ci su iv .
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Nous posons

< ) , / — .< •'•

(V,, •-: ...

i

A. - / /

1 ( 8

1 (

—r———— ...
-t- // )

-1- a )

i.'ni

i,. '.'. i,

32

-r- /Z ) { \i

3'2

-i- ^ ) ( 2

-r- /^. )

———— -[•-.
-h /Z )

1,.. ^

• • . ! •
4, dans les cqiKil ions ( 7 ) du §1, nous faisons

( V/^I^ +•<)/ , io^;^,,̂  —— I ^ -l-- ^^ ^''-'î-) '-'5

[J,/=P,+Q,lo^;

Q// G1 QL s ï )n [ ^^ in tégra les par l icu l ic res de ces équat ions , et, pour dé-
t e r m i n e r les n o u v e l l e s fonctions P,/ et P . nous avons les relations

^P//

//?'

Nous c o î ï s s n o i ï ç o n s par é v a l u e r P'^, et pour cela nous posons

P// -.. 4. -l-'i»^ •4-. C^^ - l - ro^ ' 1 - ^ - . . .

- I - ',}{ ^ " :ï -!- ̂ // 2 - - 1 - ;)rL ̂ / / 1 -l- ^z^ •+ ^/î^1 ~h ̂ -t-2 +. . ..

I^ î i s u . I ) s t i . l u a n î ; ce t te va l eu r el celle de Q^ dans la deuxième équa-
t i o n ( 3 / ) , et égalant à o jes coeOicients des diverses puissances de z , on
d é t e r r n i î i e cZ.,, il1), c, . , . , <"H1, ̂  DK.', . . « en fonct ion de la constante A.
Un seu l coef t ic ies i l X reste i n d é l e r m i n é et peut être considéré comme
u n e constante arbi t ra i re que nous désignerons par K.

On t r o u v e a ins i

,̂ -,..,...
x

•-•\ IV ^

— f^z

("

t !

-1

.,4.-.

ï -

p(
^ l ( / è + - l )

i)( i — H ' ) ( ' Î — n).

———:—- ~-h...+ —
i ( ï~ " /^ r .

1 ( / / /+- 1 ) I . 3

^+ L^ ,̂
ii + i /

.. ( — t)-

2. . . ( n

( /^+i )

(^-ï-
\ 3

I .3 (

)(

— ï ) ( i — n )

(^

+

/À -

— i ) / À l
^/A-l

+2) • •

1

n -t- i
-H)(^+

••..(-2)(-r)

•]
i ^

^+2^

2) ' • • •
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el en por tan t cet te v a l e u r dans la deuxième équa t i on ( 2 ) , on a

l ,!"// -= i . 2 . . . ( / < - - - 1 ) ( t — /^ ) . . . ( -— -2 ) ( — i ) n \

-M K - h A l o ^ ) ^ i +
( /<' -|- 1 ) 1 . •>. ( // 4- 1 ,) („ // -I- •-S )

I I I \

— A 3 " -(.-;:-» //. -h 1 //. 4-- ^

• L 1 ( //- -h ' .)

Comme V^= s-"U,p on déduit de la

[ . -^ ( // 4- i ) ( // -[.- •-> )

\ , -= i. 'î... ( n — i ) ( i — //'). . . ( — •> ^ ( — i ) 't A
^ //- i- i

1 ( 1 —- // ;

• ( Sv-i- A log^) « 4-
i ( i 4- // ) .1 . •-' ( l - I - // ) ( < ) - 1 / / )

,- , .4..- ,
\ ^ ,i ....y.,. ; //, -i.-. « ^-I- //

l ( l -|- // }

en conservatU les constantes A et K on a l ' i n l eg ra l c généra le , et en
faisant K == o on a la fonc t ion c y l i n d r i q u e de seconde espèce.

16. De la/onction I\. — Observons que pou r la constante A on a
-, et la fonction qu i avec Q,, ( i ) en t r e dans V,/ est

I . 'A . 3 . . . / /

I P/ / -: f I —. K:) ( ••î — / / ) . . . ( — ^ ) ( ~- r )

xl'."-.
I ( I —— // ) * " I . •>. . . . {il •— 1 } (' 1 --- /t ) ( '•l — / / ; . . . ( —- 1 ;

n ••-i- i
; . 9. . 3 . . . /•/, |L [ ( n 4- ( ) i . '.-» ( //, - h r ) ( //. -I- '-'- )

d\nEn s'appuyant sur la relation V^., •==- -—^ qui doit avoir l i e u pour
toute fonction de Fourier, on peu t établir aisément une formule de
récurrence, qui permet de passer de I \ àP^n . Prenons l ' intégrale
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s od s la tonne généra le

\"/< --: P /, - i -///. Q // ; Q /< l(.,)g' ^. (_ y.n cons l. ).

l^)^!- un Ind ice s u p é r i e u r (l \ ine u n i t é nous aurons

S. 9,

comme on doit avoir V,/,, -.- — •> et que Q,,,-i = —
el lions

^P. , ^O// , Q.a/,,..,0/^-;:^- ,-.a,,̂

j » ; t i ' su î l e
^l'/. </<)„ ()„

? nous en con-

I Ç e s S e ;i déies'iïîiner la différence a , / ' - - a^-.ir D^ ( 7 / un déduit,

' / / " - i- iT( /; i- •.i) 1 i .'•-*- (/i -^ l ) (//- -r1- 0) ( /^ 4- 3)

7T/7" '̂'V") ' i . ^ ( / r M ) ( / r s - 2 ) 1 i . ^ . 3 ( ^ - T - î ) ( ^ - r - a ) ( ^ - : - 3 )
s.4
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et, si l'on ajoute ces trois expressions, il v i e n t

dPn ,_ 1 dQ, . Qn-„-,_— --(_ ————— —_— --(_ ——
r/3 /^ 4- i dz z

= [l - (^ + I)] [2 - (^ +!)]...(- 2) (- 1 )

—.-// „-•!

x
J . | " l—(/^ -H)] ' " t . 3 . . . [ ( ^ - ( - i )—i" | [ l—(^+ l ) | . . . (~ î ) 1

r \ ./ ï » r^ 1 ^_ —————— ^2 ï ^_ _ ^_ —————— .̂ .
^ ~l- 9. / \, ?- n 4- ?. /À — 3 /

. a . 3. . . n (n -+-1 ) L J ( / À + 2 ) i . a ( /À -i- 2 ) ( /A + 3 ) ' ' J

Celte dernière'1 expression n'est autre que la valeur de P//_n; on a don^.

/ - 8 ) P -'/p// 4- î rl()f! , Q/?V O J ! ̂  ~ "̂  '+ /r~4~r '̂ ï'' "t""" ""r "
.Remarque. — On peu t d 'ai l leurs démont re r , en s ' appuyant sur requa-

llon dit ïérentiel le, que la valeur de l\.).i se présente sous la forme généra hî

(a) P/,,., ̂  ̂ / + a <^ + Q// (a consl,.);
CtZ (f^ ^

car, si l'on differentie par rappor ta s la prcmicre équat ion (3) , cl si,
d 'un aut re côté, on y remplace n par n -{- \, i l vient

/ / , ci3ptt ^, _, ^/2P" rfp» , ^0" " </f)" (->"( b ) s y -t- (. + « ) ̂  - -^ + a -^ + ̂  ̂ - - /, -^ -= o,

(c) . ̂  4- (. + .) ̂  - P/,.. + . ̂  + -/i-h-l Q,., = ..;
Ct-j *" c(-3 M- 3 .2

en subs t i t uan t la va leur (a) dans (c) et observant que

^•^^r oi "^j"---^1-
on retrouve l 'équation (&) ; ce qui m o n t r e que la valeur ( a ) sat isfa i t a
l ' équa t ion (c), quelle que soit la constante a. Par le développement en
série, il est établi que cette constante est égale à —î— Je ne sais si
cette remarque a été faite jusqu'à présent,
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17. En revenan t à la constante a,^ on voit qu'on a

S. .7

"fi~\-1 -— " n /i +1
i

^•ri.^'î ""̂  a/^-^-l ' n -t- -2

a ̂  .̂  ̂  -=: a ̂  ̂ _ //_ .„.. ̂  -
n -h // '

d'où il suit

.̂̂  -^ ^/ - 1;^- + ̂ ^^ + • • •4- ,TT7^

Si l ' on fai t n == o, et si l'on remplace ensuite h par n, on obtient

( , < ) ) a// r= a<, — f l + ^ •+- ^ +. .

(̂  reste îirbitrairi^ cl l'on a pourV,^

do) V,/-;!\,.+- L..--(s- i- ^ -t-^ +...+-^) |Q.4-QJ,og^.

Rcîsnarquons (jue les vî.ilcî.irs de P,, et Q/, se déduisent de celles qui
correspondent à l'indice o, c'csi-à-dire de Pô et Qo. On a en effet

.. ^Oo

^0.,
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et en général

^-"^-i "-"-'
^- . f^Oo -^ ^-3/^0^-.\

( , u ',, „ ^Po . ^^(O-"-1 ') . l̂ 77^ ^ V ^ " /
1- ^ _,, ̂ ^ ..,-,-. ...,.^^_^—— -,-.. -^-.-, h ^ ;î

^ /r^^Qo ,\ ^ - ' Q o . / i r i V^O,
l f '^i " - — 1 1 _.|_ . , ,„,,„_'• '' ---1 ,,_|_. 1 r —l._ „- -4..- — —|— -.,.l.» _ | . . . .......... .. .

4" ïh ̂ dz11^ ' ^ ' ^3^-1 ' ' \1 1 2 r 3 1 • • • • / / ^ ./-

Si dans P,^ on développe les termes qui c o n î i e n n e n i -s""1 en l -nr .h 'ur ,
on obtieni

. _ d^p^ /^^'Oo 'îl^irrL}^200 ^ (1 / /.T I ' ) (^""^ ) dti '<<- ) ( )

| /t "- 7 "̂' "1~ 'Ï 'T^" '̂ ~ '̂ ^^~ "clz'^ " ' [ ' " ^^--—-- -^^-:-;r "-- • • •
( I ( Î ) i . n ( n — i ) . . . 3 . ^ . 1 ^ / i i i . ̂ O,

( ± ---^^^^^ Qo 4.- ( î 4- ^ -4- ^ 4- . . . -.1- J ̂  ;

, ^/Oo ^Uo ^U., - .. .-^/Oo ^O.» ^0.)^ ,̂, ..., ^^-e t , en remplaçant —•> ——•> -^ —r^- p a r Q , , Q.j, . .., Q//, on ;i
"• fiZ u'Z" Cl^s

. . ^Po fï ^ _ n^l^~{} n „ ^'Lz^l^1 ~r'^i > a A « , 7?< r^ // ( n ~ ~ { ) o , / /- ( ̂  " • s ) ( // — ''-) i }p^ ̂ ^ .^ ̂  y,,,̂ . —^^_ Q^,^ ——.^___ Q, . 3 .
( i 3 ) ^ ( f^ — r ) . . . 3.2 . ï / , / i l r \•̂  _ ^ — — — — ^ — — — — — < ) 4- i 4- - 4< ,- .-.l-. . . -l- -„ ( ) / / ,

fiz'1- \ •>. 3 / / /

v a l e u r q u i , subs t i tuée à P,^ dans (10) , donne

(v„-^^-,-^Q„+/^o^-^^)Q»..-... .
\ Uo ^ .f, .-<.'"'

/ ? , ( ^ - î ) . . . 3 . 9 , . I
»L. ——-———•^—————— Vt) -1- 1^//. ̂ ^ --

18. On arrive à la même valeur, abstraction f a i t e du te rme a^Q,/ ,
si, l 'on observe qu 'on a

Vo^Po+Qo log^ ( 1 ) ,

^Vo ^ ^Po ^Q^^)v^_ .̂ ^ ._ -̂ .-., 1 . ̂ ^

( 1 ) En prenant Vo == PO "+-Qo log^, on suppose la constante ao nu l l e ; et comme cette
valeur doit être portée dans V/;, (10) et (1,4) , i l s'ensuit que celte fonction est complètement
déterminée.
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Les valeurs de Pô et Qo, d'où se déduisent toutes les fondions P,, el
Q//, sont celles qui sa t i s font à l ' équat ion (6 ) , § 1; on les déduit des for-
mules ( i ) el ( 7 ) du présent paragraphe, en f a i s a n t A == s el n -= o, el
l 'on a

"-" „ r - 1-:(1.7)"1":(17114) ii ii - — •' - - - + ——— — ——,>—;,- +... ,L i • i i . ' • . i . •< i . •) , . j. i . '),. j j

Dans lu cas ou n — i , les éqii îUions a intéa;t 'ef sont

[ ^v, </v, ,.
; ,|_.î _ \ -=:o,

] «;- I'/;
( I f i ) • ,,,,

^•-- l1.-0'
el l'on îi alors

.0, ••-,., . 1 . ..^^
. - < . - > . 3 1 i . ^ . : ^^ .^ .^ ' '

.3 ( , -|- - 1 . ) ^ ( , ̂ .. L -i- -i .-)- ,1. ) ^( j -.̂ , i -H ̂  -+- -1 4- ^ + ̂  )
T v • > / ^ '>. '>. .-?/ \, ;•>, J) 9. 3 4 7
^ ^ i . '.î i . ' . > . . '.>.. .'î f . ^ . 3 . a . 3 . 4

Si dons Pi on ff lecêne les ca lcu l s ' i nd iqués aux n u m é r a l e u r S ç on
t rouve

^ i.̂  , _ 7 0 , ^ _ _ 4 o ^
' ' 1 1 " 1 1 1 ' " "1"11"" 7—;; ^'" . ,, ;7 ..—T. 1-^- - — T - . .'. •:\. T. 37Ï73 T^.3^73.4.^.3.4 i. a. 3.4.2.3.4.5.2.3.4.5

'^RS^.-.I... ———————————:———————— -j- _
i . 2 . 3 . 4 • ^ . ^ • 3 .4 • 5 • 6 . 2 .3 .4 .5 .6

les nornhres " S , i 4 , 70, 4°4? 2688, . . . sont donnés par E u l e r ^ ) .

19. 11 esl à peine nécessaire de faire observer que les séries em-
piovôes j u s q u ' i c i sont convergentes. D'abord la série Q,/ ou Q^ converge
p lus r a p i d e m e n t que celle q u i représente le nombre <?. La fonction P^

( [ ) ( ' { / / < ' ( ( , / . l/it(^rctl, 2" édil., t. ÎI, Cliap. VU, p. i56.
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se compose d'un polynôme l imi lé et d 'une série infinie dont , le terme
général est

/ I I E l I L l \
" P } î -|_ _ -4- -- -.4- -4- — -\~ -————•— ~h —————— -+- . . . -f- —————— t

ï . \ 9. 3 ' ' ' p n -h î n -\- ':>. _ n -h-/j7
1 p ~~ iT^TsTTT^ >< iTaT^T'rT/T '̂TT^^yc'/T^

SI l'on pose
î î î î »

I.L -= I -+- - -h . • - 4- -• -t- ————— -t- ——1--'1":- -1-^- • • • -+-
2 p n -1- Ê // -I- -A ^ -4- /->

te rapport du terme suivant Tp,^ à T^; est représenté pîir

T^ ,, _________ ^ î
T^, " (^-i-i) ( /À+^-H- ij ^ 1.1^

/'jl .,...i_ ,-.-L...... + —_8—— )
\. / p -h I / / • _ } " P ~^_^J_

OU

( i ,S) -^^- =. -^^Y^^^^-Y) [^ -i- ]-ç "̂::̂ -, 1+" ,r:+:/71"1;}.: î ^

A mesure que p augmente, l 'expression cotre crochets ( l i m i n u e cl
.se rapproche de l 'uni té ; le facteur.—..-—-.—,_.-.— décroit jusque11 ^ p ^.,... î ^ ^ //, -i- p -.1- î )
devenir aussi petit qu'on voudra ; donc , a pa r l i r d 'un cer t ,a i i s terme, si
z conserve une valeur finie, ce r appor t devient p lus fHî t i l , < i u e l 'mi i tc ,
et, par suile, la série est convergeê.'il.e.

. I I I .

AUTRES DÉVELOITIvIYîENTS I^N SÉRi'ES.

20. On peul donner une au t r e forme au déve loppement des fonc -
tions de Fourier en y in t roduisant comme fadeur la fonction e'\
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En par tan t de la seconde équation difTéremlelle (2 bis), § 1,

/ „ ^IL . i -^ dv, ,,( i ) : + ——— „ _ u -^ o
^/.r2 . a' dx

où l 'on sai t que U,==^l\,.et en posant

U^R^,

on obtient la nouve l le équa t ion d i l îe ren l ic l le

, , ^Iî /i-^/ WH " , ^(r ._^) -\
{ ' . î ) --— + ———„ -4- a //^ - . - - + /?z2 -|- —-:————-/ -—ï ê:{ -=. o.

^•/.-< \ ,r / Ĵ.1 ^- 1

Ponr i i î lé^s 'er celte ( l e rn iè re équa t ion , nous posons

H =: A .r^ -î- 1$,^^ + C^ -l- :I).r^ -h. . .,

et, en s uhs 1 1 1 liant dans (2) , no us avons

A a ( a — '..î ^ ) , { • ' ' • ~ 2 -î- .A //^ ( 'î a — a '/ + i ) .'r* • 1 -î- A ( fn2 — î ) x^
.4- \\ p ( ? — '> -/ ) ,/;^ -2 -î- lî ///, ( ̂  p — ^ ^ "î- i) ,^-1 + B (/?i2 — î ) ̂
.^ ( ^ ̂  ( y •— •,i '^ ). r i ^ -\ - { ^ i n ( ̂  '{ —- '}. ̂  + i ) -r7 "1 + C ( ni2 — î ) .r-'

•^- . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . :=o.

On y a t i s f a i l à celle é q u a t i o n en posant d'abord m 2 — i = = o , c e q u i
d o n n e m== ri-- i , et en égalant à zéro les coefficients des diverses puis-
sances de .r. I l y a d e u x manières d'opérer pour chacune des deux va-
ieurs 'de m.

i ° En p r e n a n t w-= — i cl posant

a 1-11 9. '̂  p -r; '-» ^ -+- i, y ^= •î ^ •4- 3, 0 -= 2 v 4- 3, . . .,

on a pour première intégrale

•^-i" i ^Ji'''+ I ) ^ •̂LztJlL • • • 2 (̂  + i) (^v 4- 3) ( 2 ^ +5^ ^ ^
1 ' ' ' 1 / f 1 - ( ( ^ ^ - l - i ) ' 7 l . - . - tC^,^ t • - i j ( ^ ^ -i-'-i/ l .^ .3( ' . - î^4- l ) ( ,^v4-^) (2vH-3)

2° Si avec i n . - -- i on fa i t ,

% .:-.:: o, p .:= i, -f = '.i, o==3 , . . .,
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on obtient pour deuxième intégrale

^r j^zz^^ . ,_ JLLẑ ÎfLii-ILLL ••) ( ̂  ''̂ ') ( 3 — ••> v ) c r> — ̂  ) _ .
2 J 1 ( 1 --- 'î ^} ' ' 1, . '2 ( 1 — '.î ^ ) ( '.i — '2 V} ' ' l . ••> . 3 ( 1 — ^ ̂  ) {'-4 — 2 ̂  ) ( 3 - - 3 ^ )

On a ainsi pour Uv les deux valeurs

i \ / î \ / 3 "\(^->-) (4, , ..I.- , .4^ ,

lî^ =: A^11 -•2'.,^2' î î- -;-1-'- .--— 'î ,r ^ , . - -1-1—' --- — -,.———-.-.-,-.—„. ( a ,r )^
L ' (' ~t- l • > - v } 1 - ' 'C - î - ••^K^ - î - ^ ^ ) '3) [U;-:_ ^e x î - 1 - - --"-—- —- ' > . , c - \ - - -- '"-.- 11 ' ..--'.".-.-.-. --..-- . . . . (^.r)2 . - ( . . . . .
1 1 ( 1 — — ^ ) l . ^ l — — ^ V } ( ^ - - ^ V ) " J

Remarque. — Si au lieu de m --:-=-•; —. î nous posons m =::- 4" î : , nous
aurons

U; =: A';'^.^

11'̂ = A^^

valeurs qui se déduisent des précédentes en changeant a; en —,'r, el
qui, [)ar conséquelit, ne donnent pas de nouvel les intégrales. On voit,
d/ailleurs que l'équalion différentielle ! i j ne change pas quand on y
remplace x par --- .r.

De là découle une conséquence remarquable. En prenanl. A', • A"^ on
a U^ ---= U,̂ , ce qui. doîiiie.[ î — —._..„—... ^^ ..p ................................................... __.„........,_.-... (^ . / .p _ _ j : - . , ,^ '^ j },„[.-.„-————— ^^- | , , .

{ ( 1 - 1 - 2 ^ I . ^ ( l - l i l - 2^ ) ( • -> • • | - ^ ' ^ ' ' J L l ( l - r - y ^ )

c'est-à-dire que, si l'on effectue les produits indiqués dans les deux
membres, on doit trouver de chaque côté une expression de la forme
î 4" A.r2 -4- .B^71 - 4 - . . . , ou les ternies de de^ré impair ont disparu. De la
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on déduit
/ i \ / î \ / 3 \- -4- v - -+- v - -4- ^\ < > / \ •ï / ' • - > /

I -t- ———-—— •— 2 X -h ———————•-———-—————- ( 2 ,r )2 -h . . .
t ( 1 + r) ^ ) I . ̂  ( f -h- •>. '^ ) ( 9. -+- °. ^ ) '

i _ _ __.;:_„__,..___-'__ r^ y _1_ _______________•'_______________._____ / f) y> \ 2 ___

l ( 1 -h '.3 ^ ) '̂  ' ' ! . -^ { 1 -(- -j ^ ) ( 3 -+- 2 ^ ) '

(.4 on a { ' l i n s i I n v ideu r de la fonelion exponenl ie l le sous la forme d 'un
nippon de d t^ux séries in f in ies con tenant un paramètre a rb i t ra i re ,^ .

L ' éga l i t é \]'\ = U'/ d o n n e pour e^' u n e expression qui ne diffère de
la p r é c é d e n t e que par le signe d e y .

P o u r q n e les fondions a ins i ob tenues représentent exactement des
fondions c y l i n d r i q i i e s , i l f a u t qu 'e l les sat isfassent à une seconde con-
d i t i o n . . O r , de la p remière f o r m u l e f 3 ) on d é d u i t , en s u p p r i m a n t Fac-
c e n t ,

| i ••!- •^ ( \ '•- ' > ' / » ( ' 3 --|~ ^ ' / ' ) „ "1\ 1 , /. -.-... \ f, ./• ( .̂ ..__.„„..,._„.. ^. ...j,.. —.,.,——_.——————j^-h... ,
î ( E -i- '-s ^ ) 1 . 2 ( 1 - 4 - ;..i '• /} (, a -^ 2 ̂  .) „!

{ .1>) -4- 9. ^ ) ( .1>) .-h- ' ^ '^ ) ( 5 ""h '̂  '> ) ,̂ | ,

""Ï̂ ^T" '2' ~1"' V .2'( 3 4- 2 '/ ) ( 4- 4- 2 ̂  } x ' " Ï

. ^/V,,' V, , 1 { .1>) •4-9. ^ ) ( '.\ ••[- ' } . ' / ) ( 5 .4-^'/:

. /• </,r " :>. ^ -l- •.̂  ' 3 -l- ':< '-» ' î . 2 (, 3 4- 2 '/ ) ( 4 4- 2 ^} '

d'où. l'on voi t que, pour que la relation

V.

soi t s a t i s f a i t e , i l f a u t qu 'on a i t

A,

! ./V,

.r </z'

r e l a t i o n i d e n t i q u e a celle qui a été é t ab l i e précédemment. Pour un
p a r a m é t r e ent ier n, on a

A 4//A/,.+.i '=- —----—-- î
ft^ï 2 ( / Z + I )

t î t o ï l en conclut
A - -^___.

• // ~" 9.fi r(i -+- n )
. • ï n i i . (/(.' i ' i c - l ^ ' o r r / i a l c . •2° Séri<1. 'I\)nie- XI. b. 5
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21. Nous avons déjà observé que, pour passer des équa l ions (2 bis), §1,
aux é q u a t i o n s ( 2 ) , § I, il s u f f i t de remplace r x pa r xi. Si nous faisons
cette s u b s t i t u t i o n dans les expressions (3) , nous au rons les intégrales
par t icul ières de h seconde équation ( 2 ) , § 1, que nous désignerons par
HI et Ha. En séparan t dans la parenthèse la partie réelle de la p a r t i e
imagina i re , nous avons

( (';-,-.)( ̂ -4 (^^(J-.-.X^H.)^.-.)
. A p-i,c ,^2v l ï_,________________ ( ' ) / • i ^ , , . . - i _ —————————/————————————————————,——•—— ( ' > , / ' ) '1 ' ' / ( i .^d- t -^^C^- i - ' î^) ' ^ l . • . i . ;L .^( l+^^( / î - •h^^( '^- l - • -^^( .1• t~^ ' / )

r ( ' 4 - . ) ('l..+.vi!-,--..) ( r ) - 4 - . )
. j ' •>. ! 1>- / v '>' / \ '-' /

'lllh f [ T""( r'̂  ^ '/) ^ "^ ' ~ T"^ . 3'('r -h :>, '/ ,> ( '••» "i- '•> '/ » (, ^ -i-- ^ ^ » ! " '
( fi„..,\(^,,) ( l , - .)(3„ , /)( i> . - .) f
; V ^ / \ ;7, / .̂  ' •;.t ,/ ^. 'TI / v 9. 7 ' <). . /

, ̂  Lr ^ i ..„„... .̂̂ .̂ ,.̂ .,̂ ,̂ ^^^^^^^^^^^ (^,,^- -l,.. ̂ ^̂ -̂ ,.,̂ ^ .-^.^^ ( . ) . / )

r i.-. ( . I - . ) ( 3 - . . . - . ) ( ' . . - . )i •-> ^ '). / { ' » - / ' 1 ) . f
4- / —'.———— ( • - > , / , • ) -.- ——^—————————^_._- —...-.-.-- ( • > , / • y ...\.... , .

L i ( i — \\ ̂  ) ! \. •> . . 3 ( i -— :> '̂  ) ( 'î • - '-i ̂  ) (. ••> -- •^ )

Si l 'on désigne par M et N les séries qui en t r en t d a n s II, , i l v i en t

HI •=. Ai x ^ ' e - i x (M +- ^N ) -= Ai .r2' [M cos ̂  4- N sin ,y -h <'(N cos.r -1- M sin.,,r )'| ;

et, en changean t i en — iy on a

'Q\ -=- Ai ̂  e^ ( M — /N ) =^ A i ^2V [ M cos x 4" N si 11 ̂  -- ^ ( N cos x -- M sin x ) ] .

Comme ces deux valeurs 1̂  et li\ doivent être identiques et réel les , on
en conclut

N(^7 ) N cos.:r "- M sin x := o ou, l.ang.j; =: ,- ;

on a ainsi

(8) Hi== Apr^'Mcos.^ 4- N sin^),

ou, en remplaçant N par sa valeur déduite de (7 ) ,

M'
(S bis) H,^A^^.

Il faut remarquer, en passant, que la formule ( 7 ) donne la va leur de
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langer sous f o r m e du rappor t de deux séries infimes, de la même ma-
nière ( j u e , I n f o rmu le ( 5 ) exprime e2^.

B e m n r q u o n s encore que, d'après (8 bis}, la série M doit. s 'annuler pour
les v a l e u r s .r == ^ -, '-^, '—^ • • • ^ q u e l l e q u e soit Ici va leur du p a r a m è t r e v ;
sans cela la v a l e u r de ïl^ d e v i e n d r a i t in f in ie pour chacune de ces va-
l e u r s de la v a r i a b l e , ce qui ne s a u r a i t ê t re . Ces résultats s 'accordent
avec ceux q u e K u m m e r a ob tenus par une méthode bien différente
dans son 'Mémoire sur la série hvpe rgéomét r ique ( 1 ) .

Si dans ( 8 ) on remplace M par sa va leur dédu i t e de ( 7 ) , on t rouve

( . S / ^ - ) I I^= Ai.^-^,
siu.r

et Fon voi t . par là que N d o i t s ' a n n u l e r comme SIQX pour les valeurs
,r = o, TT, .9.7T,, . . . . En m u l t i p l i a n t les fo rmules (8 bis) et (8 ter) respecta
v e m c n l par cos.ï et sin.y, et les a j o u t a n t après les avoir élevées au carré,
on o b t i e n s

( 9 ) S B ï r.^- Aï.r^ (M3 4- N12 ), (l'on 1 1 1 — Ai ,r^ ^/M^-FN7.

Eu rep résen lan t par M7 et iV les séries q u i ent rent dans lia (6), et qui
ne d î n è r e n t de M et N que par le signe de v, on d é d u i t de cette seconde
in t ég ra l e des conséquences a n a l o g u e s a cel les q u e nous venons d ' indi-
quer .

Lo r sque l 'on a y == n •+•-I,-, n é l a n i u n nombre entier , les fonctions
M' el N' s o n t l i m i t é e s , et la f o n c t i o n I-L représen te la seconde intégrale
sons forme l ' inie. N o u s r ev iendrons sur ce cas p a r t i c u l i e r .

22. Dans le c î^s ou le pa ramèi re est un nombre e n t i e r n, la fonc-
t i o n '{.]", { ' \ ) d e v i e n t i n f i n i e à p a r t i r d ' un cer ta in terme, et ne peut
r e p r é s e n t e r la seconde i n t é g r a l e . Pour t rouver cette intégrale, nous
a p p l i q u o n s encore la m é l b o d e (FEuler. Si dans l 'équation (2 ) nous
faisons m - [ el v ==• ri, e l le d e v i e n t

( l î H ( l """J.̂  - ̂ \ /m „ LiLl^. p —( 1 < ) ) ï/,'/7' ^ \ ^ / àx x x'~~ ?

( i ) J o u r / K i l de C r r i / c , t. 1.'>, § ^(> du Mémoire cité.
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et si nous posons
R -. P 4- Ri log.r,

R, représentant la première intégrale de l 'équat ion (10), savoir

r f^+i • (2^4- i)('uî,4- 3 )
R] =• kx^1 î + —————— ^ 4- ———————-—————— x1

|_ i (. '.î n + î ) i. 2 ( '.-» /<, -|- i ) ( \î fi --1-- '.î )

J^^^^^^^i2,^^^ ., 3 1

î .',>.. 3 ( 'A i l 4- î ) ( a /^ 4- ':>. ) { \> . fi 4- 3 ) ' ' ' ' J '

n o u s avons pour délenniner P l ' équat ion

jîp / i — ' î n ^ ̂  d? _ i_^ p Ji di^ a/( t ̂  '^ ̂  ..,
d^ \ a: ' ) (f^' 'f •^ dx .v^ d'

On obt ient la valeur de P en e m p l o y a n t encore la mé thode des
coefficients indétennioés et posant

P =A» 4- ̂  x 4- C.^ -11^" CO.r3 4- . . .
.4_ j' ̂ n -2 ̂  ;)IL ^2/< -1 .̂  ^,y2/^_ Ç^2/^-l ..!„ ̂ ^ l-i .,.,,.. ^^2^ i 3 ...... , . ;

On trouve ainsi

] . 2 . 3 . . .(9.n —• î ) ( î — ^ < ^ ) ( a — p . n ) . . . ( — 9 / ) (~- i )
P- :aA. / ^ ( î, --1- 2 /^ ( 3 —• •>. n ) [ 5 — '.i i i ) . . . [ (, 4 /^ — î } — \>. n \

[ î — ? . n ( î — 9. il ) ( 3 — '•>. n ) , ( r — a //-) (3 — '>- //.)...[( ^ //, — 3^ --^ / / 1 „ /
y 1 ; ,...l _________ y _1._ >_________L__________— J;"~\~- , . , -[- .——————————————————•———-———————————•-1——--- / ' '

'" ( I(l•-"•...t/^'"/ ï . • . ^ { l - i - - • •U l ) ( • . î— I .U t . ) \ .•>....{'Ui'- - \ } { 1 — ' M l ] . . . ( , - • • ; ' - ) ( 1 ) ^

——- ( 3 /^ 4- 1 ) 9 - ̂  4~ 3 ( ———- 4- —— .( 3 ̂  „.]_ î ) ———^. (• 3 ̂  -.)- î ) ( o, /•fc 4~ 3 ) ( ———^ -4- —-—"";-
J j ' ' n -l- ' \ / À 4 - l i ^ - ^ / ,

( / + A.-z-2711 ————————' .2- 4- ——————-—————r——'————— •r "
'• l / " l l ( 2 //- 4-- 1 ) i • '•> ( '•>- /i -I- 1 , ) (, '•-î /<• --i- '>' )

[2 /z + ï ) ( l 4- ———— ( l'î /?/ + 1 2 n 4- 3 ) ( î 4- ~ 4 - ———• 4 - ——--
' \ \ui-\-\j \ '.>. • - t / / 4 - i ^ / / . 4 - ' .

'a/2+ï)( 14- ———} ( r î n - [ - ï ) (2n -^? ) ) ( î 4 -~ 4-———• 4- ——-— 1/ \ ^ /î 4 -17 \ ^ '-t // 4-1 '̂  //. • | - 9. /„„ A ̂  —————^——————L ̂  4- ——————————————^-.——. —
\ {;,.î //, + l ) l . y l, ̂  /i 4- l ) („ '.'- /'/• l • ''• )

- ' 2 /z -h î. ( 9. n •~\- i ) (^n -ll- 3 )
.4- .% ̂ 2ft I + ——————— ^ + ——————————r——————: •r --1- • • • '

1 ( '}. il -\- I ) I . ̂  [ '•î //- -r 1 ) (, '2 li 4- ^ )

et la seconde valeur de U^ est alors

( 1 2 ) l! ,~c-- a ;(P+Rllog^).

II est facile de reconnaître que les séries (3) sont convergentes, car
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le terme général, qui conlient oc1', est

( ' ± °' ') ( ̂ -̂̂ -̂ ^Jlî -̂'.̂ --!-̂ ^7'-̂ ^ .r/' ;
iTT. 3 . . . /^, i ̂  •>• ^ ) ( ] > - "^ ••)' '^ , ) • . . ( /; ̂  • 1 - ^ )

le précédent est,

( i ±: •->, ^ ) (' 3 ± ̂ ) ( ") ^^^L'J^^ -̂ZlJ^A^^ ,7^ -1

ïTiïTTTTTT^"" i ) ( i ± •>. ' » ) (. '•' -'= '.j- '; ) • • • 1^ ( / > •— ! ):± ''- '/ -1

et le rappor t de ces deux termes, qu i est

^ZlL.̂ ^ r- ' " " " T ^^
~ / n / ^ ± : ^ ^ ) < ~" /^-t"^

d iminue à mesure que p augmen te , et a pour l imite o, tant que .r
conserve une va l eu r t inie.

Les deux d e r n i è r e s séries qui e n t r e n t dans P sont aussi convergentes.
Le te rme û;énér;d de la première peut , être mis sous la forme suivante

/ i i _ ___j___'^
^+ I) (^ / / ,+ ; î ) (^^ - l -^ . ) • . . l l ^ / -^^P -'"l)-lI ——^ " l i" ——^--'--•+ 1'~~^~_^ |

^/..+^ ^+^ ^+——"/
.—..._-..-„,-.-.-,.—.-.— —,—^. ̂ ..^^-^^••^--^ ^ ^ ^ ^ ^ ̂  ̂  ^ ̂  ̂  ̂  ̂  ^

le précédent est

( ! I - i _'.
( w -\- i ) ( -^ n "\- 3 ) C •>' ^ -1- :) ) • •1^ ̂  ^- ' •<^ - ̂ J - —7 "i' ———!î ~{~"•+ ;i7~"- 3 |

_,___^^^^^^^^^^^^^^ ^———-; ^^_ ^ ^

..,...,.„..-—„„.-..— ^ - ^ ^^ ^ ^-^ ^ , - ; _ ; ' j ^ ( 7,7/' 3:r'i") ( o /< -i- •> ) . . . ( -\ ÎL 4- p — i}

el si l'on pose
1, ,, • .̂  ....,....———— ,,..4--——---^-^,

„ ...)_ - //, -i- - n 4- ————
•^ 'î J

le nipport de ces deux termes esl représenté par

1< ...... .--_-1--——
'''/1_-J-

,,. +. // -. , // 4 ' "1"~""<_ . - ï } l -t^r--.1 f i + ———'——-1 ^.
-[^^W " -"1-1""" ' " 1 h"l~""l" " '" P^^^ K[n-^ ^——)J



S. 38 -i. NICOLAS.

A mesure que p a u g m e n t e , l 'expression e n î r e c roche ts tend vers
l ' un i t é , et le premier f a c t e u r

'îfi 4- f ) 4" / ) • -
p ( '.î II -I- p }

, + . , . , / '
// -- i 2 //

^/-+•/>_ __ ___,'„.__/,'

/; "" i )

d i m i n u e sans cesse et a pour l imi te o. Donc, à pa r t i r d 'un t e rme assez
éloigné, ce r appor t d e v i c n t p k i s pe t i t q u e l ' u n i t é , et la série est con-
vergente. On démon i r e r a i l de la même manière que la seconde l'est
é g a l e m e n t .

23.- Pour avoir la deuxième in t ég ra l e de la seconde équa t ion (2 ) ,
g I, lorsque le paran'ietre csl u n nombre e n t i e r et pos i t i f , il suiïit de
remplacer x par xi dans les va.lcurs de P et II, ob lenues p récédemment .
Si avec ^==0 on po,se

„ _, ^^.^^l^^L-/_î— 4,..- ^L—\,r^
2 " l. 2 ( 2 n 4- J J ( a ̂  4- '2 M t ^ ?) j

\ "'' ^ // "'" :>/

( ^ //- -•i- t ) {':>. n 4- 3 ) (' '̂  //• + v) ) ( f > - ^ -i- 7 ) / ' , _ ' _? _ '_ \ -\
' i. a. 3. l\ ( 2 /i 4 -1 ) ( ;•» //- -1-- ^ ) ( '•t a -+- 3 ) ( ^ 'i -i-- /! ) ( i ' -^ , •') , 71 \ ^ . '' - ' • i' \ f^ ^- - /•; -.4-- - /^ -1-. - /; - [- ./- /

\ -i •z -J. V

i ( 'À n -\- i ) ( ':>. n 4-- 3 ) ( 'À n ~\- F) )
N, =(^4-1) ——^ ^ ̂  -^-^^^^^^^^^

/l -I- -- . .
9,

x/__., . .——————\,-. . .
\ ^ ̂  „ ^ -.̂  _ ^ .„;,.- - /
\ '2 9. 2/
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(ï II -i- 1 ) ( 1 ) // -I- 3 ) ( î 4- ~ 4 1 1 - —----1-1 - --1- ——J—— \ ,, .
\ ^ .) / / -L. j .) ;/ -^ .^ / ^ ( . ) /^ .4- 1 ) ( •) /; 4- ,) ) ( •) fi ^. [) 1 ( •;» /./ .-F. - )

! . :>. ( '.\ II -i- 1 ) ( •:>. fi --1- '.> ) i . ''.\ . ,'„) . /j ( '.-1 II 4- 1 I ( '-)- II "t- '->- 1 i '' •'^ L - -'>1 i '/-^ ^/ • •1 j

/ I 1 I I 1, 1 I \ .y | ._.|_. _ -.-i., _ _|...,. _ _L. ______ „(_ _______ ..i.. ,.i,., ______ _|... _______ 1 >. > _.L-.^\ 1 ' l t ,, i -r 1 i ——————— i \ , > 1 r i ' ' ' '
\ ':>, ."> | 'A fi 4" i ••>.//- i- ' . ) . 1 ' » / / 4 - , ) ^n -t-.i /

( • > . / / , - | - ï ) ( i - i - - ----1-— )
\ '.)//-|.- i / ^ ( •î // -i- i ) f •), // .4- .-) ) ( •.), // -{- ;) )

-! I ( •-> II -{• 1 ) 1 . ^ . ;:) ( •i //. -I- ! ,1 ( '.-î II ~\- •i ) ( •:>. /; — '^ }

/ ^ \ 'À ,') '•>. Il -\-1 ' » // + \\ ' •), fi + ,')/ ' " ''

( r •-{- •>, // ") (" .'î -!- •) // ) , ^ ( i -!- '), // ) ( ^ -1- r>. f i } { r » -I- •> f/} ( ; -i" ';) //. )
1 4 ~ i . •>. ( ( |- ''. // ) ( ] 1 > -i-- • • / / ) " r l . ' - t . ̂ . /} ( i --[- :>. a ) ( '.î --i- •> // ) (^ \\ 4- 1). /? ) ( .1 -4 ')- /^ "

1 •-i- 9. /<>, (' 1 -11-- '.)- // ) ( ^ -r '). I l } ( ^ -[- '•». !l " }
'' "7 i ( f 4- <). i l } ' l • 1 > - ••"'(, l 4 1 ) . n } ( '\ - 1 - ••• //. ) (,.'-) -î- • { // ) ' !

les valc^-irs de P el B, peuvenî ôlrc mises sous la forme

; P •-.r^' l ;^^!--^,-!.-^,-!-/»^!^^^1!---^',)" ' !,
[ ï^ } B^1 ' ,:-:,^^^,^-^.);

de la on déduit pour la seconde inlégrale cherchée

SI,:,-- A, ,r^ c ' • ' • [ 'Mi 4- M,4- 'M,4- M, l<^.r 4" /(Ni 4- N, -{-• ^:,4- N, îog,r)],

expression q u e l 'on ra înene à la morne forme que précédemment , en
posant
6 •M\4-^Î,4-:M,4-M, Ioip':=01t,

^^.+- ̂  -i.-N^+N, Io^,y = l.)̂ .

Oïl a ainsi

^) iî.^.L.r2^ /• /•('^+/^),

et, en f a i san t d i s p a r a i i r e les imagina i res ,

( , ̂  - 1.1 ̂  A ^ ̂ /^ ( Olu ces a' 4-- ^^ sin ^- ),

avec la condition

(^\\ ' OlLcosA---Ot'>yin^^o.
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IV.

HEPHÉSENTAT10N DES ONCTIONS I..)!': FOUUBEK PAR DES INTÉGRAS.RS DÈFÎNŒS.

24. La forme donnée par Besse) à h fonclion que nous é t u d i o n s est
la su ivante :

,. /' c o s f ^ s • - ..r si us ) ̂  ;

^ désigne ici le parai i ie i re cons t an t e l . r l a var iab le indépcr idî .Hi lc . C'est
iorsque le paraméli 'o est un nornhre cn l i e r que l ' express ion ( i ) i 'e j ) ré-
sente la ione l ion de p reên ic re es j îèee ; el c'est, ce cas p a r t i c u l i e r que
Bessel a étudié. Nous considérons ici le cas o u v est un nombre frac-
t ionnaire quelcosique. Pour dé rnon i r e r les p r i n c i p a l e s propr ié lés de
ce l l e fonction nous comparons J,/,T) a u x d e u x fonclions v o i s i n e s
J^, [x} el J^ (,r). De la d é f i n i t i o n ( ? ) o n d é d u i t

;-— j . s i î i f ' ^ • • • - , / • si î l e ) si î î £ r / E ,
A r: t- 0

'-t r'''~'
J,.. i ( x ) --1-- J., i,., i ( x ) •-::::-• —^ f c o s ( ^ c ••-- ,^- s i ri s ) c o s £ (h,2 ^ Jo

/•»^r:

J -,, -1 ( ,z' ) — J.,.4.. i ( x } - :, — 1 s i r i ( v £ • •-- x s I n & ) s i 11 & dz,
27C /»./ (,

et, par suite,

( A ) J..i(,:r-).-.-.-J^(^):=^,

formule identique à (35), § I.
D'autre part, l ' identi té

/-« 2 ̂  /-, Q TC .

— / cos(v£.—^1 sins) cossue :=: — / cos( '^---".x 'sin&) F v — ( ^ - - - . r cosî) ' ] ^^->.'^ , / 2TÎ: . / , / 1- . /.I ^
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demie

. 1 ^ ) ^^(..)^J.,(.^^^J.(.Z.)»Î^,

f o r m o ï c q u i se confond avec (36), § 1, lorsque v est entier , et des rela-
t i o n s ( A ) et ( B ) on d é d u i t

. . . ^ /^ l . i . r ) i ^/,!,(,r) / '̂  \ g - - (v -4- . r ) Shl2'/7:( L ) ---. ..,-- -.i- -- —— —— -;- i —. — ,],( ,.r ) -r- ^————————— =: o,
^/ . / • " .r d.i' \ . / - / îî'^:.^'2

é q u a l i o n qu i ne dit terc que par son dernier terme de celle que nous
avons é tud iée j u s q u ' i c i .

Si l 'on pose
,U..) ;:-..-!§ (,r) 01 ^^N.

ii vient
^ - 'Sg ( , r ) i - - . - •^ d iU . i - }
— — . ^ - — \- ————— ——

( f j ' ~ .r ( l . i '

en faisant

8 1 ( , / • ) 4- N(^ -4-- .r),./;'--^ =: o;

S B ( ,r ) - ; A , / • • - -h Sî .r^ 1 1 -h- C. / v < â -^- 1) .r^ ;{.

et, s u b s t i t u a n t dans l ' équa t ion d i f fé ren t i e l l e , on a

| \,, (-_./) i.. ̂ ],r^-|- [ H ( î - [ - - / ) { i --'/)4- N'j.^--1-^ [A 4- C(

-+• [U - 1 - 1 ) (^ -1- ̂  (3 — v ) | .r- 1 + [i: -r- E(4 -^) (4 —^î ̂ ^^...^o ;

cii éga l an t ensui te à zéro les coefficients des diverses puissances de .r,
on o b t i e n t

A-^ B..", C~. A N :I

Jj_ ____^SL___ s.- — (: __ N _____i_____
^~:.~^ ""•• ("T^TTr̂ r̂""^^ ̂  • -J """"" '^~42 "'" v (-/2 -- a2) ( ̂ 2 — 42)?

et, par suite,

N.r' I ' .7^ .^v_____ __ 1
^ ( ^ — ^ ^ ^ — 4 ^

[' .r _____^_____ ________^________ 1' ./• _______^_______ ____________^

t-^-^ TT—^ ~{- (^_i^(^-3^ + (^-i^K^-o^^-o^•r' [TT—^ ~{- (,. „ i ̂  ̂ ,. _ 3^ + (^ - i ̂  (^ - 33) (v2 - 5^) "" ' ' ' J ?

f ' /^- A^i rw •i « S»> r i R Tnm n X î. S • ̂.-//^/. r/e l ' É c . Norm. a" Série, 'l'ome X î .
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d'où
« , sm'^TC ( i [ .r3

J,( j- ) -== ———— - i. -|- -——- +
^ ( .[ ^-a2 (^_^) (^- -4" )

.r ^CD)

^ — — I ^ ^ _ _ ^ ( ^ _ _ 3 ^

résu l ta i ident ique à celui qu'a obtenu M. Anger en développant direc-
tement la fonction ( i) . '

Cette série (D), qui est appl icable pour t o u t e valeur f ract ionnaire d e v ,
comprend, comme cas par t icul ier , le développement qu'on doi t t rouver
q u a n d le paramètre est un nombre entier n. Dans ce cas, sin ^nn == o,
et tous les termes f inis de la série mul t ip l i é s par ce facteur dispa-
raissent; mais, à part ir du terme en oc'1, les dénomina teurs compre-
n a n t le facteur v 2 —n 2 s 'annulent , et la fonction prend la forme -•

Pour trouver sa vraie valeur, il y a deux cas à examiner, s u i v a n t que
n est pair ou impair.

Si n est pair, le dénominateur du terme en x11 est

^^^^)^^^^_^^,i1')
-^ (, _ n} [> ~ [n— 2)] . . .(v ~ 4) (^ - a ) v ( v 4- 2 ) . . .(^ -t- //.),

et si l'on fait v == n, cette expression revient à

o. '2 .4 .6 . . . ( n — 9. ) n ( n + 2 )... 9. n •=::. o. i. ̂ . 3. .. n. ':\n.
^.

Si n est impair , le dénominateur du terme en x^ est
( ^ — — l 2 ) ( , / 2 _ 3 2 ) _ , ( ,2__ ^)

^ (,__, ,)[v-(,,__ 2J] [,-(/,„ 4)]. ..(, -^ 3) ( . - Ï )(V +!)(.+ 3).. .(.+^);

et pour ^ •== n^ celte expression revient à

0 .2 .4 .6 . . . ( n — 3) ( /î — i) ( n -l- ï ) ( n 4- 3 ) . . . 2 /z '== o. i . a. 3. .. / ^ . 9/\

r\ ' t ï ' •• * <. ï A s i n ^ ^ T T o ,On voit par la qu en supprimant le rappor t .;—^—- =-- - on trouve,
pour n entier, pair ou impair ,

/x\^ r / .^ \2 /^Y /^Yr cy (f)1 v r ^ / , \r>' ï
L l ( /À- l - l ) < I . 2 ( / Z + l ) (

ww-=- a v 'r(^4-l) L l ( /À- l - l ) I . 2 ( /Z+ l ) (^ -h^ ) I.2.3(^4-l)(/^4-^)(^"l-3)
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et c'est la forme que prend la fonction de première espèce, lorsqu'on
y conserve la variable x.

Lorsque le paramètre est purement imaginaire et représenté par i^,
la formule (D) devient

_^—<--^-r ;r-2 ____a^ ^_______ '1, ( , / 1 . , . , . ^ ^ i „ ,;2-;̂ -̂  ~'~ ('^~r-^)(^+47) ~ (^^2^2 ̂ .^ ̂ 2 .̂ (^ 4" ' " j
^^T:——^ 2^ r j» ^3 .̂a

^ L^2-^ r2 ^^+ l : i)(^-h 3'2) (v2^- I 2 )^^+3^(^ â 4-5 ' 2 }

Tous ces résultats concordent avec ceux qu'a indiqués M. Anger
dans ses recherches sur la fonction J^r) ( 1 ) et qu'il a déduits de la
considérat ion de l ' intégrale définie.

Lorsque le paramètre est un nombre entier n, l'équation différen-
t i e l l e ( G ) se rédui t à

^,U,r) i ^/.L/f.r) / nci\ „ . ,
( ^' ) ————— - 1 - - —-—— + r — — J,,(.r =-0,cla:- .r dx \ X 1 )

et la fonclion de première espèce se présente sous la forme

/-. 2 7-

[ '.î ) .1,̂  ( .r ) -:-;:- — j ces ( fi £ — .2' sin s ) c/e,
*- 0

ce qui revient à
^<Ï.~• ' /-i&TC

J / / ( . r ) =: -'- ^ cos /zs . cos(.:rsin£) ck + — ^ s in/À£.s in( / îs in£)r /s .
2IÎT JQ 2T:<7o

Or, si le paramètre est un nombre pair 271, on a

.,2.

I sin 2 /^ £ sin ( x sin s ) c/£ =: o ;
^o

et si (^est un nombre impair , 2 ^ + 1 . on a
^-.

! COS ( 2 ri + I ) s COS ( ̂  COS s) ̂ e == 0 ;
•- '0

( i ) N c n f ' s i e Scfiriften, etc., année i855, p. i5 et suiv.
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par suite, suivant l ' un ou l 'autre cas, la fonction de Fourier prend
l 'une ou l 'autre des deux formes

.1 ^ ̂  (. r ) == — f c o s ̂  ?i £ c o s ( n s i n s ) ck ̂

( •'î )
ïii-\-i ( -y ) "=• -— / siîi ( 2 // -+- i ) î si t î ( .r sin s ) r/£.'•' 2 «-1-1

" ^ Jc\

La troisième forme que l'on rencontre est donnée par la relat ion

^S-K .> ;-•

^— f w^'211 £ ces ( x si n s ) <-/£ =:,: —).-^)—*—^—/Y—-,-,L- J ̂  ( ,-r ),
" Tt: ^0 J

qu'on démontre facilement en développant en série cos(.r s i n e ) (*[ esi

évaluantles intégrales de la forme f cos^ssio/We, qui se r a m è n e n t
^o

toutes à la première

/"* '"" „ , i . 3 .5. . . ( ;>. /<> -1- i )
1 COS2^ £ <;/£ = ————,-—————————/ l-S T:.

J^ •2 . /s . ( ) . . . 9. //,

On trouve ainsi

r r^'
—— f COS2^ £ COS ( ,2' Sil'l £ ) 6/£
'•> TT /

COS2^ £ COS ( ,2' Ski £ ) 6/£
c/o

_ i . 3 . 5 . . . ( y ^ — i )
2 . 4 . 6 . . . 2 /^ | 2 ( 2 /À -|~ '-i ) 2 . ̂ ( ( 9, //. -|- 3 ) ( '2 // -)- 1̂ )

_ i T . 3 .5 . . . (^ /< t — i ) /.z-y^
,'r"' i .2 .3 . . . / / . \ '.î ) 2 ( --> II -I- ^ )

de là on déduit

(4.) J/^)-^ ̂ ^^^ cos-scos(.:rsins)^.

De la même manière on obtient

î .7;" C(4 6^) J/i(^) == — —^———.———— i sm'^s cos(^ CQS£)<; /£;
2 TC I . ,} . ̂ . . , ( 2 /l —— I ) J^
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C'esl de celte dernière f o r m u l e que part M. Lommel, dans ses Études
sur les/onctions de Bessel ( 4 ).

M. Sciîlomiich et après l u i M. N e u m a n n font re inarquer d 'a i l l eurs
( l u e les fo rmules (4 ) et (4 bis) se dédu i sen t des précédentes (3) , à l'aide
d'une formule de t r an s to rn î a l i on démont rée par Jacobi dans u n Mé-
ïïioire i n l i t u i é : Formuki trcinsjbrmationis inîegrciUiim defînitorum t 2 ) .

Ces d e u x /.lernières formes d ' intégrales ( 4 ) et (4 bis} peuven t
être ramenées à u n e seule. Remarquons en e f fe t que les produi t s
COS^E cosf^ s i n s ) et sin21'^ cos(.r coss) passeni p a r l e s mêmes valeurs
d a n s les q u a t r e quadran t s , et que , par c o n s é q u e n t , les in tégra les prises
entre zéro et .277 v a l e n t quat re fols les intégrales prises entre zéro. et
-^ c'est-à-dire qu'on a

J ^ ( , / • \ ••- „ .__..^.-. ^,._-_._-.^,-._—.„-.„ ( ^ • ^ } ^ l ! ! z cos ( ,r si tl z } < l z ^
7- 1 . . ) . ; ) . . . ( • > . // -"- 1 ) . /

OU

•). . / ' / / / ' ï ï

,j / / ( ' , / • ) -... ^ -....—.--.-,-———————.- 1 s's l i '" ''' z < " ( } s ( , / ' ( • n s s ) ( Iz.
r: i . ,'l . , ) . . . ( • > , / / - •• l ) , /

Si l 'on fai t s i i i £ = = n d a n s la p r emiè re , cl cosc .-.---- u dans la seconde,
on a r r i v e r a a la tbrn'ic u n i q u e

•>. . r " / - 1 //. - 1,
( , ^ ) ^ / / ( • f ) " - --———-—--—-1-1--- | ros( ,^ / / ) ( i — u ' 1 } - f ( ( ( .

TC 1 . ."> . , ) . . . ( 1 > fi '-—- 1 ) ,/

Comme on a
r ' ' 1 ' " • i - / - l • t ' / l

C < » S ( .^fi ) """• - • • • • • • - • • • - • -

et,
/ . . î i ^< ( ) i
f c L > ' l { ( i — n1 ) / / î <în :::; ^ c ' 1 1 ' 1 1 ( f ~- il'1 ) t t 2 du,

' } •^ '•- — i

i l v ient

(o) j,(..),,,.. ^ .̂.̂  .-(,.- ̂ r^i^

( 1 ) Stiiflic/f uhcr .fïcsscl.^cficfi Fu.ficliotfCfi, etc.
( s î ) î(mrnnl de CrcUc, t. 1^, p. s 'L
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ce que l'on peut écrire

(6 lw) ,U.r)=- /: < ( i _ /^) ~ïdu.

En remplaçant dans (4 ) et (4 bis} cos(.rsins) et cos(.rcose) par des
exponentielles, et prenant les limites o et TT, on a encore

J,(.r)=

î \ ' ) {
J ( ,r ) —— —— ——„:____-__ 1 ^ros^j (^// £ ̂

^.•(" 4)"
Les formules qui précèdent sont établies dans le cas où le pa ramè t re n

est entier. Si l 'on considère la dernière expression, avec un pa ramè î r e
quelconque v , soit

,L(.r)=
^ r ( .

r7'1 (^"^sin^s^
' 0

on peu t démontrer, comme l'a fai t M. Lommel, que cette fonct ion
satisfait aux relations fondamenta les qui caractérisent les fonctions
cyl indr iques , savoir

^J,=j,,+j,,,,,

€U, , „
,^^J,,^J,,,

formules analogues à (35) et (36), § I; cette expression représente
donc une fonction de Fourier pour toute valeur de v.

25. Dans ses recherches sur la fonct ion J^(<r) , M. Anger démont re
que les fonctions représentées par les formules (3), où le paramètre est
entier, jouissent des propriétés (A) et (B). Pour cela, il suit une voie
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louîe différente (ie celles indiquées jusqu-ici. En appliquant la méthode
tic développement de Fourier, et en ayant égard aux formules (3 ) il
pose ' ' '

cos(.rsku) =J^) + .J,(..) ces.. + ,J,(.r) cos^ + ̂ ^) cosôs -...
sin(•rsins)=: ^i^sins 4-2j3Cr)s in3.+2j , ( . r )s in3£4-. . . ;

i l r emplace ensui te e par ^ - s, ce qui donne

cos(.r coss) = Jo(.r) - oj^,,.) cos23 + 2j,(,:r) cos^ - 2j,(.r) cos6s -.-. . .

sin(.,rcoss) -::. 2Ji(.r) cos. - aJ3(.r) cos3s + 2j,(.r) cos5s-. . .;

il dif léreni ie ces dernières équa t ions d'abord par rapport à s, puis par
rappor t à x; et c'est en comparant chaque fois le^ relations ainsi obte-
nues avec les précédentes, mul t ip l iées respectivement par sine et coss,
qu'il obt ient les relations ( A ) et (B), par lesquelles on définit les fonc^
lions cyl indr iques .

M. N e u m a n n dédu i t de ces développements une autre forme pour
J//(.r). I I observe que l 'on peut écrire

ces ( ,r c< >s 5 ) = J, ( x ) 4- a i2 J^ ( x ) ces 2 s -+- a ̂  J,;, ( .r ) ces 4 s 4-...

(sin(.r coss) ̂  a /J\ (.•r) coss -+- a^J^) cos3s 4-. ..;

de là il d é d u i t , par add i t ion ,
n^. ys

c^^^ = J, (x) + •:î V ^ J, (.z1) cosn^
II ̂  1

et, par suite,
r /^^ J /, ( x ) •-=, - i e''^cos £ ces n s ̂ £,
'K ^u

d'où
/ _ A/» /1 TC

( <S ) J /, ( x ) -..= —^— j e1^^£ cos /^ ̂ s,
"" ^0

formule valable pour tou t paramètre ent ier , pa i r ou impair .
M. Schlômiich a publié dans son Journal (^ un Mémoire sur la

( ' ) Z i C i t s c î i n j i fur Mdtîicnidtfh luidPhyslk^ etc.
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t ranscendante de Bessel. Il prend pour poin t de départ la re la t ion
su ivan te :

«)) ('^ ' / / : -=J»4•-J l / / -^ - . î . , / / ; ) -4" .? , / / : l • -h•J . / / ï •+• . . . I- '---1 4 -—— ••[-'--^ -h'-1--,' > ..,.
<7 / / - ^" / / '

En changeant; ici u en — - et réciproquement, il conclut (l 'abord
qu'on a

en p r e n a n t d ' un côté !a dérivée par r a p p o r t à ^., q u i est pour le prc-
. / % •r ( — L l

mier membre ^ - ( 1 4 - - ^ V2 // // ; de l'autre, en smiltipliant la. relation

y / T \ ,précédente par — ( ! - ! - — ) » et égalant entre eux les coefficients des1 1 '•'. \ i/'~ ) 0

mêmes puissances de u^ il ob t ien t la r e l a t i o n

9. fi
( i l ) —— •î , / "^ • - .1 //. i -• | - f» / / . - i i.

Si l'on multiplie entre eux les développesnents e^ el c ï " y oî i ol)-
t ient , pour les coefficients des diverses puissances de u,

^y ^y (:iy
j ,̂.̂ , ^ „ \lL + _vi./_ _ _\lLl^_ ..,.,..,

0 ' ' ' I . î I . 9. . S . •/> 1 . ';< . ,̂  , 1 . '-> . 3

4 (-£)2 ^)4 ^)" 1
1 fr 't- a l v '< / 1 ' '< / v</- 1.i, ̂ . ) - ^ ^ î - —^- + ̂ ^-^ - i-,,-;y;;7_ ̂  ̂  ' • • • J '

^'vr '̂'v' ^"'v" ^''''i" 1
Ur)-^l , ^ > ^L -_^ ,•' 2 ( •' ) - -, „ - [_ ' - ———^- -l- 7-^ ^ ^ • , _ ̂ _ ̂  -^., +- • • • J -

et généralement

^)" r f^y ^)t ^)c
\ ^ / I \ a / \ '< 7 \ 1 > '[ î ••)') J ( r} -=r v / I î —. -A-L7-̂  4.,.--—_—/____ -„..- ______L_L-.__—___ ,,i....

• ' / w ' ' ' î . 'X. 3 . . . / / - [_ l [ n -+-1 ) 1 . 2 ( //, 4- «) ( / / . -t- '-t ) I. '-l. 3 ( ̂  -h ! } ( / / / 4- '.-> ) (, /< -4 - 3 ^
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De celte série, en dif ïérentiânt le terme

i. -2 .3... p . i. 2 ... n ( /z 4" i ) ( ̂  -r- a). . . ( n -r- p }

on déduit

/ / / -t- 'îp \ /^Y-^P-^ / ̂ y^p-l
[——^•)[^) _ , ^)

i .-2.3. ..^. 1.9.... ii (n 4-1) (/A 4-s)... (/L-r- p) 2 1.2.3.. .p. i.2s.. .n(/i + i)...(^ -1-^ — i)
/ ,y\»+2p-l

+ I ____________\îl________________,
2 i.2...(p—1)1.2... ri(n-^-î )...(^-t-^)

et de lii on conclut sans peine la relotion

( .3) .^^^,-J^., ' i

ce qui montre .que la fonction î^ est une fonction de Fourier.

26. Dans son Mémoire sur les fonctions de Fourier et Bessel( /) ,
M. Heine fait remarqu.er que les fonct ions qu'il appelle cylindriques
peuvent être considérées comme l imi tes des fonctions sphériques de
première et deuxième espèce; mais, sans passer par ces considérations,
qui nécessitent une longue étude, cet a u t e u r démontre que les fonc-
t ions cy l indr iques sont représentées par les formules ( 7 ) et (8 ) .

Il pose

( 1 4 ) C^'cos 6 = /o (.2-) + 2/i (x) COS £ + 2/2 (x) COS 2 £ -h . . . -+- 2/^ (x) COS H £+ . . . ;

mult ip l ian t par cosn^ch et Intégrant entre zéro et îr , i l déduit de là

//, ( ./• ) :r: î- ( ex cos 6 cos n & ck
T: ^o

J?2 __ ________' 0^_________ _^ "1/y^ [~ X'1 ^
I + ———————- -\-

^(^^"a) 2 .4 (2^ 4- 2)(2/ i 4- 4) .' ' ' J '

( i) Journal de Crclle, t. 69.
^/////. de l'Éc. Normale. 2e Série. Tome XI. 8.7
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Cette fonction ne se confond pas exactement avec .U.r), mais il esl fa-
cile de voir qu'on a

J.(^)r-:=(-~0^,(.r/),

e t q u e , prise sous la formey== f ^-^coss cos^E^e, e l le représente une
t 0

in tégra le par t icul ière de l 'équation d i f férent ie l le ( i bis)^ § f , savoir :

/ .. d^ Y i à/Y . ( f^î\
(K)) ^-,.^^^^,+^^^o.

Si l 'on subst i tue en effet a y dans cette dernière équa t ion l ' i n t ég ra l e
r 1 'déf in ie ^ e^01'^ cosns. de, on o b t i e n t

* a

0 f^ V ^Y ' , q- - /n ) -r- —^ -|- .:r -.- 1 '1 1 - -1 - (.r- 4- /A'} y^"~ — [/^"^^^^(.z' si î i 2 ces n z -\- n s in // s)"| ,

et les l imites pour lesquelles s 'annule cette dernière expression sont
£ = = o , £==='TT, et la va leur infinie pour laquelle e^"'^0^ s ' é v a n o u i î . C'est
ainsi qu'on arrive pour l 'équation d i f férent ie l le ( î 5 ) aux deux i n t é -
grales

,.,v

( 1 6 ) f,, ( x ) =: -1- j e --'K roti s (-os n £ ^/s,

f 1 7 ) F/^ ( X ) rr:: ^ ^-^cos <; ^.os ̂ /c ̂ ,
'••'o

o u
,, - f - ~<-

{\C> bis) f,t(x) •:"- -'-- / e x cot 'E 1 in i ch,
27r,/....^

^ 7 ^ ̂ ' ) 1^ „ ( .2- ) --• ; •r ( fi • a: (<os / 6 ^& câ.

A la re la t ion (16) on peut, comme l'observe M. Heine, a p p l i q u e r h
formule de t r ans fo rmat ion de Jacobi, et l'on a

J yfl f__ ^\tt /'*T:

/,,,(.y)-=: - —^.^ L——„. i e-^'^sin2^ £<:/£.
^ 1 . 3 . 5. . . (2/2-1^
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Or, en substituant dans l 'équat ion différentielle ( î 5 ) l ' intégrale
r.b

y = x ' 1 | (r^^sin^Ws, on obtient
Ja

( h ) .ï2 d1-^ -\- x dy- — ( x' 4- n2 )v -^ ( ̂ + ' e-^cos e sin2^1 s )^

Les l imites qui annu len t le second membre sont £ = = o , £==T^, et la
v a l e u r i n f in i e de £ qui a n n u l e ç"^0"2. On arr ive ainsi aux deux nou-
velles formes

( 1 8 ) /^(.r^A^ f c-^^snr^^,
*• o

( ig ) F/, (.r) ";: ̂ xn f e a;cos/£ sin2" /£^£,
'-0

et, dans les deux cas, M. Heine représente la fonction de deuxième espèce
sous la même forme que celle de première espèce.

Remarque. — Ces dernières formes sont applicables quelle que soit
la valeur du paramètre n, qu'elle soit entière o-u fractionnaire; c'est ce
qui résulte de la condi t ion ( & ) . Au contraire, la relation (a) montre
que la formule (16) ne peut être employée que si n est un nombre en-
tier. Toutefois, lorsque n est un nombre rationnel et fractionnaire,
a v a n t pour dénomina teu r 5, la même intégrale satisfait à la condi-
t ion f a ) , si elle est prise entre zéro et chr.

27. M. Hermann Hankel a publié, dwslesMathemalùche Annalen^ ),
un Mémoire sur les fonctions cy l indr iques de première et de deuxième
espèce. En pa r t an t de l 'équation différentiel le ( i ) , § I, il arrive à Fmté-
Srale (&) , mise sous la forme

r 1 ' v - 1
r-r.r' \ çixo^— I) 2 du,

J a
(20,) J^-21

et, pour déterminer les l imi te s (a) et ( & ) , il observe que, pour satisfaire

( i ) CLEBSCJI et NEU&UNN, t. I, p. 4^7.
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à l 'équation différentiel le, on doit avoir
r v4..n^
[^"(^-i) ^,=0.

Si l 'on a v 4 - ^ > o , ou y > — ^ , cette expression s ' annule pour
u == -h i , u == — i et u -===. oc î; de là résultent les trois intégrales sui-
vantes

r^ .-1
(^) ^ ( ^"(^—l) 2^,

^ ~ - 1
r ' ^ 1 ^î

( ^ ) ^ j e^Çi^—i) ï du,
^-4-1

r ^ 1 v-i
(^ ) ^ j e^^^—i) 2^,

ty_ j

entre lesquelles on doit avoir la re la t ion l inéaire
^-t-l /-.xi -,—1

J ''"J '^J ~;0•^ — 1 «^4-1 ^<x (•

Dans ces intégrales on va d'une limite à l ' au t re par une ligne s imple
qui ne contourne au.cun des points de ramif ica t ion . On oblient u n e
autre classe d'intégrales si, au contraire , la courbe d ' in t ég ra t ion r e v i e n t
à son point de départ en contournant un ou deux de ces po in t s . De
cette façon on a cinq intégrales nouvelles

r"4-1 . i
W ^ j e^'^^—i) 2 du,

J\. i
i ^

(<?) ^ | e^^i^—ïÇ^ du,
^ — i

r " 1 . i
(/), ( g ), ( h ) ^ < e1^ ( u2 — i ) '"2 ^ ,̂ ;

^ W t

dans la première la courbe d'intégration enveloppe le point u == — i ;
dans la seconde elle contourne le point ^ = = 4 - 1 ; enfin la dern ière
peut être prise sur trois contours distincts, en touran t l 'un le po in t
u = -i- ï , l'autre le point u = — s , et le troisième ces deux poin ts a
la fois. On a ainsi huit formes d'intégrales. 11 est évident que chacune
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de ces intégrales doit être une fonction linéaire de deux autres, et c'est
ce que l ' a u t e u r met en évidence dans la suite de son Mémoire.

Ce n'est pas tout , comme l 'équation différentielle ( ï ) , § I, ne change
pas quand on remplace + y par — y , on peu t aussi prendre pour in-
tégrale l'expression

ftb ,.,-1

( • î ï ) y :== x" ^ e^",( a1 — ï )"" î du,
J a

et d é t e r m i n e r les l imi tes par la condit ion

[ L1 / ;

e^^—^'^^^Q.

Si l 'on a — y -4- \ > o, ou v << 1, c'est-à-dire si v décroît depuis-4—
jusqu ' à — co , celte dernière expression s'annule aussi pour ^== 4- ï ,
//, rr:; — ï et u — x» ï ; et l'on dédui t de ( 2 1 ) huit nouvelles formes d'inté-
grales, ana logues aux précédentes. Mais il faut remarquer que ces huit
intégrales ne peuven t être prises en même temps que les hui t précé-
dentes (ce qu i porte alors le nombre à seize), que dans le cas où le pa-
ramètre v sa t i s fa i t à la doub le condi t ion v 4- ^ > o ou v ^ > — j , et
— v -4- L > o, c'est-à-dire v <^ i, ou, en d 'autres termes, lorsque v est
compris entre — L et +1. Lorsque cela n'a pas l ieu , c'est-à-dire
lorsqu 'on a v >•1 onv<^--^, la dernière expression ou la première
ne s ' annulen t que pour u -= co z, et l 'on n'a alors que trois nouvelles
intégrales analogues à (/'), { g ) , (A) , ce qui r é d u i t le nombre/ to ta l à onze.

V.

ÉTUDE DE NOUVELLES INTÉGRALES.

28. Dans le cours de mes recherches j'ai été conduit à la forme
nouvelle

t r'( ï ) V, ( -s ; :=: — j e^-^cos £ ces [ -/ £ + ( ^ — ï ) sin s ] ch,
'2 7: J^
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qui représente la fonction V,, avec la variable z , et se rapproche dp
celle donnée parBessel.

Il est facile de démontrer que cette fonction, quand le paramèt re
est entier, jou i t des propriétés q u i caractérisent les fonctions cyl in-
driques. On a, en effet,

d\,(z) ï /'12TC
- v _ - ^ — i ^+.i)cos^os(^ ̂  ç^_ i ) s i n d cossus

Cl ̂  2 TT J^

, /-^— — j ^-i)cos.sii^ ^_ (^ _. j ) gj^j sin^/c
t' «^o

1 y"2"-= — j e1^1 )cos 6 ces [ (^ + ï ) £ "+- ( z — î ) sili s] ch,
2 7T ^0

ce qui revient à
/ . ^V. .„.( ' > . ) -^.-V.,,,,.

Si l 'on combine par addition et soustraction les valeurs de V\^, et
V^.,,, on a

^ ^2ff

V v - 1 ~t- V.,.,.1 --: — 1 ^(34- i )co5. cos[v£ -i~ (z — f ) sins] cosc ^£,
2 '3T JQ

^ r^'V,,^ — V^i •= — / 6^3+1)C096 s in( ' '>£ + (^ — ï ) sinE'] sins r/o;
2 7; J^

drailleurs, on voit faci lement que

r^'
S ^4-1) cos 6 çog [^^ 4^ ( ^ _ 1) gi0 sj ç0g g ̂

Jo
/•2TC /^

-= ^ <3(s•+-l ) < - ^ & cos f^e 4" ( z — ï ) sin e] [^ + ( z — î ) cos s — '/ "| ^-'z~--
J^ • < • z „.,„ 1

:̂ ^-^...- j e^4-^co" sin ['̂  4- (z — î ) sin s] j ̂

„ , , ^rf

.+,-. r.2,-. î ^+i ) cos. g^n ̂ 5..;,, ( ̂  _ ̂ ^ ̂  ̂  ̂
z "~~J ^o

v r^'^ _^^ 1 ^(^+1 ) cos » çog [^ „,(.. ( ̂  _ , ) gin ej ^^
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ce qui d o n n e

V. ̂  V.,, = î^^ -. ̂  (V... - V., :, - ̂  ̂  .

ou
.. ^sma^TT^ V.,+i -i- v \.„ -- V,_i -=:: —————— j

e t , en changean t ^ en v -+- i , on a
pZ+-\ ûlp 9 M'—

( 3 } 5 V,̂ , +(.+•.) V.+, - Y, -.-. -——^——,

<^v ^vpuis, r emplaçan t V^.i et V,^^ par — et ——-^ on arrive à l 'équation
d i f f é ren t i e l l e

r/2 V, , ^V, ., e3 4-1 s i n 2 ^ 7:( / , ) , ̂  +(, +.) ̂  -V^——^——,

qui , pour un pararncire entier n, revient à

(^ ^-'-c-1"-)^"-^-0-
Pour développer en série la fonction V,^, on peut , en par lan i de la

fo rmule de Maclaur in , poser

V, :=.: AO -i- Ai r -i- A 2 — 4- Aa —^-^ - i - . . . ,

les coefficients Ao , A , , A^, . . . désignant les valeurs de V,, ̂ ,
<.^^ . . . pour s = o. Or, on d é d u i t de l 'équat ion (/i), par des diffé-

. ,T e sin9.vr:ren t i a t ions successives et en posant JN == —^——?

et2 y, . , ̂ V. .. .. .,^^+( i+. ) -^ --V. ^N^

^v, , ,^v. ^v. ^ ,^ _^ ^- ( ^ -i- ^ —^- — - ^ - -= Ne-,
<^s4 • / as2- dz
^v, ,, ^v. ^v. ,- _,^^.,,-(3--,-.)^---^-=N^

En faisant z ^= o et a d m e t t a n t que, pour cette valeur , les dérivées



d'2 V d3 V--7^3 —— ? . . . ne deviennent pas infinies, on déduit des relations pré-

i 4 - ^ ) - A i — A o ~ . : N ,
(24- . )A, -A,= :N,
(3 4-^) A ^ — A â ^ N ,

et de là il vient

A^-^-^

A,=_ Ao ^ N ^ js^ ^
' 2 ( I 4- ^ ) ( 2 4" ^ ) ( 1 4- V ) ( 2 4- v ) ' 2 4- V 5

^ _____A»_____ _____N_ ___ __L__ ^
' î•~~ ( i ^ ^ ( 2 4 - ^ ( 3 - F ^ ) "h" ( i - + - ^ ( 2 ^ ^ ( 3 4 - ^ ) + (2-^^(3-.,)_^ 4 3::̂ '

On obl ient ainsi

r z t ^2 ^:îj i_ __ _.i ____ .\. _„._.„_____Y -^ ̂  14- ———— 4- _____-______ -~(- __—0 |_ I,(l~|-^) I . 2 ( l 4 -v) (3s4~^) l . a . 3 ( ï + ^ ) ('2 -h^;L I,( ï~l-^) I . 9 - ( t 4 -v ) ( a+^ ) I . 2 . 3 ( ï + ^ ) ('2 -h^;(3 4"^)

_- _î[i_ r" __i-_ __fi _-^("" __i__ ____f2. ___ . 1
[x 2 ( 2 4- ^ ) 2 . 3 ( 2 4" ^ )" ( 3 4- ^ ) 4"' " ' ' J

_N^_ r _^_ "|
+ l . 2 ( 2 4 ~ v ) [ I " h 3 (34 -v ) 4 " • " J

(5) y --r 7(7q~7y [I ""̂  î 4~7j '"h ̂ ^^^y-^y^^
_N^_ r _z__

+ I . 2 ( 2 + V ) [I+ 3(3 4 - V )

4 - . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

quand le paramètre est un nombre entier n, on a N = o, et l'on retombe
sur la série connue.

29. Pour trouver directement une forme d'intégrale applicable à la
première équation (3 bis), §1, n o u s p o s o n s

r 1 1 -^
(6) V.-== j e " U d u

^ a

(U fonction à déteminer), ce qui donne

d^\ . . dV, „ r 1 1 - - , , ( z i4-'. \z -7-r + (II + v) -T- -- Vv = 1 e " l] rZ</ ( — — —— -- i .d^ ' / dz J \ u^ u )
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Si nous observons d'autre par t qu'on a

f^(c.^ li) ̂  ̂  (c^ u)^ :...:- f'A .4 U ̂  . i - f\'^ lî ̂ .̂  ̂,^ ^// • / ' / ' • l J d'1 j ( l u '

nous p o u v o n s écrire

^V, ../V. ... ( - - " ) / ' / 1 - / 7 . . / i<l\^X\ r-i-^ . \z -.,- -1.|- ( i -t- •. —— -- V./ ..:-•. \c l i Ll /,,, — I < - / / li du ———— ,- ——— -,- i ,
^-" ^^ ,/^ \ J^ u. / '

et nous voyons pcH' li.i qu'on y a t i s t a i l à l ' équat ion (3), § I , eii posant

( -^ .., \ ' f l [ o ^ i ] 1 •-}- ^
\ C " l 1 / , / , : • . . . . „ o (M, ——-0— -i- -.-.-.— -L-î •i::: (1^

/ / / ( ? «

de cet te dernière on déduit par l'intégration, et en supposant la con-
stante nntle,

IJ ;-- / r 1 " ' . 1 - 1 ^^"^

et on délennine les linsiles (a) et, [ h ) en posant

\ / - ~ ~ / / e-f! n î 1 - 1 ' J / / . • ; . . o.

Or, il est faci le de voi r ( ' lue les va leurs de u qui a n n u l e n t l 'expres-

sion c l t e"11 ir^ ! t / ) =-:- - ^— —— , sont zéro (jt co . Pour u == ̂  , ia chose
À"^1-1-^

est évidente . Pour M=:.O, on a 6^= î , et il suffi t de chercher la l i m i t e
(Je /_^—— '\ ^ g; l 'on su|)posc ^ coîiipris entre zéro et i , cas a u q u e l on

v" ̂ ^A ̂
peut tou jours ranioner ceux où v est > i5 on r emarque ra que la valeur

de c" u ^ 1 ^ est coni()ris(.î eotre ̂  a2 et e" ii\ et si l 'on développe e" , il vient

i. i . 'j ' i . • > . ,1 //- ' i. '.i. 3 „ 4 ̂ ''i

^" ^ = ^ -l- ^ -l1- —:—— -h- -•— 1 1 ./• ., • - L - . • • ?
.1 1. . '..-i //- J . '-i . 0 U~

. l u i t . de l'Éc. Normale. -^ Scric. Tome XI. b.^
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expressions qui d e v i e n n e n t infinies pour ? /==o ; par suite, on a

L'intégrale cherchée est donc

(7) v,-:-= F -r^-^-^^ ( i n ( 1 ) ;
-. o

remarquons en passan t que, dans ce cas, l 'expression qui se trouve sous
le signe d ' i n t ég ra t i on se confond avec celle qu'il faut annu le r aux
limites pour sat isfaire à Féqua l ion di f férent ie l le .

En supposant la var iable imagina i re , on peut intégrer le long d 'une
courbe c o n t o u r n a n t le point zéro et a l l a n t de co à ce ; on a ainsi

( 8} V ', •-=. 1 (r " e " ff-( 1-1^ ( l u .
fJ Vi

On obtient, comme nous l 'avons vu, une seconde forme d' intégrale
en posant V^ ==^U^, la fonction U^ satisfaisant a la seconde équation
(3 bis), § I. Cela d o n n e les deux an t r e s intégrales

, •••V. ~

(9) V; - :• '- f ^'^e' t< u7 ' du,
Jo

(10) V7i:::. 3 ' / a " a ( l (f ' d u ,
t.- V.

De ces quatre formes, deux seulement sont distinctes, et nous allons
considérer en part icul ier les expressions (8) et (10) .

( 1 ) Dans un Mémoire publié dans les Annales de Milan: M. Schialli pose

V,== ( c-^dK,
'-'a

et arrive à l 'intégrale

v,== r\ ( ; / ( t"/ l/)^-l<^,jo
qui ne diffère de (7) que parce que uy est remplacé par •—
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30. Si dans V. nous développons e / / , nous avons

S.5;)

y ^V ±Z^L F .-// ̂ -d-^ du.
^Zi.^3.../^

En désignant parAf^-}- /?) celte dernière intégrale, et app l iquan t la
méthode d ' in tégra t ion par part ie , nous avons

^ C , .(..,/),-, r\. //,,-( 1-p.^/n^.^..^(^Z!!^^ ..„-——. ( e-^u-^^dîi;
,L '/ +/' x ^ -1-/^^

d e l à on d é d u i t successivement
\ ( ^ -...)... p — i )

A ^ - i . - /^—— -^.^^-1 /^.---..-^/ • . ^ -4- /^

A f ^ 4-^—.>.)A r . 1 - / ^ — i ) - " 1 — --.----.-.-•-....-..-•/.—-—,/ ,, s, ̂  _.,

\ ( ^ )\ ( > \ \\ - -.- .

et, par suite,
< — i » r ,\ ( . ) _ (^__ij ̂ ^^^Jl̂ t.L).A ( ^ ' l l l i" / ' ) 1 ' ~ 1 1 1 ' ^-—^Y^-^:^ -'- 1 ' ̂  .̂  ̂  ̂  ̂

Pour A ( v ) on a

A( . ) - : f ^ - « / / ' ••-^^=::f e " n - ^ ^ ^ I i f ^ - r - ^ 1 ( e-^r^du,
J.r ' ' • r ' '-'O

Olï

/ \ ^ , ) - f ^ ^ ^ / - , ) / c " / / - 1 i '^ / / / - . - 2^s in^e ^'l^,.-- ^ ) ;

mais , d'après une formule connue, on sa i t que

il vient donc
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et, par s u i î c ,
07r /7__ . i'w:'^-'^/A(^)-^^ ( , ) ,

On a ainsi
/ ) = 00

x^ -p /^os -z.
( 1 1 ) V^-:^/^-^ > ——————^———————— / e !t e - 1 1 u-^^du.

'LÀ i- '(/-•-}- i j .1.̂  • î - / ^ -r- i,) J^
/ ,==0

En t r a i t a n t de la même manière l ' intégrale ( r o ) , n o u s obtenons

p = y.
^ -// r^ ~.i

( 1 9 . ) V';' -= ^ TC /' ̂ •/"'^--' > ————^———"———————- — .^-v f /.- // e-rt u ! 1 - ') ^</ :
' ' Zj î' (/^ -H ' ) i" ( - - ^ -^-P + i ) X, , = o

de là nous déduisons

'^ -p ^r.i r-^ _i
( •i 3 ) ^ „—————2——————— -.:: __^ | ^ // .̂- ̂  ,̂ - ( i -i •/) du,

^J 1 ( ? -I- î ) !' ( ^ -I- /^ -I- 1 } '>.T.l.. J^
fi = 0

/1^ ^p f,-^. y^ ..,£
( i /; ) X ———————————————— — :—— 1 ^ " ̂  - // { ( - ( i • - ) du. .

• • ^à ^ ( /^ -H ï ) '̂ i ~ ' ) -H /^ -!•-- i ) a TC /- ̂
/) == 0

Dans le cas où le paramètre est un nombre ent ier n, tous les termes,
à p a r t i r de ce lu i q u i c o n t i e n t z ^ , dev iennent i n f i n i s dans ( i ^ ) ou ( î :4 ) . I I
faut alors séparer l ' i n t é g r a l e (10) en d e u x , et poser, en la dés ignan t
pa rV, / ,

l i r:- n — i^

V / / — ^ - " ^ \ i-ZI-l^L ( ^u^(\^p~~n}d((
Là 1 . ^ . 3 . . .P ,/,
p =- 0

/» :.-- v.
^ ( _ i \r -,p r'^

-^ y • // y A__,,,L^_. 1 ^1-~ /^,/, - { i -i-/^ •- n ) ̂ /^.
,Zj i .^^.. . />^

/'» x

La première par t ie est nu l le , car les in tégra les i e'^u!1^1'"^ du, prises
»-/'w

le long d ' u n contour fermé dans lequel la fonct ion e'•~uuH''~p~~î est f inie,

( 1 ) Cette formule, qui revient à —- / cr-^rt"41-1 V4-^) du == •—/--————— ? s'accorde avec" • ' •l 'A-nc J^ r(v +/; -(- ï )
celle qui a été donnée par Weierstrass quand ^ est entier.
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c o n t i n u e et m o n o d r o m e , sont tou tes n u l l e s t a n t que/) est 5^- i, et
l'on a, en remplaçan t p par n -\- p ,

V -(--^)" V _________^r-L^ii^—————.—— F e—u^^du.
- ^ 1 • ' - > . o . . . / / ( ^ i - i } . ( ^ — • > ) . . . ( ^ — / > ) J^

/ » - = - • »

Si l'on pose comme précédemment

A (/>)-= j ç-~^ ^-{i+p) cin,
'•• T,

i l v ien t
, / , ( - t ' ) / ' Ao.\ ( p )— —————•

' t . '.î . 3 . . . f >

Pour évaluer A ( o ) , r emarquons qu'on ;i

A ( o ) - — j ^ - / / / / / ' ' r / / / ,

f-f-.f './••,
»,,''-/-, f-.7^ •- ' i t.7!

/'1In seconde intégrale f é t an t prise le long d ' une courbe qu i con tourne

le poin t zéro ; et comme la fonction e^ir1 est f in ie , cont inue et mono-
r1 r 'drôme de i à x> , les i n t é g r a l e s ^ et ^ sont égales et de signes con-

'y-c '-•'i

traires; de sorte qu'on a

f e " n 1 1 ^du-:: f e - 1 1 H ^du.

/.i
L' in tégra le ^ peut être prise le long d 'un cercle de rayon :i, et a y a n t

pour centre l 'or igine. Posons u-== é^, nous aurons

dn ~- id^ .e ' ^ 1 )

cl pour H — r ,
^ "-- o et ^ •"' 27r,
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de cette façon, puisque

_ // 1 { Î " ' — ^ _ ̂  -
i i . '">, i . ̂ . 3 ' ' r i . °

il vient

f i /"'•'" / ^i ^s--/ \
^ i i /f î ^ { / -=, f j f]^ [ \ — — -{- —— — . . . -r '>. TT /';

<A" 1 ' . j ' • ° - /

par suite on- a

( i 5 ) A ( O ) - = ^ T - : / ,

et
^ -;//

(16) V// •=. '.>. -. f ( — T ) / /- > -—————————,;——————————— •>
• } ' ^J î ( /> 4- l ) ! ( /^ + // -{- l ) •

p = o

valeur identique à celle qu'on dédu i t ( l e ( î i ) en remplaçant v par iz\ ce
qui montre que, dans le cas où le pa r amè t r e est en t ie r , les deux in lé-
f f r a l e s ( i i) et (12) se c o n f o n d e n t , et nous n'avons ainsi q u ' u n e seule in-
tégrale particulière.

31. Pour trouver dans ce cas la seconde intégrale, nous par tons de
la deuxième équa t ion (3 Ins}, § I, don t les intégrales

/•-y- ......... L
U^=:^^ 1 <' " ( ^ " 1( ' 1 1 ^ ( 1 ( 1 ,

f^- ........ i
(ï^— e " c fl ( ( ^-^dit

sont égales à celles de la première (3 bis) multipliées par z\ Si l 'on
suppose ^ == n + ?, n nombre entier et £ q u a n t i t é très petite, l 'expres-
sion

/^ _ £ r'^ ....:-
z " ^ f e " c lt K - ( 1 - 1 • 1 ^ 1 1 / / • • 1 1 • ^ / / / — f r " c " n " // ^ du.

Ti........ ___ ' y^^________„--- ,____ ,„___._.-.:Z,2_____________________________

est encore une intégrale de l ' équat ion citée, quelque petite que soit
la quan t i t é e; sa l imi te pour s === o est donc la seconde i n t é g r a l e
cherchée.
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Désignons par U,, cette l imi te , qui est la dérivée ( ̂  ) , nous
aurons

/ /. ^ ^
l U/,—^lo?:3 ^ </ / /^ " / / ! 1 f / / 1 </^

^^ -^ . ,. :.
f - ̂  / <• "^ // // - 1 1 1 -lt " / / ) l^n du ( e " c - " // - ! [ - ^ [o^udu,

•-•-/- Jy.

ou, en représentant par 1,, L, l ^ les t rois Intégrales définies qui y
entrent,

1 ; ^V) 1,,:- Ii ̂  1(^3 - S^— 1;;.

La va leu r de la première est donnée par la formule ( s i ) , et nous
avons

/' - x

B • • Y1 ^ ! >

\^-::-::.^'KLO il~•t > ———.-——————————,.—————.
^ r ( /; - 1 - 1 } v { i t -h p \ - 1 )

/ - „ = < >

Pour la seconde, nous avons, en développant e ' " ,

Y^ ( - • \ } ! > ".1> /' v'g, : y _—'1-. 1 c " / / H - / < I / ^ | ( ) O - ad 1 1 ^
Zj i . ; ^ . - ' ) . . ./\7,
,,=0

el, si nous posons

B ( /^ l • //) - f c - " u - '• [ - ^ / t • h / l ) jo^ f( du,

nous voyons qu'on a
.,, , c f A { n - \ - p }U(n.^^.:-:-——^——;

or, la valeur précédente de A{v +p) donne

. . , rîT.i(— i V ' c ^ 1 - ' 1

A ( a -\- p ) — -•———.————1 1 r ( / i -\-p +1 )
et, par sui te ,

,. , ->.—{— D/'e ••tr•t •i7^("- ^Pc-t^tW[ n.^r p^ i)
l ï { n -\-p) •—— -—————————— -l- ———--————-——————-——-;v 1 } V ( / i + p -\~ \ ) r ( / A 4 - / ^ - 4 ~ J ) ?
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nous avons donc

„ . \^ ^ . y ^ '̂ F ( fi -\- p -+-1 )
i^—^^e-11^ > ———-—————————— -{-•.i^ie-'1^ > -;———————/—————.

Zj I1 ( P -!- ' } r ( ̂  -+- /^ -h l ) Zd I ( p -h 1 } F (/<» -1- ̂  4- l }
/^o /,;==u

Si dans la troisième intégrale on développe également e"", 011 a
/;=x

1.. "-= V ^—^-Ll^^ / ^ -( i ~^p] iog ̂ .c"^ ̂ ^ :
' Là i • ' - ; > . ^ - • ' p J .i ) = u

si l'on pose
/*"''g ^ ( ^ — ? ) ̂  B ^u~p- 1 lo^/.(ï--^ <///

t-7 ec

ei qu 'on intègre par part ie, i l v i e n t
/ ../i j / 1 < ) ( ( » • / / ^ - n - - ' ^ ; y* rx

B(,, „-/,) = ^—.-^^^ „!„ —L.- / ^—^ jo^^.<-- </^
' / ' \ //. — f) j '., Il — f > , J^

_.—'— f (t'1"-^-^ tl du.
n — p J^

Tant qu'on a p ^ n — i , la dernière intégrale, comme n o u s l 'avons
déjà observé, est n u l l e , et dans ce cas Von a

, ^ ( n .,._ /, -i.._ , )
H ( n — p ) -= "——-1—'——— ;\ i ^ ._,.„ ^

c'est ce qui condui t à séparer la valeur de Iy eu deux parties, que nous
désignons par. F;; et ï\, et nous posons

//=/<-!
'«r̂  f._ j ' ) / ^ -p r w'

I',-:-:: > -——-/--—- / e - 1 1 ({-^-^-^{of.udu,
Z^ j . 2 . 3 . . . ^ J,
i^\)

^.•^ (....... i \ i > " i > r y-
T.^- y —•—^'—— e H u^^-^^iidu.

Z^ i. y . à . . . p J,
/;-=//

La première partie F;; est facile à calculer. De la valeur précédente
de B ( ^ — p ) on déduit

B Çn —p -i- i) == (n — p ) B ( n — p ) ,
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puis, en changeant p en p 4- i , p -i- 2, . . . ,

B( / i —/ j ) == ( /z —77 — i ) R ( / i —y;» ---1),
R ( n — jy — ï ) — ( // — p -— -2 ) R ( n — p — -2 ),

B( '3) :..:.-iB(i),
d'où

"B ( 7l — p ) .-- I . '.2 . 3 . . . („' //, - "- / ) - -- I ) B ( î ) ;

d 'a i l l eurs on a

B ( i ) - = f e-11 lo^^du ; - ;— (c - / ( lo^ /<)^-4- I e-i ) -= y c-" log-^ clu - -- (c-" i0^ /< )^ -4- / <?""•' ̂  -= 27^';

par su i te

el
^(n— p) : ^ î ^ i r { / t ^ -y/),

.,^/ V L^ -̂'Il̂ ^ ,̂
^ î' (7^ l - i )

Quant a r,, r emarquons que, si l 'on remplace? p n r j ? - i - ^ , il vient

Y^ f î )^ "/' / ' y"1 ", -:•.. ( - " i ) / / .-// > ————.^.- ,...,_,,.^,—————— 1 ç - /< fi - ( i +/> ) i o^ ̂  ̂ ^
' •î ' ^1 . ^ .û . . ./^^ i - i ) . . . ( . / < • \ - p ) ,4

et que cette valeur est a n a l o g u e à celle de L; de là on conclut

r — o^- o^-v ——^—— +^c-i)— y—-^!^^^"'~- ^ Zj [ ' ( / ^ - i - 1 ) I ' ( / À - i - / - > + i j ^j r(,^ •-" 1} r ^ / À -i-^ --{-1)

On a donc f i n a l e m e n t , puisque e"'^1 =.= ( — i}'\

l i 1 > ' ' X J{]^^i[~\')11- .-"log-.- y -
r ( ^ - | - ! j , l \ ^+^ - r 1)

/» -.: o

) ' " ,

( f 8 ) .̂̂ ^^^^ [̂̂ (.̂^r (^ - i - i ) . r (^ - f - ^ . i - i ; 1

^ - 0

„, y ir̂ î̂ )̂ _„-(-. )...y,——-!——.
Z^ i' ( /^ - i-- 1} ' ' ^ H /^ -i- 1 ) 1 ̂  --T-^ -h I ;

1 ^ = 0 / "=0
Q

^//^//. c/e /'^c, Norm. 2° Série. Tome Xî . . 0 . 9
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En suppr iman t le dernier terme qui est la première intégrale particu-
lière, et d iv isan t pa r^ , on a la seconde intégrale de la première équa-
tion d i f f é ren t i e l l e (3 bis), § I, que nous désignons par Y^, savoir

[ y - .- /-^/ 'V^---- ' )^- '^ '^-^)p-~ ""' z -^^^—
s î / / = = ( »

9 i +^((-•-!l'lS^7;:r7)7^7^L^oK.--•1l•(«-l-/>+,).-.-u•(^-M)],
\ ^ ̂  y

résul ta ts qui s'accordent avec ceux que nous avons obtenus au § II
et avec ceux qui sont donnés par M. H. Hankel ( 1 ).

32. Du cas où le paramètre est un nombre entier n, on peut dé-
duire aisément celui où n == o. Mais il est aussi facile d 'é tabl i r directe-
ment les développements qui conv i ennen t à ce cas. D'après ce qui
précède, la fonction

/•-x ,,,7 /'ly , ::
f c " c ''i f/'' ^//f - - -3 ' i e " c l 1 ' u • { ' ' [ v ) du

^.^ •Zr,..,—....,,.,̂ ,...,.̂ ....,,.̂ .....__.̂ .--.._.-.,.,..........-î ...,_.._...,..,.,.....,.,̂
'>'

est une in tégra le de la deux ième équat ion (3 bis), § I, que lque peti te
que soit la v a l e u r de v . Pour v == o, cette expression se rédui t à °;
et, pour avoir la va leur vers l aque l le elle tend a cette l imi te , nous pre-
nons, comme précédemment , la dérivée des deux ternies par rapport
à v , et nous faisons ensu i t e y -= o, ce qui donne

rw- — "- /''x ^.=

( 20 ) Yo == a j c " c - n a 1 log if dit, — log^ ^ c H e a ir~1 du,
^ X vJ '•n

ou

( 20 bis ) Yo == f e ~ rl e- ̂ log ̂  du.
^sc -^ ^

Remarque, — Oo peut démontrer a posteriori que cette expression
est une intégrale de l 'équation (6), § I; car, si l'on y remplace V^ par la

( 1 ) CLEBSCH eL NEUMÀNN, Matlienîatifscitc ^nncilcfly 1 . 1 , p. 4 7 1 .
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valeur
\~ C t ~~ Tt , 1 / /2 d ( /l'u= f e "^log-^- ^-,

on trouve
^Vo dv, ( ^ .-': y
; ̂  + ̂ ^ „ ̂  ̂  MQ^ -^ ^ // e-" u-1 j .

Cette dernière expression, qui revient h lil̂ -^-Zll0.̂  est nu l l e pour
a e ^ e 7 '

o et co ; c'est ce qui a été démontré précédemment pour —ï— et par
n e 1 1 e71

' , loû'ssu î le pour —^^ .
„ ^« (.H

D'ai l leurs , comme pour u -= o et u =•= co , on a —— =-. o, il suff î t de
e ' 1 e"

considérer ce que devient ^-^^ Soit u —- e^ on aura

'> lo^// '> ^ •:>. ̂
« <•'- ~ ^ ^ ^'1 '

or, pour u -= o, y -= •— co , et pour u == oc , y == co ; dans ces deux
cas l 'expression -^ est nulle . On peut donc prendre pour seconde inté-
grale de l ' équa t ion l imi t e

., r''\ ff2 -'2 duYo~ / lo?;^ "e---^-.
i/o

Pour développer en série, considérons la deuxième intégrale qui
en t r e dans (20) , savoir

/•^ .„£•
Ii— ^ e " c - l l l / ~ [ d u , -

et qui , si l'on développe e ' / , revient à

T-^ ( •„- i j / ^ - i > r'^•i :-:: y ..—A_. i --^/~(^•<-/;)^.
Zj i • ^ • ' > - ••^J^
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Comme, d'après ce q u i précède, on a

A(^) -= f e^u-^^du-^ îi^i^^î
,/,, I . 2 . 3 . . . / >

il vient /)= :c

[ r ( />+ i } ] 2 '
i •V ^"^'^ZrrïT'rïT?1

/' = 0

La première intégrale
r3- --,

l2= 1 e "e-^ïosu du
^u—

fc,-'' '7;1

Y ( _ _ _ î ) ^ ^ ^w

revient à
^ ( _ î } p - p r^

[^-^ \ -î——;._:̂  | e-^ir^-^^H du,
" Zj J . 2 . 0 . . . ^ J ^ •b ^

p = 0

I.= > ————:7——- f 6-
^ ,1 . 2 . 0 . ../^J,

/^ = 0

ou, d'après ce qu'on a vu, à

^^SiTT/^^^-2'2-'-3^'1'^4-01-
/ . = 0 "

On a donc
p = w p -^ o^^ ^ ^)Y--/":• S n^^T.+ •'"S ri^'-oT[3 '"(/; 4-) '- l°s^]•
/^O ^-=0

Si l 'on s u p p r i m e le premier terme, qui est à lu i seul une intégrale par-
t i c u l i è r e , et qu 'on change les signes, i l vient

P = -r.

( 2 1 ) Yo= 2^ ̂  ^^ [log,^ - , W(p + I)],

jO r- 0

fo rmule qu 'on dédui t imméd ia t emen t de (19) en fa i san t n ~= o.
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VI.

CAS OU LE PARAMÈTRE ^ EST DE LA FORME y --= n -+- I •

33. M. Lommel a examiné en part iculier le cas ouv == n +- J-, n étant
u n nonibre entier ( < ). Dans ce cas, on a

I -h 'Î ̂  -r- 9. n +2, I — 2 V === — 2 /?,

et les équa t ions d i f fé rent ie l les qu i peuvent remplacer l 'équat ion (i bis,
§ 1) sont les su ivan tes :

, , dîY a ( n -h ï ) dy
(,) ^+__^_^^^o,

d1}^ 9. n dv^
(i^,) ^-..^ ^^,^.o,

II résul lede ce qu i a été démontré q u e ^ si l 'on a u n e intégrale de l'é-
qua t ion ( î ) , e n la m u l t i p l i a n t par .-r;2"4"1, on aura une intégrale de ( î b i s ] ' ,
i l suff i t donc d ' intégrer l ' une des deux équa t ions précédentes.

Ce sont les équat ions ( i ) et (i bis) que considère M. Serret dans un
Mémoire inséré au Journal de Liouville ( 2 ) et qu ' i l intègre à l 'aide de
la méthode des d i f f é r e n l i e l l e s à ind ices quelconques. Pour établir les
formules auxque l les arrive cet au teur , nous suivons une marche toute
dif férente , et qui paraî t assez simple. Prenons les équat ions (i) et
(i bis) sous la forme

d1 y 9. ( /t -+- 1 ) dy .,
2) —— •+ —————— — — f ï i - Y =0,

' d.r^ '>. (Lr

d'1 » , 9, // d y , ,
( 9. bis) —,- - — —— — ^-.ri == o.
' ( L r 1 ,r (Lr

( ' ) S [ i ( ( î i ( ' n uî>er ( l i e KcsseL^'clicn Functînncn, p. 5l.
( 2 ) Journal de Lioin'i'l/e, t. 9, p. K)3.



S. 70 .î. NICOLAS.

Si, dans la première, nous posons, comme M. Serret,

j^Re^,

et en même temps ^ 2 — m 2 == o, en p renan t d'abord ^== + 772, il vient

( 3 ) x '-j—^ -T- [2 mx + 2 ( n -î- ï)] — -i~ 2 m ( /z 4- î) R ~= o.
UX" ' Ct'tV

Cette équation est de la même forme que la suivante :

/ / \ (^'u / / ^ ^u
( 4 ) -V- •J—î + ( r)' ^IX — A' ) —— — 9. W /7/ — 0,

qui admet comme intégrale particulière

u := e-^"1^.

Si dans U\) on fait
ft -r-:.^'-11-11 / / / ,

il vient
/., ^ d ^ n ' . , , du!
(5) --y-^-1- -i- (^mx + A' -h 2) — -h 9. ni n' -==. o,

et si l'on différentie h fois cette dernière, on obtient

,„, d/'^n' . / / . (l'^u1 d^u'
(6) "'d^ +(2/^+/.+//4--2)^^^ +^n(A+i)^^=o,

équation qu'on rend identrque à (3) en prenant

k •=: li -==: n,
ce qui donne

ri11 //' r i ' 1 ( {•>••"ï //Lr r'" /'' -1 \/ \ T-» Tfr "•' tv •rr t (' { ^ "< 1 -y.
(7) R "=:K ~d^ ^ K ———^ï———(K-cons i . ) ,

et l'on a ainsi pour première intégrale de (2 )

flit ( p—ïlax .-^•-ii—ï\
( 8 ) r' = A e"^ { ^^———> ( A const.).
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Si l'on fait en second lieu [i •== — m, il vient
,/n i ^ïinx } . n - 1 \

(Sois) y^Be----!^———);

l ' intégrale générale est donc
/ l u / / -* înix ^ — n - \ \ .fii i ^înix .,-~n—i\

(9) .,• - A .- ————^———) -H B.—— (l———^———}.

De là, en s 'appuyant sur la fo rmule connue

T r 'r-^ - / . - i ^————. ^ e-^a^du,
r ( n - [ - i ) J ^

on dédui t

( 10) j rr:: A c-"1^ f (^nx ( ( ' l ( // + -2 ni )" da -\- B e"^ 1 c-1^ u ' 1 ( ii — 12 m)n dL
^ 0 ^0

34, On peut, d 'ai l leurs, appl iquer à l 'équation (3) la méthode que
nous avons déjà employée précédemment . En posant

_ _ f^':"'"1'^
,/ // ('.î i ) t — (i ) 5

nous avons

•^ ̂ i "l- [^^ -t- ^ (^ - l - 0] ̂  + a/^(^ + i) R

r^ c-^^ij^ ,
::r:. — f - --——-„... J ̂  ( 3 /^ „ ̂ /^ ) ̂ . _ 3 / ̂  , ̂  i ) ( ,̂  _ ^ M

J a ( / / / — 2/U) ' \ l \ /.l

^b ,
1 n r ï - î i l li •+• I ^ -^ t \„ „.-. 1 Q-U^ {) cliô ( J:; — ———— — —————— .

J ^ \ u u — 2/n/

Comme, d'un autre côté, on a identiquement

f'—/^"^U)^-rr.[6--U];;=-^ f'e^Vdu^ f'e-^U^-11 du,
' " ( t ^a J a au

il vient

X -j-^ -\- [(2/n^-i- â ( / À 4-1)] —— 4- 2 7 2 Z ( / Z 4-l)R

_(,—u)^ f^--u^f^u~/'-^^^±^Y
t/^ \ "^ ^^ u — amy
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et, pour satisfaire à l 'équation (3), on voit qu'il suffit de poser

^lOg-U / Z - I - I ^-+-1 , , / rg -T^——=o, (cr-^U)^=::o;^ — 2 m

de là on d é d u i t
U = ̂ ^(^ — 2m)"+-1,

et les limites qui a n n u l e n t l'expression e~lixu!l^{^tt — ^m)^4"1 sont o,
2m et co . On a donc les trois intégrales particulières

( ï0

BI "= ^ ^-"• /> ^'/< ( U — 2 / /Z ) / / € l ( / ,
JQ
r x

IL :̂  ^ ^- "^ /^^ ( // — 2 //^ ̂  élu,
J ^,,t

r " "1 c-^^-u'^u — -.ï/^-)^ ̂ .
J()

!{..

Si l'on change w en — m^ on trouve de rne'me
/ / 'x1 ];̂  ==. f (;-"-<• /{/' ( ff •...;- a /H y 1 du,

^o
/"v'( [ - :>,) / P/a^: ^ c " • • • ! i • x ' ( ( " { i / ! • ' . î n i ) ' 1 du,

, t /- 2^/,

/' <1

P^^: | (- "d' ( l " ( ! ! i- 'ïl)lY d ( ( ,
J...2//,

résultats qui s'accordent avec ceux qu'a obtenus M. Serret.

Remarque. — II est L O Û d'observer que les formes d' intégrales précé-
dentes peuvent se dédui re aisément de la mélhode suivie par Euler,
Jacobi, Kummer, etc.. On sait que l 'équat ion dif férent ie l le

rf'1 Y ^/Y
(l3) ^(i ~- x) ̂  + [y - (a + p -i- î).^] ̂  ~ apY=- o

admet comme intégrale particulière la série à quatre éléments

•v T^ r. . ^ a ( a - i - î ) p ( ? - l - - ï ) ,Y == l (a, ?, 7, .z- =. l ••-1- —— ^ -I- --.1.-—..—/1„..L„-̂ J' ^^ ^,. _
1.7 i . . 2 . Y ( Y + f ;
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et que cette série peut être représentée par l ' i n tégra le déf inie

/ / - î
f f^~ï ( i — u y,—?- i ^ i — ^.^ )- a ̂

r ' ?/?
tj 0

( l 4 ) / / ^ - l ( i — — ^)T-?~1^/
^o

~-rTûT^^~^ / ^-"- l(I-«)ï-^ l(,î--^•^)-a^ (r).

Si l 'on observe, comme le fait Hansen ( 2 ) , que la fonct ion de Fourier
est la l imite de F (a, p , 7, — T — ) ? lorsque les deux paramètres a et ^
dev iennen t infinis, i l suff i t de chercher ce que devient , dans cette hypo-
thèse, la l imite de l ' intégrale précédente. Or on trouve aisément les
l imi tes de l 'équat ion différent iel le et de la sér ie ; mais, pour arriver à la
l imi te de l ' intégrale déf in ie , il faut d'abord passer par le cas où un seul
des éléments a devient i n f i n i . Dans ce cas, l ' équa t ion d i f lé ren t le l le ( s 3)
et l ' intégrale ( i 4 ) dev iennen t
/ ^ , ^2 Y , . dY( r 5 ) ..̂ , -(——..) ̂ -p^-o,,

(' ï G ) Y .:;„ — -1..I11 - - . - . - / ^ 1 • f ï — // )7-^- ï e ' - ' 1 du.r(p)r(^.-^)^ s )

Or si, dans l ' équat ion (3) , on change x en — x, et si l'on fa i t am == ï ,
elle d e v i e n t

(3 bis ) .r —— + [ -î ( //. •4- ï ) — .r ] r— — ( n . .|-~ ï ) R == o,

é q u a t i o n de înême'Ïorme que ( i 5 ) ; par conséquent , pour avoi r une
intégrale de (3), il suffira de changer .2; en • — x dans (16) , et de faire
y == a (n -i- ï ) , ^ == n 4- î ; ce qui donne

07) H- '"^^^ J1//^.. ^ uYe-^d^

et c'est le résultat qu 'on ob t i en t en faisant ^m === ï dans R;; ( i î ) .

( 1 ) Journal de Crcllc, t. 1^. — KUMM'ER, Sur la scru' h^per^éométriquc,
( y ) Abimndiun^ der Sàclisisciien Gcseîîschnft, etc., t. Ïî, p. 25^ ; i855.

Âun. de l'Ec. Norm. ^^a Série. Tome XI. S. 1 0
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De là on dédoi t
''- r l '> ( i l ~i-1 ) 1 c 1 -^ ( i — 2 » )( i8) y^R^^U_iZL._L^ ^ ^/(i^/y^ ^

| l (^//. - r- I ) I" ,,/Q

pour une des intégrales part iculières de l 'équation ( 2 ) où l'on suppose
m==. i, et qui , par conséquent , ne contient qu'un paramètre.

En posant î —- 9/u ̂  v, on a r r ive à

08 bi^ RÂ-:-:- r -^ —1^^±^^^ f (i - ̂ e^cîv,
'•> 1 j < / / • l " [ > 1 J....

on dédui t de là une formule qui se t rouve démontrée d 'une manière
bien différente dans le Mémoire de Kummer : en égalant en effet les
deux valeurs de "R, dédui tes de (17 ) et (18 bis), et changeant ,r en — x
et n en n— i , on o b l i e n t

^ (^ /•>4-1 -^
1 i ( n i ( i . ( f )// - i ̂ a ̂  __ .^...^ 1 (, _ ^yi i e •••' d^ ;

<7o ' ' -1

et, si l'on développe ces deux intégrales en série, i l vient
// . // ( i i -i" j )

-•i-...
l ( // t- 1 ) '^ t . ' - î f // 1 - ;'• ) ( // I- ':; \ ^ ]

ce qui n'est au t re que la fo rmule (8), § 26 du Mémoire cité.

35. Pour avoir la seconde forme d' intégrale donnée par M. Serret,
nous partons de l ' équat ion (2 bis). En faisantyi == R^e^ ^ 2 — m^o,
et prenant d'abord ^=:m, nous avons , pour déterminer R i ,

- , ^'Hi , ,^HI p( r q ) .r —— -!•••• f ':>. IU.T • ':>. //. ) -7-- — ^ m. /i s.\ i -•-- o,'" ' dx^ ' fLï'

équa t ion qui, par (n 4" i ) di f férent ia t ions , donne

, „ . , ^'^Ri , , ^^Ri , ^ 4 1 R î(19 ^^) ^ -̂ .̂ -̂ 4- (^inx - // -!-.- i ) ̂ ^^- 4" a //, ̂ ^^ -= o.

D'autre part, si dans l'équation (5) on fait k == — n — T et u' -= u^ il
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vient

(20)

d'1 H' .. ^///! '^- _—l -L- ^îinj.' — n -T- i) —— -r- '.îiîiu ^ -:= o,
a.z-- (LV

f{\-= u .v ' i ^= . . r r ^ e- 2 " ! - c ;

de la comparaison des équations (19 bis] et (20) l'on conclut
,//i4-l P

C^ï1-^ (Cconst.)

et, par suite,
/ / / / i i ( i - /.> • / / / . < • )(.i) c^4^---^^----;

de là on dédui t , en employant la notation de M. Liouvil le ,
/ / + !

•y i -=. A i e ' " x j ^ ' l e ' îfft•x ci vll + '.

En changeant m en — m, on a la seconde intégrale particulière, et
par conséquent l ' intégrale générale de (2 bis) est

(•^) y/=:Ai^ r .^e îm•£cl..v/l^-\~i^c " t x ( ^ l t e i i l l• )• ̂ -rl.

Remarque. — Comme, entre deux intégrales par t icLi l ibres correspon-
dantes des équations ( 2 ) et (2 bis), on a

la relation ( 2 1 ) donne

^•• / 1 1^•2 / M 1 .^ / / /") ^ ,n^^.
L ————-dx^———— ""1"

et si l'on remplace icije~^ par sa va leur dédui te de (8), on obtient

.̂+..i .- ^(e 2^t^__l). - /./^-^
(- ̂ ^T [--//-> 1 ————^————_ - ̂  L -

ce qui revient à
, / < - 1 - 1 ^n(^-îm..v^ ^-i )

j ^e——d^ ' - C^- 1 ———^————.cLv^

autre fo rmule ind iquée par M. Serret, efc ou il est facile de vérifier que
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pour la constante on a

c^Y—r'1-\ 2 m /

Pour passer des intégrales multiples ( 2 2 ) à des intégrales simples, il
suffît d 'appl iquer la formule de M. Liouville, et celle qu'en a déduite
M. Serret. M^is l'on peut aussi déduire immédia tement ces nouvelles
intégrales des précédentes (10) en faisant ux = 2m//; on obtient ainsi

(o m \ 2/Î-+-1 f*s/s

Y = A e- mx —— ) ^ e-2^ u'11 ( x -h uf Y du'
x ) JQ

f f) m \2/l+l F y'+ B(_ ly^e^ ( —— f e-'1"11'1'' u'^^x — u'Y1 du'',
\ l:z> 7 Jo

si l'on observe queJ /^ :=^"2 /<H .y» /i et y é tant deux intégrales corres-
pondantes, on a, en désignant par A et B deux nouvelles constantes, et
supprimant l'accent de ?/,

., * ^ y-
(28) ji^A^T-7^ 1 e-^1111!!'1-^ -\- uy^.la-^ïïe"^ 1 e-2^^1 {x — uY du,

'-''(> ^O

formule identique à celle qui est donnée par M. Serret.
Il est bon de remarquer, en passant, que la première forme d'inté-

grale (10), si l'on y fait' m == i , revient à

/* y- / „ \ ib r y- / /A ri
y = ̂  A e-30 1 e-^ K/1 ( i - r - ) du - h B ( — 2 y- ex j e-'1^ i^ ( r — - ) du

OU

r V J / i i \n r w f u \n
(24) j=Ae-^ | e-^u^ ( j-l- 7-) ^-I-'B^ | ^-"•r^ ( i — ^ ) du

(A et'B nouvelles const.),

et que les deux formes d'intégrales part icul ières qui entrent dans cette
expression sont analogues à celles qui sont données par M. Hermann
Hankel dans son Mémoire sur les fonctions cyl indriques [Mathematische
Annalen^ vol. I, p. 491)*

La seconde forme (a3) revient à celle qui est donnée par M. Lommel
dans ses Études sur les fonctions de Kessel (p. 63); car, si l'on fait
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m = i, et qu'on remplace su par u, il vient

/ ^ A^e-^ f / // V , B^'^ f"- / li. \fi
25 y== —.—— 1 é?-"a^( i-r- — ^/ -r- ——T- / e-^u'^ i— — ) du.

2^-1 J^ \ 2^; ^-i-1 ^ \ a^/

36. Si ron développe R i en série, on trouve, en supposant im == ' î ,
les trois expressions suivantes :

(26) {

Ce qui est remarquable , c'est que, lorsque n est un nombre entier,
comme nous le supposons ici , les valeurs de IL et R3 sont limitées et
ne diffèrent, que par un facteur constant. Car si l'on ordonne Ra sui-
vant les puissances croissantes de x^ on peu t écrire

R, ̂  A,(-1)- LilJLi.̂ î ^
i . 2. j . . . n

n , n{n — i ) , / _ . , T . 2 .3 . ..nT . '?.. 3. .. n • |__________________ j^n,
.2.3.../À (n~1- i)...2 fi YX i — ——- x -4- ———'-'-——-/—, x1 —... -I11- ( — l )/' ——————-————— ^

\ 1 ,2 / i , I . ' . 2 . 2 / Z ( ' 2 / À — l ) t .2.0.. . /À (^-4- I ) . . .2 /À

d'où l'on voit qu'on aura Ra= K;n si les constantes Aa et Aa satisfont
à la relat ion

A^ :--- A;i (-- i )" ( n -4- i) ( ri + 2 ) . . . a /z,

remarque que je crois nouvel le . Dans ce cas, les deux so lu l ions particu-
lières de l ' équat ion (19) sont représentées, l 'une par la série infinie R(
développée s u i v a n t les puissances croissantes de la variable, et l'autre
par IL, polynôme l i m i t é et du degré n.
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Si n n'est pas entier, la fonction Rs est, comme R|, une série conver-
gente développée su ivan t les puissances croissantes de oc, tandis que
Rg, qui est développée suivant les puissances décroissantes de cette va-
riable, est une série du genre de celles qu'on nomme semi-cower-
génies.

VU.

QUELQUES CONSÉQUENCES RELATIVES A LÀ FONCTION EXPONENTIELLE.

37. En é tud ian t les formules où entre la fonction exponentielle e112'1'^
on arrive à quelques conséquences qui mér i ten t d'être signalées. C'est
une indication que je dois à la bienvei l lance de M. Hermite, qui m'a
conduit aux résultats exposés dans ce paragraphe et qui s'accordent
avec ceux que ce savant a démontrés dans un Mémoire publié dans les
Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences (année iS^S).

Considérons l 'expression D^(^"^-), qui entre dans la formule (86^),
v '̂ " /

§ VI, et faisons 2m = i, nous aurons

/ .r .r2 .r"'r' . K ' - ' .r"
i -h - -+- —— "1- --——.r + •f i .+. ^ + —— „)-. ...„.„——

e^\-.W\ ,________^i±0) ^ h^T -D^y~-^ \ ^•l

en séparant le second membre en deux parties, nous obtenons

(2)

p. /.^. .A ̂  D. (_ ^ _ ^ ___ ^ + __1__\^^^/^4-ly~ u^^^+i r^^. / . ' t . 2 . ^ - 1 ' • • " j . 2 . 3 . . ./^•y

L , »"> "~i
+ ï)ï Y^-J^^^-^ ^ l -h- ̂ -q^ -h ̂ -^^^^ 4-... J,

ce qui revient à

(^) Bî(^^



ÉTUDE DES FONCTIONS DE FOUïUER. S. 79

P(^) désignant an polynôme du degré n et S(^) une série infinie de
la forme a -r- a^ +- a" a/-2 4- . * . .

D'un autre côté, si l'on considère -̂ - comme le produit de deux fac-
teurs ex et x-^^, on a

D^l^-r-^4-^]
r // ^(^—iH^-^O ('^+rl) /,,_L-^ 1-^ ̂  .,-.-(//+i)_ ^ (^ 4- r) ,r ("+2)4- -—————————-———— .r-^-1-^—... ,

OU

/ px \ 0(.r)
(3 bis) ^(^)=^^r-^

Q(^r) désignant encore un polynôme du degré n.
Des relations {^.bis} et {3bis) on d é d u i t

^^-^
et de là il v ient

-^—•^
expression remarquable de la fonction exponentiel le .

Il est facile de conclure de ce qui précède les valeurs de P(;r), Q(.r)
e tS(^ ) . On a d'abord

i\" i..__ \ —i— __ i- ____ —i- ~i— "-————— )
- .r \ f.n +1 \ . . r 1 1 ' \ . ' : î . r ' 1 [ ' ' ' T . ?.. 3 . . . riX )

( „- i ) /' 1 " . //. (' 11 -r- r ) . . . ( 9- 1Ï — 0 . .

- ~L2T- (" + ! ) ( / / -h ̂ - • • f ï ^ + —————-——————— •'

( , / -,„ i ) n ( îi + f ) . . . ( 'î n — ?. )
^- _1____-———————————- X- -4- ... -h ̂... -h .r^j

et, par sui te ,

p (. / . ^ -:, („. ( )/^ ( //. + i ) ( iï -\- •î ) • • • t - î /^

1" n n ( n~~ï} ^ -4- -4- J-ll3-!̂ -- y"1 •^ , i __- r -4- -———-————— - / H- . . . -r- ———<•»———— a •i( .-) ) I" /^ // ( ^ — — — l ) . , , I • 3 • 3 < - / ^ , yj .\ " ) \ -^ , i __- r -^- -———-————— - / H- . . . -r- ———<•»———— t-c• •»
< '"' î ' ' i . .^ // i .^.-î /^ ('>, // ~ i} r . 2 .3. . a /z 1'"' [ ' i . '>. n i .^.-3 /-' ('>- // ~ i} r . 2 .3. . a /z J
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puis les relations (3) et (3 bis} d o n n e n t

Q^^^^^^^+^^l+^i^^ („+,) (/,+2).^---._...(^,)^^^

00

Q ( ^ ) = ; ( — , l ) ^ ( / z +!) ( /? , + 2 ) . . . 2^

(6) [" n - n ( n — i } , .. r .?. .3.. . /?, 1X i — •——— x + ————————— x^—. . . — î )^ ————— .y" ,
L ^'-^ l ^ . ' : i / l [ ' ï / l — - l ) / I.2.3...^/À 1

d'où cette conséquence remarquab le que Q(.r) se dédui t de P(.r) par
le changement de x en — < r ; eiitin pour S(^) on a

s(^ïr—-J__ Y,^_+__:_+..,._,__^
' ' •< t o - // 1 n -1- r i /; -i-. o / /; -.1- -) \ I ^ -L. •^ ' < ,. i ,. » / ,, i •->t<' 1.2.3.. . / / - [/t. -h i > [_ n -\- 2 {fi -\- '}.) ui --[-- 3j " ' * [ j i -j». :̂  ^//, 4- 3 } . . . ( a //. -i- ï )

^,/M-I ^ ^.//+â

^^ -4- ̂ ) (/^ --h 3 ).. .(^ n. 4- '-•) (/^ - ' -•->) {n ̂ _^-^^^^y --!-...
OU

/ ^ 1 . ^ . 3 . . . ^ _ ( / / - M ) ( ^ , + ( ) ( ^ , 4 » 3 )
\ 7' / o \'^ ) ---• ————,———————— i -.r" —————— ,/• ....,^- ...—————————————. ,y^ ,.1,

I . ':i . . ) . . . ( ^ //. 4- I ) ^ I ( 9, /^ -1-" 9.) I .9. (^ /<, -|- ':>.) (/.•î //. + 3) "

série qui se confond avec Ï^ (26), § VI, au facteur .r2^ près, si on y
change x en — x.

38. Au l ieu de pa r t i r de la d i f fé rent ie l le D'tf^-}, on peut a r r iver•• »C. > y /( ~r 1 ; J,

a u x mêmes résultats en pa r t an t de l ' intégrale définie By (u) , § VI, ou
de la suivante, que je désigne par I,

^
\. •==. j e-^t^^m — i i ) '1 du,

'-'0

et qui devient, quand on fait3m= r,

(8 ) ] :-:: f c - - " y ( { n ( i ~ u ) '1 du.

On peut app l iquer à cet te intégrale, comme l'a fai t M. Lommel dans
ses Études sur les fonctions de Kessel (p . 5 i ) , la formule élémentaire

(\^^(u}du--•^e-^[v(l<} i F/(^ , F//^ , 1j c _ j ( u) du. -... e ^-^ -(- -pr- -!.- -^- +... j .
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Dans le cas ac tue l on a
F ( / / ) =: ̂ ( i ~ «) / ^ ,

et l 'on volt qu 'aux l imi tes o et i , on a

F(^ ) - - -=o , F^O-^o, F\u)—.o. . . . , F^ -^^ î^o ;

d'autre part , les dérivées d 'ordre supérieur à in sont ident iquement
nu l les ; il v i en t donc

r 1 ( r ^ ^ f i f } F^-^f^ F2^?/'»"! 1
.---F(^^^-;e---|^+ .

Comme pour u=o, on a 6^'-—=- ï , et p o u r i z = = i ? e""^^ f?"^, on peut
écrire

O^-zQ—P^^)^-^ '
e-^¥(^clu-= - -^.TT-——•(9) / e - f t x ¥ (

Q ' ( x ) et P^^') dés ignant comme précédemment des polynômes du.
degré n.

On a d'ail leurs, en développant, er-11-1',
p = 06 ^

^ -//.r,///(î-^/)/^/^ -^ V i'rjĴ iL j /^^(ï — K^CÎU
•i ..,. 3 . . .y ^/^

^ 1 T-^ /-__ i \ p r i > r "
^ ,^nx^n^^^n,lu—-\ ^-——)——— / u^-^^—uY1

J, ' ^•f.3.->... / \yo
/' ^0

- -?(. ̂  ̂  (-i)p-'.^.<".4 .̂-LI.) ̂  s^) ;
~ ' 'Zi r (p - r-1 ) r (̂  //. 4-7^ -i- 3 ) v / ?

/'--•o

et de (9) et (,io) on dédui t

O^rO-P^)^ .
—————^77/-^————— •11- ^ { • z ' ) ^

d'où
/ , ^^Q^-^^^^s^( i i ) ^ -p7^7) P^^)
formule analogue à (4)-

Cette seconde méthode permet de calculer aussi assez facilement les.
fonc t ions ¥{x) etQ^). Si l'on pose i — a = ^ , on a ^

F ( u ) = i^ ( i — u Y1 -=-.-- u'2 u"1,
Ann. de VÉc. Normcile. 2° Scrîe. Tome X î . b. 1 1



S. 8 2 J. NICOLAS.

et le développement du binôme donne

F ( // 4- // ) -= ( // 4" // y ' ( i — // — // )fl =„ ( n 4- // )/ ' ( / / / —. // y
// , , // f // — 1 1 ,

^..4--. „ Iff/n;--\ ,^ _______.. f i î , ,n î^ ^ ^ ^
\ 1 . '-*

-̂  -̂̂ -ZJLl //»- 2^2_^ n, f^n 1 ^ ..p /^
r . 9. i

^^J ̂ ^//-.^ /l̂ _l̂  //3^/.-^X / / / / -„ ._ //{^l-^.^ _^————_J /^2^// / . -2._

„ // ( II —— î )
.+-(__ | ) / < - 2 ————————— ////-2//2.,,.p ('__ ,V/.-.l _ _ / / / / . 1 ^ / ^ ( ' _ _ , - ) / / / ^ . ^

d e l à il vient , si l'on met en évidence les termes qui c o n t i e n n e n t h",
A//4 1 L'2/tI b , . . . . / / . ,

F ( / / 4- / /)".. .

, / / , | /,, // // ,,, , / / ( / / — f ) / / ( ' / / . _ ( )
-h- // / / ^ / / /-~.- — — f / i / ' " - ' .....l- —————-/ -.-.„-.,——..-.-,,. ( / • i / f " ' i _ _

' " 1 . '•î 1 . '-î

// // // ( // ..,. 1 )

—. { { ' " ' 1 ..-).„, „ _———....,_

-l".

Il est bon de remarquer que les premiers termes des polynômes qui
mul t ip l ieni h'1, h"^^ . . . sont ceux du déve loppement du binôme
(^--i)^; les derniers se confondent avec ceux de ( — iY {u^-iY1, et
ce sont ces termes qu' i l suffit de connaî t re dans la question actuelle.

D'autre part, d'après le théorème de Ïaylor, on a

F ( // 4- h ) = F ( // ) 4- ^ 'V ( u ) 4- —; F" ( u ) -.!- . .^ p/
J .2 r . '-t. 3. . . //. F^( /<)+



S. 8'-)ETUDE DES FONCTIONS DM FOlTilEPi.

et des deux développements de F(?/ -h A) on dédu i t

F^ ( // ; -^ /// /^ „.„ _ _' ( ( ' n ^ ^ .̂,.

/(f 7^

1 . ••Î . . . / < ( /<', 4- 1 ) 1

F^4-^ // ) // < //
î . ' . > . . . . ( / / - 4- l ) ( //• 4- t ) '

i . '>. . . . 'î il

Pour u -= o, on a u1 ==- î ; et tous les termes qui dans ces dérivées
contiennent u en facteur s'annulent, ce qui donne

P( / / ' ;
] .]^. . . / Z

F ^ ' C / /
. •i . .':i . . . /l- ( //- -h 1 ) ,

V'^iu'} n(n -"- » )

. f! . . . ( I I -t- 1 } {li -\- '-Î- ) J « = U T • 2

de là on conclut

Q'M ^ (^, ....̂ . î ) _ î, ^ ( ^ — i ) ( / j . - , ~ l ) ( / j , - h 2 ) f
. ,.—————- y^ ——— 4- — - - • . ^ ,

ou, en ordonnant en sens Inverse et mu l t ip l i an t par o--2'^',

| /< / ( ( ' /<— î )
Q'(^= t.^-a/n-'/' [î- 7^7, ^+ , . , , .3/^a/(- i ) •'" '• • •

I . 3 . 3 . . . 2 / (

Poar u =- î on a M' = o, el tous les termes qui contiennent u' en facteur
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disparaissent, de sorte qu'il v ient
r F^//)'F^u) 1 ^

. - 2 . 3 . . ./t |/^i ~" '

F^O)r_^Li...o..2.3. . . / i ( / i -l-J)-J//=i

F^f / / ) "| ii ( a — i )

et par suite
P^) ^ , .
^ïi ̂  I.'2.3...^(~11)

OU

- ^- ^̂ LJlJ-} _- ^(^— ^( n -l-1- i ) ( n 4- a )4-1
[^•//' .̂..j,^,//+-i + -Y ,̂̂ -" -i- ^,——^-^

P /( .Z>)=:I .2 .3 . . .2^(—î)^ i . / ^ /Z—l j
i . a / À i * 3 . 2 / À ( 2 / A — r )

.z'M-...-l'-

on retrouve ainsi, a un facteur près, les valeurs (5) et (6). D'ail leurs
S'(.r) est donnée par la formule (10), et elle ne diffère de S (.r) que
par un facteur constant et parce que x y est remplacé par —x.

39. Proposons-nous de trouver la relation qui existe entre le rap"
P01'1 (TTï) et ^es ^eclultes successives de la fraction continue qui repré-
sente e^\ Dans son Mémoire sur la série hypergéoiïiétrique,Gauss donne
la formule

F ( %, r , y, x ) •"= i, -h - x 4- x- -h-. . .^J^ï) ,,,
^"^7

( 1 3 )
hj;

avec les valeurs suivantes
a-,-„ ^

( a -hO-y

~- ^ .̂Jl.̂ J7 41 ' 'J^
~ ( T - l - 3 ) ( Y - r ^ ) '

^ f Y .-1- j^ .— a )

'''""(T1^^^^^

3(7-1- 'î ~- _a)_

( T + 4 ) ( T + - " > ) '
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Comme la fonct ion 0e est la l imi te de la série

/ ,r\ À- .r Â-( /. -4- J) ̂  Â - (Â - 4- i) (A- 4- 2') ^:i

F^i, i^)- i+^^———;—^+———^-3———^—— .

pour /c == co , on peut lai appl iquer .la formule (1:2), en remplaçant
a par /c , j par i et oc par ^- Si l'on porte ces valeurs dans les parties
intégrantes de la fraction continue, en faisant tendre k vers co , on
obtient

k x x , 1(1 •—/-) .r ^
a^-^ ^ '=. ̂  ^= ———;—— 7, --T-,5

( / € - } - i ) . i x .r , a ( 2 — / : ) .v' 2^
"^—^-3- Â-'"-^- dx^——^-^-^=-^

{ k ^ ^ . ^ X 2^ . „ ^^—JÛÎ--^-^
ex^ —4:5——^ - U>' j x ~ ^"5.6 1. ~ 5 .9 5

( À: + 3 ). 3 ,:K ' 3 ..z- . 4 (4 — A - ) .:21 _ 4 ̂
^=- —e:y- 7. == 6^- flx - -y^— ^ -- ^.8 '

et de là on conclut

ï -i- .̂
10

ï +

En désignant par ̂ . ̂  ̂ . ̂  • • • les réduites^ consécutives, nous
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avons
aï

i -4-- -AO i Ai i A^
Bo

^, _.^_^ ^ _ ^

i -(.- -^ i .̂.. „- ..̂ - .-_
A;{ __ "o A',, ___ '.>. r-î
-B;i ^.r .-̂  B', ,r -r2

3 G ' - i i [i
'Ï,T' ,r2 ./• .r^ j^i 4- _ 4-. _ i .,;... _ ...^ __, ,(_ ——

A;; ;) r-î Ai, '-s i c » î ^ o
B;; ~ ^ 3.^ ,:r1 B, ~" 1 ' ~ / ' ^ ' ^ T ^

5 10 Go •-! j o r'so

d'un autre côté, en désignant par P^(.'r) et Q//(^) les polynômes
P(^) et Q(^) du degré n^ on a

//- • // (' ri — i ) il ( //. -- i ) ( //, — '.î ) i . 9 . . . . / / .i + —— ,r + ————————-- ̂  -)- ——————--———-——— ^ -|-... -I- —————
1 a \ • x ) ^ ï • < > ' n l • ' > " < > 1 ll ( ' ) ' / f — ' ) ' • 1 > - • ^ • 1 / > ^/ ( 1 ; > // — i H ''' // — ''t ) ï • ' ' î . • • 1 > - n
Q«(^') 1 1 / / ( /< — 1 1 \ .'\.. ./i• • • [ __ .__,__ ^' .....i __________________ r.2 _., _.i i __^ , i / / __________ ^./i

1 . '•t ll 1 . '-î . :-î // ( ;-» /^ —— I ) ' " ' J . ' > . . . . ' > , I l "

et, si l'on fai t successivement n == o, n == i', /z === 2, . . . , il vient

et, en général, ̂ --^
V /< \ '7- / 1 ) 2 /»

40. En supposant n suffisamment grande et effectuant le quotient
D / ,1.. i

——-^ on peut obtenir la fonctionQ/^j 1

a- ./•2 .r^c^ = i -|- - "h —— + ———~ 4- . . .
ï ï . '-> 1.1. à

avec un aussi grand nombre de termes qu'on voudra.
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Pour qu'en effectuant cette division on trouve le développement
de e^, il faut que les premiers termes des restes successifs soient ^

.-ïl., _î_, -_•ï^,1 .., . . . . On est ainsi conduit aux relations suivantes
I . '.>. I . '.i . 3 1 . 9. . 3 . 4
qui, si je ne me trompe, n'ont pas été signalées jusqu'à présent :

Ces formules, dans les seconds membres desquelles entre l'expression
__L__, semblent être de deux sortes, les unes applicables au cas où
//est pair , et les autres, au c a soùpes t impair . Nous verrons dans la
suite comment elles se déduisent d ' u n e seule série de relations où en-
trent deux paramètres

41. Elles subsistent, quelle que soit la valeur de n, pourvu que ce
paramèt re soit su f f i samment grand. Elles sont encore vraies lorsqu'on
remplace n par •— n, et l 'on a

/ '•:>. n ( ^_+-1 ̂  -+--̂  )__ .̂ LrLL'__ -4- —— -T- = —-1— ,
i ^^-.^ ^ ̂ -^ ^-^ ̂  _^ ^ — ^ ^ ^ ^ ^ ̂  n^- i ) i . ':>. n j . -î 1 . 2 . 3

f i 6 } n ( // -+- i )_( ^ -t_l) ^J1(^±1L—— —— -4- -/—————-^.—————,
i ̂ ^^^ ̂ -^-^- ̂  ̂  ̂ -^ ^ ^ ^ ^ ^ . ^ /, ( a /z 4- i ) • . -:^ i . a /^ i . 2 . 3 i . a . 3 . 4
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Or, si l'on change 72 en — n clans les polynômes P^(.r) et Q/z(^), on
obtient deux fonctions, qu i , d'après la loi de formation des termes,
peuvent se prolonger à l ' i n f in i , et il résulte de ce qui précède que le
quot ient de ces séries représente la foncEion exponent iel le . Ces d e u x
séries peuven t se dédu i r e de ^(26), § VI; car si l'on supprime le
fac teur ^>2/M'1, et si l'on remplace n 4-1 par 72, il vient

p n ^ ( / z 4 - l ) ,
RI -=:. ï. — ———— .y -(- ————-—————-——— Xe- — . . . ,

] . 9. // i . 2. a n { a n ~l~ ï )

et, en changeant x en -— x, on a

•n / ^ fz ( n 4- ï, ) . „R.i -= ï -t- —— .y -+- ——————-—— .y2 -h . . . .
~ I . 2 I I \. . 2 . 2 /< ( 2 fl -4- J )

On peut vérifier sans peine que la fonction exponentielle est égale
au rapport de ces deux séries; car si Pon effectue le p rodu i t de Ri par

.V

e^, on obtient

— •«• .y 2 » ,f«4'

(17) R, c2 ==, + ̂ -/TT7) T + r^-r-n^^) 76 -+- • • • '

expression qui ne change pas lorsqu'on change se en — a?; on a donc

R,«'•'----:. K',e î ,
d'où

R'(.8) c——^.

Cette relation résulte, d'ailleurs, de l 'identité suivante

(19) ex f e-^f.^ -^( i ~ w)"-1 d ( ( -= f ^ ( l ~~ i ^ ' ) ^ w - l ( J — ^)?-l ̂ ,
*/ • €7f(

qui donne
p = 'xv^ xp r
\ ——————,—————— 1 ^ - 1 ( ï .„ ^ ) /!+// - 1 ̂

2j i.^3..,,/^ ,4
/^ -̂ , Zi-°,________..___________ _ _.
- " " /•/ ^ w^^ { _ ^\l> y.p F 1

Y ——,_„„ j ^/^^"i(i.«. uy^-^du
Zj î . ^ . 3 . . . ^ J,

/. = <J
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OU
/) = w

\^ œ P V { n - \ - p )
Z, r ( p - ^ , ) r ^ n - ^ p } i + -^- .r + ——^L±-l__^. . .

(.,^ ,̂̂  ^A___,--.___J__-__-__ ^ 1 . 2 ^ I .3 .2/H2/1-H)

'V(-i)^^r(^+7.) i--^-.r+ _ ^ ± ^ . ^ _ . . /
Zr̂ qr̂ T(i-,TT7) ^^^ ï ̂ .^(^+i)

/» - o

42. Dans les formules précédentes, il n'y a qu 'un seul paramètre ar-
bitraire n. Mais si, au l ieu de l ' identité (19), on part de la suivante

( '•>. ï ) (tx f e ' - l t x ^ 1 1 - 1 (i — uY-^ du -==. f ex^~l^ u^ (ï — uY-^du.,
«-0 t- 0

et, si l'on observe qu'on a

r 1
i 6 ^ ( l - / ( ) ^ ^ - ~ l ( I — / ^ ) a - l ^

Jo ^^ p F 1
^ ^ —_——— 1 {^-l(ï—uY^f'-^lu

Zj i^.3...^J,;' o

-V •r/) rf:̂ L^£(^±:Z?J
~' Zrf ^ .2.3...P r(a -{- p +7^)

/; = 0

_r(a) r (P)y______a(a~hi ) (c (+^) . ..(a+^-. ï)______ ^
r ( a + p) Z^ l . 2 . 3 . . . / 9 ( a + P ) ( a 4 - P - f - l ) . . . ( a + P + / ? — i ) <3? ?

p ^ o

f e-^u^-1^— uY-^du
JQ

^Y±r-^^ C'u^p^^^uY-^du
ZjI.2.3..^J v /

p =0

^ £^111^ V___(^i)^(p-n)...(p+^-i)____
r(a--t- P) Z^ 1 . 2 . 3 . . ^ (a4-P)(a+P4- l ) . . . (a-h p+^—i)" ?

/ ;=o

on en conclut
a __a(a-hï) __ g

. o , ^- I+x(«-^-^^^T:^a-^P)(a+"M : :T)^ +"' 1
( ' " , P ^ ~ P T F ^ ) ^ , ?

I ( a + P ) f c l .2(a-hP)(a4-P-H) '"
^////. ^e Z'jfe. Normale, a6 Série. Tome XI. S« ï "2.
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formule qui n'est autre que la relation ( 4 ) , § 26, du Mémoire de
Kummer ( ' ).

Le q u o t i e n t des deux séries infinies ( 22) devant être

„_ £ -̂ 1 •r'-

si l 'on effectue Sa division, on voit qu 'on doit avoir les relations

_^(a_4^_0____ _ __ i1,i.±^L_-_- -+- -——i3——— -::. i——,
i \ o7("y;' _(_ p ) ̂  -4- p -i- F) 77^^"n::"p ^ ( y. -^ p -,̂ - i ) i ( y. -h p ) i. 9,

aja-h-l) (a-|-^)___ ___ __ ___ __ _ P C ? --1- ' KiL±-ll_______.-
77ï73Ta~4- p) (a .-+- p -1- l ) (% -t-V-h- 2) i I . '1 :3~(a-t"-""P .fC^. -1- ? -41 î ,) (. a 4- ^ -I- ^ )

?( '? -'- I) ' , ...!_.... .1..... -.. . -.,-'.-.-,.^^.^.^^^.^..^^ .̂.-̂  .^ -- YY^-^ p ^ ^ ^ ^ -- ^ .^'^

a ( a -1- i ) ( a -hjt ) (• a 4^ 3 ) __ , p ( ? •+- • ) ( ? -1 - • < ) C P-'f,3 ,:> ,,. ..,. . ..
^^^^^^^ -̂̂ .̂̂ .̂ ....̂  — 7-^;3^ (a^l-'pKa -!- p --1- i ,)(^ "1- p -l- •O^ --i- P -i" :11^ >

PilL±LL)iÊ-± ;î ) - -»— II - p (1 p "1"" I ) - --'- -1" ——?-" 1-1" l-î-- - • i-- : - - - 1 •'-î-^ 7
+ TTi'TSCa-l- p)(a+ p -i.-i)(a^(- p"--l- 2') T " i .2(0 -1-- p ) (a-i- ? -4-- i ) î . '^ ^ -+- p i . • 1 > - - ^ r.^.^.i

qui donnent les formules ( 1 6 ) lorsqu'on y fai t a :=-= ^:==n.

( i) Journal (le C relie., t . l^.


