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ETUDE

DES

FONCTIONS DE FOURIER

(PREMIERE ET DEUXIEME ESPECE),

Par M. NICOLAS,

INSPECTEUR D ACADEMIE.

INTRODUCTION.

1. Les foncetions qui font Pobjet du présent travail trouvent leur
application dans les calculs astronomiques et dans un grand nombre
de problemes de Physique mathématique. C'est Fourier qui le premier
les a introduites dans I'Analyse et a fait connaitre quelques-unes de
leurs propriétés les plus importantes. Peun de temps apres, Bessel a été
conduit aux mémes fonctions dans ses recherches sur les perturbations
planétaires; et ¢’est ce qui fait que les astronomes les ont appelées
SJonctions de Bessel. Cette dénomination, comme le faitobserver M. Heine
dans un Mémoire intitulé : Les fonctions de Fourier et Bessel ('), est
contraire i 'usage. Personne ne désigne en effetsous le nom de fonctions
de Legendre les intégrales euléricnnes, qui, sans les découvertes de ce
‘dernier, n’auraicnt pas cu Uimportance qu’elles ont acquises dans ces
derniers temps. Si une désignation spéciale est nécessaire, ajoute

(1Y Journal de Crelle, t. 69.
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M. Heine, on peut employer le nom de_fonctions cylindrigues, qui rap-
pelle leur usage dans I’étude des phénomenes physiques; mais, comme
il est juste de restituer d un savant frangais 'honneur qui lui revient
légitimement, nous les appellerons plus volontiers fonctions de Fou-
rier, tout en employant quelquefois la nouvelle dénomination pro-
posée.

2. Depuis quelques annces, les propriétés de ces fonctions ont été
exposées dans plusieurs Mémoires, publiés principalement dans les
Recueils étrangers, ct en particulier dans le Journal de Crelle et dans les
Annales de Mathématiques de MM. Clebsch etNeumann. Elles présentent
de grandes analogies avec les fonctions circulaires, et paraissent jouer
dans 'analyse un role assez important. Il n’est done pas inutile d’exposcr
d'une maniere simple et élémentaire les principales propriétés de ces
fonclions; travail qui jusqu'a présent manque en France, bien que
quelques auteurs, aprés Fourier el Poisson, les aient employées dans
leurs recherches de Physique mathématique.

Parmiles auteurs étrangers, outre Bessel et Jacobi, je citeral: Iansen
4 Gotha; Anger & Dantzig; Schlomilch & Leipzig; Lipschitz & Bonn;
Schlifli & Berne; Hanken & Erlangen, etc., qui ont étudié les pro-
priétés des fonctions de Fourier et publié sur ce sujet des Mémoires
plus ou moins étendus.

3. En outre, deux traités spéciaux sur cette matiere ont été publiés
a Leipzig, I'un par M. Neumann en 1867, et 'autre par M. Lommel en
1868. Ces ouvrages sont concus suivant des plans différents. Dans le
premier, Iauteur a surtout pour but de montrer comment une fonction
continue quelconque peut étre représentée par une série simple ou
double procédant suivant les fonctions de Fourier, de la méme ma-
niere qu’elle peut étre exprimée par une série de sinus, cosinus ou
exponentielles. En partant de la {formule bien connue de Cauchy :

1 ‘”/(l)dt’

/(~):27:[ t—3

il est conduit & employer, concurremment avec la fonction de Fourier
qu'il désigne par J,, une seconde fonction qu’il représente par O, ct
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qu'il appelle forction de dewxicine espéce. Dans la premiere section de
son ouvrage, il é¢tudie les principales propriétés de ces deux fonetions;
dans la seconde, il établit différents développements en séries et dé-
montre leur convergence; la troisicme section est consacrée A 1'étude
de 'équation différenticlle sous la forme que lui a donnée Bessel (*),
et la quatrieme, & I'intégration de certaines équations différentielles
partielles au moyen des fonctions considérées précédemment.

4. Le but principal de M. Lommel, au contraire, est d’étudier les
fonctions de Fourier en elles-smémes et d’exposer, non leur théorie
complete (comme 'avoue I'auteur), mais de mettre en évidence leurs
principales propriétés. Je dois signaler d"abord une différence notable
entre son (ravail et celui de M. Neumann. On sait que la fonction de
Fourier représente 'une quelconque des deux intégrales particulieres
de I'équation différentielle du second ordre,

d* " i3 _I/J - ( - _P_> J=o,

ot oo \ a?

tant que le parametre v est fractionnaire. Mais, lorsque ce parametre est
entier, il ya lieu de faire une distinction entre les deux intégrales:
celle qui, développée en série, conserve la méme forme que dans le cas
ou le parametre est fractionnaire, reste la. fonetion de premiere espece;
et autre, dontle développement présente une forme bien différente,
est celle que M. Lommel considere comme la fonction de deuxieme
espece. Elle diflere completement de 1a fonction O,, qui est un poly-
nome limité; nous la désignerons avee ces auteurs par Y.

Pour la fonction de premitre espece, M. Lommel déduit les prinei-
pales propriétés de Uintégrale définie

j cos (3 cosw) sin?w dw
0

ct les expose dans la premiere partie de son livre. Dans la deuxieme,
il étudie les fonctions de seconde espece; et, dans la troisieme, il fait

(V) Untersuchung des Theils der plancterischen Storungen, welcher aus der Bewegung der
Sonne entsteht, Abhandlung der mathematisehe Clusse der Berliner Akademie (1824).
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connaitre les équations diflérentielles qui peuvent étre intégrées a aide
de ces fonctions, et parmi lesquelles on rencontre la célebre ¢quation
de Riceati.

5. Dans le présent Mémoire, je me suis appliqué principalement &
I’étude des différents modes de représentation des fonctions de Fourier.
Les séries qui représentent la fonction de premiere espece n’offrent au-
cune difficulte, et Pon en déduit san§ peine les propriétés essentielles de
cette fonction. Pour obtenir le développement en série de la fonction de
deuxieme espece, j'emploie une méthode dont Euler a fait un fréquent
usage (). Cette forme de développement, que je croyais nouvelle, se
trouve établie dans un Mémoire de M. Hankel (*), par une méthode
toute différente. Dans cette expression, il y a deux parties.distinctes,
I'une représentée par J, logz, et autre que je désigne par P, et qui
comprend un polynome limité et une série infinie dont les termes ont
pour coefficients la fonction ¥ de Gauss. Il est bon de remarquer en
passant que la fonction O, de M. Neumann se retrouve dans la premiere
moiti¢ du polyndome qui précede la série infinie dans P,.

En introduisant la fonction exponenticlle dans I'expression de la
fonction de Fourier, j’¢tablis de nouveaux développements en série sui-
vant les puissances croissantes ou décroissantes de la variable. De Ia je
passe a la représentation par intégrales définies.

Apres avoir rappelé les différentes formes que prennent ces inté-
grales, je montre comment le nouveau développement de la fonction de
deuxieme espece peut se déduire d’une forme particuliere que j’étu-
die plus spécialement et qui fournit une représentation simple de cette
fonction.

En examinant en dernier lieu le cas ot le parametre est de la forme
v = n -, nétant un nombre entier, cas qui a été étudié par M. Lom-
mel ¢t qui correspond & I'équation qu’a intégrée M. Serret en appli-
quant la méthode des différenticlles & indices quelconques (), Jarvive

(1) Burkr, Caleulineégral, V11, chap. IV, p. 8o et suiv.; chap. VI, p. 155-156; chap. Vill,
P 192, 194.

(2) Crepscit et NeoMANN, Mathematische Annalen, t. 1, année 1869, p. 467.

() Journal de Liowville, t. 1X,
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a quelques propriétés remarquables de la fonetion exponentielle et les
résultats que Jobtiens ainsi s"accordent avee ceux qu’a publiés M. Her-
mite dans les Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences
(année 1873).

PROPRIETES PRINCIPALES DES FONCTIONS DE FOURIER.

e
6. Si, dans '¢quation différentielle du second ordre
) 1) / DER
—— — ) - s
(1) s (\. ) 0

ol J représente la fonction, # la variable et v un paramétre constant,
on pose J = a” /, il vient

rf vop df [ LA
L e df (1 1'_.,_33_),:(,;

dr? a .
en déterminant p par la condition p* —v* = o ou p = ==, et désignant
par I et H les fonctions correspondantes A p = +v etp=—v, on a les

deux systemes
*1 {2y I

\ 3o, e e — +1 =o,
() '
2 — v dll
| o e o

dont chacun peut remplacer équation (r).
Au licu de cette équation (1), il v a quelquefois avantage i considérer
I sutvante :
. 7880 1A 9N
(1 bus) —— - _ ( ot F=o,

oot a0 )

oi I désigne la fonction, ct quine differe de (1) que par le signe de
Pavant-dernier terme. On passe d’ailleurs de une & DPautre de ces
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fonctions en remplacant x* par — a* ou @ par ¢ (i =\ —1). En dési-
gnant par V et U les fonctions correspondantes a I et H, on a

g‘-’V 1 —av dV

bis) S F=2V, gm+t—@m V=
(2 bis) ( R AU 1—2v dU o
T g ([4:2 1 e ([‘]" - U == 0

On a fait subir différentes transformations a ces équations. Dans (1 bus)
on peut faire disparaitre la dérivée premicre en employant la méthode
de Sturm, ¢’est-d-dire en posant F=0W, 0 et W étant deux nouvelles
fonctions de x qu’on détermine en remplagant I par cette valeur et

AW .
annulant le terme en —— ce qui donne

da ax*

2 W ’ ,2;5} :
(1 ter) [ =xz-%W, LW ( e '> W = o.

Une des formes les plus commodes pour I'étude des propriétés que
nous avons a considérer est celle que Pon déduit de (2) et (2 bis) ¢n
changeant la variable indépendante, méthode employée par M. Kummer
dans son Mémoire sur la séric hypergéométrique ().

Silon pose &* =4z et si Uon désigne par 1, et H, les nouvelles fone-
tions de z, les équations (2) deviennent

21, dl, i
3 S TUE o
) oyl oy
s P g =0

et les équations (2 bus) donnent, si on désigne par V, et U, les nou-
velles fonctions,

eV, AS _
3 bis \ sz () e =V, =0,
(3 bis) ‘ e, (1 o U, G
( S omy U)o

c¢’est la premiere des équations (3) qui a été considérée par Fourier (*).

(1) Journal de Crelle, t. 15.
(2) Lhéorie analytique de la chaleur, chap. VI, p. 236.
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On passe des conditions (3) a (3 bis), ou réciproquement, en chan-
geaunt s en —s

7. En employant la méthode des coefficients indéterminés, on trouve
facilement deux séries qui représentent les intégrales particulieres de
chacune des équations (3) ou (3 2is). Si 'on pose en effet

V,= Az* -+ Bs¥+ Car -+ D3 +

et qu’on substitue cette valeur dansla premigre des equmons (3 bis),
on obtient les deux intégrales

2 3

l—+—v) z(1+v)(2+v)+(.2.3(1+\;)(’>+'3(3-r-")+

V. =A, \ 1 -+

2 -3
5

A WS p—— : -
' ' “_l 1 H{1—v) " [.?,(I—-v)('z—v)+ 1.2.3(1—v)(2—v)(3—v) -

La seconde équation (3 bis) donne de la méme maniere

3

l SR +v) + oa(t—4v) (2 +v)+ 12 3 () (2 ) (3 4 v) _‘r”'_l’

U= o, 3

=

-3
S

2
L

U=, |»""' 0 —v) Tai=n—=y Ta3t—ne=—nE=yn "
valeurs qu’on dédait d’ailleurs de (4), en changeant v en —v.

De 'inspection des valeurs (4) et (5), il résulte qu'on a U, = K="V,
U = K"z"V), K ¢t K” ¢tant des constantes. Cest ce qu'on déduit égale-
ment des ¢quations différenticlles, car si dans la deuxieme équation
(3 bus) on remplace U, par K="V, on retombe sur la premiere; d’oulon
voit qu’en multipliant par z” une solution quelconque de I'équation
différenticlle en V,, on obtient une solution de I'équation en U, et réci-
proquement. Nous supposcrons la constante égale a I'unité et nous po-
serons

(A) U,=3s"V,.

Si l'on suppose v = o, les deux équations (3 bus) se ramenent a une
seule, savoir
‘ &V, dV,
(6) Sty T Vem o
Ann. de U'foc. Normale. Tome XI. S.2



S.10. J. NICOLAS.

et quand on remplace v par un nombre entier 7, elles deviennent

'dﬂV” dav, A —
T dz? +(l+”)?—‘n_«o,
(F
/ ) ( N (['3 I_T” (ZUH o
~ dz? --I_(I'._“)T — U, = 0.

Si I'on donne i n successivement les valeurs 1, 2, 3, ..., on a deux
séries d’équations, les unes avec le parametre positif, les autres avee
le parametre négatif. Deux équations qui ont le méme paramétre en
valeur absolue peuvent étre substituées 'une & autre, ¢’est-a-dire que
les intégrales de I'une se déduisentimmédiatement. de celles de Pautre,
comme on vient de le voir. Il est bon de remarquer toutefois que,
Jorsque le parametre est entier, les développements V. et U ne sont
plus applicables, parce qu'ils deviennent infinis; ils doivent étre rem-
placés par des développements différents, et ¢’est, comme nous le ver-
rons dans la suite, ce qui donne lieu a la fonction de deuxieme espece.

8. Reprenons la premiere intégrale de la premiere équation (3 bis),
que nous désignerons par V, en supprimant "accent

- ~2 -~
~ ~

-+ it e - - -1
(1 +4v) 1oa(1-+v)(2-4+v) a3 (1-v)(2+v)(3 4v) '

(8) V== A, 1 -

Sa dérivée est

dv, AT s 5t 1
ds v 1(2 4 v) 1.9(2 +v)(3 +v) "'_"'J’
d’autre part on a
Virr== Ay »I + (2 ~+v) - 1.o(24+v)(3-+v) e |’
et Pon en déduit
. : dV,
(9) Vo= =

en posant A, = Ly S Pon établit ainst entre les constantes arbi-
traires les relations

K vl 2
/\‘/(1' ——y '\.,‘,, i ‘.\,”‘, e )
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el en général

on en conclut
A, o A, U (1—+v) )

‘\'J‘“ T - -
(= )2 +v). . (n+v) L(t+ v+ n)’

toutes les constantes dépendent ainsi de la premitre A, (v étant plus
petit que 1). Pour v = o, on aura

A,

Ay,=—r
T A’

on peut prendre pour A, une valeur quelconque, et en faisant A, =
on a

I ’ 3 52
V, = - - e ..
T (4 ) 1(1 1) *_1.:2(1—}—1&)(_3—1—/&)_‘—
(10)
2‘ P14 p)U(1+ n+4p)
p==0
Si I'on conserve le parametre v + r, on a
AP 49) | K ’ 5? B
Vi = T - ~- e R
P~y -n)f| 11—+ n) too(r v —4=rn)(2-+v-+4n) |
T . [ X , , . o o .
et si 'on prend A, = P et quon désigne v + n par v, il vient

~ ~

V. R i - ..
S ! l‘(l»tw)ll P—l(l-~[—‘f}+l.‘.z(l—i—-‘/)(".—f*‘/) ‘
(10 bis)

P p) (e 4o ~i~/').

9. La fonction V, esl completement définie par la formule (10 bis),
et ¢’est sous cetle forme que nous la considérerons pour démontrer

ses principales propriétés.
Tatorime 1. De la relation (g) on déduit

AV, &2V,

V.. = - = =
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et, en general,

) . arv,
(]) vv—f—p: F’

p élant un nombre entier. C'est 13 une des propriétés fondamentales’ de
la fonction de Fourier. '

Remarque. — Si V'on différentie p fois la premiere équation (3 bis),
on obtient
_drry, dr+tV, arv,
g ) e T g

équation identique &

&*V,., dV,.,
:_I/_:“‘?tl— +(I+/)+‘/)-——(l—;~l-——-V,,_,r_,,::'_:();
d’ott 'on voit qu’on peut poser
v dryv,
V,op=A e (A const.),

et si I'on prend pour V,lafonction (10 bis), on retrouve la relation ().
Corollaire 1. — De la relation () on déduit encore

AV

d(V,)* .
( v) , ”’V‘:l,—-iver.,

(] I) 2% \’., 'V.,_H T e e

ds
Corollaire II. — Toute fonction V, dont le parametre est entier se
déduit de V, & Paide de la relation

drV
(12) V=220

Corollaire III. — Si le parametre fractionnaire v est > 1 et égal
v, +p, pentierety, <1, ona
_dry,,

(13) v.‘ oo V"l"'/‘ = EI)— P}
ce qui ramene V, a 'V, .

Tutorime Il. — Supposons v > p, nombre entier, et prenons la dér-
vée de I'expression

" ~ ~2
5V, = e R hd ad L
P(r—v) | I(_l—{—v)+l.2(l—+—v)(2—l——‘/) ! ’
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nous aurons

d(zV)  wz! .| I .__:i._+
s T+ ro o rea(rey) ]

ce qui revient a

d(z*V,) X7
(14) ‘(7}'5’ F=aT Vo
De la on déduilt

AV, d(zV._)

-v~2‘r
o2 ds [

et en general
dr(z'V,)

— =v-pJ
=V,

C (1
Sil'on remplace v parv + p, on peut écrire

(1 bis)

ozr

Remarque. — Cette propricté se déduit encore facilement de la con-
sidération de Iéquation différentielle en U,. Si Pon différentie p fois

équation
2,

vt

odz?

dU,.,

— Usp=o0
dz v+p ’

= (1—v—p)

S

on obtient
_drery,,,

o502

1
A4 (1 =) AUy @ VUssp o
dzp+! 7

, . . < s . dPU,.,

équation qui ne differe de (3 bis) que parce que ——"y remplace U,;
on a done

dry,,,

dsr

U,—A (A const.),

et, en remplacant U, et U,,, par les séries telles que nous les avons dé-
terminées, on voit que A\ = 1, ce qui conduit & la relation (II bzs).

Corollaire 1. — En substituant dans cette relation la valeur de V,,,
déduite de (1), on obtient

dr (:“’l‘ < VV)

dzP

(15) V.= dzP 5
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en portant dans (1) la valear de V,, déduite de (I bis), et en mettant
v — p alaplace de v, on a

- P .-
dr | z—rrp i ~ V" )
©odsr

(16) V.= =

odzv

Les relations (15) et (16) sont des équations différentielles de I'ordre
ap, qui admettent comme intégrales particulieres les fonctions V..

Corollaire II. — De la relation (IT) on déduit
,[/L(;/L\/.”) o
e Vo,

par suite
A2n(smV,)y  drV,

{320 R
et, a cause de (12),
,/21L(5n V, )
(]7) oz - = V“"

équation différentielle de ordre 2n, qui admet V, comme intégrale
particuliere.
. ..y, o
Remarque. — Cette relation, qui revient & ——2* =V, se déduit en-
core de la considération des équations différentielles (7), car, si 'on
différentie 27 fois la seconde, on obtient
_dey, LU, Ay,

dz2n2 -+ (, -+ II) o =inAil - oz

— 0,

équalion identique a la premiere, ce qui montre qu’on a

d*,

//5211,

=AYV, (A const),

et du développement en série de V, et U, il résulte que A — 1.

Tueorkme llI. — Entre trois fonctions consécutives V., V., et'V,, .,
on a la relation linéaire

(1) 5V 4+ (1) Vo — V, = 0.



(18)

e
v
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Onl obtlent en portant dans la premitre équation (3 bis) les valeurs

de (i,—v et — dedmtes de (I).

On voit, par ce qui précede, que la fonction V, (10 bis) satisfait i la
premiére équation différentielle (3 dis) et aux relations (1), (11), (1II),
et que deux de ces relations sont des conséquences des deux autres.

Nous appellerons fonction de Fourier ou fonction cylindrigue toute fonc-
tion satisfaisant & deux des quatre relations précitées.

10. Si & la premiere des équations différentielles (2 bis) on applique

la méthode des coefficients indéterminés, on obtient .
i 2 % 6
Vo(z)=A, \ ! + — il d
dmav) a4 4 /)(,-;-o;) 4.6(2+2v)(h-+2v) (6-|-'>v)
V// 9y 4 a? .l"' . a8 -+
:':., - -+ —
2L (2 ——12v) - 2.4 —2v)(h—2v)  2.4.6(2—2v)(h—2v)(6—2v)

intégrales analogues aux séries (4). En supprimant 'accent de V, et

I
posant A, = ——— » NOUS avons
21 )

( V. ' o zt
1C )= ———— | — e RETER
19) T o | a () ‘ 2. h(a+av)(b+ov) )

telle estla forme sous laquelle se présente, dans ce cas, la fonction de
Fourier, et 'on en déduil sans peine les relations

; 1 dV,
(20) Voo = ===
22
(o) 2\, = L _.___I/ (2 __\ vr2) R
X d.r

formules correspondantes i celles qu'on déduit de (I) et (II bis) en fai-

sant p == 1 cl substituant 2 & la variable s l*‘n remplagant dans la pre-
oy, (/

mitre ¢quation différenticlle (2 bis) ——et—

tion de V,,, () ¢t V,,[x), on obtient la fotmule correspondante i
(1), savoir :

= par leurs valeurs en fonc-

(22) .4"'0\ sy a0V () — V() =o.

Remarquons que, si les équations ditférentielles (3 bis) se déduwsent
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de (2 bis), et les séries (18) des séries (4), par le changement de la va-
riable @ en 3z, la série V,(x) (19) n’est pas exactement ce que devient

_ X L X . . L X
V,(z) quand on remplace = par 7 elle en differe par le facteur —- Cela
tient & la condition qu'impose aux constantes la relation (20).
11. La fonction F(x) = «"V,(«), qui est une intégrale de (1 bis), sa-

tisfait & des relations analogues, qu’on obtient en remplagant V,(x)
par z7'F,(a) dans (20), (21) ¢t (22), ce qui donne

AV,
(23) . T .~;.l,+l.y4,,

dl, v
(24) - ::-—LT’_L,—I- F,_.,
(25) Fois-+ ')‘( - 'bf— & F,py—T,=o.

Si ’on combine par addition et soustraction les relations (23) et (24),
on obtient

v, .
2 —— == F

(26) -

2Y L :

(27) e S LT
v e
cette derniere relation ne differe de (25) que parce que v y est rem-
placé parv — 1, et si 'on multiplic membre & membre (26) et (27), il
vient

av d(IF,)*

x  dx

=F2 , —F2,.

. : o L . . ,
Les relations correspandantes pour W,=2a"*xV,, qui est l'intégraic
de (1t ter), sont

; . dW., Y -+ i :
(23 bis) —— = — W, -+ W, 4,
. dW, o v—1 ]
(24 bis) p7 e W, 4+ W,_,,
(26 bis) 2 :l_\i’_: — W, = W,_, + W.,,,.
dx x
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Quant a la relation qu'on peut déduive de (25 ou de (27, elle ne
difftre de ces derniéres que parce que F y est remplacée par W.

Liemarque I. — Pour la fonction I, (), qui satisfaita la premiere des
équations (2, on a

\ 2 o 20
) L= s t— -+ - . — +
29) 'a‘l(*l-'k—ljt D A=) Ay A o) (2 A4 A6 (2 2 (2 4 41 (2 = b)
et par suite il vient
{ ‘ v ot FEd a0
Joy ) e | - ——— :
1301 (- 1) a2y -0 1 20y o) (o) 2002y 2) (2v = G112y +06)

(Vest cette dernivre série qui représente plus spécialement la fonction
de Bessel.
Les formules (20, (21) et (22) deviennent alors

) | I (/I,
(o0 . —— ——
‘ ! 1 oda
} . od ],
(31 Wi I, I — — »'».,,
a .o
(3 FEl B ISR U N PR P

¢t 'on en déduit pour la fonction J,

. Ay, v | |
(0 - =, gy
o .
., dl, Y )
(o) — T e e ),
! ol a P
dl,
(55 o = =,
v
2
(30 - J, = Jd, Jo 1.

Silon pose J,=a #W, W étant la fonction qui correspond dans
ce cas 4 'équation de Sturm, on a

AN v b .,
(37) i(/T - ! W, — W,
. o
( .”53) (./,.\.\__" — /. 2 \V,: -+ \\L e
. oL

9 7]
w

Ann, de ULe. Normale. 2° Sévie. Tome X1
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Remarque II. — De la relation (I1I) on déduit facilement deux frac-

. . . . . V.. V.is .
tions continues, qui représentent les quotients —V—“—‘ et Ti’ el qui per-

meltent de calculer V,,, et V,,, quand on connaitV,.

12. De la fonction O, de M. Neumann. — La fonction que M. Neu-
mann désigne par O,, et qu’il appelle fonction de deuxicme espéce,
satisfait & Uune ou Pautre des deux équations

2O, () 3d0,0)) / N\ L
., I A i G KUSER
(99) O, 3 d0, 0 n— i "
’ o 20 ) ) 0,00 =,
dy* ¥ ) ‘ yE

s

suivant que n est pair ou impair.
Sil’on pose O,(y)==y""'2,(y), ces deux ¢quations deviennent

Aeul)) | tmnden )
\ ,/.)z y (/)’ " S0
(10) C, .
20, (y) v d i, () o
f HAI(E/)'2 Ty Cdy Ha " ’
ct, en faisant respectivement
Que=A By = Oy b Kyt = Lyt M,

Qu=A =Bt Gyt - K P Byt

on obtient

2 Y "

2(an—2) iy f(ose—w) (00— 1) .

../Il
a2

3 Yl gn 1 ’I

- -t

20vn—0) o f(an—o)(an —4]) R 9l (1t —1) (st =), 1)

2

En prenant pour variable z =2~ on transforme les équations (4o) en

4
4
20, (3) dw, Z .
8"l (1= n) —= 4 Q,(5)=2"35* (n pair),
L oz ( ) ds w(3) (re pair),
(42) ro (3 /0 n-1
s B12a(3) +(1— n)u +Q,(5)==n.2%" s *  (nimpair);
e Q,(5)==n.2"""3 pair);

et, si dans le premier cason a » = 2p, et dans le second n=2p +1,

e



ETUDE DES FONCTIONS DE FOURIER.

ces équations se rameneront A la forme unique

) dw,
- = (=) —— -,
s

92}
)

(3) = ksh,

ol la constante K désignera soit 2%, soit n.2"~'; cette ¢quation admet

pour intégrale

—_—— e i

Foo(n =1y -—m)

avee la condition £ ==

n n I
= ou k== —
5 )

pair.

13. Propricies de la fonction <,

(z). — La fonetion Q,(z)

-4

oo e (0 U )1

s suivant gue z est pair ou -

jouitt de

propri¢tés analogues i celles que nous avons établies pour la fonetion

de premicre espiee. Faisons successivement n ==

== a2p + t: les cquations (42 donneront
§2)

ap -1, n==2p,

A N ey, 03 o
by = ;//._:'I ) "J,/_.l R LIRS R C Y R B A T
N ) WP, 03 o, (3 )
(Ao (hy = Y % B AR B VWY I BT
ozt iz .
AT, 03 Ay, (3 iy on
s -r//‘—:l e '7///‘—4]7 LR R S A S R
et de la formule (44 on déduira
| z 3*
0 - PR RPN SO ) [ | == -t 5t .
I"” Ly (5) * oddnp ) ' V(g -=0) S p =) (2p o)
:p-l
TS p—egp—ap ]
0,0z (RN DN Lp e E 1
. ((/)) Q,,03) ) 1L h '/f)l NEYEY L0y g — )
(h6y ¢ o
l.'.;....l'(‘.‘,ll——-l)—.-...’—/-; ’
Ay K+ . § __;__. -} .._,_v_.:__. e et
() Qo2 3 | ')" Cp T Gap =)
N

4

AN

roap(ap—1)...p 1) ;
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En prenant les dérivées des deux dernicres expressions on obtient

(@) A (3) _ reodeop| s 3? o
) dz 2 1 (2 — ) Loo(op == 2)(2p —3)
4 1
-+ — X )
I.'a...(/)—l)(ta/;w»n,../»l
) f/ilngrx(:'):: 2 s (2p 1) T 3 n S o
s ap (o —1) Loo(ap =) (o p— 0
zp L
,'r_ - .
_ oo (p—r)(op—1)..(p ||.

et de la comparaison dés formules (46 a) ct (47 @) d’une part, et de
celle des relations (46 &) et (47 &) de Pautre, on conclut

2y, (3) Covap B
y | (@ Te o Tyt ()
(48) « :
ARy, (5)  ap -1 B ipp

formules qu’on peut mettre sous la forme unique

) n—1
. dQ,(3) an o —— =
(48 bis — Q 3)— o Y5t osintn—
: ) s w—r | "1 (=) b o

Remarque. — On peut déduaire ces relations de la considération des
équations  différenticlles elles-mémes. En effet, si Pon  différentie
équation (45 0), on obtient

Py, (5)

' 0y, (3) d2,,(5)
Tds?

4

4 (2 —ap)

= o psr!
s ‘ / ’

2

. X | < odw,,(3) ) , o :
et si 'on remplace ici —77—= et ses deux dérivées premitres par leurs

valeurs déduites de (48 a)on retrouve ’équation (45 @). Ce qui prouve

dQ,, (3 2.9
que ._._".Il...._) —_— ————-——/ (.2,,/, 1 (A const. ).
ds ap-—1

De méme, si dans I’équation

- d:‘ L)'f!/:-i--l (Z )
dz?

2 - -
A (1—ap) (—l—i)‘(’l':' (2) e ('“22:’;:’ (2) = (ap ) poattsr ),

qu'on obtient en différentiant (45¢), on substitue les valeurs de
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Ay, (3) . L e, , . N
== et de ses deux premieres dérivées déduites de (434), on re-

tombe sur I’équation (45 &). D’ou I'on voit que

Qypi (3 RN o ) N , .
I U i [L.,(35) — 2 3] (A'const.).

s Yz

14. Des relations (48 @) ¢t (48 &), combinées avee (45 D) et (45 ¢), on
déduit facilement les relations qui doivent exister entre trois fonetions
conséeutives. En effet, la relation (48 @) donne

a.op (/(")P'!L, (3

a1 ds ’
et si dans (48 0) on remplace p par p — 1, il vient

2

0 =) 1) —
’,{,",,‘-‘."“(f.) YA 'I‘u G(3) = n2r 2zr=tys

ds T p b
par suile on a
/
—- I/' i - oipe 2 ap
’ I'T“T [y 2(3) — 0P 2P 1],
dQ,,(3) d*Q,,(3) .
et en portant.dans (45 6) les valeurs de ——/— et ==7"2= on obtient

(h9) ApsQy, u(3) - Ap(p — 1)L, 1 (3) - (p—1) Ly, (3)=2(2p—1)s.
On a ainsi une relation entre trois fonctions © consécutives dont 'in-
termédiaire Q,,, est d'indice impair. Si 'on pose 2p — 1 = n, cetle
relation revient a

n =41
2 2

(hg bisy haln 0y, ((5) b (0 — 1), (3) —2(n?—1)Q,(5) == ns"+z
La relation (48 6) donne d’un avtre coté

APy, (3) ap e d Ly, (3)

Y I SR L ) s 1Lt
oz Y2 - ds / |
' Lod,, (3) T .
et, en remplagant ici —7== par sa valeur déduite de (48a), on a
2 3 Yy
L0 (3) ot )i.’z/: (3)—(2p - 1)22P 50—,

olz? ap—1
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o {9y, (53 d*Q, .
En portant les valeurs de © "d*f( ) et —=— dans (45 ¢), on obtient

(500 43(2p + 1)y, 4 (3)—2(2p++1)(2p — 1), (3) 4+ (2P — 1)L, (5)=0;

dans ectte relation la fonction intermédiaire est d'indice pair 2p, et «i
'on fait 2p = n, elle revient a

(Ho bisy  43(n +1)Q, ((3) 4 (1 —1)Q,(3)—2(n*—1)Q,(2)=o0.

Les deux relations (49 bis) et (5o bis) peuvent étre comprises dans une
seule, savoir
) ur—r:.l -
(511 hs(n4+1)Q, (8)+(n—1)L,  (3)—2(n*—1)Q,(3)=rn2t*5 " sintn-.
R

Si, au liew de O,(y) =y7"""'Q,(v), on pose O,(y)=y"""Q,(y), puis

y? ' . R X .

~- ==z, on trouve pour £, (s) des relations analogues & (48 bis) et (51

, ‘ ‘
Dans sa Theorie des Fonctions besséliennes, M. Neumann avouc

(page 22) qu’il n’a pas réussi a ¢tabliv pour la fonction O les dernitres

refations que nous venons de démontrer pour la fonction . Mais on re-

trouve la formule analogue & (51) dans un Mémoire que M. Schlifli «

publi¢ dans le 3¢ Volume des Mathematische Annalen de Clebsch et Neu-

mann (page 137).

I

DE LA FONCTION DE DEUXIEME ESPECE.

15. Lorsquele parametre est un nombre entier positif 2, la série qui
entre dans V) et U, devient infinie & partir un certain terme, et ne
peut servir & représenter la seconde intégrale particulicre. Pour obte-
niv cette intégrale nous employons une méthode indiquée par Euler (1),

(V) Caleul intégral, 2 &dit., t. 1, chap. IV, p. 8o et suiv.
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Nous posons

. i 1E ) oL+ 2 ) |
I ‘ i , .
' Q) = Azt |1 Z -+ = ST B
L1 - 72) Lol /)2 1)

et, dans les ¢quations (7) du §1, nous faisons

5 Vi=1,+Q, logs,
I lE.ll = !);t = ();r 102(',* S5

Q, et Q,, sont des intégrales particulicres de ces équations, et, pour dé-
terminer les nouvelles fonctions P, et P/, nous avons les relations

' p, 10, 1)
| S P T e =
(5) \ ) " “
8 1 d P, y Ay, Q
3 ,,;,/,,:.: (1-—n ) e E nt ’/3 ——:— = O,

ous comnmencons par ¢valuer P, ¢ scele S posons
Nat nmencons par ¢valuer P, et pour cela nous posons

) SR
l/I

0SB L3 Rl DS o Qo5 o R dgntg

Ao b3 - S st

in substituant cctte valeur et celle de Q, dans la deuxieme équa-
tion (3), et égalant & o les cocllicients des diverses puissances de =, on
détermine o, Wb, @, .00, 0, £, 910, ... en fonction de la constante A.
Un scul coclficient 5% reste indéterminé et peut étre considéré comme
unc constante arbitraire que nous désignerons par K.

On trouve ainsi

[P, = (=) (=) (2 — w).. . (—a2)(—r)rA

-1

I N S =
/|‘| ! 1{1—1e) l.zz...(n~—1)(1—n)..:(——z)(-—l)I
/ / T - S e :i‘ - .
(- S 1(n 1) } t.a(n—1)(n—+2) a ]
_( 1 s ‘r—i— 1, 1 1 A
S\ LTS L 9 n—+1 n—l-z)

— Az

(1)

]

1.2(n—+r1)(7nn—+2)
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eten portant cette valear dans la deuxieme équation (2), on a

U,=1.2..(n—1)(1—n)...(—2)(—1)n\

- an 1
KA ———— e — e e e
- " (L) 2 (n— 1) (t— ). (—a)(—1)
(" 4+ K+ Alogs) :“l Do e T ‘

(7 1) too(re~=1)(1e )

[ Nyo=1.o...(n—0)(1—n)...(—ay(—1)nA
- -~ nl sl
S M e e e —
(11— 1) o2 o (n— 1) (1-—n).c.l—1)
(6 K - Alogs) - —Z e - he —
v - 1) oo (- )to o)
1 Y I 1 ! :
:‘(l o —e ) :-( S S T, —— «)
\ 1= n \ p no-e ot
- )
\ S 7 oo =) n o)

cn conservant les constantes A et K on a Uintégrale générale, ¢t en
faisant K = o on a la fonction eylindrique de seconde especee.
16. De la fonction P,. — Observons que pour la constante A on a

I 9 . N
A= > €l la fonction qui avec Q, (1) entre dans V, est

1.2.0.

Py=(t—n)y(o—mn)...(—no)(~-—1)

el ~—1 -
B ISt e
1(1—n) to (=1 )(t—n)(a —n) o (—1)

N

n
|

X ’ . dV . . . .
En sappuyant sur la relation V., = =%, qui doit avoir licu pour

toute fonction de Fourier, on peut établir aisément une formule de
récurrence, qui permet de passer de P,a P,,,. Prenons Pintégrale
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sous la forme générale
Vi =Pyt 2,Q, 0 Qulogs, (7, const.).
Pour un indice supéricur d’une unité nous aurons
Vi Pyt Ly 1y Qe "Q/l»&ll()g:;
. . dV d0)
comme on doit avoir V, - ~7~—’-’, et que Q,, = —(—}l; nous en con-
[ 3
cluons
_ dap, A0, Qn
Py iz, Quy = % s T _?7
par suile
> dr, dQ, Q,
I ni-l 775 Loy 7'/1!1)_'('/":— -t ”E‘ N
Reste i détevminer Ta différence o, 2,,,. De (7, on déduit
P, )
— R 72 B N | P PP TEE
T | ¢ 11 D ) Y| )
5 - n ol
PR R i P - T | . o e e
{ (-] = (=) [[2— (== 1) |

PR [ T R [ PR R N I

°
[ i N
— . " i I — -
L2 oo (e -t-n) o=t
.l/ l
3'(! -
)
l PUG— ;
dautre part ona
v, ' b : —
no s Gt )L 0 -0 oyt s - 2) (- 3)
0, 1 [ i 3
‘:- 1.2 i) 3 : tn i) toaln b-r)lnt-9) '

fun. de U Le. Normale, w0 Sévie, Tome X1,
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et, si on ajoute ces trois expressions, il vient

(l [) n I dQ n Q n
& Thnaids s
=[r—(n+1)][e—(n+0D]...(—2)(—1)

-—n ~—1 y
¢ ) =—n—1 = _ ~ /
ok +1.[1——(/z+1)]+"' - oo (r=1) — 1] 1— (1)) (—1))

( I > ,)( 1 I 1 > -
1+ S ——
B 1 n—=a/) 2 n-+2 n-43 ;
(.2.3...n(n41) 1(n--2) + 1.o(n—+2)(n~+3)

Cette derniere expression n’est autre que la valeur de P, on a done

' . (‘/Jl L dQ, Q.
(8) Pury= dz w1 ds

Remarque. — On peut d’ailleurs démontrer, en sappuyant sur I'équa-
tion différentielle, que la valeur de P, , se présentesous la forme générale

dAp, AQ, Q,
,

—2 L. £ % const.);
dz ds f 3 ( )

() Py =

car, si 'on différentie par rapport & sz la premicre équation (3), et si,
d’un autre coté, on y remplace n par n -+ 1, il vient

. WP A2 dpP 20 n dQ) 0
by s, W, Q1 R
(o) dz® (24 n) d3? ds o 3? 3 s " =t @
A2P . ' S dP,,. 1) =
(¢) s== +(a+n) ’_..[. =Py L "L Q=0

en substituant la valeur (@) dans (¢) et observant que

¥

aqQ, AQu .y d*Q,

”,H_,, jos o ——

» : =
s ds dz?

onretrouve l'équation (b); ce qui montre que la valeur (@) satisfait a
I’équation (¢), quelle que soit la constante «. Par le développement en

’o. . , . ) N 1 . .
scrie, il est établi que cette constante est ¢gale 4 ~——- Je ne sais si
celle remarque a ¢té faite jusqu’a présent.
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17. En revenant i la constante ¢,, on voit qu’on a

I
Lppy == Ay T
e~ 1
{
Ly sy == Apyq ?
7
I
Lpedt = Lppp—q— ;
n-4n’

d'ou il suit

N

1 I !
x, =, e — I :
nth n <” 1 -+ 2 n '—l"'h)

Si Von fait » = o, et si 'on remplace ensuite A par », on obtient

: 1 L I
(9) 1,,:%,—([«}--—--+—»,7»|-~,__-}.._>;
2% o I 1

u, reste arbitraire et on a pour V,

i 1 1 [ .
(10) V, =P, + i»/,‘,— (,,14. — 4+ 5 ...+ = ) ‘ Q, + Q,logs.
iy

A n

Remarquons que les valeurs de P, et Q, se déduisent de celles qui
correspondent a U'indice o, ¢’est-a-dire de P, et Q,. On a en effet

d(},
(), — ——,
b ds
y . Q,
e dzt’
i)
(’ ‘”)
b 3’
D i, 40, ; (,
! B Y PR
A i Ayt Oy ( oy 24,
v s e e ) T
(//Q” .
) AR Qs ') . 7(:_%._2 4 ‘fi}," -1 ! I [_/‘.Q“
A = T e , T3) @
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et en général

aQ,
Q= dzn
() ' F (2 () A
no-2 0 - n-3 (2 N0 oo
e tp _d P, d” '(()..S"’ « ( ds T > ‘ < < dz? ° )
L T st - dzn—2 Tdsn
d [dr- -().J - Ar=1Q, | I ( L Q)
s (g s >**~“’45;z:r~ '(‘T‘*‘ 7)

Si dans P, on développe les termes qui contiennent z ' en factenr,
~on obtient

(p,— @D pd 1O nlr—ndt Qg () n- o) dt Q.
) S dzn 3 dsn! 232 dsn? 338 Az
Tl et (e e )
et, en 1cmplaqantdo" 'f:)" cer, ’_:;'_;g_" yar Q,, Qu, ..., Q,, ona
. ~ Pu= (‘fg’;ﬁ " g Qe ﬁ(—,:'-ﬁ“ll Quz -t n _:—";"_;?fl::":? Wn s
" 2 = ﬁ(-’:’;"l);—u“?"o*l Qy + (: -+ i} + % R 711) Q.

valeur qui, substituée & P, dans (10), donne

drp, /L(),, nin-—1)
‘ V.= dan + 2,Q, + — P "',_,:;3-—* Quos—...
(v ¢ R
Ln(n—r1)... 3200 -
( - nast Q- Qu logs.

18. On arrive & la méme valeur, abstraction faite du terme 2,9,
si 'on observe qu’on a

Vo= Py-+ Qylogs (1),
(l”V _drp, (l"(()(,l(w )

“dzn T dzn d=n

V.=

(1) En prenant Vo =Py -+ Qqlogz, on suppose la conslante zy nulle; et comme cetle
valeur doit ¢tre portée dans V,, (10) ¢t (14), il sensuit que cette fonction est complétement
déterminée.
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Les valears de P, et Q,, "ol se déduisent toutes les fonctions P, et
Q. sont celles qui satisfont & équation (6, § 15 on les déduit des for-
mules (1) et (7) du présent paragraphe, en faisant A =1 etn=o, et
on a

Dans le cas ot 2 =1, les équations & intégrer sont

S

—m 2 —— — N =0
o3* ! ’

[ _d*Y, dV,
‘ ( ds

(16h)

U

et Pona alors

Si dans P, on éffectue les caleuls indiqués aux numérateurs, on

trouve
l) - J - __.;“ . [ So— ._L{l :'2 - 70 :3 - ,lO,l :’k
s oo roeLal 3003 1au3.e5.4.0.8. 0 1.2.3.4.2.3.4.5.2.3.4.5

PUBINEE]
3.4.5.2.3.4.5.6.2.3.4.5.6

[
o
(14

les nombres 5, 14, 70, 404, 2688, ... sont donnés par Buler (').

19. Il ext & peine nécessaire de faire observer que les séries em-
ployées jusqu’ici sont convergentes. D’abord la série Q, ou Q, converge
plus vapidement que celle qui représente le nombre e. La fonction P,

(Y Calewl intégral, 2° édit., t. 11, Chap. VIL, p. 156.
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se compose d’un polynome limité et d’une série infinie dont le terme
général est

1 1 [ I [ t
:"(!—r——+,—+...+—-+~——-— “+ +h ——
. 1 oA 2 3 P o n -9 b
’]p:'_' - > 5 —
1.2.3...n 2.3, .p(n41)(n-+2)...(n+p)

Sil’on pose

I H 1

~ - -
o no—= 2 "= p

i f
Hy=14+-+...+-+
2 V4

le rapport du terme suivant T, , & T, est représenté par

s

1 ] ‘

- (H,, 4 —— ——M)

11:4-1 . < e 3 P )

T, ~ o i, ’
Ou

; T - . [ l 1

(18 Pl S e < I T, > .
o) T, (p+1)(n-+p-+1) ‘.' I H,\ p -+ F bt

A mesure que p augmente, U'expression entre crochets diminue et
P aug 1

se rapproche de 'unité; le facteur - déeroit jusqu’a

(p-r1)(n+p+r1)
devenir aussi petit qu’on voudra; done, i partir d’un certain terme, si
z conserve une valeur finie, ce rapport devient plus petit que Punité,
et, par suite, la série est convergente.

[I1.

AUTRES DAEVELOPPEMENTS EN SERIES.

20. On peut donner une autre forme au développement des fonce-
tions de Fourier en y introduisant comme facteur la fonction e”.
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En partant de la scconde équation différenticlle (2 bis), § 1,

d*U, 1 —ov dU, -
) wr T T g U=

olt Pon sait que U,=a"F,, ¢t cn posant
U, = Rene,
on obtient la nouvelle équation différenticlle
(o B (1:.1:' o) [ o= ) _I] R=o.
‘ .ot e Jdr ) £ ]
Pourintégrer cette dernicre équation, nous posons
R=Ar+ Bt +Cat+Dad 4. .
et, en substituant dans (2), nous avons

Au(a—av)er 2 Ame(aa— oy 4+ 1)a* = A(m?—1)z*

+BEE— o) 2 B (2 —av 4+t - B(m?2— 1)t

=Gy (= o)t 2 G (ayp — oy 1)t 1= G (m2— 1) s

On satisfait & cette équation en posant d’abord m* — 1 =o, ce qui
donne m== =1, c¢ten égalant & zéro les coelficients des diverses puis-
sances de . 11y a deux manieres d’opérer pour chacune des deux va-
leurs de m.

1 Bn prenantm —= — 1 ¢t posanl
[T

2w, fBooiow e, oy oavA-a, cT=2v -3,

on a pour premicre intégrale

) oy 1) (o 3 av 1) (2v—+3) (2v+3) |
T O L R R S A ) . (29 4+1)(2v+3) (2v+5)

ey e e ) L3 (v 1) (2v+2)(av+3) "
2 Siaveem - — 1 on fait
xomo, Boma, oY=, 0 =3, .



AN -

S, 30 J. NICOLAS.

on obtient pour deuxieme intégrale

av) (3 —av) (1 29) (3==2v)(d—0v)
e s L
2.0 (T—2v)(2—2v) (3 3v)

[ — 2y (1

-

e
[(1-—"2v) Lo (I=——2v)(2—1v)

On a ainsi pour U, les deux valeurs

g . g "3 .
_, (o) GG
U, = Ae ] 1+ - I T L e el 1L L STTTH I
E( == 2v) Lo == o) (9 --2v)

) G

2
U/: T (\Z(;‘ *

A Y I - . S .(’1)“1,-)'3
1(1—12v) Loo(r-—2v)(2— 2v)

Remarque. — Si au licu de m = — 1 nous posons m = + 1, nous

aurons

U Alves — e 0L | e :
. ‘ (1 —2v) ooty ) (- o)
valeurs qui se déduisent des précédentes en changeant 2 en — a, et
qui, par conséquent, ne donnent pas de nouvelles intégrales. On voit
d'ailleurs que Péquation différentielle (1, ne change pas quand on v
remplace & par — .

De ladécoule une conséquence remarquable. En prenant A
a U, == U, ce qui donne

A7 on

1 (l (.'; \ 1
-}y -} ‘/) - ,»‘;) [
9 2 0 i
e L el R - ()t . e * e e R A
11-1-9v) La(1-f=2v)(2--2v) 1{(19v)

¢’est-a-dive que, si on cffectue les produits indiqués dans les deux
membres, on doit trouver de chaque coté une expression de la forme
t-+ Aa® - Bat ., ot les termes de degre impair ont disparu. De la
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on déduit

/l A /l ‘3 A\
(L) (LN (3
\ 2 ! 2 ,
Pofr === s 22 - —(22)F A=
5) R T -=2v) ool -2v)(2 4 9v)
i 1 L i3
(—+v ( ) (5
2 2 /b , 9
Lo e O 22)2—. ..
L1~ 2v) rl.ta(_l—f—:zv)(:a—i—-zv)( )

cton a ainsi Ia valeur de la fonction exponentielle sous la forme d’un
rapport de deux séries infinies contenant un parametre arbitraire v.

L'égalité U= U." donne pour e* une expression qui ne differe de
L précédente que par le signe dev.

Pour que les fonetions ainsi obtenues veprésentent exactement des
fonctions eylindriques, il faut qu’elles satisfassent 4 une seconde con-
dition..Or, de la premiere formule (3) on déduit, en supprimant I'ac-
cent,

(1 9u {3 - av) N
——— 1 - Vol ST
V) fo2(r—+2v)(2 +2v)

et de Ia

s o
a DY e

Fay O ljér(.‘i-k—zv)([;—T—Zv)J/

V] \, ‘ (3 e o) (3 09D 4 9v) J
A I e . PRI

ot lon voit que, pour que la relation

) 1V,
Voo sz
soit satisfaite, il faut quon ait
A,

A= o

relation identique a celle qui a été ¢établie précédemment. Pour un
pur;unielrc cntier n, on a
A,
A/H—i == ")" ~ L >
2(n 1)
¢t on en conclut
Ao e
T (1
Ann. de UFe. Normale, 2 Série. Tome X1, S.5
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21. Nousavons déja observé que, pour passer des équations (2 bis),§ 1,
aux équations (2), §1, il suffit de remplacer & par i, Si nous faisons
cette substitution dans les expressions (3), nous auvons les intégrales
particulieres de la seconde ¢quation (2), §1, que nous désignerons par
H, et H,. En séparant dans la parenthese la partie réclle de la partie
imaginaire, nous avons

|G )G Gl ()

A e "'”.'L""’"'( 1-—

7
|

=9v)

Co 3 AL 29 (2 29 (3429 )

) (T -t=2v)(2 -f="2v)

P e

(L= (02 )

11— 2v) ) T — 2 (e o) (3 — v
Silon désigne par M et N les séries qui entrent dans II,, il vient
Hy=A a¥e (M +(N)=A, z*[Mcos.e 4 Nsinx -+ {(Ncosa -— Msine)|;
el, en changeant z en — ¢, ona
H, = A ¥ e™(M— (N) = A x*[M cos.z +- Nsinze -— {(N cosx — Msin.z)].
Comme ces deux valeurs I, ¢t H| doivent étre identiques ctréelles, on
en conclut
(7) Ncosa —Msinz=o0 ou tangr = W
on a ainsi
(8) Hy=A z¥(Mcosz + Nsinx),
ou, en remplacant N par sa valeur déduite de (7),

. ., M
(8 bis) H,=A 2 oS

Il faut remarquer, en passant, que la formule (7) donne la valeur de

el (V0 L) L
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tang & sous forme du rapport de deux séries infinies, de la méme ma-
niere que Ia formule (5) exprime €=,

Remarquons encore que, d’apres (8 bis), la série M doit s’annuler pour
les valeurs = =, ’): ‘3;;‘7, -++> quelle que soit la valeur du parametrevs
sans cela Ta valeur de H, deviendrait infinie pour chacune de ces va-
leurs de la variable, ce qui ne saurait étre. Ces résultats s’accordent
avee ecux que Kummer a obtenus par une méthode bien différente
dans son Memoire sur la série hypergéométrique ().

St dans (8) on remplace M par sa valeur déduite de (7), on trouve

(S der) Hy=A oY —T]E———v

s
et Pon voit par la que N doit s’annuler comme sinx pour les valeurs
x=o0,m, 2n,.... En multipliant les formules (8 bis) et (8 ter) respecti-
vement par cosa et sina, et les ajoutant apres les avoir ¢levées au carré,
on obtient

() 2o Az (M2 N2, don B = A2 M2 N2

En représentant par M et N les séries qui entrent dans H, (6), et qui
ne diflerent de M et N que par le signe de v, on déduit de cette seconde
intégrale des conséquences analogues a celles que nous venons d’indi-
quer.

Lorsque Pon av=n + 4, n élant un nombre entier, les fonctions
M et N sont limitées, et la fonetion H, représente la seconde intégrale
sous forme finie. Nous reviendrons sur ce cas particulicer.

22. Dans le cas o le paramétre est un nombre entier 7, la fone-
tion Ul (%) devient infinie & partiv d’un certain terme, et ne peut
représenter lascconde intégrale. Pour trouver cette intégrale, nous
appliquons encore Ta méthode d’Euler. Si dans I'équation (2) nous

faisons m = — 1 ¢l v = n, clle devient
d* R ‘1 —a9n N\ dR {—2n

(10) R o (~——— e — R=o,
.ot . dr &L

3

(1) Journal de Crelle, toA35, § 26 du Mémoire cité.
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et s nous posons
R=P-+R,logz,

R, représentant la premitre intégrale de I'équation (1o0), savoir
AN+ an-=1)(an -3
Ry= Az |1+ x (7 Yo+ 3) 22
2n41) a2 ) (2 )

(on-+1)(2n+3)(a2n-+5H) ) _I
i 5 /A PR K1
L0 (0~ 1) (20— 9) (2 --0) i

nous avons pour déterminer P I'équation

d*P 1—an  N\dP 1—oan 2 dR,  2nRy ol
—_— Y e B i L
dr? & ol a x dr 22 NG

Oun obtient la valeur de P en employant encore Ia méthode des
coefficients indéterminés et posant

Pl b 4 St - @t -
4 "LJ"E‘" -2 4+ DI -l o+ To.rn - (,@.I;zn&—l - Q:l'f" -2 }- Ropnis -1

On trouve ainsi

2.3...(on—1)(1—an)(a—on)...(—2)(—1)

P aAnl 5 - x
(=) (3—nn)(d—unj . . (fr—1)—uan]

o)

f Z
oo an)(a-—un)

i

{

: (1)

! ) . . ] 1
(2n1) —— (2”-1-!)(2/1-}—3)( e
4 Aatn n, "=y "4
(ll) \ ‘ t2n-+1) 1.55(“;‘” (- )
[ o ,
(9”“‘1)(’*?‘———) (i‘m+l)(2n+3)<x—§~--|- - ﬁ_)
— A LA S a_wmdanda)
‘ a1 ) Lou( 2= 1) (it o)

20 41

) an-41)(an 43
“‘F%.’(?Z" [ -t L ( ) )) '1‘2" )
i flan-1) P 1) (an—i-2)

et la seconde valeur de U, est alors

(12) U, =e¢2(P+ Ry loge).
Tl est facile de reconnaitre que les séries (3) sont convergentes, car

1—on (1—on)(3—2n) . }_(l—QII')(:;*‘lII)...l‘(.ﬁIl/-—:i)-"w;)./l] .
z - e
=)l 2 )0 I

nl

\
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le terme général, qui contient 22, est

(r=av)(3Zmav)(3dmav).. . [(ap—1)Eav] p

) t—

oS prz e ) (n ey ) oo s ay)

le préeédent est

(1= '2";)(’3i9ﬁ1)(5It‘.’.v)...]*(’7,/)»——3)i9,v]
I T N = N N R T

p -l
ro-

et le rapport de ces deux termes, qui est

I 2y
-+ V-
A =1 29y 4
/ g - / 2,
oy from

diminue & mesure que p augmente, et a pour limite o, tant que »
conserve une valeur finie.

Les deux dernitres séries qui entrent dans P sont aussi convergentes.
Le terme général de la premiere peat ¢tre mis sous la forme suivante

. . . ! 1 i "

(2 -+10)(2n - 3)(2n-+0)fon 4 (ap —1)] E— i R -
| ; O B

nv}ﬂ: //—ia: n——|-~—————1

Wi'.‘,;.."i.../u‘e//, R DL AR S B v} §~/;‘)

le précédent est

P . - i 1
(an - 1)(2n4-3)(an 4-5) Jon 4 (op —3)] [ — - oy et
IL-—}—’—)- ll‘+‘;

TR :T/:A»ril(;am; S ) pe— )

et si Pon pose

. 1 T I
N B B
1 5 ap—3
A n = - n A =
2 2 2
le rapport de ces deux termes est représenté par
s i
| N —
2N 2P 1 I -
_ _— P . — 1 - .

2

P »»_‘__‘ — = - — -t —_—
IN plan—+p) K(/L~+— 'Z/)—[)
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A mesure que p augmente, expression entre crochets tend vers
I'unité, et le premier facteur

|
I»,.. —
R I+ . [‘
. et - AN
DN A=y i S __N,,_’,, I
plon ) - ! r

diminue sans cesse et a pour limite o. Done, & partir d’un terme assez
éloigné, ce rapport devient plus petit que Punité, etla série est con-
vergente. On démontrerait de la méme maniere que la seconde Pest

également.

23. Pour avoir la deaxieme intégrale de la seconde ¢quation (2),
§ 1, lorsque le parametre est un nombre entier et positif, il sullit de
remplacer & par z¢ dans les valeurs de P et R, obtenues précédemment.
Siavee 96 =0 on pose

oo (o2 —1)(t—an). (—9)—1) Do) .

noy

Mio—oan - e I - - —
o (1—=20)(3=—=an)...[thn—1)—2n| - )
) toos (o —u(t—an) . (—a2)(—1)
Nl TN m 2 -
(1—an)(3—an).. . (hn—1)-—n|
- ; o (T S )
» T—an R (veman ) (3 = ony(h 9N T
(1 —2n) P 3(1—an)(a -~ 2n)ld —on) ’
(2n-—+1)(an-+23) 1 N
M=o o —1); (2 * 5
toa(2n - 1)(an—2a i 3
J ) - - "ot -
2 g
(2n-+1)(an—4-3)(on+H)(an-+7) | ‘ 1 | I 1
I .23 4(on 1) (a4 a)(wn-+3)(an -4 P 3 57 5
) ' ' n - - ot - "ot — "o -
D 2 2
. I (2n-+1)(on-+3)(on-+0H)
Ny =(2n+1) —— & — ————— ' Can
1 Lo —-1)(an ) (2n -4 3)
JI R ’
"o
1 I [
x 8 - 5\t
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o/ i I \
(dn Al 3y = e )
V. — ‘ R T e B R . (o0 =102 30000 -0 Diian - =)
== - — - e - - —
P20 = 1) (o == 1) R Y I Ry IR R N S AR T D
i i
-+ + : ! ))’_‘._
D=1 RYTE ] DN -0 NI N !
N, : . (20 ==y -+ 3y on 4+ 9)
y = S NS P T AL
IRV P D0 12 =) (200 == 3
/
oo | 1 P
P ( I -f- | REE
N N AR V7S =) SN R S S D R S ’
' (V=70 ) (5 == (D == 2n ) (7 == ) .
bo—— - £t

/

oo S A=) (0 - ) (3 = o K

(1m0 4

oo (L ".//)l-:g

les valeurs de P el B, peuvent élre mises sous [a forme

PP O M My FON NG NG,
i “1 ML ONG
de Ta on déduit pour laseconde intégrale cherehée

M, o Aye2re D06 - ML Myt M, logr - (N = Ny -+ Ny N, Tog )],
expression que on ramtne & la méme forme que précédemment, en

posant
M- My - My M logae == I,

N, Ny A4 Ny -+ Ny logar = 9%,
Ona ainsi
(14) o= Ay atte 2 (U -+ (90,
et, en faisantdisparaitre les maginaires,
() - = A, a2 (L cosa + Db sirl‘a'),

avee la condition

(16) MU cosx — b sine = 0.
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V.

REPRESENTATION DES FONCTIONS DI FOURIER PAR DES INTEGRALES DEFINIES.

24. La forme donnce par Bessel a la fonetion que nous ¢ludions est
la suivante :

P

(1) Joe) = ;)A'T? / cos(vz - Sine) oz
o

v désigne ici le parametre constant eta la variable indépendante. Cest
forsque le parametre est un nombre entier que Pexpression (1) repre-
sente la fonction de premicre espeees et ¢est ce eas particulier que
Bessel a étudié. Nous considérons ici e cas oty est un nombre frac-
tionnaire quelconque. Pour démontrer les prineipales propriéiés de
cette fonction nous comparons J,(x) aux deux fonctions voisines
J,o(x)et ], , (x). De la définition (v) on déduit

ANED f B . .
— st (ve - sine ) sine e,
d.r o

Joo(z)+Jd, 0 (x) = J—/ cos(ve — o sine) cose oz,

927,

J, 1(%')“"',—&—1(;5) - —,4)-;/ sit(ve . sine) sine dz,
“t ey
el, par suite,
‘ oy,
A) J, 1(.‘(,-)“.,l,’_kl(.’l?)??::’),mj)

formule identique 4 (35), § I.
D’autre part, I'identité

am

2%
1 . . I ‘ . 7e
— [ cos(ve — @ sine) cose de — — f cos(ve —xsine)[v —(v -~ coss)] -
o,/ am /) T
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donne

B3 Jo Gy =0y () = ol
e

formule qui se confond avee (36), § 1, lorsque v est entier, et des relu-
tions (A) et (B) on déduit

2,0 vodd, () v - 2) sinave

(4 e — ——— e _._‘}_Z_\'. b L ( —
| '(I J,_,.)ll(»l)-,— 5 - 0.

dar” adre 2w
¢quation qui ne differe que par son dernier terme de celle que nous
avons ¢tudiée jusqu’iei.

si'on pose
Leey= Il(r) et ——=N,

i1l vient
A2 - ()

— " ‘
.1t o v

2

A=) +=N(v + . )t = o)

en faisant
Hiry =N - Ba b Gt e Dt

et, substituant dans I’équation différentielle, on a

[ A=) b N2 [ B ) (10— )= N = [A 4= C(2 4+ v) (2 —v) ]2

A B=D (3 (3= [C+E(G+9) (b —v) ]t =05

en ¢galant ensuite & zéro les coeflicients des diverses puissances de x,
on obtient '

N N A N 1
A - B (= 5 = — = =5
) e | YT — 0 VERAS N
D B N E C N 1
w3 - > ) ) L= 3 — P s 3.2 r
N DI R T T

N NE xZ? N b + :I
=N _‘,z___ L2 -+ (v — lz)(\,z__ 3-_1) («,-.'___ I")(‘J"’— 32) (\,;’__ 52) R B

5
Ann. de ULe. Norm. 2° Série. Tome XI. S.6
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d’ou
( ) sinavr {1 22 Tt
J"(‘ L= 9T ' 7 L ,2 52 + ( ) r)")( )7 /«') -+

| AT y WE— 0" S — 0" — 3"

)] T N

( ) Z a? )

. -+ = 3 T3 3 T e )

T e |

résultat identique a celui qu’a obtenu M. Anger en développant diree-
tement la fonction (1). *

Cette série(D), qui est applicable pour toute valeur fractionnaire dev,
comprend, comme cas particulier, le développement qu’on doit trouver
quand le parametre est un nombre entier z. Dans ce cas, sin2nn = o,
et tous les termes finis de la série multipliés par ce facteur dispa-
raissent; mais, & partic du terme en 2, les dénominateurs compre-

S o . 1)
nant le facteur v* — n? s’annulent, ct la fonction prend la forme -

Pour trouver sa vraie valeur, il y a deux cas & examiner, suivant que
n est pair ou impair.

Si nest pair, le dénominateur du terme en & est

v(vP—2?) (2 —42). . (V= n?) .
=—n)[v—(n—2)]...v—=4) (v —2)v(vt-2)...(v+n),

et si I'on fait v=rn, cclle expression revient &

0.2.4.6...(n—o2)n(n-+2)...an==0.1.2.3...n.9"
L3

Si n est impair, le dénominateur du terme en 2" est
(v—12) (32— 3%). .. (v*— n?)

=@—n)v—(n—2)][v—(n—4)]...0=3) v —1) v+ 1) (v == 3) ... (v n);
et pour v = n, cette expression revient &
0.2.4.6...(n—=3)(n—0)(n-+1)(n-+3)...an="0.1.2.3...n.2"

sinant

. s ’ . o
On voit par la qu’en supprimant le rapport =, on trouve,

(n—n)
pour nentier, palr ou impair,

z\" z\* " x\°
(E) Ju(o)= 5) (%) (%) (%)

“T(nt1) = 1(rn 1) o ta(n-1n)(n42)  1.2.3m41)(nt2)(n-+93)
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et c’est la forme que prend la fonction de premiere espece, lorsqu’on
y conserve la variable .

Lorsque le parametre est purement imaginaire et représenté par vi,
la formule (D) devient

PRI a2 at al h
J w7 I— ;3 RV 73\ 1.2 > ) 7 ey 5T e
Al TR 4 R e (R G (R 6y T

D G & x? . 8
MRS VR (\;"—}«12)(v'3+ 32) (./2_,_‘2)&\,2_*_ 3-.')(\,2+ 52)

Tous ces résultats concordent avec ceux qu’a indiqués M. Anger
dans ses recherches sur la fonetion J,(2) (') et qu’il a déduits de la
considération de 'intégrale définie.

Lorsque le parametre est un nombre entier n, 1’équation différen-
tielle (C) se réduit a

. d* 3, (r () *
() "—'I*jgi—) -1- - (—-'L‘-I*— -+ <I — —;L_,) Ju(z)=o,
et la fonction de premiere espece se présente sous la forme

I " .

(2) J, () = — [ cos(ne — asinz) de,
Py
]

ce qui revient &

I . 1 B . .
Ja(e) = — / cosne. cos(xsine) dz + ;/ sinne.sin(n sine)de.
2T 27

o 0

Or, si le parametre est un nombre pair 27, on a
27
/ sin2nesin(asine)de =o;
o

et si ¢’est un nombre impair, 27 + 1, on a

2
)

/ cos(2n -+1)zcos(xcose)de=0;
=0

(1) Neueste Schriften, ele., année 1855, p. 15 et suiv.
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par suite, suivant 'un ou lautre cas, la fonction de Fourier prend
une ou I'autre des deux formes
r I"autre des deux f

{ A
. 1 .
Jop(r)= — / cosanz cos(nsing)ds,

- 27, o

() 2%

I . , N . . \
( Jonir (1) = — / sin(2n - 1)z sin (@ sinz) s,
2T

, Jo

La troisieme forme que I’on rencontre est donnée par la relation

[ A 150 (2 —1)
— cos??z cos (@ sins)des ==~ ——=J, (),
27T o P

qu’on démontre facilement en développant en séric cos(.xsing) eten
évaluantles intégrales de la forme / cos*esin’e dz, qui se ramenent

/g

toutes & la premicre

T

x4 9 oM
. .30 (o — 1
/ Ccoszle == S )'.».7:.
" ;
A 9. 4.6, . o%n

On trouve ainsi

2w

I .
— cos?z cos (e sine)de
9T
0
1.3.5...(an—1)| a . 2t
- '),.[l.() .an )()n—|—») s h(an+a)(an +4) 7
1 1.3.5. (>n —1) N\ r* ’
o I. . ')) ')()n_|_ 9) _"'.’

de 13 on déduit

2

1 on . ) o

(4) Jn(a) = e TS B o ')f costtz cos (o sing) ds.
B350 (en—1) ),

De la méme maniere on obtient

n 2 27

1.3.9...(2n—1)

. I
(4bis)  Jp(z)= Py sin®*”e cos(x cosz)dz:
™

0
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.

(Pest de cette dernieve formule que part M. Lommel, dans ses Etudes
sur les fonctions de Bessel (*).

M. Schlomileh et apres lui M. Neumann font remarquer d’ailleurs
que fes formules (4) et (4 bis) se déduisent des précédentes (3), a Paide
d’une formule de transformation démontrée par Jacobi dans un Mé-
moire intitulé : Formula transformationts integralium definitorum * ).

Ges deux  dernieres formes d'intégrales (4) et (4 bis) peuvent

\

¢tre ramences & une seule. Remarquons en effet que les produits
cos®"e cos(xsine) el sin*“ecos(.cosz) passent par les mémes valeurs
dans les quatre quadrants, et que, par conséquent, les intégrales prises
entre zéro et 2m valent quatre fois les intégrales prises entre zéro et

(PR PO LI ’
= e est-i-dire qu’on a

[N

9 .l‘”
F, ) = e e e / costzeos e sinz)dz,
ToheoLoac (e =)
Ol
v)} .I‘“ *2 .
Ju (o) = = e — / SinFz cos (e cosz )zl
™ L.ou) (12 1)

St Pon fait sine =« dans la premitre, ct cose - « dans la seconde,
on arrivera i la forme unique

o1 1

. i ] g / ( n- ! /
(» AT S S R cos(rwy (1= u? 2.
) w () o 3o () ) ( A )

Comme on a
(,1":'11 g L
cos(auy -
)

et
Al 1
. R - a2
o u(‘ —u?) 2du - (,‘"’“(l —= ") 2du,

e <oy
il vient
L 41 .
1 Rl . , Ty
(6) I R D / etea(p— ey *du,

Sy

(1) Stuien iiber Besscls’chen Functionen, ele.
(2) Jowrnal de Crelle, t. 15, p. 3.
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ce que I'on peut éerire

\;l‘( +1))

En remplacant dans (4) et (4 bis) cos(asine) et cos(a cose) par des
exponentielles, et prenant les limites o et w, on a encore

, o

1 - .
v]"(.l‘) v -—/— — (;stm: (V.”.—\._'n z (/3‘

\/;r‘ ~( R T
I ‘n ' :z)

(I n
7)
n

L+ 1 W1
(6 bisy Jplr) = —————— / elrn(p— )y *du.
—1

(7) ‘

J n ( T ) = —_— ——t— / plecose gy 2ig of=,
[

Les formules qui précedent sont établies dans le cas ou le parameétre r
est entier. Si I'on considere la derniere expression, avee un parametre
quelconque v, soit

&£’
1 (_) ) 'T

(= bis) J(r) = — — S / erreostgin®e oz,

Ve (Q " 1). 0

on peut démontrer, comme 'a fait M. Lommel, que cette fonction
satisfait aux relations fondamentales qui caractérisent les fonctlions
eylindriques, savoir

2y

- Jo=J, {4+, 1
dlf,

q —— = J, o Jv 19

dx
@

formules analogues & (35) et (36), § [; cetle expression représente
done une fonction de Fourier pour toute valeur de v.

25. Dans ses recherches sur la fonction J,(«), M. Anger démontre
que les fonctions représentées par les formules (3), ol le parametre est
entier, jouissent des propriétés (A) et (B). Pour cela, il suit une voie
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toute différente de celles indiquées jusqu’ici. En appliquant la méthode
de développement de Fourier, et en ayant égard aux formules (3), il
pose :

vos(sineg) = J () + 2Jy(2) cosaz -+ 2], (r) cosfjz 4+ 2, () cosbz +. ..

sin(.rsinz) = 28 () sine 4-23;(e)sinde o) (x)sindz .. .;
il remplace ensuite e par = — ¢, ce qui donne

cos (. cosz) = Jy(@) — 2k, () cosaz - aJ, (x) cosfje —2);(x) cosbz ...

sin(wcosz) = 2 (w)cos: —aly(x)cosdz +at;(x)cosds—. . .;

il diflérentie ces dernitres équations d’abord par rapport a &, puis par
rapport & &; et ¢’est en comparant chaque fois les relations ainsi obte-
nues avec les précédentes, multipliées respectivement par sine et cose,
qu’il obtient les relations (A) et (B), par lesquclles on définit les fone-
tions cylindriques.

M. Neumann déduit de ces développements une autre forme pour
J.(x). 1 observe que 'on peut éerire

cos(wcosz) = J, (@) + 22T, () cosnz+ 20, (2) coshe . ..

(sin(z cosz) = ol (z)cos: +208);(x)cosd: ...

de 1 il déduit, par addition,
n=w
. A .
elrest == J () 42 Z ", (x)cosns,
n=1
et, par suile,

T
0

. . 1 [T
g, ()= = / eleeosecogne d,
d’out

‘ (=" ’ {rcaose <
(8) Jo() = ——— [ ei*estcosnzds,

0

formule valable pour tout paramétre entier, pair ou impair.
M. Schlomileh a publi¢ dans son Journal (') un Mémoire sur la

(V) Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, ete.
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transcendante de Bessel. 11 prend pour point de départ la relation
suivante :

ay [
307 N

() e? B I P74 S 7L PHYVA S S 7 SN N G L
"

J
w? "t "t

. . 1 . . s
En changeant ici « en — - el réciproquement, il conclut d’abord

qu’on a

(10) I L E

en prenant d'un edté fa dérivée par rvapport & «, qui est pour le pre-
. o 1 l:’;.(”"'l") ? M H 1
mier membre Sl et de I'autre, en multipliant la relation

o e I . "y e
précédente par—q—(l -+ TF>’ et ¢galant entre cux les cocfficients des
5\ :

mémes puissances de u, il obtient la relation

(r1) “7."'/: =4 e da

i 1
Si'on multiplic entre eux les développements e® et ¢ *"
tient, pour les coefficicnts des diverses puissances de w,

, on ob-

Jo( =1 — 24 . -
1 N T T I RO

r '(.‘2 ('\'o
o ) 5)
ha)=+ o T T3

<II>>.’! <.l'>2 (‘,. 1]

; ; >)
Jo(r)y == S S, .
2(0) (.2 .4 12,304

et généralement

(19) J,(r) = . <9> ; ."") = )

R 1(rn 1) - 170 1) (1 -+2) o3y (n ) (-3 K



ETUDE DES FONCTIONS DE FOURIER. S.

RN
gel

De celte série, en différentiant le terme

xr\ e
B

t23..p . a(nr)(nrta).. (nep)

on déduit

n-i-ap\ [ a\rrrest 2\ nep-t

1
2.3 pananan(nn) (r+2)o(n+p) 2 .23, .porasn(n+i1)...(n+p—1)

x n+2p—1
1 <3)
.1_ —

2 1.2, (p—0)1.2..2(n+1)n(n+p)

et de 13 on conclut sans peine la relation

dy,
2

T dr

(13)

— Jn——-l - JlH—xy
ce qui montre que la fonction J, est une fonction de Fourier.
n

26. Dans son Mémoire sur les fonctions de Fourier et Bessel ('),
M. Heine fait remarquer que les fonctions qu’il appelle cylindrigues
peuvent étre considérées comme limites des fonctions sphériques de
premiere ct deuxieme espece; mais, sans passer par ces considérations,
qui nécessitent une longue étude, cet auteur démontre que les fone-
tions cylindriques sont représentées par les formules (7) et (8).

Il pose

(1h) exost= [,(x) -+ 2f1(x) COSe + 2[4 (&) COS28 +. . .+ 2 [ (x) COSnE —+. . .5

multipliant par cosne de et intégrant entre zéro et 7, il déduit de 1a

. v [T
Sular) == —-/ exeosteos ne de
A

an ) x* xt
= e [ 1 - -+ — ... .
2.4.6...2n0 2(2n +2)  2.4(2r+2)(2n +4) .

(1) Journal de Crelle, t. 69. ‘
Ann. de I’Ec. Normale. 2° Série. Tome XI. S. 7
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Cette fonction ne se confond pas exactement avee J, (), mais il est fa-
cile de voir qu’on a
Jn(‘l') = (— l.)”'fn(‘l'[)’

et que, prise sous la forme y = [ e~"s¢ cosne de, clle représente une
<o

intégrale particuliere de I'équation différentielle (1 bus), § I, savoir :

(15) Py L dy 1 -l " == 0
? dz?* "z dr x| Y=o

Si I’on substitue en effet & y dans cetle derniere ¢quation Uintégrale
Wb
déﬁnic{ e=%e3=cosne de, on oblient

v a

Py el

»
Rt
zp2

2 — ..‘.'_A_ 2y yemo o XCOST{ o QI 2 COR T E e .3 10
T (22 -4-n?) y = —[e (sinzcosnz--nsinnz)|

)y x

ct les limites pour lesquelles s’annule cette derniere expression sont
¢=o0, c=m, et la valeur infinie pour laquelle e~ << s’¢vanouit. Cest
ainsi qu’on arrive pour l'¢quation différentielle (15) aux deux inté-
grales

o
. 1
(16) fo () = - / e Fostecosne s,
. .
0
gl
(17) F,(x) = / e~xeosiEoos e s,
<0
ou
I P
(16 /M‘S) ‘/‘”(‘l;) e 77: / ¢ xcoseiine (/57
I N ]
(17 blS) F, (7) - / prxcosie-ne  fo
92
2

A larelation (16) on peut, comme 'obscrve M. Heine, appliquer lu
formule de transformation de Jacebi, et ’'on a

1 mn.(”_ )" ok .
?) T - Zeose ¢ 2n s,
Sn(@) T 1.3.5...(2n———1)'/0 ¢ sin®»e de
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Or, en subslituant dans 'équation différentielle (15) Iintégrale
b

y:.r"[ et gin" e e, on obtient

*v dy
& == = (@ n?) ) (et emTeost gjp2atlg)l
. . . @

/ ax? —
(7) ¢ dx

da?

Les limites qui annulent le second membre sont c¢=o0, ==, et la
aleur infinic de ¢ qui annule e7*¢*. On arrive ainsi aux deux nou-
velles formes

( 18) ‘/II.(:J:. )= Aan f eTeostgin?ne e,
0
.73
( [9) Fn (l) = Baxn / ¢ Teosiegin?n g (13,
]

ct, dans les deux cas, M. Heine représente la function de deuxizme espece
sous la méme forme que celle de premiere espece.

Remarque. — Ces dernieres formes sont applicables quelle que soit
la valeur du parametre n, qu’elle soit entiere ou fractionnaire; ¢’est ce
qui résulte de la condition (b). Au contraire, la relation (@) montre
que la formule (16)ne peut étre employée que si z est un nombre en-
ticr. Toutefois, lorsque n est un nombre rationnel et fractionnaire,
ayant pour dénominateur 9, la méme intégrale satisfait & la condi-
tion (a), si elle est prise entre zéro et 0.

27. M. Hermann Hankel a publié, dans les Mathematische Annalen ('),
un Mémoire sur les fonctions cylindriques de premiere et de deuxieme
espece. En partant de U'équation différentielle (1), § 1, il arrive & Vinté-
grale (b), mise sous la forme

b 1
. 9 V—.
(20) Yot f ere(ur—1) *du,
4

et, pour déterminer les limites () et (&), il observe que, pour satisfaire

(t) CLessci et NEUMANN, t. I, p. 467.
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a I'équation différenticlle, on doit avoir

170
. PR V-
[evf“(u?~ 1) "],1:0.

Si P'on a v+3>o0, ou v>—1, cette expression s’annule pour

u=+41, u=—1 et u=on1; de la résultent les trois intégrales sui-
ranles
-+1 v 1
() .l"‘f eize(y?—1)  *du,
—1
=i s 1
(b) z'f eiwn (gr—1) 2 du,
“+1
wi i
(¢) L‘f etz (ur—1) *du,

entre lesquelles on doit avoir la relation linéaire

+1 i —1
f -+ f -+ f 0.
-1 1 )

Dans ces intégrales on va d’une limite & 'autre par une ligne simple
qui ne contournc aucun des points de ramification. On obtuent unc
autre classe d’intégrales si,au contraire, la courbe d’intégration revient
a son point de départ en contournant un ou deux de ces points. De
cette fagon on a cing intégrales nouvelles

-+1 1
() Lf el — 1) "y,
. " -
=1 1
(e) J‘f ere(w?—1)" % du,
—1
wi e
(f) (g), (R) L'f etre(ur—1) Tdu;
dans la premiere la courbe d’intégration enveloppe le point u = — 1;

dans la seconde elle contourne le point u = + 1; enfin la derniere
peut étre prise sur trois contours distincts, entourant I'un le point
u =+ 1, lautre le point « = — 1, et le troisieme ces deux points &
la fois. On a ainsi huit formes d’intégrales. Il est évident que chacune
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de ces intégrales doit étre une fonction linéaire de deux aulres, et c’est
ce que auteur met en évidence dans la suite de son Mémoire.

Ce n’est pas tout, comme I’équation différentielle (1), § 1, ne change
pas quand on remplace -+ v par — v, on peut aussi prendre pour in-
tégrale Pexpression

b 1
(1) == Lz"”"f etre(u?—1)  *du,

a

ctdéterminer les limites par la condition
) S
[clel<(12_ l) 2].:, -— 0.

St 'on a — v+ ;> 0, ouv<{4, cest-d-dire si v décroitdepuis +
jusqu’dh — oo, cette derniere expression s’annule aussi pour v = + 1,
w=— —ictu —wr;etlon déduit de (21) huit nouvelles formes d’inté-
grales, analogues aux précédentes. Mais il faut remarquer que ces huit
intégrales ne peuvent élre prises en méme temps que les huit précé-
dentes (ce qui porte alors le nombre a seize), que dans le cas ol le pa-

rametre v satisfait & la double condition v + ;>0 ou v > —3, et

— v 45 > o0, ¢est-d-dire v < £, ou, en d’autres termes, lorsque v est
compris entre — 1 et +i Lorsque cela n’a pas lieu, cest-a-dire
lorsqu’on a v >4 ouv < — 3, la derniére expression ou la premiere
ne s’annulent que pour w =, et 'on n’a alors que trois nouvelles

intégrales analogues a ( /), (g), (), ce qui réduitle nombre total & onze.

V.

ETUDE DE NOUVELLES INTEGRALES.

28. Dans le cours de mes recherches jai été conduit a la forme
nouvelle

.

1 ) - L
(1) V.(3)= o etrrbestcos[ve - (3 -—1) sine ] oz,
A
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qui représente la fonction V, avec la variable 5, et se rapproche de
celle donnée par Bessel.

Il est facile de démontrer que cette fonction, quand le parametre
est entier, jouit des propriétés qui caractérisent les fonctions eylin-—
driques. On a, en effet,

dv,(s I et - A
_____2—:_ — eFrieost eoglvz - (3 — 1) sine] coszd:
ds am /), :
1 - - S
—_— etztbesegin [ve - (5 — 1) sine] sinz e
2z J,
[ " 2T
= o= e st eos[(v - 1)e + (5 — 1) sinc] dk,
7,
ce qui revient &
dav, i
(2) s =V,

St 'on combine par addition et soustraction les valeurs de V,_, et
V..., ona

on
Voy— V., = = / etzrleoseginve + (5 — 1) sine| sinz de;
2T )
<o

d’ailleurs, on voit facilement que

am

f elz+lese coglve - (5 — 1) sine] cose d=

0
W om

= / elzr1ost cogfve +4- (5 —1) sine] [v + (5 —1) cose — v -
o ©

dz

=

- . kag
=i f etz cosegin [ve 4 (5 — 1) sine] t
— 1 o

af

2n
-1 . . L
S / ezt cosegin [ve -4~ (53— 1) sine] el
=1,

aln

v

\ 2T
- / elzHticost cogfve - (5 —1) sine] de,
: Jo
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ce qui donne

2e3rginavn STy . 2y ..
V, i+ V.= V,.,—V, — ;
1 Yo 2w (s —1) prl AR ) :—1\'
ou
. e+lginavm
;V,+l =V \‘r~, — V-,,l o ‘-—2‘;——" ’
et, en changeant v en v +1, on a
N . . es+tlsinavs
(3) :\H_z-i—(I—f—v)VH,l—\’.,*::.——T)—:—I-,

. dvV, a2V, . . , .
puis, remplacant V,, et V.., par —5 et —='> ou arrive & 'équation
différentielle

, ad*V, dv, , e**rlsinavs
3 1v) =~ —V, = ———
(1) ds? (1) ds o ’

(qui, pour un parametre entier n, revient i

_av, - dV, .

(4 bis) S g 4= (1 ) s T Va =0,

Pour développer en séric la fonction V,, on peut, en partant de la
formule de Maclaurin, poser

= -2 ~3
o A A AL P
Vo= Ao All i ‘\21.11+A51.2.3 e
P , . dV,
les coefficients A,, A,, A,, ... désignant les valeurs de V,, —

d*V,

32

» ... pour z=o. Or, on déduit de I'¢quation (4 ), par des diffé-

esinavr

rentiations successives et en posant N = ———,
AV, dv, N e
u*‘;'-[;:__r [-([»}*l)g; —"‘Vv ~I\C,
d*V, d*V, dv, .
s ) s =N
A*'V, . d*V, azv, .
Sy O g T g =N

En faisant z = o et admeltant que, pour cette valeur, les dérivées
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A2V, d3V,
dsr ) dsE

cédentes

... ne deviennent pas infinies, on déduit des relations pré-

(r-+v)yA—Ay=N,
(2 + ) A,— A =N,
(3 -v) Ay Ay= N,

et de la il vient

A, N
‘L\I‘l—i—‘l—i’—[—‘l—‘l’
A, — AO -+ N _L.._.IS._
T ) (24v)  (tv)(a+v) a2y
A, N N N

B T [ Rty T ey B ety Y Pty Ty B PRary Y Sy B e

On obtient ainsi

- ~ v a2 3
V’:A"LH_ 0  Ta(i ) (o) T T3 v) 393 ) t|
Nz ’ - z? i
v —+ I- e — , +. ..
(5) ' 1(1~1—~/)[ {_2(2 Hv) a3 (aA4v) (3 4v) - J
Nz? ¥ i
IO [I BEICERY)
e e et e e e e e e e e e e ;

quand le paramétre est un nombre entier n, on a N = o, et I'on retombe
sur la série connue.

29. Pour trouver directement une forme d’intégrale applicable & la
premiere équation (3 bis), § I, nous posons

b z
(6) Vv-:f ¢ U du

(U fonction & déteminer), ce qui donne
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St nous observons d’autre part qu'on a

g N NG 14 : b H N
d (-2 - T - T dteg U
/ —_ ( e Yy ) T < PI § ) == / — o U e - / e U i——‘—”‘ ¢ du,
Joodu / : e J, it
nous pouvons écrire
W2V, AV, (-5 7 (1172 L R SNSRI
5~ ‘ (1 e ) e \ s .o e / Lo | —_—T . i
st (1) oz ’ ¢ U)” . ‘ U du ( du o x)‘

¢t nous voyons par la qu'on satisfait & U'équation (3), § I, en posant

/
)

(Cow) o o MosU a0
u u

de cette dernitre on déduit par Uintégration, et en supposant la ¢on-

stante nulle,
U A \]»lvll, 41,

et on détermine les limites (e) et (4 en posaut

2

(4‘ ety “""’),, 0.

/

Or, il est facile de voir que les valeurs de o qui annulent Pexpres-

. : . I ,
slon ¢ “e M = -~ soul zéro et . Pour w ==, la chose
et gt

est ¢vidente. Pour w=o0, on a ¢“==1, ct il suftit de chercher la limite

1 N\ .. . ’
de I ) .SiPon SUppose v compris cnlre zero el 1, casa ll(lllel on

PInE "
peut toujours ramencr ceux ot v est > 1, on remarquera que la valeur

=lu

{

de ¢"u' ' est comprise entre ¢« et e w; et sil’on développe e, il vient
ettt

el oo -

e

Ann. de ULie. Normale. 2¢ Sévie. Tome X1
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expressions qui deviennent infinies pour z = o0; par suite, on a

< I >
— 0.
e'utt )y

[’intégrale cherchée est donc

(7) V,--rr/ ¢ ety (")
"0

remarquons en passant que, dans ce cas, 'expression qui se trouve sous
le signe d'intégration sc confond avec celle qu’il faut annuler aux
imites pour satisfaire a I'équation différentielle.
limites pour satisf |

n supposant la variable imaginaire, on peutintégrer le ‘une

En supposant la variable imag e, on peutintégrer le long d

courbe contournant le point zéro et allant de oo & = ; on a ainsi

(8) \:"/ ¢ e =y

-On obtient, comme nous I'avons vu, une seconde forme d’intégrale
en posant V, ==57"U,, la fonction U, satisfaisant i la seconde équation
(3 bis), § 1. Cela donne les deux autres intégrales

ot

(9) V)= s "/ e et il
-0
s - 7
(10) V)eos / e et Ve,
o

De ces quatre formes, deux sculement sont distinctes, el nous allons
considérer en particulicr les expressions (8) et (10).

(1) Dans un Mémoire publié dans les drnales de Milan, M. Schlifli pose

N
v, - / e Udu,
~a

et arrive & 'intégrale

® s
V,= f PR "H)n"*l(lu,
.

0

. <o, . [
qui ne différe de (7) que parce que « y est remplacé par ~-
. ¢ u
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"

30. Sidans V, nous développons e “, nous avons

- (—1yrze [~ ,
Vi=y ———— / e = D) (g,
oo
Il:() i

En désignant par A(v+p) cette derniere intégrale, et appliquant la
mdéthode d intégration par partie, nous avons

gk P T E o L G Lt
Ay =)= / L R T (( - - [ ety dug
el \’+/) z ."-J'-/"-a N
deTa on déduit successivement
) (v p—1
Al p)y = S )7
v
A(’ /’ [) \l ' 7‘!7"'/”'—-:")_‘)\
= p
\ (v
\f} bor) '7
) |
et, parsuite,
‘___ ‘/I, . B Va \ "y
ORI (=1 \ () ‘:__( l‘) A (v) (v }—l)‘
(v () v t=p 1)

Pour A(v) on a

r L0 3
Aoy = / T N7 T / et e "~“'”/ e~ () dy,
v ‘ L))

r (3

ou

s )
Alv) = (e #m0 u)/ ¢ My V= sinym e T (= )

)

mais, d’apris une formule connue, on sait que

™

P ) P01 ) — =
Sy

il vient donc
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et, par suite,
o i(——1)Pe

AN (v p)r— —= — (!
( ) D(v—p-1) {
On a ainsi
/::a& -
. 14 ? =
(1) V,=—oaxmie - - . [ e “e tu—)du.
Bp—+0) e a-p=—1)
p=20

En traitant de la méme maniere 'intégrale (ro), nous obtenons

p=o

. 3P = .2
(12) V)= t),m'(:"“-':."’y . -3 ¢ eyt N duy
) Ld UV(p 1)1 (~-vtp—+1) .
P =0
de la nous déduisons
p == ) . ~
al P Tl H—
(13) = — e et )
Fep 1)1 (v-t-p 1) awe
p=0 ) i
p== . -
zp o=l v 2
(r4) ey e et ey,
: B(p A1)l (—v-+p--1) arwi,),

p=0

Dans le cas ol le parametre est un nombre enticr 2, tous les termes,
a partir de celui qui contient z”, deviennent infinis dans (12) ou (14). 1I
faut alors séparer Iintégrale (10) en deux, et poser, en la désignant
parV,,

Pt
: ()PP .
V=3 Z —_— / o=t = (t=r=u) ]y
p=0 ’
-
/I H- 4
N (e
4=z g et e
teas. o)
]' = n

2

La premitre partie est nulle, car les inlégmles/ e u'=r="du, prises

*

le long d’un contour fermé dans lequel la fonction ¢~ w*+=1 cst finie,

. . . N o= piTi
(1) Cette formule, qui revientd —-= e~ 0p) iy = —: ——————— ; g'accorde avee
ari, NCEES

celle quia 6té donnée par Weierstrass quand » est enticr.
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continue et monodrome, sont toutes nulles tant que p est =n — 1, et
Pon a, en remplacant p pav n =-p,

ETUDE DES FONCTIONS DE FOURIER.

Poi-=

.l e )P 3P =
V,=(--1)n = ( ) [ e~ =) du,
. R R N I e S N DI 7

®

p=0

Sil'on pose comme précédemment

Alp)—= [ e~y

il vient

Pour ¢valuer A(o), remarquons qu’on a

A(o)— f eV,

ooy

w3 W1 1 o
o) s el (] /q
1

la scconde intégrale / ¢tant prise le long d’une courbe qui contourne
U | :

le point zéro; et comme la fonction e~ est finie, continue el mono-

el

. -
drome de 1 d », les inlégra]es/ ('l/ sont (_»,ga]os et de Signes con-
o Jq
traires; de sorte qu'on a

1

-
/ ot ‘f/uw[ e~tu-du.
o/ p : e/

1
W1
L’intégrale / peuat étre prise le long d’un cerele de rayon 1, et ayant
"1

pour centre l'origine. Posons « == ¢, nous aurons

deu-—=idy.e%,

¢t pour e —r,

-G
|
o
o
=
G
i
h
™
|
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de cette facon, puisque

u" o w? ext el
e —= 11— - -+ - — -3 -+ = | - = -} — —
i 1.2 1.2.3 T (I
il vient
1 LS / (,'fi el \
[(, u//'l(///—_:["/ (/*;(l» —_ e — — ,)T“‘:)—[,
4 . 1 .9 y
par suite on a
(15) A(o) =a=wy,
et
I‘ =z
v
(16) V,=ori{—1)"
(o) " 2 Pep+n0ep+n 471)’
. n=20

valeur identique & celle qu'on déduit de (t1) en remplacant v par n; ce
qui montre que,dans le cas ol le parametre cst entier, les deux inté-
grales(11) et (12) se confondent, et nous n’avons ainsi qu’une seule in-
tégrale particuliere.

31. Pour trouver dans ce cas la seconde intégrale, nous partons de
la deuxieme équation (3 bis), § I, dont les intégrales

Ocd
U,:f:."/ e e g Ty
U, / e et U du

sont égales a celles de la premiere (3 bis) multipliées par z”. Si Uon
suppose v = n + ¢, n nombre enticr et ¢ quantité tres petite, 'expres-
sion

- = o :
= / ¢ Mo g it gy / e ety 0o
U e B

est encore une intégrale de 1'équation citée, quelque petite que soit
la quantité e; sa limite pour e==o0 est donc la seconde intégrale
cherchée.
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. . . L., U
Désignons par U, cette limite, qui est la dérivée ({TF) » nous
S )

St

aurons

/ ve s

s U, s"logs / e et b dy

. S
=)
(17) w3 v f
- g / e e Mt Joga du - / e ettt logudu,
o Jy

ou, en représentant par Iy, I, 1, les (rois intégrales définies qui y
centrent,

17 bis) Uy Iistlogs - st — 1.
La valeur de la premicre est donnée par la formule (11), et nous
avons

Y

,-.,'

I :=omie 17t . ’
Pip-=0)U(n-+p 1)
Jr=0

Pour la seconde, nous avons, en développante v,

l'.'f’/b .
R l')l‘;l' ©x ’
I, _— / ¢ o ) ogwdag
s, :
p=0

¢t, sl nous posons

B v-p) - / e et logu du,
nous voyons qu'on a
(/\(/Lv(--/»’)‘

J

B(n i-p) -

dn
or, la valeur précédente de A(v + p) donne

. f)‘-,:[(,__- )P e -nei
A(n tp)=—= ,FUI;_IJ_ZFU_

et, par suite,

o= )Pe MR R )P e (A e
B(rn-p)=—— )1 ( - - (—‘—»,' ‘ ( z TJr~—);
U(n—+p-—+1) Pn—+p-—+1)
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nous avons done

Pz P==
N s0 =D (g - 3
In::—:nr'-’c"'”“'> = o mie i Viret+p+1
) Led V(P 1) V(20 -=p 1) Pip-+0)l@e+ptr)

11=0 n=0

St dans la troisitme intégrale on développe également ¢+, on a

==

| (— 1P T :
=% —up— wtt=rte) Jogu.em du
123

o
pP=0u

si 'on pose

O
B(n—p)= / wiertogue=¢ du
o>

o

el qu'on inteégre par partie, il vient

. P logu.e " 1 t
S(n—p)=(~ = ) - wtrlogu.e=" du
nw—p ), on—pl,
| v
e et r—le—u oy,
nw—p.J,

Tant qu’on a p=n — 1, la dernitre intégrale, comme nous Pavons
déja observé, est nulle, et dans ce cas Pon a
B(r—p--1).

Brn—p)=— ——
S(re—p) P

¢’est ce qui conduit & séparer la valeur de I, en deux parties, que nous
désignons par I}, ¢t 1}, et nous posons
pe=a—1

N ()PP -
I, = 2 »-;LJ_ e umr=n logu du,

edeoap ),

=10
D=

" 3 gy (e pemn) ,

e e e logw du.
/l:ll

La premiere partie I, est facile & calculer. De la valeur précédente
de B(n — p) on déduit

B(n—p-+1)=(n—p)B(rn-—p),
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puis, en changeant p en p + 1, p + 2, ..

B(n—p) =(n—p—1)B(n—p-—1),

B(n—p—1)=(n-—-p—2)B(n—p—2),

d’olt
’ B(n—p) =123 .on-p-—1)B(1);
d’ailleurs on a

B(1) = [ e *logudu - —(e~*logu)s - / v du

Lo 4 l(

==l
par suite
B(rn—p) amil(n -p),
el
p=n-—1

' (- -0zl (n—
I,'s el Z (,.,JJ ;‘,,‘_Lg_’,';__ﬁj .
k Py i)

=0
© Quant i I}, remarquons que, si Pon remplace p par p + n, il vient
pse

Al e .
l" - (-- |)u =n ( Hrs
R ~

P / e a0 logudu,
[ N (AR BN N W ).

)7
[ ==0

et que cette valeur est analogue a celle de 1,5 de la on conclut

p=o

P==x
1’.’ P :2.‘12(__ ])n:n 2 . ':./' . .-)‘T:l( —I)n;” Z ‘ ;I)l[;{/) *}—I) )
3 C(p-t=1)l(rep-1) Pep~+=1l(n-+p—+1)
p=>0

p=0

On a donc finalement, puisque e=*™ )

== [ — 1)”,
/ /1.;: -
—_— (e Y 2t oo 3 e
Up==ami(—1) % ) l% Z P(p 1)l —pi1)
I -0
Ir 7
2 -1 \ s ‘F(IZ 1 ) < I) \I‘( : )]
('8) - U(p-i-1)l (e t-p ‘1-1)[ cre P
P =0
p=n 1 pi‘w
Y (— 1) 3P (n— ) ) P
—and Z 1-—-”*—— (n—p) + 472 (‘MI)”:MZ
| I (p 1)
1

Up--1)lue+=p--1)
p=0 n=0
Ann. de I'Ec, Norm. 2° Série. Tome XI.

7]

-9
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En supprimant le dernier terme qui est la premiere intégrale particu-
liere, et divisant par z”, on a la scconde intégrale de la premitre équa-
tion différentielle (3 bis), § I, que nous désignons par Y, savoir

Y Y R \ ( _ )’ :.’_'_l_(“/!_' - ) “
o F(p-1)
'(_l()) ¢ p=0
b =3 i
Samiley” Z I_-(/, ) (\(‘,,1}]‘:_“[") [log s (re - p-t-1)—(p—4=1)],
=0 : )

résultats qui s’accordent avec ceux que nous avons obtenus au § II
el avec ceux qui sont donnés par M. II. Hankel (*).

32. Du cas ot le parameétre est un nombre entier 7, on peut dé-
duire aisément celul ol 2 = o. Mais il est aussi facile d’établir directe-
ment les développements qui conviennent & ce cas. D'apres ce qui
précede, la fonction

OFs - Sk >
/ e e e Yl ~:‘/ ¢ e gy

et —

N

est unc intégrale de la deuxicme équation (3 bes), § I, quelque petite
que soit la valeur de v. Pour v == o, cette expression se réduit a g;
et, pour avoir la valeur vers laquelle elle tend & cette limite, nous pre-
nons, comme précédemment, la dérivée des deux termes par rapport
av, et nous faisons ensuite v = o, ce qui donne

s < ot S
(20) Y, == 2/ ¢ "etetlogude — log:] ¢ “etutdu,
o Ed
ou .
7 = 2
. - ot du
(20 bis) Yo= ¢ “erlog— —.
S 5w

Remarque. — On peut démontrer @ posteriori que cette expression
est une intégrale de équation (6), §I; car, si l’on y remplace V, par la

(1) Crepscu et NEuMaNN, Mathematische dnnalen, 1.1, p. 471.
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valeur
- w? du
Yo: e e lOg*— —=
. 3o
«
on irouve
2\ T g 2 _ % 4
= d—l—” 4+ AL Vo= (log L ¢ womn u—l>
oz ds ° 3 I

. . . . . 2locu —logs
Cette dernibre expression, qui revient i 2222922 o5t nulle pour

weten

. o . . ;o I
oetoo; c'est ce quia été démontré précédemment pour —— et par
wetel

. log s
suite pour -—=" -

I ('H I3 I.l

= o, il suffit dc

D’ailleurs, comme pourz—=octu =ow, ona

ete!

Ny . alogu . .
considérer ce que devient —"- Soit u = ¢?, on aura

ologn  ae RX:

" % 4 '

or, pour u =0, ¢ = — o, el pouru ==, ¢ = ; dans ces deux
, . 20 ; s
cas I'expression —* est nulle. On peut donc prendre pour seconde inté-

grale de I'équation limite

% 2 S
ur - du
Y, = log-—e¢ "o -——.
A 3 u

Pour développer ea série, considérons la deuxieme intégrale qui
entre dans (20), savoir

-
ll",‘:f/ e "“e~tu'du, -
o0

/o

et qui, si 'on développe e “, revient a

U

N (et [ .
I, = e et = dy,
Fe2.ooa p /.,

po=0
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Comme, d’apres ce qui précede, on a

Alp) = / e~ u= el du = o_tl(q;l)i),
e 1.2.3...p
il vient
P==
-
]l::;?,T:iE __;_’
[Vip+1)
I'=(l

La premiere intégrale
= 3 d
I,= [ e "e~"logu il
) 144

revient a
]):fﬂ
(—1)Pzr (7
Ly == l—")—“,'—--f e~ vu+e) logu du,
V2.0 ./) -
p=10
ou, d’aprés ce qu’on a vu, &
p=w
_])
Cam g aniW(p -+ 1)].
le s e am i (p )]
p=0
On a donc
]’—Sw ])fim
v P 124 . P o
e - — [ W (p i1 oz,
=i ELH/' e >;|l ETTAS

Pt

Si I’on supprime le premier terme, qui est & lui scul ine intégrale par-
ticuliere, et qu’on change les signes, il vient

P =

(o) (e e =P 083 — 3 )
(21) Yl,.....),“l,zll(l) O [lo 2 (p+1)],

P

formule qu'on déduit immédiatement de (19) en faisant n = o.
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VI.

CAS OU LE PARAMETRE v EST DE LA FORME » = n2 + :

., . . I ,
33. M. Lommel a examiné en particulier lecasouy =n + = n étant

un nombre entier ('). Dans ce cas, on a

I+ 2v =" 2n -4 2, I— 2v—=-—2n,

ct les ¢quations différentielles qui peaventremplacer I’ équation (1 bis,
§ 1) sont les suivantes:

0 d*y \ 2(n +1) dy .
— - ——— e )T,
.ot £ 253 A
. Py, an dy, )
(x bis) dit T de =

Il résulte de ce qui a été démountré que, si 'ona une intégrale de 1'é-
quation (1), en la multipliant par 2** "', on aura uneintégrale de {r bis);
il suffit done d’intégrer 'une des deux équations précédentes.

Ce sont les ¢quations (1) et (1 bes) que considere M. Serret dans un
Mémoire inséré au Journal de Liouodle (*) et qu’il integre a 1'aide de
la méthode des différentielles & indices queleonques. Pour établiv les
formules auxquelles arrive cet auteur, nous suilvons une marche loute
différente, ct qui parait assez simple. Prenons les équations (1) et
(1 bis) sous la forme

( od?y ] aln 1) oy N o
Py T 2y =
2) o ) .r ‘ ’
2 bis) i 2y my;=o
o bis S e —— S e IR Y =
( clr? xodor o

(") Studien iiber die Besselschen Functionen, p. 51.
(2) Journal de Liouville, t. 9, p. 193.
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Si, dans la premiere, nous posons, comme M. Serret,
y=Re+?,
et en méme temps > — m* = o, en prenant d’abord p.= + m, il vient

d? /
(3) x (/—z}i -+ [ama 4+ 2(n +1)] %‘; “+am(n-+1)R=o.

Cette équation est de la méme forme que la suivante :
d*u

: du
4 Z = aomx — k) — —amhu —
) T -+ (2ma — L) T mhu=o,

qui admet comme intégrale particuliere

o= (})-“_’nm‘.
Si dans (4) on fait
w ==kt
il vient
x dPu’ du!
5 —— - (2 k4=2) = - 2mu' =
) o (emaz + k- )(/.b - amu' =o,

0

et sil’on différentie /4 fois cette derniere, on obtient

dh+2q! , ot di ! d"u’
X ?/—,-ZT""—'; —f- (2]71.’1 i e el LA .).) —('/W -t~ 'Zln(/l -} l) W o O’

(6)

équation qu’on rend identique a (3) en prenant
k="h-=n,
ce qui donne

dry’ _dn (e—2mz p-n -—1)

(7) R=K T K e (K const.),

et ’on a ainsi pour premieére intégrale de (2)

N =202 il —1
(8) 3= A em ﬂ_ﬁ[_i__l (A const.).
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Si Pon fait en second lieu p. = — m, il vient
. /u ( 2L e n l‘)
(8bis) y'=Be m* e 5
Uintégrale générale est done
,//1 ((:, 200 gl l) (/u (' (,2 mr g.en -—l)
[¢ ro= A ¥ — e y-me ST ¢
(9) ¥ A ¢ T -Be T

De la, en s’appuyant sur la formule connue

D Y e utdu,
U(n—+1)
on déduit
(10) y=—Ae ¥ [ e (- am )t da - B c”'”f et (w—a2am)*du
0 0

34. On peut, d’ailleurs, appliquer a I'égquation (3) la méthode que
nous avons déja employée précédemment. Eu posant
WD

k- / e Ude
. u()m-—u)

«

nous avons

d*R

. - dR
v ;/;,7 A= [2ma -2 (1 -1 1)] i am(n-+1) R

e Udu
_-— » 20— — -1 —
/, € (@ =am) [u(oam —u)x —a(n+1)(m—u)]

- no—-1 eSS
=— e Udue | x— — .
g u w— 2m

Comme, d’un autre coté, on a identiquement

V) b
j Lo Uy du = e MUJL_—xf ~muzzu+f emurg L2085 IODU du,

duw
«

1l vient
) (l’l{
VA d

b
:(e~"xU)£—f e—'w«Ud¢<d1°’U-—"+’ - =)
a

+ [(2mx 2 (n -x~1)] —E +am(n+1)R

du 17 w—2am
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et, pour satisfaire & I’équation (3), on voit qu’il suffit de poser

dlogU n 1 n--1
—— - —=o, (¢c*U)’=o0;
du u w-—2m a

de la on déduit
U=+ (u—2m)r+t,

et les limites qui annulent expression e u*'(u — 2m)*" sont o,
am et oo . On a done les trois intégrales particulieres

o L
R = / eyt (w - 2m)" du,
0
-
(11) R, / e (1 — am )" du,
~2n

L2
R, = / e gt (10— am)" du.
o

Si I’on change m en — m, on trouve de meme

o
R)= / et (- g ne )" d,

0

‘o L
R, —_:j et (- am)t du,
2

/

W 0
e IR, = / ¢ et (o= am) du,
\

=i

(12)

résultats qui s’accordent avec ceux qu’a obtenus M. Serret.

Remarque. — 1l est hon d’obscrver que les formes d’intégrales précé-
dentes peuvent se déduire aisément de la méthode suivie par Euler,
Jacobi, Kummer, ete. On sait que I'équation différentielle

L d*Y

2 A L dY )
(18) 2(t—x) g A [ —(etfa-ne] - —afYamo

admet comme intégrale particuliere la série & quatre éléments

af

Y= F(C") i{ii i) 7’) =1 - P

a(z-A-0)B(BA4-1) 5
N
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et que cette série peut étre représentée par Uintégrale définie

/ WP (1 — w )N (1 — xw)* du

o

(14) / =t (1 — w1 du

0

T /‘1113'1(1—11)”“?‘”'(1 ru)"du (1)
\ T8 ), ' o

Si I'on observe, comme le fait Hansen (2), que la fonction de Fourier
.. a? \
est la limite de F <a, Gy, — -—J—>, lorsque les deux parametres « el 3
,}’.‘J

deviennent infinis, il suffit de chercher ce que devient, dans cette hypo-
these, la limite de I'intégrale précédente. Or on trouve aisément les
limites de I'¢quation différentielle et de la série; mais, pour arriver a la
limite de I'intégrale définie, il faut d’abord passer par le cas ol un seul
des éléments « devient infini. Dans ce cas, I'équation différentielle (13)
et Pintégrale (14) deviennent

‘ d*Y dY
(15) @ (v —a) - i BY = o,
. , () 1 .
(16) )RR L / wf V(= )i Yot
PE) Uy —f) . 0 ( )

Or si, dans I’équation (3), on change x en — x, ¢t si on fait am =1,
elle devient ‘
*R S AR

(3 bis) i [2(n 1) — 2] T

(n +1)R=o,

équation de méme“forme que (15); par conséquent, pour avoir une
intégrale de (3), il suffira de changer x en — x dans (16), et de faire
v =2(n+1), 3 =nr-+t; ce qui donne

rfa(n + l)l -
(17) R = T E / wrt (1= w)nertdu,

et ¢’est le résultat qu'on obtient en faisant 2/, =1 dans R, (11).

(1) Journal de Crelle, t. 15. — KuMMER, Sur la séric ky pergéométrique.
(2) dbhandlung der Sichsischen Gesellschaft, etc., t. 1, p. 2825 1855,
Ann. de I Fic. Norm. ¢ Sérvie. Tome XI.

o
©
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De 12 on déduit

a

- \ 1 x
;5 Tla(n 41 S(t—2u)
(18) Y= Re:H / 't (1—r)re* Ydu
no- : :
R . =0

pour une des intégrales particulieres de I’équation (2) olt I'on suppose
m = 3, et qui, par conséquent, ne contient qu’un paraméetre.

En posant 1 — 2w == ¢, on arrive i

a9

kY AN _ N L1 av
(18 bis) Re? = vy = Plo(ni1)] - / (1-—¢2)"e? dpy

)

A (e ]2

on déduit de Ta une formule qui se tronve démontrée d’une maniére
bien différente dans le Mémoire de Kummer : en égalant en effet les
deux valeurs de R, déduites de (17) et (18 bis), et changeant x ¢cn — @
etnen n— 1, on obtient

1

i (‘-e_) l"' l _ ay
[ T (, . ”:)II Tt el oo ')2'” - / (, ‘,":)n 1o 2 ([p;
o d ’

et, si Pon développe ces deux intégrales en série, il vient

. nin-1) R
1 -t = * N
1Lan o2 (on - 1)
r P
= a0 r
I I e ! S - .

ce qui n’est autre que la formule (8), § 26 du Mémoire cité.

35. Pour avoir la seconde forme d’intégrale donnée par M. Serrct,
nous partons de 'équation (2 bis). En faisanty, = R, e, p2? — m* = o,

et prenant d’abord p.= m, nous avons, pour déterminer R,
o pa dR,
(rg) xro— -

— b (2mer o) —— —amny— o
d.r* : >y 1 ,

équation qui, par (n —+ 1) différentiations, donne

ARy dnIR,
g R O

11
(19 bis) x @R,

T A= (2ma — n -t 1)
L' b

D’autre part, si dans I'équation (5) on fait k= —n — et ' =u, il
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vient
& u (212 no- didy syl )
. £ e (2ma —n 1) — -2 =0
(20) da? ( J dr ! ’

L e = 2L .
W= uat = aete ;

de la comparaison des équations (19 bis) et (20) on conclut

A+ R ‘
¥ 7211441'1 = H'l (‘J COHSI.)

et, par suite,

(21) Ly

f/u [ (,)’l(" ma )
d i+l

— M2 .
=ate ;

de la on déduit, en employant la notation de M. Liouville,
NSS!

Yy Al e ptte—rme oyl

En changeant m ¢n — m2, on a la seconde intégrale particuliere, et
par conséquent U'intégrale générale de (2 bis) est

PRI B N
(1)‘9.) ,}’1 P f\l e / ple e (/.1_'” il - Bl(f //f,,(:] et o et

Remarque. — Comme, entre deux intégrales particulicres correspon-
dantes des équations (2) et (2 bes), on a
= el ),
la relation (21) donne

i) ('.l.zn—x 1.).“ m,r‘)

2 !

-~ e 200
—uate ;

et si 'on remplace ici ye™* par sa valeur déduite de (8), on obtient

1 . " (¢ 2ma p-n--ly
2011 . : el 2
" e—— e s

C el ! dan
ce qui revient a

n-4-1 A N
‘ (e M geone-
xrlte 2mux (/J,"H R UJ,‘i" o (¢ )’
dan

autre formule indiquée par M. Serret, et ol il est facile de vérifier que
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pour la constante on a

Pour passer des intégrales multiples (22) 4 des intégrales simples, il
suffit d'appliquer la formule de M. Liouville, et celle qu’en a déduite
M. Serret. Mais I'on peut aussi déduire immédiatement ces nouvelles
intégrales des précédentes (10) en faisant ua = 2mu’; on obtient ainsi

am N\t T n R !
y = Ae—ma ) e ' (- u! Y du
0

am2n+1 * .

-+ B(___ I)nemw <_§;> [ e—zmu/ u"‘(x —_— Lt’)” du/;
N 0

si 'on observe que y, = 2**'y, y, et y étant deux intégrales corres-

pondantes, on a, en désignant par A et B deux nouvelles constantes, ct

supprimant I'accent de «/,

Yt .

(?3) = Ae—me [ e 2mu 11,"‘(,1.‘ - ll)" du -}~ Beme J e—mu yn (L — lt)" [lll,
0 0
formule identique & celle qui est donnée par M. Serret.
Il est bon de remarquer, en passant, que la premiere forme d’inté-
grale (10), si l'on y fait m =1, revient &

. o u\" .« wu\"
y= z’bAc‘W/ emte gt (-4 — ) du -+ B(—2 )"'e“'/ e E g [ 1 — 3 du
9 2
0 )

ou

”" w\" ” u\"
(24) y=Ae* emtE gt (1 - ——) du -i- Be® / L B ——) due
: 2 9
Jo 2 Jy 9

(A et B nouvelles const.),

et que les deux formes d'intégrales particulieres qui entrent dans cette
expression sont analogues a celles qui sont données par M. Hermann
Hankel dans son Mémoire sur les fonctions cylindriques (Mathematische
Annalen, vol. 1, p. 491). :
La seconde forme (23) revient & celle qui cst donnée par M. Lommel
dans ses Etudes sur les fonctions de Bessel (p. 63); car, si 1'on fait
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m =1, et qu'on remplace 2u par u, il vient

. Axgte~x (% w\" Barexr [/~ w \"
oF 4 — o —u gn \ J —u g n
(25) y= e / emtut( 1 — du — et 1— — - du.

<o - <0

36. Sil'on développe R, en série, on trouve, en supposant 2m =1,
les trois expressions suivantes :

) .
f , (1 -t- 20 UL == 20) (2 == 1) )
Rx’-—— Aj2ert oy I ‘:‘ ot ],
Pl —=9n) Poo(2 =20) (0~ 2n)
i i n nin —u) .
Ry== Ay |1 — NI e
.20 ool il — 1)
JTE == 1) (1 — ) '
— R
(26) LoaLduanion ) (27— ) |
26 { i
nin-+1) 1 (00— re(re==1)(n-—muo) 1
Ry Ay | 1= —— — — - —
i 1 e 1.9 @t
(70 —=2)(n —1)n(n 1100 -=2)(n-=3) 1
- S— — — — e — ‘E-
RPN £

Ao (e )

IS T T I S S B W I T S DN R |
[T 7 £

Ce qui est remarquable, c’est que, lorsque n est un nombre entier,
comme nous le supposons ici, les valeurs de R, et R, sont limitées et
ne different que par un facteur constant. Car si I'on ordonne R; sui-
vant les puissances croissantes de a, on peut éerire
Sooon(n-1)(n+2).. .on
1.2.3...1

n(n—i . . 1.2.3...n -7
S ,(M_*_i)’_. xr—. .. 'l‘(— I)It - xrn .
L2n 1.o.2n2(2n —1) 1250 n(n-4-1)...21

Ry = Ay(—1)" I.2.

d’ou I'on voit qu'on aura R, =1R,, si les conslantes A, et A, satisfont

4 la relation
A= Ay (— )" (n+1)(n-+2)...2n,

remarque que je crois nouvelle. Dans ee cas, les deux solulions particu-
litres de '¢quation (19) sont représentées, 'une par la série infinie R,
développée suivant les puissances croissantes de la variable, et autre
par R,, polynome limit¢ et du degré n.
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Si n n’est pas entier, la fonction R, est, comme R,, une série conver-
gente développée suivant les puissances croissantes de x, tandis que
R;, qui est développée suivant les puissances décroissantes de cette va-
riable, est une série du genre de celles qu’on nomme semi-conver-
gentes.

VII.

QUELQUES CONSEQUENCES RELATIVES A LA FONCTION EXPONENTIELLE.

37. En étudiant les formules ou ¢ntre la fonction exponentielle e,
on arrive 4 quelques conséquences qui méritent d’étre signalées. C'est
une indication que je dois & la bienveillance de M. Hermite, qui m’a
conduit aux résultats exposés dans ce paragraphe et qui s’accordent
avec ceux que ce savant a démontrés dans un Mémoire publié dans les
Comptes rendus des séances de I’ Acadeémie des Sciences (année 1373 ).

erme A

>, qui entre dans la formnule (8 bis),

2 (-1

Considérons I'expression D”(
\ v

§ VI, ct faisons 2m = 1, nous aurons

v

‘ v 2 [ £8
[ — o ——— e - S N
o ! [ ‘ .92 l.fa..'ﬁ—[
(1) D2 )::;: D%

il \ gl
en séparant le second membre en deux parties, nous obtenons
Wy /e® [)” r I I P . k
P el T T e e T T e
(2) I ' iz £ )
_ Du _ ' _ . -
( B 2.8t (1A= 1) \ lP-/c—i—:). (12 +2) (/L—i—d) J’

ce quirevient a

(2bds)




ETUDE DES FONCTIONS DE FOURIER. S. 79

P(x) désignant un polyndome du degré n et S(x) une série infinie de
la forme o + o' + «"x* + .. ..

X

P . : 3 4 .
D’unautre coté, sil’on considere ——; comme le produit de deux fac-

teurs e” ¢t a—*+"Y, on a

'D’II [(3.1" e (n-}—l)]

3 : (n—1) ( .
(3) ot | ptnrny 1 (1~ 1)a (n+2) 4 nip—n){r+yn+2) .r—(”+3)—.-'J,
. / 1.2

ou

o er Q(r)
By B n —_—pk X

(o /)[‘s) D.z‘('l.n-,‘l)“_’(‘r Rl ’

Q(«) désignant encore un polynome du degré n.
Des relations (2bis) et (3dis) on déduit

(Jl (llL+l = ,.7.u—|l '*— S(..Z‘),
et de 14 il vient
P (2) IS (r)
/ - oAl
(4) = QT Ry

expression remarquable de la fonction exponentielle.
Il est facile de conclure de ce qui précede les valeurs de P(x), Q(x)
et S(zx). On a d’abord

l)ll (/ i I . I | + I
e\ et T T T T T TR .nx,
(1) . nin—4un)...(2n—1)
e | (A ) (=) r
.,~—’/I4I I

(e —1)n(n ...(2n0—2)
N (n yn(n 1) ( ) _1_2.,_“'_*_‘,1_”]
1.9

et, par suite,
S P(r)y=—(—n0"n-+1)(rn-+2)...22

: " . nin—ru) s 1.2.3...n 20
> [ - a0 - S P —_— @ s
- o ean(an —r) 1.2.3. .an ’
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puis les relations (3) et (3 bis) donnent

nin—ri) , 1.2.3...2n

—_— _2 W11 =2 — "o
Q(z)=a" I (n+rn)xri4 9 (11+1)(12+?).r (=) 1.2.5...0
ou
Q@)= (—1)%n+1)(n-+2)...20
(6) « [I_ LI nin—ri) e (_])u[ .2.3.. x"“l,
.20 raLan(2n—ru) 1.2.3..2n

d’ou celle conséquence remarquable que Q(x) se déduit de P(z) par
le changement de x en — a5 enfin pour S(x) on a
@ 2 aht

l -
S xT _‘:.D” I - - S -
() Fradaan(n-A-1)| " 17—+ 9 ! (re==2)(re—+3) l (70— 2) (1= 3). . (20 ~1)

it 1 . x -2
—+ 5 e
(70 =2) (e -4=5) (9t 4= ').) (/1 4 ))(/z + >) ()u —|— )) J
ou . .

o 1.2.5...n ’ (n -1 (n—+1)(n-+2 . ]
(7) S(r)=— e Lo,
1.2.3. . (an 1) } (2700 -12) 1.2(278 = 2) (278 ~-0)

série qui se confond avec R, (206), § VI, au facteur 2***+* pres, si ony
change z en — .

38. Au lieu de partir de la différentielle D”( ,M) on peut arriver

aux mémes résultats en partant de I'intégrale définie R, (r1), § VI, ou
de la suivante, que je désigne par I
W2 m

1= / ey (o m - u )" du,

0

et qui devient, quand on faitam =1,

Y
(8) | = / et ()t du.

0

On peut appliquer & cette intégrale, comme 'a fait M. Lommel dans
ses Etudes sur les fonctions de Bessel (p. 51), la {ormule élémentaire

. - hd Fr B
>/(,"""‘“T”F(ll)du.-::——e""“”l. “ ! (" - ) *‘J

o
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Dans le cas actuel on a
F(u)=ur(1t—u)",
et 'on voit qu'aux limites o et 1, on a
F(wu)=9e, F'(u)=o, F'(u)=o, ooy Bl (e) =0

d’autre part, les dérivées d’ordre supérieur & 27 sont identiquement
nulles; il vient donc

1 2n
f ("”"'tl‘*(ll)(/ll___‘.*gg—rzx[F'L(ll) . Frt (w) L F (ll)] ;
0 ( 0

gt pn2 b 2 200+ 1

Comme pour u=o0, ona e * =g, et pouru=t, e =c¢", on peut
éerire

P . ! -
(9) / e R () du = Q'(z) =Pr)es >

r2ntl
=0

Q'(x) et P'(x) désignant comme précédemment des polynomes du
degré n.
On a d’ailleurs, e¢n développant e,

1 p=o

1
. A —1)Pxr
e (1= e) e = e an P (1 — w)du
1.2.3...p '
o <o

(10) P=0

— ](“+l)z (—0)PxPT (0~ p 1) = S(2);

1‘([; =1)l(2n+p—+2)

et de (9) et (10) on déduit

Q'(x)—Pl(ax)e ™

P - S’(-I’-‘),
d’onr
e Q) L, S(2)
(11) ¢ ::l)/(‘l‘)"'_'jr~ - _])'(.Z'),

formule analogue a (4). _
Cette seconde méthode permet de calculer aussi assez facilement les
fonctions P'(x) et Q'(«). Si l'on pose 1 —u=2u', on a

F(u)=ur(1— u)"=u*u'”
Ann. de U’Ec. Normale. 2° Série. Tome XI. S.11
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etle développement du binéme donne

Flu+hy=(u-+)"(1—u—I)yt=(u-- loyru' — hyn

i n nin—uy . ;
e = et e — N2t
I 1.9

nin—1 )y n
4 _______._.)_ D22 Ve i
1.2 I

R el /LN Tt S B

n(n—ru) - -1)n-—=a)
. IR

’ n
= | ' T had =1

nin-—1)

9

v 7 )
A (— 1) Y e e N AL —l~/:” Yl e (=) he

.9

de Ia il vient, si 'on met en évidence les termes qui contiennent 4,
Y/ L

Flu-w-nh)y—...

- non nin—1u1ynin—uy | )
- /I" 72— " ”//r .l_l__ __~________) A SAGRN Il‘)ll”' 2
! r.n ()
non
- — |J” oDy 1 ”’ - ( . I)Il w"
[
o n non(n-——1) ’
-+ /)Il. 1 l L ”/,L i AR 2y ”,” 3
I ! 1 (I
nonin-——1u) 1
- (__4 { )/1 | " !I(/ () = g |
l 1. I
2 /l(ﬁ:_l») 2 - " II—(_I) »i_l)’” ‘
[ .9

Il est bon de remarquer que les premiers termes des polynomes qui
multiplient A*, A"*', ... sont ceux du développement du binome
(¢ —1)"; les derniers se confondent avec ceux de (— 1)* (uw~+1)", et
ce sont ces termes qu’il suffit de connaitre dans la question actuelle.

D’autre part, d’apres le théoreme de Taylor, on a

Flu+0)=F(u)+ ]—‘L F'(w) + ]/I.) By ...+ Y I K
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S.853
et des deux développements de F(x + %) on déduit
Fr(w) non (e —1y nin-—nu)
——_(,_ = == 'y ( i - 't .
1.2.3...n 1 1. 1o
. non
-+ ( — I)ll | S [{"ll” 1} A (=1 ) /l",
11
et n R —u) n
—_— e e e (__ W't — o ( __")u =t 1’
oo ol -+=1) 1 1 [ ) L
Frr2( nin —u) nin —1
e 't — A (=1 d Kl wr3,
Fooco (1) -+9) 1.9 1.2
........................................................... s
20
— — ( — l)”
.2, ..on :

Pour u = o0, ona &' =1; et tous les termes qui dans ces dérivées
contiennent z en facteur s’annulent, ce qui donne

| e ”\’
K N =1,
13 ey,
frr+t (e ) n
3 ==
a3 r) fu=o !
Fri2 () ) n(rn-—r)
_
(A1) (= 2) ey 1.2

de 12 on conclut

W)

N -
: 7
‘II/--‘IL—fl St

1 lL-H-i-2

1.2 ]

. [ 1 n(n 1) I nn—uy(n=-1)(n--2) 1 J
LSt | ——p i —e s
A

ou, en ordonnant ensens inverse et multipliant par x***',

) R ' ) n(n—ri) )
Q)= 123, 2n(—1)" | 1— @+ . .
= ) 1.27¢ 1.2.2n(20—1)

2

2
e ) —
{ ) 1.2.3...2n

i

Pour u =1 on a& = o, el Lous les termes qui contiennent &’ en facteur
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disparaissent, de sorte qu’il vient
- T (u ‘
—_— (l) ] = (—1)%,
| 1.2.3. .0 [ ey
B F/H—I(,/)

12,30 (1)

., 7
' = (1) =,
w=1 1

Fr+2() ) n(n—1i)
- — )t ———
L) () fuey

et par suite

Pl(z) g ( MR n(n+1)  nln—n(n+1)(n+2)
a2n+l = 1.2.9.../1(— I) an+l T 1.l B [.0., s e ]
ou
n n(n—i . 1.2...10
P'(x) =1.2.3...2an(—1)"} 1+ £ -+ ) B T —— " .
I.27 Lada2n(2ne—1) 1.2...2n

On retrouve ainsi, a un facteur pres, les valeurs (5) et (6). D’ailleurs
S'(x) est donnée par la formule (10), et elle ne differe de S(x) que
par un facteur constant et parce que « y est remplacé par — .

39. Proposons-nous de trouver la relation qui existe entre le rap-
P (x)
Q(z)
sente e¢”. Dans son Mémoire sur la série hypergéométrique, Gauss donne
la formule

port

et les réduites successives de la fraction continue qui repré-

[ R % a7 1)
F(ou, 1,p,2) =14 -2 ~( 1) @
it (1)
— l
- ar
(12) ' b
| —
ocr
J —
d.r
’ —
, 1=
\
avec les valeurs suivantes
o == jj-', e IQ‘, z /-) )
(ly 1)
(% -1)y 2~y A1 — )

""" () ((+3)

3o - 0 — )

C I e,
(r A1)y -t-2)
(A=) (1)

T3 (v+4)

/ i m‘m7
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Comme la fonction e est la limite de la série

' " Lk a2 o (ke -0 2
F(/f,l,l,l;—_ :1—}—{‘.'1__;_/_“._“_7“, k(A '_[)({ ﬂ%_i_'_.

> T G
1 A 1.2 & 1.2.3

pour £ =, on peut lui appliquer la formule (12), en remplagant
@€ .1, .

apark, 7 par 1 et @ par - Si I'on porte ces valeurs dans les parties

intégrantes de la fraction continue, en faisant tendre £ vers <o, on

obtient

az =" =7, po— =RV &

1k 1 1.2 k 1.2
o (k+D)ra 2=y . ax
Y S A S A S
o (k2)ax  aw L 3@B—=kx_ 3x
S N S % L A R S oy
oo (ke3) 30 3o WA=k e _ 4
5 6.7 L G.7 YR BT 7%

et de la on conclut

(13) ¥ m — o
L 2
oA
2
I
pa
6
l -
A"
6
[~ ——
10
l —_—
X
10
1 -+
X
=7
14
[ 4
X
1
[

Ay A A A

7 bsio vo 2t 20 2oL Jes réduites consécutives, nous
En désignant par B B B, By ,



S. 86 J. NICOLAS.

avons
z
LV T VT S VR
B, 1 B, 1—z B, ) z’
vt
A, A, TR
[ B,
I — — 4 —
PR D)
2. x? Cor N £
A, TTE T A, T TR e
By x50t B, xrat I ’
TE T T LTS T e

d’un autre coté, en désignant par P,(x) et Q,(x) les polynomes
P(x) et Q(x) du degré n, on a

n - nin—r) ) n(n—1)(n-—2n) 4 oL,
I+ R xXE - —= A I S .
P,(x) r.an Lo (e — 1) L0 0 0120 == 1) [0 =) Lo, 0
Qu(x) L nin—1) Py L
YY) PooL (2 —1) Toraalaan

et, st I'on fait successivement n =o0, n=1, n=2, ..., il vient

| ax [ N ) e
Potey 1 Py 3 P,(x) Cy T )
Q) 7V Qe Qe v )
I _— ")‘ I - ": - ’1—2
d’ol 'on voit qu’on a
’ J\u l)\, (VI') 2\2 l)]( ) ,J\,ﬁ 1)2(,15')
(14) e e A T LA
B() ()4) (\J/') ];z Q] (.[) I;l‘ (\2( vl_')
Lo PII("”) . Azn
et, en général, Tlo = B

40. En supposant n suffisamment grand, et effectuant le quotient
l)lz("‘l")
Qulz)

» on peut obtenir la fonction

" ax axt at
e N i et o 5
1 1.2 1.2.9

+...

avec un aussi grand nombre de termes qu’on voudra.
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Pour qu’en effectuant cette division on trouve le développement

de €%, il faut que les premiers termes des restes successifs soient %

2

4

55 s ~+++» On est ainsi conduit aux relations suivantes

.2’ r.2.3 0 1.2.3.04
qui, si je ne me trompe, n’ont pas été signalées jusqu’a présent :
[ on t
! )
[ 1.an (IR
QN — 1) (1) (e —1) ‘ e T 1
L 3ianian =) (an 9 oo —1)y | .o e e
nirn —a)(n —2) e —1i) T n 1 1
= — e — = S
oo 3ian(on (o — ) oo (o ——1) 1.0 toon .ol 1:2.3.4
an(n—uy(r—aoy(n—3)y(n—"745 - nin—iy(n—a)(n-—3)
Fo B D (o n — ) (= o) (2n =3 (e — ) r.e 3 h o n(an—- 1) (20 —2)(2n —3)
(15) 20( 00— 1) (12— 2) 1 7e( 10— 1) 1 7 1 I
-+ " ; —_ 5 5T = a7 =7
20D 20 (00— 1) (270 == 2) 1.2 Foaeo e (e == 1) 1.2.0 .27 1.2.0.] 1.2.3.4.5
) (=) (n—3)V(n—27) nin —i)y(n—oay(n—3) 1
T3 e (s 1) (2 ) (20— 3 (21— ) teasd fea (o —i1) (e —2(2n-—3) 1.2
7 1) (o) 1 nin —u) 1
S S (o SR I PN oo o -~ 1) 1.2.30]

Ces formules, dans les seconds membres desquelles entre ’expression

.——> semblent étre de deux sortes, les unes applicables au cas ou
)

T.2.9.../

p est pair, et les autres, au cas oli p est impair. Nous verrons dans la
suite comment clles se déduisent d’une seule série de relations ol en-
trent deux parametres ‘

41. Elles subsistent, quelle que soit la valeur de n, pourvu que ce
parametre soit suffisasmment grand. Elles sont encore vrales lorsqu’on
remplace n par — n, et 'on a '

20 (e - 1) (1 9 nirn—+1) 7 T 1
Voo s (1) () f.2.9/0n(2%72 1) r.arn 1.')._1.9.‘5’
(16) (e -1y (70 4= 9) “_n,(n«{h])

a3 o (o 1) (20 + 2) 1o,
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Or, siI'on change n en — n dans les polynomes P,(x) et Q,(x), on
obtient deux fonctions, qui, d’apres la loi de formation des termes,
peuvent se prolonger i 'infini, et il résulte de ce qui précede que le
quotient de ces séries représente la fonction exponentielle. Ces deux
séries peuvent se déduire de R,(26), § VI; car si 'on supprime le
facteur 2*+', et si 'on remplace n + 1 par n, il vient

n 5 n(n-+r1)

Ri=1— a - K
1.on L.2.9n(2n-+1)

2

et, en changeant « en — x, on a

n n(n-+1) . .
Ri=1+ X+ ( : ) a2
r.an r.2.2n0(2n-1)

On peut vérifier sans peine que la fonction exponentielle est égale
au rapport de ces deux séries; car si Uon effectue le produit de R, par

x

e*, on obtient

(17) R 0‘;’_“ - I a . I zt
(17 e a(an-+1) 4 s (2 1) (20 1+-2) 16

bl

expression qui ne change pas lorsqu’on change z en — «; on a donc

“l(,‘:“;:::“ I{ll(f-.:;,
d’ol
(18) % = ]{—1
Ry

Cette relation résulte, d’ailleurs, de 'identité suivante

1 2 1

(19) e / o UE 1(] —_ ”>n»—1 ([,, — / eX(l—=u) 4n "1(1 - ”)n—1 (/l{,
v : ) .
qui donne
/):‘.5’.
@l !
e e w1 — )=ty
1.92.0...p
T ]
er= p=w

1

 (—1)Pxr ’ .
____3______. reEpe-t (.l —— u }/L~ Tdu
:;1.),.....])‘0 : ,

p=0
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e

ou
n==
xPT(n + p) N (0 )
Np+1n(2n-+p) 1+ : ) 14,
(20) et P= _ 1.2n 1.2.2n(2n 1)
- T p=e —
E(—w"‘”““iﬂ') 1— g 'l(n(+l)+) ..
- 1.2 1.2.2n(2n 41
T'(p-+=1)'(2n-+p)
- (r )L(2n - p)

42. Dans les formules précédentes, il n’y a qu’un seul paramétre ar-
bitraire n. Mais si, au lieu de I'tdentité (19), on part de la suivante
1

2 1
(=21) e* [ ettty — )t du = [ ert—u) @1 (¢ — y)*~'du,

) 7y

et si 'on observe qu'on a

Wl

/ exit=1 gt~ (1 —u)*tdu
0

S e

Z . \
= —_— [ W (10— w)*rr=tdu
2.3,
n.0
p=w

' o T(B)T(sp)
Z 1.2.3...p T(2+ B+ p)
p=0

_T(=)T(B) N a(e~+1)(a+2)...(«+p—1) or
Tl (a+B) l):ol.ia.3...[)(a+ﬁ)(cc+F‘S—i—t)...(d—l—ﬁ—}—])—l) ?

1
f e T =1 (1 — u)*~tdu
0

Il'-‘—w . 1
== 2 (=nrar ].)p'vp f ub+P=1(1 — u)*'du
1.2.3...pJ,

p =0
,_rmr(m”g“ (—1)7B(E+1).. .(B+p—1) -
T T(e+B) 1.2.3...p(a+B)(e+B+1).. . (a+B+p—1)" "’
pP=0
on en conclut
" o 2 a(a—+1) 2% 4
) . 1(a—+B) 1.2(a~+B)(a+B+1)
N CE) P
L(a+f) 1.2(a+B)(e+B+1)

Ann. de U'Ee, Normale. 2¢ Série. Tome XI. S.12



S.QO J. NICOLAS. — ETUDE DES FONCTIONS DE FOURIER.

formule qui n’est autre que la relation (4), § 26, du Mémoire de

Kummer (').
Le quotient des deux séries infinies ( 22) devant étre

a P
e ey
I 1.2

si 'on effectue la division, on voit qu’on doit avoir les relations

% (%4 1) BB 41 R S
T.o(2 - B)(a—4 BA-1) 1.o(z—43) (o041 (% 8) 1.2
% (%~ 1) (2= 2) o B+ (B A42)
1.3+ B)(2+B-4-1) (2% -+ & -+ 2) 1.2.3(% 4 B) (% B -1) (% 4§ ~-2)

ST L6 il R N U
Pz - B) (%= B 1)1 A 5 B VR R PR

% (% —=1) (2% = 2) (% 3) BB 1) (B-t-o) (B3 B )

1234z 1)(atf2) (245 +3) 123804 B) (%11 (%A= A=) (% 4 3 4= 3)

B0 (B+42) ! BB -0 L S

. 1.2.3(% 4= B) (%4 B +1)(x--P--2) 1 fo2(2 - 8) (%= B 1) 1.2 o823

qui donnent les formules (16) lorsqu’on y fait o= == r.

(1) Journal e Crelle, t. 13,



