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LE PROBLEME DE LEHMER RELATIF
EN DIMENSION SUPERIEURE

PAR EMMANUEL DELSINNE

RESUME. — Nous généralisons en dimension supérieure un théoreme d’Amoroso et Zannier concer-
nant le probléme de Lehmer relatif. Nous minorons la hauteur d’un point d’un tore en fonction de son
indice d’obstruction sur Q*?, ’extension abélienne maximale de Q, a condition qu’il ne soit pas contenu
dans une sous-variété de torsion de petit degré. Nous en déduisons une minoration du minimum essen-
tiel d’une sous-variété non contenue dans un sous-groupe algébrique propre en fonction de son indice
d’obstruction sur Q*°. Nous montrons ainsi, & un epsilon pres, les conjectures les plus fines qui peuvent
étre formulées dans ce cadre.

ABSTRACT. — We generalize in higher dimension a theorem of Amoroso and Zannier concerning
the relative Lehmer problem. We obtain a lower bound for the height of a point in a torus in terms of
its obstruction index over Q°, the maximal abelian extension of Q, provided that this point does not
lie in a torsion subvariety of small degree. We deduce a lower bound for the essential minimum of a
subvariety not contained in a proper algebraic subgroup in terms of its obstruction index over Q*>. We
prove up to an epsilon the sharpest conjectures that can be formulated.

1. Introduction

Nous nous proposons dans cet article de poursuivre I’étude du probléme de Lehmer dans
un tore, amorcée par F. Amoroso et S. David dans [2] et [4]. Soit » un entier naturel non nul.
Nous considérons le plongement « naturel » de G}, dans P™. La hauteur (normalisée) d’un
point & = (o, ..., a,) € G (Q) est donc la hauteur de Weil logarithmique h(a) du point
projectif (1 : a1 : ... : a,). Cette hauteur est nulle si et seulement si e est un point de torsion,
c’est-a-dire un point dont les coordonnées sont des racines de ['unité. Le probléme de Lehmer
consiste a déterminer la minoration optimale de la hauteur h(a) si & n’est pas de torsion.

Dans le cas n = 1, le probléme de Lehmer « classique » est le suivant :
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982 E. DELSINNE

CONJECTURE 1.1. — Il existe un nombre réel c strictement positif tel que, pour tout
a € G, (Q) quinest pas une racine de I'unité, on a
c
ha) > ————.
[Q(a) : Q]
Si I’on ne suppose rien de plus sur «, c’est la meilleure minoration possible étant donné

que h(2'/%) = (log 2)/d. Dans cette direction, le meilleur résultat a ce jour est la minoration
de E. Dobrowolski [12] :

ha)> —© ( log(3[Q(e) : Q]) )3
~ [Q(a) : Q] \oglog(3[Q(e) : Q) /
ou c est un réel strictement positif. Par la suite, F. Amoroso et U. Zannier montrent dans [6]
que ’on a le méme type de minoration en remplagant le degré total [Q(«) : Q] de « par le
degré «non abélien » de o, c’est-a-dire [Q*P(a) : Q2P], on Q2P désigne I’extension abélienne
maximale de Q : c’est le probléme de Lehmer « relatif ».

Par ailleurs, dans [2], F. Amoroso et S. David énoncent une conjecture qui est I’analogue
en dimension supérieure du probléme de Lehmer. L’invariant a considérer en dimension su-
périeure n’est plus le degré, mais une notion plus géométrique : 'indice d’obstruction.

DEFINITION 1.2. — Soient a € G%,(Q) et K un sous-corps de Q. On appelle indice d’obs-
truction de o relativement 4 K (ou sur K) et on note wx (a) le plus petit degré (') d’une hy-
persurface de G}, définie sur K contenant .

La conjecture peut alors se formuler ainsi :

CONJECTURE 1.3. — Soit n un entier naturel non nul. Il existe un nombre réel c(n) tel que
pour tout a € G (Q) a coordonnées multiplicativement indépendantes, on a

o c(n)
)= wo(a)’

La version « relative » de cette conjecture correspond a celle ou ’on remplace wg(cx) par
wgab (o). Notons que 'on ne peut, dans cette conjecture, faire '’économie de ’hypothése
d’indépendance multiplicative des coordonnées de « : il suffit de considérer le point g =
(21/e, ... 214 d € N*, dont la hauteur peut étre arbitrairement petite et qui vérifie, dés
que n > 2, wo(ag) = weeb(aq) = 1. Rappelons également que faire cette hypothese équi-
vaut a supposer que a n’appartient a aucune sous-variété de torsion, c’est-a-dire une réunion
de translatés de sous-tores stricts par des points de torsion. Dans [2], F. Amoroso et S. Da-
vid montrent I’analogue du résultat de E. Dobrowolski, puis dans [4], une version « semi-
relative » :

THEOREME 1.4. — Pour tout entier naturel n non nul, il existe des nombres réels strictement
positifs ¢(n), k(n) et p(n) ne dépendant que de n et effectivement calculables tels que la pro-
priété suivante soit vraie.

() Le plongement de G?, dans P™ ayant été fixé, on entend par degré d’une sous-variété de G?, le degré de son
adhérence de Zariski dans P™.
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Soient 1L une extension cyclotomique de Q et o un point de G* (Q). Si

-1
h(a) < (e(n)wy (o) (log(3[L : Qlur(@)))*™)
alors il existe une sous-variété de torsion B définie sur 1L et contenant « telle que
(deg B)'/«0dim(B) < ¢(n)wy () (log(3[L : Qlup(a)))H™.

Dans ce résultat, la dépendance en le corps I n’est pas satisfaisante car le degré [L : Q]
peut étre pathologiquement grand par rapport a wy, () (en particulier lorsque [L : Q] n’est
pas polynomial en wy,(a)). Nous montrons ici que I’'on peut se défaire de cette dépendance.
Avant d’énoncer les résultats principaux, nous posons, pour tout n € N*,

k1(n) =3 (2(n+1)*(n + 1)!)”, ka(n) = nk1(n),
n—3

m(n):(n_n!(ziﬂ), n2(n) =m(n)+n—1
i=0

et
p(n) = 8n! (2(n + 1)*(n + 1)!)" .

THEOREME 1.5. — Pour tout entier naturel n non nul, il existe un réel strictement positif
c1(n) ne dépendant que de n et effectivement calculable tel que la propriété suivante soit vraie.
Soit a € G (Q). Si

-1
h(a) < (e1(n)wges (o) (log(3wgen (@)))™ ™)
alors a est contenu dans une sous-variété de torsion B telle que
(deg B)Y/«tm(B) < ¢ (n)wgan (0)™ ™ (log(3wgas (x)))H ™).

Il semble raisonnable de conjecturer que ’on peut obtenir le méme résultat en remplagant
n1(n) par 1, quel que soit n (ici, n1(n) est majoré par 4(n — 1)! et ona n; (1) = n2(1) = 1).
Malheureusement, le schéma de la preuve que nous utilisons (une récurrence sur n) ne nous
permet pas d’obtenir un tel exposant.

Par un simple argument d’algébre linéaire, on montre que pour tout sous-corps K de Q
on a I'inégalité

wi (a) < n[K(a) : K]Y/™.
Par conséquent, il devient possible d’obtenir une forme « faible » du théoréme 1.5 (comme
corollaire immédiat de celui-ci) en remplagant I'indice d’obstruction par une racine n-i€éme
dudegré. On peut en fait en déduire un résultat plus précis concernant le produit des hauteurs
des coordonnées de o en fonction du degré :

THEOREME 1.6. — Pour tout entier naturel n non nul, il existe un réel strictement positif
co(n) ne dépendant que de n et effectivement calculable tel que la propriété suivante soit vraie.
Soit a = (g, ..., o) € G™(Q). Si

n

[T 7 < (e2(m)[Q (@) : @*)(10g(3[Q™ (@) : @*]))==(M)

i=1
alors a est contenu dans une sous-variété de torsion B telle que

(deg B)/**4m(B) < 3 (n) Q> () : Q] (log (30 (a) : Q).
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984 E. DELSINNE

Comme le signale le rapporteur de Iarticle, en effectuant en détail les calculs dans les dé-
monstrations, le lecteur est quasiment amené a calculer les valeurs des constantes ¢ (n) et
c2(n). Nous regroupons en annexe des valeurs indicatives pour les constantes utilisées au
cours du texte et celles-ci nous permettent d’affirmer que I’on peut prendre

c1(n) = exp <64nn! 2(n+1)>%*(n+ 1)!)2n> et ca(n) = (2n%)" exp (64n2n! 2n+1)>*(n+ 1)!)2n) .

Enfin, nous pouvons déduire du théoréme 1.5 un résultat concernant le minimum essen-
tiel ji*5(V) d’une sous-variété V, défini comme étant la borne inférieure des réels 6 > 0 tels
que I'ensemble des points de V' de hauteur majorée par 6 est Zariski dense dans V. Nous
obtenons ainsi :

COROLLAIRE 1.7. — Soit V une sous-variété de G}, qui west contenue dans aucun sous-
groupe algébrique propre de G.,. Alors

(V) 2 (ealn)wgan (V) (log (g (V)2
ot cz(n) = c1(n)(dim(V) 4+ 1).

Ce corollaire généralise le théoréme principal de[11], ot un tel résultat est démontré pour
les sous-variétés de codimension 1.

REMARQUE 1.8. — Il est possible d’énoncer les mémes résultats que précédemment en
remplagant Q2" par K2 ou Kb désigne ’extension abélienne maximale d’un corps de
nombres K quelconque. Dans ce cas, les constantes dépendent alors de n et de K. Il suffit
pour cela de procéder a la maniére de [60], en substituant a ’ensemble des nombres premiers
un ensemble d’idéaux premiers (voir le début du paragraphe 2 de [6]). Afin de ne pas alour-
dir les notations, nous démontrons les résultats pour Q*", mais les démonstrations sont
exactement les mémes dans le cas de K2P.

Le plan de cet article est le suivant. Dans le paragraphe 2, nous précisons tout d’abord les
notations que nous utiliserons et montrons quelques lemmes préliminaires. Puis nous pas-
sons, dans le paragraphe 3, a la preuve du théoréme 1.5, dont le schéma s’inspire naturelle-
ment de celle du théoréme 1.4 (schéma classique d’une preuve de transcendance), avec ce-
pendant des différences notoires. A la différence de [4], nous devons prendre en compte les
premiers qui sont ramifiés dans I’extension abélienne I, ce qui nous oblige a effectuer une di-
chotomie entre les premiers « peu » et « trés » ramifiés, a la maniere de [6]. Pour les premiers
peu ramifiés, la transcendance est semblable a celle de [4], mis a part le fait que nous devrons
utiliser un théoréme de Siegel « absolu », afin d’éviter toute dépendance en L. La suite de la
transcendance s’en trouve alors modifiée. En ce qui concerne les premiers trés ramifiés, nous
utiliserons un argument de déterminant, qui s’inspire de [5] et de [1] et qui a I’avantage d’évi-
ter I'utilisation d’un lemme de Siegel. Nous combinons alors ces deux résultats pour montrer
que, si la hauteur de « est petite (en fonction de wy,(v)), il existe soit un multiple ! de
pour lequel I'indice d’obstruction wy (') sur L est pathologiquement petit, soit un multiple
! de o pour lequel I'indice d’obstruction WL/ (all) sur un sous-corps strict ;) de IL est
du méme ordre de grandeur que wy, (). Comme dans [2] et [4], cette proposition ne suffit
pas pour conclure ; il nous faut utiliser un argument de descente, que cette dichotomie rend
particuliérement technique (paragraphe 4). Enfin, dans le paragraphe 5, nous démontrons le
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LE PROBLEME DE LEHMER RELATIF EN DIMENSION SUPERIEURE 985

théoréme 1.5 en procédant par récurrence sur n, la dimension du tore ambiant, et en dédui-
sons les théoréme 1.6 et corollaire 1.7. De plus, nous donnons en annexe des valeurs (non
nécessairement optimales) pour toutes les constantes rencontrées dans le texte, desquelles
nous déduisons les valeurs citées précédemment pour ¢; (n) et ca(n).

Remerciements. — Je remercie Francesco Amoroso pour m’avoir suggéré ce probléme, ainsi
que pour les nombreux conseils qu’il m’a prodigués tout au long de ’avancée de mes re-
cherches. Je tiens également a remercier chaleureusement Gaél Rémond pour I'intérét qu’il
a porté a mon travail et pour ses indications qui ont contribué a finaliser celui-ci. Enfin, je
souhaite exprimer ma gratitude envers le rapporteur anonyme pour sa relecture minutieuse
de larticle, qui a permis de clarifier et de préciser certains points de ce texte.

2. Notations et préliminaires

Nous fixons Q, une cloture algébrique de Q, que nous plongeons dans C.

2.1. Géométrie
Soit n un entier naturel non nul. Dans toute la suite nous fixons le plongement naturel

L G» — P”

m

a=(ay,...,an) — (Liag ... ap).

Ainsi, les sous-ensembles algébriques de G} peuvent étre vus comme des ensembles algé-
briques de P" en considérant leur adhérence de Zariski dans P™. Nous dirons qu’un ensemble
algébrique (ou fermé de Zariski) est défini sur un corps K C Q s’il est stable sous I’action de
Gal(Q/K). En d’autres termes, cela signifie que son idéal de définition peut étre engendré
par des polynomes a coefficients dans le corps K. Le corps de définition d’un ensemble al-
gébrique sera le plus petit sous-corps de Q sur lequel il est défini. Une variété désignera un
ensemble algébrique irréductible sur son corps de définition. Nous dirons qu’une variété est
géométriquement irréductible si elle est irréductible sur Q. Nous rappelons la définition de
Uindice d’obstruction d’un ensemble algébrique :

DEFINITION 2.1. — Soient Z C G, un ensemble algébrique et K un sous-corps de Q. On
appelle indice d’ obstruction de Z relativement a K (ou sur K) et on note wg (Z) le plus petit
degré d’une hypersurface de G}, définie sur K contenant Z.

Soient K un sous-corps de Q et Z un ensemble algébrique. Nous noterons Zx I’ensemble

algébrique constitué des conjugués de Z au-dessus du corps K :
Zgk= |\ oz
oc€Gal(Q/K)

Il est clair que wg (Z) = wik (Zk).

Si Z est un ensemble algébrique de G, plongé dans P™ alors Z ¢ {X, = 0}. Nous tra-
vaillerons donc dans la carte affine correspondante pour définir la multiplicité d’annulation
d’un polynéme sur Z. Pour A € N”, nous noterons 9» ’opérateur différentiel

g L (2 . (9
7 axy oxy )’
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986 E. DELSINNE

ou Al = Ay!--- A\l On dit que P € Q[X] s’annule avec multiplicité T sur Z si Ox(P) est
identiquement nul sur Z pour tout A tel que |A| < T — 1.

Soient L et T deux entiers naturels non nuls. Nous désignerons par £k (Z, T, L) le sous-
espace vectoriel de K[X] constitué des polynémes s’annulant sur Z avec multiplicité supé-
rieure ou égale a T et de degré inférieur ou égal a L. Il est clair que
Ex(Z,T,L) = Ex(Zk,T,L).

Nous noterons
L+n

Hy(Z,T,L) = ( N

) — dimg (Ex(Z,T, L))

la valeur en L de la fonction de Hilbert de Z avec multiplicité T" sur K.
Soit V une variété. Nous noterons Gy son stabilisateur, c’est-a-dire le sous-groupe algé-
brique de Gj, défini par
Gy={z Gy, aV=V}=[)]z'V,
zcV

et GY, la composante neutre de celui-ci (c’est-a-dire la composante géométriquement irré-
ductible contenant (1,...,1)). Nous disposons des propriétés suivantes :

— pour toute composante géométriquement irréductible W de V on a
G(v)sz?,etGW CGy;

— toutes les composantes géométriquement irréductibles de V' ont le méme stabilisateur ;
— la dimension du stabilisateur satisfait 'inégalité

2.1 dim(Gy) < dim(V) ;
— 81 V est géométriquement irréductible, alors
(2.2) V est un translaté de sous-tore <= dim(Gy ) = dim(V).

Soient V' une variété et K son corps de définition. Nous aurons besoin par la suite de tra-
vailler avec de « bons » entiers associés a V', c¢’est-a-dire des entiers [ pour lesquels le degré de
V a «un bon comportement » lorsqu’on applique a V' le morphisme de multiplication par I.
Soit W une composante géométriquement irréductible de V. Nous définissons un ensemble
d’entiers exceptionnels associés a 'V :

Eee(V)={l €Z, 31 € Gal(Q/K),W # W et [[|W = 7[I|W}
U {l € Z, I n’est pas premier & |Gy /G |}
Etant donné que le groupe de Galois Gal(Q/K) agit transitivement sur ’ensemble des com-
posantes géométriquement irréductibles de V' et que toutes ces composantes ont le méme

stabilisateur, on vérifie aisément que cette définition ne dépend pas du choix de W ; son in-
térét réside dans la proposition suivante :

PROPOSITION 2.2. — Soient V une sous-variété de G? et l, I’ deux entiers.
1. Sil & Eexc(V) alors on a
deg([l]V) > deg(V).
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2. Sil &€ Eexo(V) et V nest pas une réunion de translatés de sous-tores alors on a
deg([1]V) > ldeg(V).
3. Sil g Eexc(V) etl' € Eoxc([l]V) alors ll! € Eexc(V).

4. Nous disposons de la majoration

dimV +1

| Eexc(V') N {p premier}| < g2

log deg(V).

Démonstration. — 1l est clair que, par la définition de Fex.(V), sil € FEex (V) alors la
variété [I]V posseéde autant de composantes géométriquement irréductibles que V. De plus,
pour chacune de ces composantes W, on dispose, grace au lemme 6 de [13], de 1’égalité

ldim(W) ldim(W)—dim(GW)

= Tker[]] N G| deg(W) = [ker[] N (Gw /G%)] deg(W),

ou I’on a encore noté [I] le morphisme de multiplication dans le tore quotient G% /GY,. Or,
sil & Eex.(V) alors [ est premier a |Gy /GY| et ker[l] N (Gw /GYy,) est trivial. Ainsi, on a

deg([l]W) = (dim(W)—dim(Gw) deg(W).

deg([[]W)

On obtient alors facilement 1 et 2 a I’aide des propriétés (2.1) et (2.2).

Sil & Eexe(V) etl! € Eexc([l]V), alors pour tout 7 € Gal(Q/K) tel que W # 7W, on
a )W # r[l]W et ainsi [I']([[|]W) # 7[I']([[]W) car [[]W est une composante géométrique-
ment irréductible de [I]V, dont le corps de définition est un sous-corps du corps de définition
K de V. De plus, on a toujours Gyw = [|Gw C Gw, Glyy, = ([JGw)° = Gy et donc
(Guw/Glyw) = (lIGw/GY). Comme [ est premier a [Gw/GY|, on a
(Gw/GY%) = ([[IGw/GY%,) et ainsi I est premier & |Gw /GY;|, donc le produit 1I' 'est
également et ll' € Foxo (V).

Enfin, il y a au plus log(|Gw /GY,|)/log 2 nombres premiers qui divisent |Gw /GYy,| et
I’on a

|Gw /G| < deg(Gw) < deg(W)Hm(W)+1

ou la derniére égalité est obtenue a I’aide du théoréme de Bézout (voir [2] page 152). De plus,
le lemme 2.3 (i1) de [2] (ou 'on remplace Q par le corps de définition de V') implique que
I’ensemble des nombres premiers p tels qu’il existe 7 € Gal(Q/K) tel que W # 7W et
[p]W = 7[p]W est de cardinal au plus log k/log 2 ou k est le nombre de composantes géo-
métriquement irréductibles de V. Ainsi on dispose de la majoration

dimW +1 logk di 1
imW + log deg(W) + og < imV +
log 2 log 2

car deg(V) = k deg(W). O

| Eexe (V) N {p premier}| < log deg(V)

Voici maintenant deux lemmes concernant les indices d’obstruction d’une variété.

LEMME 2.3. — Soient K un sous-corps de Q et Z un ensemble algébrique. On a I'équiva-
lence :
E(Zk,T, L) = {0} <= &k (Zk,T,L) = {0}.

En particulier wi (Z) = wg(Zk).
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Démonstration. — L'implication directe est triviale, montrons la réciproque. Soit
f € &u(Zk,T, L) non nul; nous pouvons supposer que I'un de ses coefficients est égal
a 1. Soit IF une extension galoisienne de Q contenant K et les coefficients de f. Le polynome
f étant identiquement nul avec multiplicité T sur tous les conjugués de Z au-dessus de K, il
en est de méme pour les polynomes f7, ou o € Gal(F/K). Donc le polynome
g= >,  f
oceGal(F/K)
est lui aussi identiquement nul avec multiplicité 7" sur Zx . De plus son degré est inférieur ou
égal a celui de f et il n’est pas nul car I'un de ses coefficients est égal a [F : K]. Enfin, par
construction, il est a coefficients dans K, d’ou g € Ex(Zk,T, L) et Ex(Zk, T, L) # {0}.
Remarquons que, pour tout corps K’ C Q,ona L < wi/(Zx) & Ex/(Zk,1,L) = {0}.
On en déduit wx (Zx) = wg(Zk) et, comme wi (Z) = wk(ZKk), on a wk(Z) = wg(Zk).
O

LEMME 2.4. — Soient K un sous-corps de Q, W un ensemble algébrique et Z une variété de
G}, On suppose que Z contient tous les conjugués de W au-dessus de K. Alors

wK(W) < n(deg Z)l/codimZ‘

Démonstration. — Par hypothése Z contient Wx donc wg(Wk) < wg(2); le lemme 2.3
implique donc wx (W) < wg(Z). Or par un résultat de M. Chardin (voir le corollaire 2 du
chapitre 1 et 'exemple 1 de [9]), on a wg(Z) < n(deg Z)'/codimZ, O

Enfin, nous noterons ker[p] ’ensemble des points de p-torsion, c’est-a-dire ’'ensemble des
points dont les coordonnées sont des racines p-iémes de 'unité, ce qui correspond au noyau
du morphisme d’é¢lévation a la puissance p dans GJ%,. Si V' est une sous-variété de G}, nous
noterons

ker[p] - V = U ¢V.

¢€ker[p]

2.2. Arithmétique

Soit F un corps de nombres; nous noterons Op (resp. Mp) son anneau d’entiers (resp.
I’ensemble de ses places).

Soient p un nombre premier et A un anneau; nous désignerons par v/pA I'idéal de A
constitué des éléments dont la puissance p-iéme appartient a 1’idéal engendré par p :

VpA={ye A|~* € pA}.

Soient L une extension abélienne de Q et p un nombre premier. Nous noterons e, (LL) I'in-
dice de ramification de p dans L et ¢, € Gal(LL/Q) le morphisme de Frobenius défini dans
le lemme suivant :

LEMME 2.5. — Soit (71 - - - m,.)¢»V) la décomposition de p dans Oy. Alors il existe un élé-
ment ¢, du groupe de Galois Gal(L/Q) tel que pour tout entier algébrique v € L, on a

(2.3) ¢py =" mod my -y

Démonstration. — Voir le lemme 3.1 de [6]. O
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Par abus de notation, nous poserons ¢; = Id et e; (L) = 1.

Supposons maintenant que le premier p est ramifié dans L. Par le théoréme de Kronecker-
Weber, le corps L est inclus dans une extension cyclotomique ; soit m € N* minimal tel que
L C Q(¢m), ou ¢, désigne une racine primitive m-iéme de I'unité. Alors p est ramifié dans
Q(¢m) donc p divise m. Nous posons

Lp) = Q(¢myp) N L.

Si p? divise m, alors [L : L(,)] = p par minimalité de m. Sinon [L : L(,)] > e, (L) car p n’est
pas ramifié¢ dans LL,). Nous avons ainsi

2.4 [L: L] > min (p, ep(L)) .
Par ailleurs nous avons la congruence suivante :

LEMME 2.6. — Soient 1L une extension abélienne et p un nombre premier ramifié dans L.
Alors pour tout o € Gal(IL/IL)) et touty € Op ona

(2.5) oy=v mod /pOL.

Démonstration. — Soit m le plus petit entier tel que L C Q((,,), ou ¢, est une racine
primitive m-ieme de I'unité. Alors O C Ogq(c,.) = Z[(m] et, pour tout v € O, il existe
P e Z[X] tel que v = P((y). Par définition, on a L,y = Q(¢m/p) NL, donc tout
o € Gal(L/L,)) est la restriction a L d’un élément 6 de Gal(Q(¢m)/Q(¢myp))- Alnsi,
par le petit théoréme de Fermat,

o7 = 69" =6(P(Cm))” = P(6¢]) = P(() = (P(Cm))? =" mod pZ[(m]
et finalement
oy=v mod y/pOy. 0

Nous utiliserons a plusieurs reprises le lemme d’approximation suivant :

LEMME 2.7. — Soient K un corps de nombres, vy une place ultramétrique de K et vy, . . . ,Yn
des éléments de K. Alors il existe un éléement 3 € Og tel que Bv1,...,0v, € Ogk et
|8luy = max{1, [71luy, - -5 [nluy } "

Démonstration. — Fixons une place archimédienne quelconque @ et notons X ’ensemble

fini :

Y={veMyg|vtooet max{l,|vi|v,---,|Vnlo} > 1} U{vo}-
Pour toute place v € X, notons 6, I'inverse de I’élément de {1,~1,...,~v,} de valeur absolue
maximale en v. D’aprés le théoréme de [8, chap II, 15, p. 67] il existe un ¢lément 3 € K tel
que

1B =0y < max{1,|vi|v,---,|[mlo}~! pourtoutv € %,
{Iﬂlvél siv ¢ SU (o).

En utilisant I'inégalité ultramétrique, on en déduit

1Bl = max{1L, [¥1]|v,---,|Vnlv} ' pourtoutv € X,
1Bls <1 siv g DU {5}
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En particulier, pour toute place finie v de K on a ||, < 1 (donc 8 € Ok) et pour tout

i € [1,7n],|B87ils < 1(donc Bvy; € Ok). Enfin,onabien |3, = max{l, [1]vy;- - -» [Ynlvo }
car vy € X. Le lemme est donc établi. O
2.3. Hauteur

La hauteur considérée est la hauteur de Weil logarithmique et absolue, dont nous rappe-
lons rapidement la définition. Soient ¢ € P™, (xg : z1 : --- : &) un choix de coordonnées
homogeénes pour «, F un corps de nombres contenant xg, z1, . . . , £, et v une place de F nor-

malisée de fagon usuelle (a savoir : si v|p alors |p|, = p~! et 2|, = 2 si v|oo). On pose
”w”U = max{|:1:0|v, ey |wn|v}

Alors la hauteur de « est le réel positif défini par

v FQ)
he) = 3 g el

La hauteur d’un point o de G” (Q) est alors la hauteur du point projectif correspondant :
h(a) = h(v(v)).

Enfin, si F' est un polynéme, on note h(F) (resp. | F||,) la hauteur (resp. la norme v) de la
famille de ses coefficients.

3. Transcendance

Nous fixons maintenant L., une extension abélienne de Q de degré fini. Afin d’obtenir une
minoration indépendante du degré de I’extension abélienne IL sur QQ, nous devons considérer
pour la transcendance tous les premiers de L, ramifiés ou non, a la différence de [4]. Nous
allons donc effectuer une dichotomie, selon qu’un premier sera « peu » ou « trés » ramifié
dans IL (cela sera clairement quantifié par des parameétres dans la suite). La transcendance est
alors tres distincte dans les deux cas. Nous traitons d’abord le cas de grande ramification, puis
celui de petite ramification et énongons dans un troisiéme temps un théoréme qui synthétise
les deux cas et permet d’aborder la descente au paragraphe suivant.

3.1. Transcendance dans le cas de grande ramification

Nous allons montrer que si la hauteur de a est suffisamment petite et s’il existe un pre-
mier p ramifi¢ dans une extension abélienne L alors I'indice d’obstruction wy, , (a?) de o”
sur le sous-corps LL(,,) de L est du méme ordre que celui de a sur L. Pour cela, nous utilise-
rons la congruence donnée dans le lemme 2.6 et le fait que si ¢ est un point de p-torsion alors
¢ et a sont proches v-adiquement pour toute valuation v divisant p. Puis nous exploiterons
ces propriétés métriques dans un déterminant bien choisi afin de minorer la hauteur de « en
fonction de certaines valeurs de fonctions de Hilbert. Enfin, en supposant que la hauteur de
« est petite, nous en déduirons la non-nullité des espaces vectoriels correspondants, ce qui
nous permettra de construire une variété dont le degré réalise wy, , (aF).

Nous utilisons tout d’abord la congruence établie dans le lemme 2.6 pour démontrer le
lemme suivant, qui va permettre d’extrapoler par la suite.
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LEMME 3.1. — Soient a € G (Q), L une extension abélienne de Q et p un premier ramifié
dans IL. Soient F € Eg({a}L, T, L) et v une place de Q divisant p. Alors pour tout conjugué é
de o au-dessus de L, pour tout T € Gal(Q/Ly)) et pour tout ¢ € ker[p] ona

[FT(C@)ly < p~TPIFT o lle(e)ly-

La démonstration de ce lemme s’inspire de la preuve alternative d’U. Zannier ([21]) pour
généraliser le lemme clef de E. Dobrowolski en dimension supérieure (théoréme 3.1 de [2]),
et contourner le fait que dans ce cas les anneaux de polyndmes ne sont plus principaux.

Démonstration. — Nous supposons que F' est non nul, sinon le lemme est trivial. Remar-
quons tout d’abord que, grace au lemme 2.7, quitte a multiplier F' par un nombre algébrique,
on peut supposer que F est a coefficients entiers algébriques et | F7||, = 1. Par symétrie, il
suffit d’effectuer la démonstration pour & = . Nous supposerons de plus, dans un premier
temps, que a est a coordonnées enticres.

Soit F une extension galoisienne de QQ contenant le corps L, les coefficients de F', les co-
ordonnées de cx et les racines p-iemes de I'unité. Soit Op, (resp. O, ) 'anneau des entiers du
complété de F (resp. L) par rapport a v. D’apres [19, Prop. 12, p. 66], O, est monogene sur
O, :ilexiste § € O, tel que Op, = O, [d]. En particulier, pour tout ¢ € [1,n], il existe

a; € O, [X] tel que
a; = CLl((S)

Considérons maintenant 7 € Gal(Q/L,)); il induit un élément de Gal(F,/ Lp,) que
nous noterons encore 7. La congruence (2.5) se prolonge a O, :

(3.1) Vy€e Oy, 7ty =+ mod y/pOL,.
Pour tout ¢ € [1,n], posons
B = a7(9)

de sorte que
(3.2) Bi =a; mod +/pOp,.

Remarquons que 9x(F) € Op[X]. Nous allons montrer que pour tout polynome
H € Op[X] nul en {a}1, avec multiplicité au moins ¢, on a

? t
(3.3) H™(8)=0 mod ({/p0s,) .
Soit A € O, [X] le polyndme minimal de § sur L, et soit s la plus grande puissance de A
divisant G = H(as, ..., a,); montrons que s > t. La dérivée G(*) n’est pas divisible par A.

Or le polyndme G(*) appartient a I'idéal engendré par

{oatE)(ar, - an) , N < 5}

donc il existe un n-uplet A € N™ avec |A| < s tel que Ox(H)(a1, ..., a,) ne soit pas divisible
par A. Cela signifie qu’il existe o € Gal(F, /LL,) tel que

ON(H)(aF,...,al) =0x(H)(a1(69),...,a,(67)) # 0.
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Puisque H est nul en {a}y, avec multiplicité au moins ¢, on en déduit |A| > ¢ donc s > ¢.
Ainsi, on vient de montrer que A’ divise H(ay, ..., a,) dans F,[X] donc dans O, [X]. On
peut alors écrire

H™(a7(X),...,al(X)) = RM(X)(A"(X))", Re€ O, [X].

r'n

En évaluant en § dans cette équation et en tenant compte du fait que, par (3.1),

AT(8)=A@0) =0 mod 1/pOr,,
on obtient (3.3).

Sil’on applique (3.3) a H = Ox(F) ett = T — ||, pour un n-uplet quelconque A vérifiant
|A] < T, on obtient

(3.4) OA(F)"(8)=0 mod ({/pO,)
Enfin, par la formule de Taylor, on a

FT(a) = > (Ca—B)*ox(F)"(B),

|A[=0

T—|A|

ou (Ca — B)* = T (i — Bi)Ni. Or, pour tout ¢ racine p-iéme de I'unité, ona & = 1
mod {/pOp,. D’ou, avec (3.2), (Ca — B)* =0 mod ({/pOF,) M On en déduit avec (3.4)

F"(¢a) =0 mod (\P/p(’)]pu)T

et le lemme est ainsi démontré sous I’hypothése que o, . . . , a,, soient des entiers algébriques.
Dans le cas géneral, on se ramene, comme dans [2] et [4], au cas précédent en utilisant le
lemme 2.7. Ce dernier affirme qu’il existe € O tel que
fay,...,00, € Of
et

0], = max{1, a1y, .-, |an]o} L

Le polynome

- X1 X
F(Xo,.... X, =XLF<—,...,—"> Or[X
( 0, ) ) 0 XO XO S IF[ ]
est nul & un ordre supérieur ou égal a T en (0, fas,...,0c,) € (’)f;“ et ses conjugués au-

dessus de L. On en déduit
[F7(8,G6an, ., by < p~ 7%,
par la premiére partie de la preuve. De plus, on a

|F7(0,C10an, . .., Cofam) |y = |0)E|F7 (¢l

= |F"({a)|, max{1, |a1]y,- -, |an|v}_L.

Le lemme est ainsi complétement démontré. O

Nous pouvons maintenant minorer la hauteur de «, a la maniére de [1], en utilisant un
argument de déterminant qui s’inspire de [5].
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PROPOSITION 3.2. — Soient o € G%(Q) et L une extension abélienne de Q. Soient L, T
deux entiers naturels non nuls et p un premier ramifié dans IL. Alors
B Hg ({e}, T, L) Tlogp n
Hy (ker[p) - {a}r,,),1,L) ) »L 2L

h(a) > log(L +1).

Démonstration. — Considérons la matrice de terme général ﬁzl ou B, parcourt ’en-
semble des points de ker[p] - {e}r,,, et A; ensemble des multi-indices de longueur inférieure
ou égale a L. Le rang de cette matrice est 7 = Hg (ker[p] Hatr,,, 1, L). Nous pouvons
donc en extraire une matrice de taille » x r inversible : choisissons 3;,...,3, et A1,..., A,
tels que

M = (8] )1<ij<r
soit de déterminant non nul. Alors I’espace vectoriel

Eo({adn, T, L) N Vect {X™* - XM}

est de dimension supérieure ou égale a 1o = r — Hg ({a}, T, L). Si g < 0, alors la pro-
position est triviale, par positivité de la hauteur. Sinon, il existe ¢ polyndmes linéairement
indépendants Gy = 77 _; gx,; X X (1 < k < 7p) s"annulant sur {a}y, avec multiplicité supé-
rieure ou égale a T'. Soit v une place de Q divisant p. Alors, quitte a faire des combinaisons
lin¢aires et a réordonner Aq, ..., A, on peut supposer de plus (grace au lemme 2.7) que, pour

k=1,...,79,les polyndmes
T
Gr=>)_ grj X
j=k
sont a coefficients entiers algébriques et

=1 sij=k;
(3.5) |9k, lv ‘.
<1sijelk+1,r].

Par des opérations élémentaires sur les colonnes de M, on peut se ramener a une matrice M
dont les 7o premiéres colonnes sont de la forme (G (3,),...,Gx(8,))", k € [1,ro]. Par la
condition (3.5), on a | det(M)|, = | det(M)],. Comme G}, € Ea({a}n, T, L), le lemme 3.1
implique

|GEL(Ca)| < p_T/p max{1, 1]y, ..., |an|v’}L
pour tout 7 € Gal(Q/L,)), tout ¢ € ker[p] et toute place v’ divisant p. Pour tout i € [1,7]
nous fixons 7; € Gal(Q/Ly)) et ¢; € ker[p] tel que B; = 74(¢; ). Alors

GR(Bi)lo = |Gr(Ti(Ci))|o

-1
= |G;Z (Ca)|‘r;1fv

< p_T/p max{1, |a1|T;1v, el |an|T;1U}L
< p TP max{1,|Bilvs -, |Bimlo}*-

En développant det(M ) suivant les ro premiéres colonnes, on a finalement

| det(M)], = | det(M)], < p~"T/* [ [ max{1, il |Binlo}".

i=1
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La formule précédente est valable pour toute place v divisant p. Si v est une autre place finie,
I'inégalité ultramétrique donne

|det(M)|v S Hmax{la |ﬂi,1|va R |/Bi,'n.|v}L'

i=1

Enfin, si v est une place archimédienne, I'inégalité de Hadamard fournit la majoration

i=1

r T 1/2 r
. 1/2
| det(M)], < H ( Iﬂ?fﬁ) < H (rmax{1,|Bi1lv----,|Binlo}*") /
1

i=1 \j=
r
S 7,7‘/2 Hmax{]_’ |/813,1|7J' ey |ﬂi,n|v}L.
i=1

En appliquant la formule du produit a det(M) (qui n’est pas nul), on obtient

1< p7 T2 T exp(Lh(B,)) < p7"/Pr"/2 exp(Lrh(a))

i=1

et finalement, en utilisant I'inégalité r < (* <L+ 1),

roTlogp n
hla) > — — —log(L+1
(a) — r pL 2L Og( + )7
ce qui achéve la preuve de la proposition. O

PROPOSITION 3.3. — [/ existe un nombre réel strictement positif cy ne dépendant que de n
tel que la propriété suivante soit vraie. Soient o € G (Q), L une extension abélienne de Q et

p un premier ramifié dans L. Si
_1 logp
h(a) < ¢p™ ' —2,
(@) <co por(a)
alors

WL, (@) < cowr () log(3wr (ev)).

Démonstration. — Afin d’alléger les notations, nous posons w = wy,(a). Nous noterons C
un réel strictement positif ne dépendant que de n que nous supposerons suffisamment grand
pour que les inégalités suivantes soient vérifiées. Nous noterons également ¢}, ¢} et ¢ des
réels strictement positifs ne dépendant que de n.

Nous fixons deux paramétres :

T =[Cplog(3w)] et L= (2n+ 1)wT.

On a alors
log(L +1) < ¢/ (log C)(log p)(log(3w))
et
log(L + 1) , log C'logp
< .
L C pw
Supposons

1 logp
< — .
h(e) < C pw
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Alors la proposition 3.2 implique

Hg T,L
_ Q({a}b ,L) < ( (@) + ﬁlog(L—i—l)) pL < célogC < 1
Hy (ker[p] - {a}r,,, 1, L) 2L Tlogp c 2

Ainsi, Hg (ker[p] Hatr, 1, L) < 2Hg ({a}r, T, L). Or, si Py est un polyndme non nul
s’annulant sur {a}y, de degré minimal w, alors P- P appartient a £ ({a}L, T, L) pour tout
P € Q[X] de degré inférieur ou égal & L — wT ; donc

L+n L—-—wl+n

Hg T,L) < - .

o ry < (F17) - (o)
En remarquant

L L—wT ~ L T \"
+n wT +n H + 3 (1+ w >
n n o —wl+35 L—uwT

1

(1+ 7) <Ve<2,

IN

onaainsi Hg (ker[p] Aal,, 1, L) < (¥*™), ce qui signifie qu’il existe un polynéme F non

nul tel que F' € & (ker[p] Hatrg, 1, L). Par le lemme 2.3, on peut supposer que F est a
coefficients dans L.

Soit X I’ensemble algébrique défini dans G}, par les équations F'(¢(X) = 0 ou ¢ parcourt
ker[p]. Le polyndme F étant identiquement nul sur ker[p] - {ac}r,,, , il existe une composante
L (p)-irréductible V' de X qui contient {a}1, . De plus, X est stable sous I'action de ker[p],
donc ker[p]-V C X. Ainsi ker[p]- V est incomplétement défini par des polyndmes de degré L
et la proposition 3.3 de [14] implique

deg(ker[p]V) < LeodimV,
Or, par le lemme 2.1 de [10], si W est une variété géométriquement irréductible, on a
deg([p] W) = phmW deg(W).

Etant donné qu’une variété géométriquement irréductible ne peut pas étre composante de
I'image réciproque par [p] de deux variétés géométriquement irréductibles distinctes, on a la
méme égalité pour les variétés. En appliquant ceci a [p]V, on a finalement

deg(ker[p]V) = deg([p] "' [p]V) = p™°*™" deg([p]V).
D’ou

codimV .
deg([p]V) < (;) < (2n+1)Cw 10g(3w))COdlmV

et, par le lemme 2.4 appliqué a Ly, a? et [p]V’
WL(p) (ap) < n(2n + I)Cw 10g(3w)_

On pose alors ¢y = n(2n + 1)C et la proposition est démontrée. O
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3.2. Transcendance dans le cas de petite ramification

La transcendance dans le cas de petite ramification est plus classique : utilisation d’un
lemme de Siegel pour la construction d’une fonction auxiliaire, extrapolation et lemme de
Z€TOS.

3.2.1. Construction de la fonction auxiliaire. — Nous allons maintenant construire une fonc-
tion auxiliaire, c’est-a-dire un polynome dont on contréle la hauteur et le degré et qui s’an-
nule avec forte multiplicité en {a}r. Dans [4], les auteurs utilisent pour cela un lemme de
Siegel dit a E. Bombieri et J. D. Vaaler, qui fournit un polynome a coefficients dans L. Ce-
pendant, un tel lemme fait apparaitre le discriminant du corps IL dans la borne sur la hauteur
du polyndme, ce que nous souhaitons éviter ici. Afin de contourner ce probléme, il nous faut
utiliser un lemme de Siegel « absolu ». Nous utiliserons une version due a S. David et P. Philip-
pon (voir [10]) obtenue a I’aide du théoréme plus général de S. Zhang sur les minima succes-
sifs d’une variété algébrique (voir [22]). Cette version est un raffinement du lemme de Siegel
absolu de D. Roy et J. Thunder (voir [17]). Si le polyndme obtenu a une hauteur majorée in-
dépendamment du corps IL, nous perdons cependant tout controle sur le corps contenant ses
coefficients. Un argument similaire a celui de la preuve du lemme 2.3 permet néanmoins de
surmonter cet inconvénient. Rappelons, pour commencer, les notations.

Soit S ¢ QNM*! un Q-espace vectoriel de dimension d. On définit la hauteur Ly de S
comme le fait Schmidt au paragraphe 8 du chapitre 1 de [18] par la formule

[Fy : Q]
hi($)= 32 g logllen A Al
vEMFp ’
ou (x1,--- ,xq) est une base de S, F un corps de nombres contenant les coordonnées des x;
et || - ||, est la norme du sup si v est ultramétrique et la norme euclidienne sinon. Si S est la

droite vectorielle engendrée par x € QV+!, on notera hy,(x) = hr,(S).

Enon¢ons maintenant le lemme.

LEMME 3.4. — Pour tout Q-espace vectoriel non nul S ¢ QN*1, il existe un vecteur non nul
x € S tel que

hr,(S) 1 )
< == 4 — .
hr,(z) < Jim S + 5 log(dim(S))
Démonstration. — Voir le lemme 4.7 de [10]. O

Nous pouvons maintenant construire la fonction auxiliaire dont nous aurons besoin.

THEOREME 3.5. — Soient 1L une extension abélienne de Q, o un point de G (Q) et
L, T deux entiers naturels non nuls tels que

Tlog(L+1)

2nwy,(a)T < L et h(a) < 7

AIOIS ll EXISZE‘I € 5(@({(1} ,1 9 L) lel que
]8 2 ) O il 2 IC l ] ] l

h(F) < i ;
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Démonstration. — Notons a, . .., a4 les conjugués de a au-dessus de L. Pour i € [[1,d]
et A € N, |A| < T, on pose

n
Yaor = ((i)a:‘_A> € Q(L:n), ou (i) = H <§J>
MEN",|u|<L j=1 \"J

En identifiant @[X l<r @ @(L:"), les yq,;,n sont des générateurs du sous-espace vectoriel
Es({al}L, T, L)+, dont la dimension est Hg({a}L, T, L). En utilisant I'inégalité

S0 zme20-0)

L+1
< H < " ) (L+ 17+,
on a la majoration ||y, vz, <

< (L+ 1) u(e;)||%, ot v est une place archimédienne et
[|-[lv,z, désigne la norme euclidienne associée a v. Ainsi, la hauteur Ly des y,,, » est majorée::

hi, (Y, ) < (T +n)log(L + 1) + Lh(a).

On en déduit (voir le paragraphe 8 du chapitre 1 de [18])

hr, (8@({(1}]14’ T,L)) = hr, (5@({&}11‘, T, L)L)
< dlm(g@({a}]ln Ta L)J—) max hLz (yai,)\)
< Hy({o}o, T, L) (T + n) log(L + 1) + Lh(a)

Remarquons que dim(Eg({e}r, T, L)) est strictement positif. En effet, si Py € L[X] est un
polyndéme non nul s’annulant en « de degré minimal wy, (), alors pour tout P € Q[X] de
degré inférieur ou égal a L—wy ()T, le polyndme P- P appartient a £ ({a}L, T, L). Donc,
en utilisant 'hypothése 2nTwy, () < L,

L—uw ()T + n> S ((Qn —Dwr ()T + n) >0,

n n

(6 dim(Eg({a)e, T, L)) > (
Le lemme de Siegel absolu (lemme 3.4) assure alors I’existence d’un élément non nul
F € &g({a}, T, L) de hauteur

Ho({a}r, T, L) (T + n)log(L + 1) + Lh(a))
dim(&s({e}L, T, L))

Hy({a}L, T, L) 1. (L+n
< dm(Eg({a)r, T, L)) (T +n)log(L+ 1)+ Lh(a)) + 3 log ( n )

hLz (F) <

log(dlm(&@({a}m7 T,L)))

En utilisant ’hypothése 2nTwy, (o) < L et la premiére inégalité de (3.6), on a

Hy({a},T,L) (%" —dim(Eg({a}r, T, L)) _ (M) — (FrenledTm)

n

dim(Ey({a}, T, L)) dim(Ey({a}L, T, L)) = (L—wL(;Lx)T+n)
- Twy (o) 2Twr (@) \"
<IC+ o) = (0 55 -
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En appliquant I'inégalité des accroissements finis & = +— (z + 1)™ — 1 entre 0 et QT“’T“‘(Q), on
obtient finalement
Hy({e}, T,L)  _ (1 2Tw () )”—1 2Twy (cx)
n
dim(&g({e}r, T, L)) ~ L L
( 1 )"‘1 2Twy ()
<n(l1+-  ——
n L
2Twy (o)
ne———=.
- L
L’hypothése sur h(a), le fait que 27" + n < 3nT et 'inégalité h(F') < hy,(F') permettent
alors de conclure. O

3.2.2. Extrapolation

LEMME 3.6. — Soient o € G (Q), L une extension abélienne de Q et p un nombre pre-
mier. Soient F € Eg({a}L, T, L) et v une place de Q divisant p. Alors pour tout morphisme
T € Gal(Q/Q) tel que T|L = ¢p et tout conjugué & de o au-dessus de 1L, on a

[F7 (@) < p~ T/ O FT| W @) 5"

Démonstration. — La démonstration de ce lemme est semblable a celle du lemme 3.1 en
considérant maintenant 7 € Gal(Q/Q) tel que 75, = ¢, et la congruence (2.3)

VyeOL,, 7y=+" mod QO,,

ou Q est 'idéal de Oy, tel que Q%»™ = pOy. Si pour tout i € [1,n], on a a; = a;(5) avec
a; € O, [X], on pose
Bi = a; (67)
de sorte que
Bi =a? mod QO0,
et on conclut comme dans la démonstration du lemme 3.1 sans faire intervenir ici les points
de p-torsion. O

Si z est un réel, nous notons [z] 'entier qui lui est immédiatement supérieur.

LEMME 3.7. — Soient a € G (Q), L une extension abélienne de Q, L, T deux entiers natu-
rels non nuls, E un réel strictement positif et p un nombre premier dont I'indice de ramification
dans L est inférieur a E. Soit F € Eg({a}L, T, L). Supposons

1T logp 1Tlogp
. < - F)< - .
(3.7 h(ot)_4 FpL et h( )_4 Z
On pose
S (1+ (n+1)Elog(L+1)>_1 T
' logp

et on suppose Ty > 1. Alors, pour tout prolongement , de ¢,, a Q, le polynéme F™ appartient a
Eo{e?}n, [T1], L).
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Démonstration. — Soit IF une extension galoisienne de Q contenant L, les coefficients de
F et les coordonnées de .. Soient A € N” tel que |A| = T* < T et v une place de F. Comme
F e &g({atn, T, L), on a Ox(F) € Eg({a}r, T — T*, L). Le lemme 3.6 affirme que, pour
tout prolongement 7, de ¢, 2 Q, on a
OA(F)™ (@)], < p~ =T @ oy (F) |, [|o(a) |57
< pm T O F™ ||, |5
si v est une place divisant p. D’autre part, on déduit de I'inégalité
> (3)=(55) - (0 s weoe
|ul<L ! "
et de I'inégalité ultramétrique les majorations
17 [|o[le(a) I3 si v { oo,
(L+ DT E™ ||, [ll(@)]B siv | oo.

1O (F)" (aP)], < {

Ainsi, si Ox(F)™ (aP) # 0, les inégalités ci-dessus et la formule du produit donnent

————logp.
ep(LL)

Avec les hypotheses (3.7) et I'inégalité T* + n < (n + 1)T™, on obtient la minoration
14 (n+1)Elog(L + 1))_1
logp
On procede de méme pour les conjugués de o au-dessus de I, ce qui achéve la preuve. [

0<(T*"+n)log(L+1)+ h(F)+ pLh(ex) —

T*22‘1< xT =Ty.

En utilisant r fois le lemme 3.7, on obtient :

LEMME 3.8. — Soient a € G" (Q) et L une extension abélienne de Q. Soient L, T et r trois
entiers naturels non nuls, E un réel strictement positif et p1, . . ., p, des nombres premiers dont
lindice de ramification dans L est inférieur a E. Pour s € [0,r], on pose

s -1
T, — 95T H (1 N (n+1)Elog(L + 1))
log p;

j=1
et on suppose T, > 1. Soit F € Eg({a}r, T, L). Supposons
< 17T,._1 minlog p;

17T,._1 minlog p;
. < - =
(3.8) h(ax) <1

~4 ELpy---pr

Alors, pour tous T, , . .., T,., respectivement prolongements a Q de ¢y, , ..., ¢p,, le polynome
FTe1Ter appartient a Eg({a?* P}y, [Tr ], L).

et h(F)

Démonstration. — On montre ce lemme par récurrence sur r. Le cas r = 1 correspond au
lemme 3.7. Supposons donc r > 2. Soient L et T deux entiers naturels non nuls, £ un réel
strictement positif, p1, ..., p, des nombres premiers dont les indices de ramification dans L
sont inférieurs a F et F' € 5@({a}m, T, L) tels que les conditions (3.8) soient satisfaites. En
particulier, on a
17T,._o minlog p;

17T,._5 minlog p;
4 ELpy-- praa '

h(a) < et A(F) < 7 z
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Par hypothése de récurrence, pour tous 7,,, . .., 7., , respectivement prolongements a Q de
Op1s- -+, Pp,._, le polyndme F est tel que

FTe1 " Tpro1 Eol{aP Pr=1}y, [T,_1],L).
Or h(F™ ™r—1) = h(F) et h(aP*"Pr=1) = py - py_1 h(ex), d’ol
1T, 1 Ingr 1 |—Tr—1~| IngT

h P1Pr—-1) < < —
) < I EpL <1 EplL
On applique alors le lemme 3.7 en remplagant respectivement T', p, { e}y et F' par [Tr—1], pr,
{aPrPr-1} et F7717"Pr—1 pour conclure. O

3.2.3. Lemme de zéros. — Soient a € G” (Q), L une extension abélienne de Q, L un entier
naturel non nul et N;, j € [1,n], des réels strictement positifs. Pour tout j € [1,7], on note
P; un ensemble contenant 1 et des nombres premiers inférieurs a N; et, pour tout entier p
dans I'un des P;, on fixe g, € Gal(L/Q).

THEOREME 3.9. — Soit G un polynéme non nul tel que G°ri%»n appartient a

Eu({aPr Py, 1, L) pour tout (p1,...,pn) € P1 X --- X P,. Alors il existe un entier
r € [1,n], une sous-variété algébrique propre V de G?, définie sur 1L de codimension inférieure
ouégale ar et (Pri1,...,0Pn) € Pry1 X -+ X Py, tels que

Pri1p
a’r " Eop,0p,V

et
(39) deg( U 0_])—1 [p]V) < (Nl .. 'Nr_lL)COdim(V) .
pEPr
Démonstration. — A la maniére de [2], on définit une suite d’idéaux Ji, . . ., Jp41 de Q[X]
en posant
Ji = (G(X))7

‘72 = (Gapl (Xpl)a P1 € P1)7
T3 = (Gaplapz (XP]PZ)’ (p17p2) € P x 732)’

‘-7n+1 = (thpl---apn (Xpr-'pn)’ (p17" . apn) € Pl X oo X Pn)

Pour tout r € [1,n+ 1], on note X, lensemble algébrique défini par J.. On a
[p)X,41 C 0, X, pour tout p € P,. Notons Y, la réunion des composantes L-irréductibles
V de X, pour lesquelles il existe (py,...,pn) € Pr X --- X P, tel que

afr P cg, oooop V.
Par hypothése sur G, on a Y, # @. De plus, pour tout r € [1,n] et pour tout p € P,.,
(3.10) [plY;41 C oY,

En particulier, comme 1 € P, on a les inclusions Y,,11 C o01Y,, C --- C o7Y1; parle
principe des tiroirs, il existe alors un indice ! € [1,n] pour lequel Y] et Y;41 ont la méme
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dimension. Soient r le plus grand indice pour lequel cette propriété est vérifiée et d la dimen-
sion correspondante ; ainsi n —d < r. Soit V une composante L-irréductible de dimension d
de Y, 1. Posons

W = U o, V.
pEP;

Par la propriété (3.10), on a
W CY,.

Ainsi, ensemble algébrique équidimensionnel W est incomplétement défini par des poly-
noémes de degré au plus Ny - - - N,._; L ; la proposition 3.3 de [14] implique alors

deg(W) S (N]_ . Nr_lL)COdim(V) ,

ce qui achéve la démonstration du théoréme. O

3.3. Théoréme clef

Le but de cette derniére partie est d’établir un théoréme qui résume 1’étape de transcen-
dance. Soient @ € G7(Q) et L une extension abélienne de Q. Pour alléger les notations,
nous posons w = wr (a). Nous désignerons par Cy un réel strictement positif, ne dépendant
que de n et suffisamment grand pour que les inégalités que nous considérerons soient vraies.
Nous noterons également ¢y, ¢s, . . ., des réels strictement positifs (effectivement calculables)
ne dépendant que de n. Soient p et § des nombres réels positifs tels que

(1+8)1+p) <Q+n)((n+1)!=1)(1+2n%) +1)".
Nous fixons les paramétres suivants % :

sn-+1/2 (log(3w))"**Y

T — L = T2 E = l 6~
Cy (loglog(160))" | w et (Co log(3w))

Pour tout j € [1,n], nous posons
N; = (Cylog(3w))>r(1 ) 0+0)77!
et définissons I’ensemble suivant :
P; = {1} U {p premier, N;/2 < p < N;}.
Remarquons que ZLI i-4l = (§ + 1)! — 1 et que cela implique
(3.11) Ny -+~ Nj = (Cplog(3w))2n(1+p A+ (G+I=1)

Par ailleurs,
log(3w) < log(L + 1) < ¢1(log Cop) log(3w).

La proposition qui suit résume ’étape de transcendance dans le cas de petite ramification.

@) Nous posons « log log(16w) » afin d’assurer que cette quantité est toujours plus grande que 1, quelle que soit la
valeur de w.
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ProrosiTION 3.10. — Supposons
(3.12) h(a) < (w(Co log(?’w))2n(5+l)(P+1)((n+1)!71)+2n(5+1)71)_1
et

n
Vp € U P;, ep(L) <E.
j=1
11 existe alors un polynéme non nul F € Q[X] de degré inférieur ou égal a L tel que, pour
tout (p1,...,pn) € P1 X +++ X Py, et pour tous Tp, , .. ., T, prolongeant a Q les morphismes
Oprs- -3 Gp,, le polynome FeiTen est nul sur {oPrPr}y .

Démonstration. — On a

2nwT 2£ <1
L T
et, avec I’hypothése (3.12),
L dn+1/2 §
——— h(a) <wTh(a) < 1 n(+Dp 1
Tlog(L 1)@ < wTh(@) < w0y (log(30))"* V() < 1.

de sorte que les hypothéses du théoréme 3.5 sont vérifiées. On en déduit I’existence de
F e &g({alL, T, L) tel que

F) < —
h(F) < 13 +20

< ca(log Cp) log(3w).

18n2wT?log(L +1) 1 log (L + n>

Nous allons montrer, grace au lemme 3.8, que ce polyndme F' convient. Pour cela, vérifions
que les hypothéses de ce lemme sont satisfaites. Soit (g1, .. .,qn) € Py X -+ X P, ; supposons
Qj»-- -, premiers et ¢; = 1 pour j & {ji1,...,4-}. Pours € [1,7], notons p; = g;, ;ona

log p; > c3loglog(16w).
Considérons la quantité 7, _; définie dans le lemme 3.8 ; on a

1)Elog(L+1
T, =271 H ( (n+ )log(;)g-( + ))
J

_ Elog(L + 1)>
< cyT71 (
“ H loglog(16w)

i 0n1/2) (0B log(160))" (cg<logco><log<3w>>6+l>" 1
(log(3w))n(6+1) log log(16w)
. (log Co)"~* loglog(16w)
= Céé+l/2) (log(3w))(#+1)

Ainsi,
4Eh(F) < (Colog(3w))? (log Cp) (log(3w)) (log Cp)™~* log log(16w)
T._minlogp; — ° log log(16w) cP/2 - (log(3w)) 0+
< 06% <1
cy/
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Par ailleurs, par hypothése sur A(a) et en utilisant (3.11) avec j = n, ona

Ni---Nyh(a) < w™H(Colog(3w))~Gro+1)=1),

D’ou
4FELp; - py AwET2N,: ---N.
B P gy < 22 g1 Ir ()
T;—1 minlog p; Tr—1(log log(16w))
26n+0+1 1 2n(6+1)+48
S C7LL)CO (Og(3w)) Tr:11N1Nnh(O£)
(loglog(16w))2n+1
< 0. G012 (10g Co)" " (log(3w)) (T D !
=8 (log log(16w))?™
x (Co log(3w)) ~(2n(e+1)=1)
(log Co)* "
<cg—%-— < L.
an—3/2

Le lemme 3.8 assure alors que, pour tous 7,,,...,7p. prolongeant respectivement
p1s- -y Op,., le polyndme F'7p1--7er est nul sur {aP*"Pr}; 4 un ordre supérieur ou égal
aT,, avec

log log(16w) )

T, > coT (
@ H Elog(L +1)
> ¢ C(§n+1/2) (log(3w))"(0+1) ( log log(16w) )"
(loglog(16w))™ \ C(log Cp)(log(3w))o+1
20 >
Z €10 (log Co)™ =

Ainsi, nous avons montré que, pour tout (¢1, . .., ¢g,) € P1X---xP, etpour tous 7, , . . ., Ty,
prolongeant respectivement ¢y, , . . ., ¢4, , le polyndme F7o1-7an est nul sur {a® 9}y, O

Afin de pouvoir maintenant tirer parti du lemme de zéros, nous devons exclure des en-
sembles P; les premiers exceptionnels associés a une variété V. Nous remarquons que leur
quantité est négligeable, au vu du choix des parameétres.

LEMME 3.11. — Soient L une extension abélienne de Q et V une variété définie sur L telle
que

(3.13) log deg(V) < (Cy 10g(3w))2n(6+1)(p+1)—1_
Pour tout j € [1,n], il existe alors un sous-ensemble P;(V') C P; dont le cardinal satisfait
linégalité
(Cp log(3w))?n(p+1)(3+1)5-5!
(log Cp) log log(16w)
ettelquel € P;(V)etpi---pn € Eexc(V) pour tout (p1,...,pn) € P1(V) x -+ x Pp(V).

[P; (V)| > enn

Démonstration. — On procede comme dans le lemme 5.2 de [2], en minorant le cardinal
des ensembles P; a I'aide du théoréme des nombres premiers puis en posant, pour tout
j € [1,nl,

Ej: U U Eexc([pl"'pj—l]v)

P1EP: pj—1€P;—1
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et P;(V) = P; \ E;. Par le troisi¢éme point du lemme 2.2, on a alors p; - - - pp, € Eexc(V)
pour tout (p1,...,pn) € P1(V) x -+ x P,(V). En utilisant le dernier point du lemme 2.2,
on montre alors que le cardinal de I’ensemble des nombres premiers contenus dans E; est
négligeable par rapport au cardinal de P; et on obtient ainsi la minoration voulue pour le
cardinal de P;(V). O

Nous pouvons maintenant énoncer et montrer le théoréme clef.

THEOREME 3.12. — Soit V une sous-variété de G}, définie sur 1L et L-irréductible telle que
log(deg V) < (Cplog(3w))?n0+D(p+1)-1,

Supposons

(3.14) h(ar) < ((Colog(3w))mEH Dt D=1 $2n(51)-1)

Supposons de plus qu’il n'existe pas de sous-variété de torsion B définie sur 1L et contenant un
conjugué de o telle que

(3.15) (deg B)Y/<0dim(B) < 1(Cy log(3w)) 2D (pH) (1),
Alors I'une des deux propriétés suivantes est vraie :

1. Il existe un premier p € Eexo(V) tel que

E<p<N,
qui est ramifié dans 1L avec
ep(L) > E
et tel que
(3.16) Wi, (@) < cow (o) log(3ur.(a).

2. Il existe un entier | ¢ Eexe(V) tel que
1< (Cy 10g(3w))2n(1+5)(P+1)((n+1)g_1)
et
wi ()
03/2 (Co log(SwL(a)))2n(1+5)p

(3.17) wi(al) <

Démonstration. — Considérons la réunion
PV)=JPi(V).
j=1

Nous allons distinguer deux cas. Supposons dans un premier temps qu’il existe un premier
p € P(V) tel que e, (IL) > E. Soit ¢ le réel strictement positif de la proposition 3.3; on a
pw
log p

co h(a) < ¢o(Cplog(3w)) ™,

avec

e=2n(6+1)(p+1)((n+ 1) =1)+2n(5 +1) — 1 —2n(p+ 1)(6 + 1)n.n!
=2n(p+1)(d+1)(n!—-1)+2n(0+1)—1>0.
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D’ou

w
Yy
logp
Ainsi, la proposition 3.3 s’applique et nous obtenons la premiére assertion de la conclusion

alternative (en remarquant que N,, > p > N1/2 > E).

Co (a) <1.

Supposons maintenant que, pour tout p € P(V'), e,(LL) < E. Soit F' le polyndme de degré
inférieur ou égal a L fourni par la proposition 3.10. Ainsi F71-Tpn est nul sur {aP"Pn}y
pour tout (py,...,pn) € Py X --+ X P, et pour tous 7,,, . .., 7, prolongeant a Q les mor-
phismes ¢y, , ..., ¢p,. Quitte & multiplier F' par un nombre algébrique, on peut supposer
qu'un de ses coefficients est égal a 1. Si F désigne une extension galoisienne de I contenant
les coefficients de F', alors le polynome

G= Y, F°
o€Gal(F/L)
est non nul et satisfait les hypothéses du lemme de zéros (théoréme 3.9) appliqué aux en-
sembles d’entiers P; (V') définis dans le lemme précédent (lemme 3.11) et aux morphismes
¢, correspondants. Le lemme de zéros nous fournit donc un indice r et une sous-variété Z

de G} définie sur L, de codimension inférieure ou égale a r, contenant un conjugué d’une
certaine puissance o, avec | ¢ Eq(V) (par le lemme 3.11) et

I<Ny4i1---N, <Nj---N, =(Cy log(3w))2"(‘5+1)(p+1)(("+1)!_1),
pour laquelle I'inégalité (3.9) est satisfaite. Cette inégalité donne en particulier (car
1eP.(V)):
deg(Z)l/codim(Z) <LN;---N,_,
< LN;y---Np_y
(318) < wC§6n+1(log(3w))2n(5+l)(00 log(3w))2n(6+1)(p+l)(n!—l)
< w(Cy log(3w))2n(5+1)((p+1)(n!—1)+1)
< w(Cylog(3w)) 2@+ (p+1n!,
Une composante L-irréductible B de [I]~1Z contient un conjugué de {a}y, et son degré sa-
tisfait I'inégalité
deg(B)l/codim(B) < ldeg(Z)l/codim(Z)
< Nij1+--NpLNy -+ Npy
< UJ(CO log(gw))2n(5+1)(p+1)(n+1)!.
Par hypothese, la variété B (donc Z) n’est pas de torsion. Par ailleurs, I'inégalité (3.18)
montre en particulier que
log(deg(Z)) < c1210g(Cy) log(3w).
Soit Q =P, (V)\ Exc(Z); la proposition 2.2 et I'inégalité¢ ci-dessus assurent que

|Eexc(Z) N {p premiers}| est négligeable devant la minoration de |P;(V')| fournie par le
lemme 3.11, de sorte que

(CO log(3w))2n(p+1)(6+1)r-r!
(log Cy) log log(16w)

(319) |Q| Z C13
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Comme Z n’est pas de torsion, le lemme 2.3, point (i) de [2] montre que les variétés 7, YplZz
et Tq_l[q]Z pour (p,q) € P.(V),p # ¢, n’ont pas de composantes communes (ce qui re-
vient a dire qu’elles sont distinctes). Par ailleurs, @ N E.(Z) = @ donc, pour p € Q,
deg 7, Yp]Z > deg Z. On obtient alors, grace a 'inégalité (3.9) du lemme de zéros (théo-
réme 3.9),

|Q|deg(Z)§deg< U Tp—l[p]z)g(LNl.-.NT_l)“’dimZ.
pE'PT(V)

Ainsi, en utilisant I'inégalité codimZ < r, on obtient la majoration suivante pour le degré
de Z :

deg(z)Y/c0dim(2) < [Ny ... N,_1|Q|~Y/".
En utilisant la relation (3.11) et la minoration (3.19) de |Q|, on a
deg(Z)!/ o) < cl4wC§5"+1W(% log(3w))2" 0+ D+ 1)(r1=1)
((log Co) log log(16w))*/”
(Co log(3w))2n(+1)(p+1)r!
< 614w00_1(10g Co) (Co log(gw))—2n(5+1)p .

Or il existe 7 € Gal(Q/Q) tel que 7Z contienne {a!}y. En appliquant le lemme 2.4 4 L, a
et 77, on obtient

l 1/codim(rZ) w
wr(a') < ndeg(r2) < ,
Co/?(Co log(3w)) 2@ +1)e

ce qui correspond a la deuxiéme assertion de la conclusion alternative du théoréme. O

4. Descente

Nous fixons @ € G” (Q) et L extension abélienne de Q. Si nous pouvions assurer dans
le théoreéme clef (théoréme 3.12) que nous sommes dans la deuxiéme conclusion avec [ = 1,
le théoréme 1.5 s’en déduirait immédiatement. Plus généralement, si nous sommes dans
la deuxieme conclusion du 3.12, alors il existe un entier [ n’appartenant pas a I’ensemble
exceptionnel d’une certaine variété V tel que wy (a!) < wy (). Soient V; une hypersurface
L-irréductible contenant ' telle que deg V; = wy.(a!) et V}/ une composante L-irréductible
de [I]71V; contenant . Alors wy (e) < degV} et deg([l]V/) = degV} = wy(at).

Si nous pouvions assurer, a priori, que | n’est pas dans Eex.(V}), le théoréme 1.5 serait
alors démontré dans la mesure ou ’on aurait

wi (@) < deg V7 < deg([]}) < wi.(a)
donc une contradiction. Malheureusement, cette condition est difficile a assurer car la variété

V/ est construite aprés la donnée de I.

Nous devons donc utiliser un argument de descente qui consiste a construire, a ’aide d’un
bon choix de paramétres, une suite de variétés possédant des propriétés particuliéres en ap-
pliquant plusieurs fois de suite le théoréme 3.12.
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Nous commengons par introduire les parameétres suivants, pour ¢ € [1,n] :

vi =1 +n)((n+1)! —1)(1 4 2n2) + 1)" 7%
P = (CO(IOg Co) 10g(3wl(a)))2nwnn!;

L; = (Co(log Cp) log (3w (ax)))?m:((n+1)i=1),
0; = n<1 +2n((n+ 1)1 -1) Z 1/]->;
j=6i+1
_(_% ) "
E; = ((log Co)? log(3wr(e)) |
g =

03/2 (CO(log CO)_2 10g(3wL(a)))2n(("+l)!_l) Z?:i«l»l Vi ’

Remarquons que, pour tout ¢ € [1,n], un calcul simple donne

4.1) vi=0i+1)+((n+1)!-1) i vj.

j=it1

En effet, en posant v = (((n + 1)! — 1)(1 + 2n?) + 1), on obtient

1/1—(51+1)—((n+1)‘—1) z": V;

j=it+1
:yi—n<1+2n((n+1)!—1) Z z/j> —1—((n+1)!=1) Z vj
j=1i+1 Jj=i+1
=v;—n—1- (((n—l—l)!— 1)(2n2+1)) Z v;
j=i+1
=(1+n) (’Y"‘i —1-(y-1) )] V”‘])
j=i+1
=0.
Remarquons également les égalités suivantes que nous utiliserons plusieurs fois dans la suite :
42) Ly -+ Li, = (Co(log Co) log (3w (e)))? (D=0 200, v
et
(4.3) Lit1 -+ L, = (Co(log Cp) log(3wL(a)))2n(("+1)!_1) Dk Vi

Sinous appliquions plusieurs fois de suite le théoréme 3.12, nous pourrions construire une
suite de variétés possédant des propriétés particuliéres, ce qui motive la définition suivante.

DEFINITION 4.1. — On note W l’ensemble des quadruplets (k,1,V,L) ou k € [0,n],
l=(ly,...,lx)estun k-uplet d’entiers, V = (Vg, ..., Vi) estun (k+1)-uplet de sous-variétés
propresde Gy et L = (Lo, ..., L) estun (k+1)-uplet d’extensions abéliennes de Q tels que :

(ag) Lo =L;
(bo)

(co) v € Vo
(do) degVo < (L -+ Lypwi(ax

Vo est définie sur g et est Lg-irréductible ;

) )codimVO .

>
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puis pour tout ¢ entre 1 et & :
1. Soit I'indice ¢ est de type I :
(a) I; est un premier ramifié dans L, tel que e;, (IL;—1) > E;;
(b) B; <1; <P
(©) Ui & Eexc(Vi-1);
(d) Li = (Li-1),)s
(e) V; est définie sur IL; et est IL;-irréductible ;
® [l:]Vier C Vi
(g) degV; < (Liy1 -+~ Lpwy, (all'"li))mdimvi ;
(h) wi, (@) < cowr,_, (arl=1) log(Bwy, _, (1)),
2. Soit I'indice i est de type I1 :
(a) I; est un entier ;
(b) l; < L;;
(©) Ui & Eexc(Vi-1);
(d) Li =L;—1;
(e) V; est définie sur L; et est L;-irréductible ;
() [L]Vier C Vi
(2) degVi < (Li1 -+ Lwr, (all..‘li))COdiInVi :
(h) wr,(ahh) < g, (e b,
Si (k,l,V,L) € W, nous noterons r; I’ensemble des indices de type I dans (k,I,V, L) et
ri1 'ensemble des indices de type II (on a alors |rf| + |r11| = k).

Remarquons que cette définition implique en particulier que le n-uplet L = (Lo, ..., L)
est en fait une tour descendante d’extensions abéliennes incluses dans L :

LoD 2 Lg.

Dans la descente, nous appliquerons le théoréme 3.12 4 une certaine puissance o't de
a, issue d’un élément de WW. Pour vérifier les hypothéses du théoréme 3.12, il nous faut des
informations concernant I'indice d’obstruction de ® a!t*"*'*. Or, le point ot étant issu
d’un élément de W, nous pouvons comparer son indice d’obstruction a celui de o :

LEMME 4.2. — Soit (k,1,V,L) € W. Alors, pour tout j € [0,k], ona

(4.4) wr, (@174 < ep50r (@) (log (3w (a))) !
et
*2 m log(3w.(@)) < log(3wr, (o)) < c16log(3wr(a)).

() Notons, & ce propos, qu’il y a une légére erreur dans [2] et [4] : les auteurs ne vérifient pas exactement les hypo-
théses de la proposition qui résume la transcendance (proposition 5.3 dans [2] et proposition 2.8 dans [4]) ; cepen-
dant, cela n’a pas de conséquence sur le résultat final, excepté au niveau de la constante c(n). Voir les notes de bas
de pages (4), (5) et (6) pour plus de précisions.
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Démonstration. — L’inégalité (4.4) est immédiate, aprés avoir noté que pour tout
ie[1,4]:

— siI'indice 7 est de type I, alors

wr, (@) < cow, (@t 1) log (3w, (@t tim1))
— si I'indice 7 est de type I, alors
wr, (@) < gup, (@b lim) <wp, (el
On en déduit la deuxiéme inégalité de (4.5). De plus, comme L; C Lo, on a
wr(a) = wry (o) <y --- ljw]LO(all”'lj) <lp---ljwr, (alrh)
et ainsi, par le choix des paramétres,
log(3wr(ax)) < c17(log Co) log(3wr, (ar1)) < (log Cy)? log(3wr,; (alrh)). O

Introduisons maintenant deux définitions :

DEFINITION 4.3. — On note W le sous-ensemble de W défini de la fagon suivante :

Wo ={(k,l, V,L) e W, dimVy < dimV; < --- < dim V}} .

DEFINITION 4.4. — On introduit un ordre total sur les suites finies d’entiers. Soient
(v) = (vi)o<i<k et (V') = (v))o<i<kr deux telles suites. On pose (v) < (v') si
(vi)o<i<min(k,k) < (Vi)o<i<min(k,k) pour I’ordre lexicographique ou si
(Vi)o<i<min(k,k) = (V§)o<i<min(k,k’) €Lk > K.

La définition précédente permet de munir W d’un préordre total (relation binaire ré-
flexive, transitive et compléte) en posant

(46) (k,l, V,L) j (k/,l,, V’,L') Si (dlm %)Ogigk j (dlm V;/)Oﬁiik"

Nous passons maintenant a la descente proprement dite : le théoréme suivant permet de
construire un élément de W qui n’est pas dans Wj.

THEOREME 4.5. — Supposons qu’il n'existe pas de sous-variété de torsion B contenant o
telle que

@7)  deg(B)°°m(®) < wy (@) (Collog Co) log(Bwr ()™ 1! e vtn
et que l'on ait

n on(s,41)—1) "L
h(e) < wi(o) ™ ((co(logco)1og(3wL(a)))2”<<"+1>’*1>ijl vit2n(d1+1) 1) :

Alors il existe (k,1,V,L) € W\ W,.

Le schéma de la preuve est le suivant. Nous montrons dans un premier temps que 1’en-
semble W, n’est pas vide et que ’on peut en extraire un €lément minimal pour 1’ordre in-
troduit sur W (voir (4.6)). Puis a partir de cet €lément, nous construisons une nouvelle suite
de sous-variétés, a I'aide du théoréme 3.12. Nous montrons ensuite que cette suite de sous-
variétés est en fait un élément de W qui est strictement inférieur (pour I'ordre (4.6)) a ’élé-
ment minimal initial. Nous en déduisons qu’il n’appartient pas a Wj.
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Démonstration. — Montrons tout d’abord que ’ensemble W, n’est pas vide : si Vj est
une hypersurface définie sur I contenant v de degré minimal wr (a), alors le quadruplet
(0,9, Vo, Lo) appartient trivialement a W.

Par ailleurs, ’ensemble des suites finies d’entiers compris entre 0 et n — 1 strictement
croissantes (au sens usuel) est fini (de cardinal 2™ — 1). Ainsi, il existe un élément minimal
(k,1,V, L) dans W, pour 'ordre introduit précédemment, c’est-a-dire satisfaisant

V(k,, ll, V,, L,) S )/V()7 (dlm ‘/i)OSiSk j (dlm ‘/i/)OgiSk’-

Nous allons appliquer le théoréme 3.12 a !+ ala sous-variété V, et a Ly, avec & = 0p41
etptelque (p+1)(6+1) = vk41. Remarquons que, dans ce cas, le paramétre E qui apparait
dans ce théoréme satisfait, grace a I'inégalité (4.5),

s Co Skt1
4.8) E > (Cylog(3wr, (! )))" > ((log e log (3w (o ))) = Ejy1.
Vérifions que les hypothéses du théoréme 3.12 sont satisfaites. On a
h(a ) =1y - lyh(e)
et, par I'inégalité (4.4),
wr, (@) < eq5wr (o) (log(3wr(e))) ™.

Donc par ’hypotheése faite sur la hauteur de o,
h(a " Ywr, (e i) < 1y - lh(a)erswr (e) (log (3w ()™

h(a)w]L(a)<H li (c15 log(3wL(a)))> 1T

1€ET] 1ETII
< h(a)wy, (H P, ((315 log (3w (e )) H L;
1ETT 1ETTI

i=1
< (Co(log Cp) log(3wr(ex))) ¢
avec
n k
e = 2n(( '—12 2+ 1) —1—2n((n+1)!I-1)> v
j=1 j=1

=2n((n+1)!—1) Z vi+2n(6 +1) -1
Jj=k+1
>2n((n+ 1! — Dk +2n(dk41 +1) — 1
>2n((n+ 1) =1)(p+1)(Op41 + 1) + 2n(0k41 + 1) — 1.
D’ou Y, par I'inégalité (4.5),

hlad Y, (1) < (Co log(3ur, (el 1))~

*) Cest ici que s’est glissée 'erreur dans [2] (resp. [4]) : les auteurs ont une majoration en fonction de §(ex) (resp.
wy) & la place de §(al1"tr) (resp. [K : Quuwg (alrtk)).
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De plus, il n’existe pas de sous-variété de torsion B contenant a!t**!* qui satisfait la majo-
ration (3.15). En effet, si tel était le cas, il existerait B’, sous-variété de torsion contenant c,
composante irréductible de [I; - - - I;] 1 B, telle que (avec les inégalités (4.4), (4.5) et I'égalité

4.2))

deg(B/)l/codim(B’) < ((ll o lk)codim(B) deg(B)
1-- Lk deg(B)l/codim(B)
1+ Lypwr, (all"'lk)(Co log(3wy, (al1~-~lk)))2m/k+1(n+1)!

< wy (@)(Co(log Co) log(3uwy () 2™ (D! 2ojma vitn=t,

) 1/codim(B’)

ce qui contredirait I’hypothése (4.7).
Considérons la variété V. On a

codimVy,

deg Vi, < (LkJrl -+ Lywy, (all'”lk)) ’
ce qui entraine ) par le choix des paramétres et 'inégalité (4.5)
log deg Vi < c15(log Cp) log(3wy, (a'* ")) < Cylog (3w, (e’ '*)),

de sorte que toutes les hypothéses du théoréme 3.12 sont maintenant vérifiées.

Dans les deux cas de sa conclusion alternative, ce théoréme fournit un entier que ’on note
lk+1. Si nous sommes dans le premier cas (resp. deuxiéme cas) de la conclusion, nous notons
Ly41 lecorps (Lk)(lkH) (resp. L) et Z une hypersurface définie sur Ly contenant a1 *1x+1
de degré minimal : deg(Z) = wy,, , (ot 1e+1).

Nous allons maintenant montrer qu’il existe un entier ¥’ € [0, k + 1] et une sous-variété
Zy définie sur Ly, et Ly -irréductible tels que :

1. deg(Zk,) < lk'-‘,—l . lk+1ka+1 (al1...lk+1) deg(Vk/) ;
2. [lp]Vir—1 C Zpr s
3. codim(Zy/) = codim (V) + 1;

en posant les conventions codim(Vy41) = 0, deg(Vi+1) = 1, Voy = {a}, etlp = 1. Re-
marquons que cela impliquera notamment

(4.9) (dim(Vp), . ..,dim(Vi—1),dim(Z/)) < (dim(Vp), ..., dim(Vg)).
Nous distinguons deux cas.
Supposons dans un premier temps qu’il existe ¢ € [0, k] tel que
liv1- - a]Vi & Z.

Soit k' le plus petit entier vérifiant cette propriété. Considérons I’ensemble algébrique équidi-
mensionnel Vi N [lgry1...lge1] " Z; la variété Vi et Densemble algébrique
[lgr41 .- les1] "1 Z étant définis respectivement sur Ly et Ly ; C Ly, leur intersection est
elle aussi définie sur Lg. De plus, on a [lg]Vi—1 C Vi par hypothése et
[lx']Vir_1 est contenu dans [lg/11...lx+1]"1Z par minimalité de k', donc [l3/]Vir_1 est
contenu dans Vi N [lgry1-..lks1) "t Z. Soit Z;, une des composantes Ly -irréductibles

() Méme remarque que la note (4).
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de Vir N [lgro1---lks1)”1Z contenant [l;]Vir_1. La propriété 2 est ainsi assurée par la
définition de Z; et la propriété 1 par I'inégalité de Bézout :

deg(Zy) < deg([lgr41 - -- lk+1]_1Z) deg(Vyr)
S lkl+]_ N lk+]_(4)]Lk+1 (al1~~~lk+1) deg(Vk/)
Enfin, on a codim(Z/) = codim(Vj/) + 1 (propriété 3) par construction.

Supposons dans un deuxie¢me temps que Vi € [0, k], [li+1 - . .lk+1]Vi C Z. Posons alors
k' = k+ let Zyy = Z. Les propriétés 1, 2 et 3 sont alors trivialement vérifiées par la
définition de Zy 1.

Nous allons maintenant montrer
(k‘/, (ll, - ,lk/), (‘/i, ey Vk/—la Zk/), (]Ll, . ,Lk/)) ew
en distinguant 3 cas.

Cas 1. Si k' = k + 1 et que nous sommes dans la conclusion 1 du théoréme 3.12, nous
allons montrer que k£ + 1 est un indice de type I. En effet /511 est alors un premier ramifié¢
dans Iy, tel que ey, , (L) > Ej41 (en utilisant (4.8)), ce qui assure la condition (a). De plus,
lk+1 & Fexc (Vi) et, en utilisant encore (4.5) et (4.8), on obtient

Epy1 < lk+1 < (CO log(3ka (allwlk)))2n(1+5)(0+1)n.n!
< (€160 log(3wy (@)))2mve+innt < Py

Donc les conditions (b) et (c) sont satisfaites. De méme, grace a I'inégalité (3.16), la condition
(h) est vérifiée :
Wi 4q (allmlk-ﬂ) = W]Lk(lk+1) (allmlk*—l) < CoWL,, (all'“lk) log(3wu (all'“lk ))

La variété Zy ;1 est définie sur L1 (condition (e)) et vérifie la propriété 2 qui correspond a
la condition (f). Enfin, la condition (g) est assurée :

deg(Zk-i-l) = WLyt (allmlk+1)'
Donc I'indice k£ + 1 est de type I et

(k + 17 (l17 .. '7lk+l)7 (Vvla .. '7VkaZk+1)7 (Lh e a]Lk+l)) ew.

Cas 2. Si k' = k + 1 et que nous sommes dans la conclusion 2 du théoréme 3.12, nous
allons montrer que k + 1 est un indice de type I1. En effet, I, est alors un entier tel que ©
(en utilisant (4.5))

lk:+1 < (CO lOg(3ka (allmlk)))2n(1+6)(p+1)((n+1)!—1)
< (c16C0 log (3w ()™ #+2 (V=D < 1y

©) Méme remarque que la note (4).
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etlg+1 & Fexc(Vy) de sorte que les conditions (a), (b) et (c) sont satisfaites. De méme, a I'aide
des inégalités (3.17) et (4.5), la condition (h) est vérifiée :

WLiy1 (allmlkH) = WL (allmlkH)
wi, (alh)

<
Cé/z (Co log (3w, (ahrt))
N

)2n(5k+1+1)9

- )

T Cy"*(Co(log Co) =2 log (3w (ax)))2n(Br1+1)p

< wr, (a1l

~ CY2(Cy(log Co) 2 log (3w () (" FDITD 2iokia v
< epprwr, (@),

En effet, grace a I'égalité (4.1) on a
(n+D)!=1) Y vy =1 — (Bks1 + 1) = (kg1 + Dp.
j=k+2

Enfin, les conditions (d), (f) et (g) sont assurées de la méme fagon que dans le cas précédent.
Donc I'indice k + 1 est de type I et

(k +1, (11, R lk+1), (Vl, cooy Vi, Zk+1)7 (H_q, ce ,]Lk_H)) eWw.
Cas 3.7 Si k' < k + 1, on vérifie aisément que, par hypothése sur (k,1, V', L) et grace
a la propriété 2 de Zy/, nous sommes dans I'un des deux cas de la définition 4.1, sauf éven-

tuellement pour les conditions (g) ou (dg). Posons # = 1 si nous sommes dans la premicre
conclusion du théoréme 3.12 et § = 0 sinon. On a alors

WLy (@7141) S wp, (@) (o log (3w, (@7 1)))7.
Dongc, en utilisant la relation sur le degré de Z/ (propriété 1) et I'inégalité (4.5)

deg(Zk/) < lk’+1 . lk+1Ld]Lk+1 (allmlk_H) deg(Vk/)
< lprgr - legawn, (@75 (co log(3wr, (@t 1)) deg(Vi).

<l - Deprwr, (@75 (coerg log (3w () deg (Vi ).
De plus, par un argument similaire a celui de la démonstration du lemme 4.2, on montre
wi, (@) < ergwr,, (@) (log(3uwy,, (el ))) I NIE L]
et de nouveau avec I'inégalité (4.5)

wi (@) < eqowr,, (@) (log (3w (@) MO AL

(M) Remarquons que si n = 1, on a nécessairement k' = k + 1 = 1, donc ce cas ne peut pas se produire.
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D’ou, en posant Ay = deg(Zx/) (wr,, (o) deg(Vi)) ' ona

A < aolpri1 - - - loyr (log(Bwr (o ))lmﬂk +1, k]“(coclglog(?)w]L( N)?

< lk+1(COcl6 IOg(ng H co0l; log 3UJL H l;
i=k’+1 i=k’+1
ier iern

k+1

chw T o ] oe 11 o

i=kIF1 =k i=k'+1
i€ ier

Enfin, la relation sur la codimension de Zy, (propriété 3) et la majoration du degré de V-
(condition (g) ou (dg) de la définition 4.1) donnent

deg(Zy) < Lyry1 -+ Liyrwr,, (@) (Lygr -+ - Lywr,, (o 7h))
ll,,,lk/))codim(zk/)

codim(V}/)

< (g1 Lpw,, (o

)

ce qui montre que la condition (g) ou (dg) est vérifice. Nous avons donc montré de nouveau
(k‘/, (ll, . ,lk/), (Vl, ceey kafl, Zk/), (]Lh . ,Lk/)) e W.

Comme la suite des dimensions (dim(Vp), ..., dim(Vy_1), dim(Z/)) est strictement in-
férieure a la suite (dim(Vp), ..., dim(V%)) (voir la remarque (4.9)) et comme cette derniére
est minimale parmi les éléments de Wy, on en déduit

(k,a (ll) ey lk’)7 (‘/1’ ey Vk"fla Zk")) (]L17 e 7]Lk’)) ew \ WO;

ce qui achéve la preuve du théoréme. O

5. Démonstration des théorémes principaux

Nous allons maintenant montrer les théorémes 1.5 et 1.6 par récurrence sur n, la dimen-
sion du tore. L’initialisation de la récurrence est contenue dans la démonstration, dans la
mesure ou I’hypothése de récurrence n’est invoquée que dans le cas oun > 2.

Nous commengons par montrer que, si la hauteur de « est « petite » et que a n’appar-
tient pas a une sous-variété de torsion de petit degré, alors nous pouvons minorer 1'indice
d’obstruction de e sur L en fonction de la racine n-iéme du degré [L(e) : L]. Ainsi, il suffira
d’obtenir une minoration de la hauteur de o en fonction de ce degré pour conclure.

5.1. Minoration de I’indice d’obstruction
Par souci de clarté, nous commengons par estimer les quantités suivantes :

n((n+1)!=1)> vj+2n(6 +1) -1
j=1
=2n((n+ 1) — 1)y +2nv; — 1
=2n(n+1)!(1+n) (n+ 1! = 1)(1+20%) +1)"" =1
<2n+1)%(n+ 1! ((n+ 112 +1)%)"""
< (2n+1)*n+1))"
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et
n-(n+ 1 vi+n—1< 4n(( |—1Z (2(n+1)%(n+1)1)"
J=1 J=1

On pose alors &(n) = (2(n +1)2(n + 1)!1)" et fi(n) = 4(n — 1)! (R(n) + 2&(n — 1)) (avec
(0) =0).

THEOREME 5.1. — Supposons qu’il n'existe pas de sous-variété de torsion B contenant o
telle que

(5.1) deg(B)Y/dim(B) < 4y (o)™ (Cy(log Co) log(3uwr (x))) ™
et que l'on ait
5 -1

h(a) < wy(a) ! ((Co(log Co) log 3wy, (ex)) 2™
Alors on a

[L(e) : L]V™ < wi.(@) (Co(log Co) log(3wr. ()™
et il existe un nombre premier p ramifié dans L w'appartenant pas a Eex.({a}L) tel que

Ly (aF) C L(aP).

Démonstration. — Le point « satisfait les hypothéses du théoreme 4.5, ainsi W\ W, n’est
pas vide. Soient (k,l,V,L) € W\ Wy eti € [1, k] tel que V; et V;_; soient de méme dimen-
sion. On a [[;]V;—1 C V; avecl; € Eexc(Vi—1). Nous allons montrer que nécessairement ¢ est
de type I et que V;_1 est une réunion de translatés de sous-tores.

En effet, si ¢ est de type I et que V;_; n’est pas une réunion de translatés de sous-tores,
on a, par la proposition 2.2,

deg ([l;]Vi—1) > l;deg Vi1,
car l; € Eexe(Vi—1). Or [[;]V;—1 C V; et ces deux variétés ont méme dimension, donc
deg ([l;]Vi-1) < deg(V;).
Mais V;_; contient a!**"*~1 d’ou, par le lemme 2.4,
WL, (all"'li—l) <n deg(‘fi_l)l/COdim(VFl).

En combinant ces inégalités avec celles de la définition 4.1, on obtient

wry (el i) < (17 deg(V) ™ Y < BTV Lo - Ly, (0 h)

< nEi_l/nLiH oo+ Lywy,_, (@l=1) ¢ log (3w, _, (a7 i-1))
< coerenE; M Lity - Ly, (a1 log (3w, ().
On aboutit alors a une contradiction :
1 < ¢persn(Colog(3w)) ™ Si/mt2n((n+1)I=1) 370 v
x (log Cy )zéi/n”n(("ﬂ)!_l) Z;L:m I log(3wy ()
< coern(Co)~ (log Co) 2o/ ™2+ DI=D 30 v
De méme, si ¢ est de type II, on a

deg ([l;]Vi—1) > deg Vi1,
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car l; € Eexe(Vi—1). Or [1;]V;—1 C V; et ces deux variétés ont méme dimension donc
deg ([li]Vi-1) < deg(V).
Mais V;_; contient o't %=1, d’ou
wH‘i_l(all'“li—l) < ndeg(‘/iil)l/COdim(Vifl).
En combinant ces inégalités avec celles de la définition 4.1, on obtient
wi (0 < (deg(V) /ot

S nLi-‘,—l . an]L,- (all'-'li)

S TLLH_l s LnEin_‘Fl (allmli_l).
D’ou

1 < n(logCy )6" (A=) S iga v 00_1/2,

ce qui constitue de nouveau une contradiction.

Ainsi ¢ est de type I et V;_; est une réunion de translatés de sous-tores ; écrivons

Vi1 = U T (all"'li—lH) — ai}l"'li—lH’

T€Gal(Q/L;—1)

£l
Il &
—

ou H estun sous—tore de GT etles ay, k € [1,d], sont des conjugués de v au-dessus de L;

tels que ozl1 hic1 et aij"'l"’l sont distincts modulo H dés que k; # ko (en d’autres termes,

(ar o)tz ¢ H).

Nous allons montrer que H est nécessairement le sous-tore trivial. Sin = 1, c’est im-
médiat. Sinon, raisonnons par I’absurde : supposons que le sous-tore H est de dimension
strictement positive et considérons I’application

¢:G) — G /H ~ G,
xr— (x%,..., %)
ou r est la codimension de H et (eq,...,e,) € (Z™)" engendre le réseau A associé au sous-
tore H. D’aprés le paragraphe 4 de [15], on dispose de I'inégalité

o\ "2
( ) Vol(A) < deg(H)
r
ou Vol(A) désigne le volume de (A®R)/A. En appliquant le théoréme des minima successifs
de Minkowski respectivement a la norme du sup (voir page 218 de [7]) dont le volume de la

boule unité dans (A ® R) est au moins 2" (voir [20]) et en utilisant le lemme § page 135 de
[7], on peut choisir les e; de sorte que

1/2
(5.2) H||e]|| < rIVol( )<1"!<:L) deg(H) < n!deg(H).

Notons B 'image de o'+ "%~ par le morphisme ¢. Le nombre de composantes géométrique-
ment irréductibles de V;_; vaut alors d = [L;_1(8) : L;_1] > [Q*?(8) : Q"]. Etant donné
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que r < n, nous pouvons appliquer, par hypothése de récurrence, le théoreme 1.6 a 8 € GJ,.
Ainsi, on a

T

(5.3) [143) > (ea(r)d(log3d)=) "

j=1
ou il existe une variété de torsion B C G}, contenant 3 telle que
(54) (deg B)!/<edimB) < ¢y (r)d™ (") (log(3d) ).

Or, en utilisant les inégalités (5.2), (4.4) et (g) de la définition (4.1), on dispose de la majora-
tion

3
3

j=1 j=1
< nldeg(H)h(alt"ti-1)"
deg Vi
< n'egTVl(ll o liih(a))"

< " (ersh(a)en (o) og(Bur (@)~ ] L)

(Co(log Co) log(ng(a)))r(—2k(n)+n—1+2n((n+1)!—1) S v) '

IN

n!
d

Dans la mesure ot log(3d) < log(3degV;_1) < ¢21(log Cp) log(3wr(cx)) et

ko(r) =3rk(r) < 3rk(n—1) <rk(n) <r (2&(71) —(n—=1)=-2n((n+1)!-1) Z z/j> ,

=1

cette derniére majoration contredit 1'inégalité (5.3). De méme, supposons qu’il existe une
sous-variété de torsion B C GJ, contenant @ vérifiant (5.4); il existe un point de tor-
sion ¢ et un sous-tore H de G;, de méme dimension et de degré inférieur a B tel que
¢B appartienne a H. En utilisant comme précédemment le théoréme de Minkowski, on
peut exhiber un caractére non trivial de G, x = []j—, Xz, trivial sur H et tel que
max{|sg|, k€ [1,7]} < r/2(deg H)'/odim(H) Alors le caractére ¥ de G" défini par

- lylic1 Y o Sker,; \ , RN
X = H?:1 X; k=t ’ (ou eg,; représente la j-ieme composante de ey) est non
trivial (car les ey, k € [1,r], sont linéairement indépendants) et vérifie

Kla) = Loy " Doy ke I8 =xB) =x¢") =¢
j=1 k=1
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ou ¢ est une racine de I'unité. Ainsi « est contenu dans une hypersurface de torsion B telle
que

deg B < n max {Jl - lioq Z Skekj|}
Jjelt.n] 1

< nrly---li—1 max {|sg|} max |ex|
ke[1,r] kell,r]

<nrLj--- Li_lrl/z(deg B)l/COdim(B)n! deg(H)

< cgaLqy--- Li—1dn2(r)(10g(3d))u(r) deg(H)

< egoLy -+ - Li_1(deg(V;_1))™™ (log(3d))*™

< ¢go(Ly -+ Lpwr, , (al+-ti=1))m2() (Jog(3d)) ()

< (@) 27 (Co(log Co) log (3w (ex))) 7V DID 2y )

ce qui contredit I’hypothése (5.1) car
rn2(r) < (n—1L)nz(n —1) = m(n)
et

w(r) +rne(r)(2n((n+ 1)1 = 1) Z vi+n) <pn—1)+ (n—1)n(n—1)k(n)

<8(n—1)&(n — 1) +4(n — 1)!&(n) < fi(n).

Ainsi, le sous-tore H est trivial et la sous-variété V;_; est de dimension 0. Nous pouvons
alors supposer ¢ = 1. Dans ce cas, la variété Vj, est la réunion des conjugués au-dessus de
Lo =1L, doudegVy = [L(e) : L] et, par la propriété (co) de la définition 4.1,

[L(a) : L]Y/™ < wy (a)(Collog Cy) log (3w (e))) 2 (D=0 220, v
< wi,(@)(Co(log Co) log(3wr ()))*™.
De méme, la variété V; est la réunion des conjugués de o' au-dessus de L; = L, et

deg(V;) = [Li(alt) : L4]. Or, si 'on suppose Li(a!t) = L(a!t) on a, avec (2.4) et les
hypothéses 1(a), 1(b) et 1(c) de la définition 4.1,

deg(V1) = [L(a') : L][L : L1] > [L(a") : Ll min(ly, e, (L)) > [L(a) : L]E;.

Finalement, en combinant cette inégalité avec les inégalités 1(g) et 1(h) de la définition 4.1,
on obtient

wi (@) < n[L(a) : L)Y™ < n(E7! deg(V1))Y/™
< conEl_l/nLg -+ Lpwr (o) log (3w (av)),

ce qui constitue une contradiction (identique a la premiére rencontrée dans cette démonstra-
tion). En posant p = [1, le théoréme est entierement démontré. O

5.2. Minoration de la hauteur en fonction du degré

Nous allons dans cette partie démontrer le théoréme suivant :
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THEOREME 5.2. — Il existe un réel é(n) strictement positif ne dépendant que de n tel que
la proposition suivante soit vraie. Soient a € G (Q) et IL une extension abélienne de Q. S’il
n'existe pas de sous-variété de torsion B contenant « telle que
(55 deg(B)Ve ) < [La) s LI/ (en) log(3[L(ar) s L))"

alors 2
h(e) > [L(e) : L7/ (&(n) log(3[L(e) : LIV/™)) .
A la maniére de [6], nous commengons par établir une réduction sur le couple (a, ). Pour
cela, nous devons établir un lemme préliminaire.

LEMME 5.3. — Soit o un point de G? (Q). Soient K un corps de nombres, p un nombre pre-
mier et (, une racine primitive p-ieme de 'unité. Alors I'extension

K(a?, ) € K(a, ()

est abélienne de degré une puissance de p. De plus, si K (o, (p) = K (a?, (), il existe { € ker[p]
tel que K (o) = K (aP).

Démonstration. — Soit 7 € Gal(Q/K (a?,(,)). Ona ra? = aP donc il existe £ € ker[p]
tel que 7(a) = £ et T appartient a K (e, (). L’extension K (a?, () C K(a, (p) est donc
galoisienne. D’autre part, si ’on considére I’application

¢ : Gal(K (e, (p)/ K (aP?,(p)) — ker[p)
T+— &
on vérifie aisément que ¢ est un morphisme injectif. Ainsi Gal(K (e, {,)/ K (a?,(p)) est iso-
morphe a son image par ¢ donc est abélien. La premiére partie du lemme est donc démontrée,

passons a la seconde.
Remarquons d’abord que, par hypothése,
K(a?) C K(a) € K(o, (p) = K(a?,¢p).
Si K(a) = K(aP) le résultat est trivial. Supposons donc que K(a?) ¢ K(«). Soit ¢ un
générateur du groupe cyclique
G = Gal(K(a”, G,)/K (o))
et notons & un de ses prolongements & Q. Comme on a 5(aP) = aP, il existe £ € ker[p] tel
que 6(a) = €a.

Montrons que o (&) # £.Si & = (1,...,1), alors 6(a) = a et Q(ax) est stable sous I’ac-
tion de G; on en déduit que K(a) = K(aP). Par ailleurs, si £ # (1,...,1) et € = &,
alors K (&) = K((p) est stable sous I'action de G ; il s’ensuit que G est réduit a I'identité et
K(a?) = K(a?,(p); a fortiori on a encore K (a) = K(o®). Dans les deux cas, on obtient
une contradiction avec I’hypothéese K () # K(aP).

Onadonco(§) = £, avec A € Zet A # 1 mod p. Soit u une solution de la congruence

A=1u+1=0 modp

etsoit{ =¢%. Ona
5(¢a) = 0(¢)i(a) = € o = ¢a,
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ce qui montre que Q({a) (donc K(Cc)) est stable sous l’action de G, et ainsi
K(¢a) C K(aP). Dautre part, ((a)? = aP, donc ces deux corps sont égaux, ce qui
acheve la démonstration. O

5.2.1. Réduction. — Si p est un nombre premier, on note €,(L) la puissance maximale de p
divisant I’entier m minimal tel que L C Q({,). On définit également

éL)= Y (GL)-1).
p premier
Remarquons que si L et I” sont deux extensions abéliennes de Q vérifiant . C L, alors
é(L") < e(L).
Pour démontrer le théoréme 5.2, on raisonne par I’absurde. Supposons donc qu’il existe

a € G (Q) et L une extension abélienne de Q tels que le théoréme 5.2 soit faux :

(5.6) h(e) < ([L(a) LY (8(n) log(3[L(av) : ]L]l/”))%(")>

et il n’existe pas de sous-variété de torsion B contenant « telle que
(57)  (deg B)Y=dmB < [Lia) : L]/ (&(n) log(3L() : L))" "

Nous pouvons supposer de plus que le degré d = [L(e) : L] est minimal dans (5.6)
et (5.7) : pour tout point &’ € G”(Q) et toute extension abélienne L de Q vérifiant
[L'(a’) : L] < d,la conclusion du théoreme 5.2 est vérifiée.

En particulier, ceci implique que pour tout ¢ € (G? (Q))tors €t toute extension abélienne
L deQ,ona

>8) [L'(Cex) : L] > d.

En effet, si [L/({a) : '] < d, alors par minimalité de d, on a

(-9) h(¢a) > <[1L(a) . L]V (&(n) log(3[L(a) :L]l/"))%(")>_1

ou il existe une sous-variété de torsion B contenant (e telle que

(5.10) (deg B) /=95 < [L(a) ; L™/ (5(n) log(3[L(ar) : Lj1/7))" ™.

Cependant, on a h(a) = h(Ca) donc I'inégalité (5.9) contredit (5.6). De méme, I'inégalité
(5.10) est impossible car la variété B = ¢~ B est une variété de torsion de méme degré et
méme dimension que B et contient «, ce qui contredit (5.7).

Enfin, soit A l’ensemble des extensions abéliennes I de Q telles qu’il existe
¢ € (G™(Q))1ors vérifiant [L'(¢ex) : L'] = d. Posons

5 — miné(L).
é Lmelﬂe()

Quitte & remplacer « par {a pour un certain ¢ € (G? (Q))tors et L par L’ € A, nous pouvons
supposer que IL vérifie les deux conditions suivantes :

(5.11) L(a): L] = d,
(5.12) (L) = é.
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De plus, par un argument galoisien, nous avons le diagramme

/
\LmQ

Q

Etant donné que LN Q(a) est une extension abélienne de Q et que é(LNQ(ax)) < é(L) = é
on a é(L N Q(ax)) = é. Cela nous permet de supposer, quitte a remplacer L par L N Q(«),
que L C Q(a), c’est-a-dire

(5.13) Qo) = L().
Remarquons enfin que I’on peut également supposer
(5.14) V¢ € (G (@)iors, Q¢e) € Qa) = Q¢ex) = Q(ex).

En effet, s’il existe ¢ tel que Q(Cax) € Q(a), nous avons L(¢a) C L(e), ce qui implique
nécessairement (par (5.8)) L(¢ax) = L(a) = Q(a). Nous avons ainsi le diagramme

e
N e

Par le méme argument, nous pouvons donc remplacer a par (e et L par L N Q({c). Nous
pouvons itérer ce procédé, jusqu’a obtenir (5.14) (nombre d’itérations fini car le degré décroit
strictement a chaque étape).

Ainsi, nous considérons désormais un point c et une extension abélienne L. de Q contenue
dans Q(a) qui satisfont (5.6), (5.7), (5.8), (5.11), (5.12), (5.13) et (5.14).

5.2.2. Lemme auxiliaire. — Le but de la précédente réduction est de montrer le lemme sui-
vant.

LEMME 5.4. — Soit p un nombre premier ramifié dans 1L n’appartenant pas a Eox.({a}1).
Ona
]L(p)(ap) = ]L(ap).
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Démonstration. — Soit T € Gal(Q/L,)) tel que 7, # Id. Raisonnons par I'absurde :
supposons TaP = aP. Ceci équivaut a dire que Q(a?) est stable sous I’action de 7. Notons
E le sous-corps de L fixé par 7. On a alors Q(a?) N L C E donc E(a?) N L = E. Par un
argument galoisien, les « cOtés » opposés du diagramme suivant ont méme degré :

L«

-
B

=)L NE(a?)

)
\Ew
/

Q

On en déduit

[L(a?) : E(aP)] = [L : E].
Or, le premier p n’appartient pas a Eexe ({a}L) donc L(a?) = L(«), ce qui donne avec ’éga-
lité (5.13)
(5.15) L(a?) = L(a) = Q(a).
Ainsi [Q(e) : E(a?)] = [L : E]. D’une part, comme E C L (sinon 7y, = Id),ona [L : E] > 1.
D’autre part, on a L) C E, d’ou I'encadrement

(5.16) 2 < [Q(a) : E(a?)] < p.

Nous allons montrer que ce degré est exactement p. Pour cela considérons une ra-
cine primitive p-ieme de 1'unité, notons-la ¢,, et les extensions cycliques Q(c, (,)/Q(c),
E(a?, () /E(a?) et Q(a?,(,)/Q(aP) dont le degré divise p — 1. Remarquons que 'on a
(voir (5.15))

Q(a?, Cp) C E(a?, Cp) c ]L(Otp,gp) =L(e, Cp) = Q(aygp)'

Par ailleurs, par le lemme 5.3, 'extension Q(e, {,)/Q(a?, (,) est abélienne de degré une puis-
sance de p. Il en est donc de méme pour 'extension intermédiaire Q(ca, () /E(a?, {p). Sup-
posons Q(a, (p) = E(a?,(,). Ona

E(a”, CP) < E(a7<p) - L(a’ Cp) = Q(a7<1))

donc E(ax, () = E(a?, (p). Le lemme 5.3 implique alors I’existence d’un élément ¢ € ker[p]
tel que E(¢ax) = E(aP). Ainsi :

Q¢e) € E(Ca) = E(a”) C L(a’) = L(a) = Q(a).

L’hypothése (5.14) faite sur o implique que ces six corps sont égaux; en particulier
Q(a) = E(a?), ce qui est impossible d’apres (5.16). Done [Q(ax, {p) : E(a?, ()] = p®, avec
a > 1. Ainsi p divise

[Q(e, &) : E(a?)] = [Qa, Gp) : Q(@)][Q(e) : E(a”)].
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Or [Q(e, ¢p) : Q(a)] divise p — 1 donc, par le lemme de Gauss, p divise [Q(a) : E(aP)].
L’encadrement (5.16) implique alors

[Q(e) : E(a”)] = p.

On a ainsi montré que [ : E] = [Q(cv) : E(a?)] = p. On en déduit que [L : L,)] = pet
que p? divise m. Notons g la quantité é,(L) et fixons une racine primitive g-iéme de I'unité
¢, = ™9 Comme L(¢;) € Q(Cm). le groupe de Galois Gal(Q(¢m)/Q(¢myp)) induit
par restriction un sous-groupe non trivial de Gal(IL({;)/Q), qui est nécessairement cyclique
d’ordre p. Notons F le corps fixé par ce sous-groupe et p un générateur de Gal(IL({,)/F).
Alors E C F et

(5.17) PSq = Cpla
ou fp est une racine primitive p-iéme de 'unité.

Nous allons montrer qu’il existe ¢ € (G™(Q))tors tel que F(¢a) C F(a?). Nous pouvons
supposer que F(a?) C F(a), sinon notre affirmation est triviale ; donc F(a?) C L(ex, {,). De
plus, par un argument galoisien, [L(aP?,(,):F(a?)] divise [L({;):F]=p. Or
L(a?, () = L(a, ¢,), donc

[L(ex,(q) : F(a?)] = [L(a?, () : F(a?)] = p.
En utilisant de nouveau un argument galoisien, on obtient que la restriction
r: Gal(L(e, () /F(a”)) — Gal(L(¢q)/F)

est un isomorphisme de groupes. Soit g un générateur de Gal(L(a, (;)/F(a?)) tel que
r(p) = p. Ll existe alors £ = (¢, ..., (") € ker[p] tel que

pa =€
et, par (5.17),

ﬁgq = équ-
Sion pose ¢ = (¢;**,...,(; "), alorson a

per) = p(Q)ple) = (G *1¢ ™., G (e = e
Ainsi o est stable sous I’action de Gal(L(ex, {;)/F(a®)) donc F({ax) C F(a?).
On en déduit
[F(¢a) : F] < [F(a?) : F] < [E(a®) : E] =d.
Or, comme F € Q((r/p), on a €(F) < &(ILL). On vient ainsi de contredire I’hypothése (5.12)
O

faite sur «, ce qui achéve la démonstration du lemme.
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5.2.3. Démonstration du théoréme 5.2. — Nous pouvons maintenant passer a la démonstra-
tion proprement dite du théoréme 5.2 :

Démonstration. — Par la réduction qui précede, on peut supposer que « vérifie le lemme
5.4. Posons é(n) = n?Cylog Cy et supposons qu’il n’existe pas de sous-variété de torsion B
contenant « vérifiant (5.5) et que ’on ait
—2Rk(n)

h(a) < [L(e) : L]~/ (&(n) log(3[L(ar) : L]*/™))

Dans la mesure ot I'on a wy () < n[L(a) : L]*/™, le couple (e, L) vérifie les hypothéses
du théoréme 5.1. La (seconde) conclusion de ce dernier est alors en contradiction avec le
lemme 5.4. O

5.3. Démonstration des résultats principaux

5.3.1. Démonstration du théoréeme 1.5. — Soit c¢i(n) un réel tel que ci(n) >
(4n%Coi(n)(log(Cp))?)*™). Soient ¢ € G7(Q) et L une extension abélienne finie de Q
telle que wp(a) = wgas (). Supposons que a ne soit pas contenu dans une variété de
torsion vérifiant

(deg B)Y/c0dmB) < ¢; (n)wy. ()™ ™ (log(3wr (e))) ™
et que ’on ait
3&(n)\ !
h(a) < (e1(n)wr (o) log(3wr.(a)))* ™)
Le couple (e, L) vérifie alors les hypotheses du théoréme 5.1. En particulier, on a

[L(c) : L]Y/™ < wy(@)(Colog(Co) log(3wy(ax)))*™.

Ainsi, a n’est pas contenu dans une variété de torsion vérifiant (5.5) (par le choix de ¢;(n)
et le fait que £(n)n1(n) + i(n) < p(n)). D’apres le théoréme 5.2, ceci implique

—2Rk(n

h(@) = [L(@) : LI/ (&(n) log(3[L() : L") """

> wL(a)—l ((cl(n) log(3wl(a)))3k(n))_1 7

ce qui contredit notre hypothése et achéve la démonstration du théoréme 1.5.

5.3.2. Démonstration du théoréme 1.6. — Nous suivons la preuve du théoréme 1.6 de [2], en
contrdlant le degré de la sous-variété de torsion. Posons cz(n) = (2n2c;(n))" et raisonnons
par ’absurde en supposant qu’il n’existe pas de sous-variété de torsion B contenant « telle que

(5.18) (deg B)Y/dim(B) < ¢, (n)[Q*P () : QP12 (log(3[Q?® (ar) : QP]))H(™),

En particulier, aucune des coordonnées de « n’est une racine de l'unité. Soit
h =min{h(ay),...,h(a,)}; d’aprés le théoréme 1.5 danslecasn =1, on a

(5.19) h2 (a()[E™ (@) : 0 (og(3[0 (@) : @) V)
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car  [Q%°(a) : Q%] > [Q*"(e) : Q®P] = wgan (), quel que soit i€ [1,n]. Pour

i € [1,n], nous posons A; = [2h(cv;)/h] et choisissons 3; € Q tel que 3;* = a;. Nous notons

A = []i=; A;; par hypothése et I'inégalité (5.19), nous avons

(2 (D[Q*(er) : Q**](log(B[Q*" (ar) : @*])) )"
c2(n)[Q () : Q°°] (log (3[Q" (ax) : QaP]))x2(m)

A<H2hai/h)§2”

(201(1)) ab . Mmabin—1
< S0 (@) 1 0
De plus, I'indice d’obstruction du point 8 = (f4,. . ., ) Vérifie
(5.20)
wgen(B) < [0(8) : Q" < (A0 : Q)" < 2’2“)(1/1 @) : @] < [0*(e) : Q)

et B n’appartient pas a une sous-variété de torsion dont le degré vérifie
(deg Bg)'/ccdmBs) < ¢ (n)wgan (B)™ ™ (log(3wges (B)))*™.

En effet, si tel était le cas, il existerait un point de torsion ¢ et un caractére non trivial
x = [T, X7 tel que x(¢B) = 1et|rle < n'/?(degBg)'/dim(Bs) (obtenu grace au
théoréme de Minkowski, comme dans la démonstration du théoréme 5.1). Alors le caractére

T . .Aj L, . .
x =Tz, X; IL. vérifierait
~ % T ri | |z Ad - i
2(Ca) = [[(Ga) st = T8 = x(¢B)* =
i=1 i=1
oul = ( L,..., (). Ainsi le point o serait contenu dans une hypersurface de torsion By

telle que, en utilisant la majoration de A et 'inégalité (5.20),
deg Ba < n3/2Ac1< Josges (B)" ™ (log(Buwiga (8)))™)

()t 0 ) @ ) £ QP g (1@ ) : @)
< (MR (@) : Q) (log (30 (ar) : Q)™

ce qui contredit I’hypothése (5.18).
En appliquant la contraposée du théoréme 1.5 a 3, on obtient alors la minoration

-1
h(B) > (er(n)wges (B)(log(3wges (8)))™ ™)
Or la hauteur de 3 est majorée :
< Z h(B;) =
i=1
En combinant ces deux inégalités et en utilisant (5.20) et ’hypothése, on obtient

1 < c1(n)wgss(B) (log(3wQab (,8)))'“(") nh
< n?e; (n)(A[Q™ (a) : Q)™ (log(3[Q*" () : Q1)) ™

n 1/n
<zn2cl<n)(@ab ) @ n a») (1og(3[Q™(er) : @)™

<2n201(n)02( ) 1/n (log( [dab( ) Qab])“l(" —ra(n)/n

= h(o)

i=1
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ce qui est absurde par le choix de ca(n), k1(n) et ka(n).

5.3.3. Démonstration du corollaire 1.7. — C’est une conséquence quasi-immédiate du théo-
réme 1.1 de [3] : celui-ci affirme que, pour tout nombre réel ¢ > 0, 'ensemble des points de
V dont les coordonnées sont multiplicativement indépendantes et dont la hauteur est ma-
jorée par (dim (V') + 1)2°5(V') + € est Zariski-dense dans V' (en particulier, il est non vide).
Soit a dans cet ensemble ; comme « n’est contenu dans aucune sous-variété de torsion et que
woab (@) < wgan (V) (si une hypersurface contient V, alors elle contient «) le théoréme 1.5
implique
h(e) > (e (n)wgan (V) (log (3wgan (V) M)

donc

(dm(V) + DS (V) + ¢ > (cl(n)wQab(V)(log(:aw@ab(V)))~1<n>)_1 .

Cette derniére inégalité étant valable pour tout € > 0, on a donc la minoration voulue.

Appendice

Nous donnons ici des valeurs indicatives pour les constantes utilisées tout au long du texte.
Nous ne prétendons pas a I’optimalité de celles-ci. Elles permettent néanmoins de fournir des
valeurs pour ¢ (n), ca(n) et cs(n).

Dans le paragraphe 3.1: ¢y = (5n)°, ¢} = Tn, ¢y =7, ¢4 = 15n2 et C = (10n)3.

Dans le paragraphe 3.3 : ¢; = 40n+2, c2 = 19n%c1, c3 = 1, ¢4 = (2n+4)"" 1, ¢c5 = ey,
Ce = 48265, Cr = 4, Cg = 405, Cg = (27’L + 4)—n, C10 = 69/26711, C11 = (25n”+1(1 + 5)(1 + p))_l
(on utilise le résultat de Rosser (voir [16]) qui assure que |P;| > N;/4log N; si N; > 109),
c12 = 4n%(1 + p)(1 + d)n!, c13 = c11/2 et c14 = 1/cy3. Les calculs de ce paragraphe et le
théoréme clef sont assurés si Co > (27n3(5 + 1)(p + 1))*".

Dans la partie 4 : ¢15 = ¢2" = (5n)'0", c16 = 19n2, c¢17 = 8nwg, c13 = 8n’wy,
c19 = C15, C20 = C15C]g et toutes les conditions demandées sur C sont conséquences de
Co > exp(8nuyp).

Dans la partie 5 : ¢co1 = ¢15, Ca2 = 2 (r)n5/ 2n! et toutes les conditions demandées sur Cy
sont vérifiées dés que Cp > exp(6n&(n)).

Ainsi, la valeur exp(6ni(n)) convient pour Cp et on peut alors prendre
c1(n) = exp(8nk(n)u(n)) et ca(n) = (2n?)" exp(8n2i(n)u(n)).
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