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LE PROBLÈME DE LEHMER RELATIF
EN DIMENSION SUPÉRIEURE

 E DELSINNE

R. – Nous généralisons en dimension supérieure un théorème d’Amoroso et Zannier concer-
nant le problème de Lehmer relatif. Nous minorons la hauteur d’un point d’un tore en fonction de son
indice d’obstruction surQab, l’extension abélienne maximale deQ, à condition qu’il ne soit pas contenu
dans une sous-variété de torsion de petit degré. Nous en déduisons une minoration du minimum essen-
tiel d’une sous-variété non contenue dans un sous-groupe algébrique propre en fonction de son indice
d’obstruction surQab. Nous montrons ainsi, à un epsilon près, les conjectures les plus fines qui peuvent
être formulées dans ce cadre.

A. – We generalize in higher dimension a theorem of Amoroso and Zannier concerning
the relative Lehmer problem. We obtain a lower bound for the height of a point in a torus in terms of
its obstruction index over Qab, the maximal abelian extension of Q, provided that this point does not
lie in a torsion subvariety of small degree. We deduce a lower bound for the essential minimum of a
subvariety not contained in a proper algebraic subgroup in terms of its obstruction index overQab. We
prove up to an epsilon the sharpest conjectures that can be formulated.

1. Introduction

Nous nous proposons dans cet article de poursuivre l’étude du problème de Lehmer dans
un tore, amorcée par F. Amoroso et S. David dans [2] et [4]. Soit n un entier naturel non nul.
Nous considérons le plongement « naturel » de Gn

m dans Pn. La hauteur (normalisée) d’un
point α = (α1, . . . , αn) ∈ Gn

m(Q̄) est donc la hauteur de Weil logarithmique h(α) du point
projectif (1 : α1 : . . . : αn). Cette hauteur est nulle si et seulement siα est un point de torsion,
c’est-à-dire un point dont les coordonnées sont des racines de l’unité. Le problème de Lehmer
consiste à déterminer la minoration optimale de la hauteur h(α) si α n’est pas de torsion.

Dans le cas n = 1, le problème de Lehmer « classique » est le suivant :
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982 E. DELSINNE

C 1.1. – Il existe un nombre réel c strictement positif tel que, pour tout
α ∈ Gm(Q̄) qui n’est pas une racine de l’unité, on a

h(α) ≥ c

[Q(α) : Q]
.

Si l’on ne suppose rien de plus sur α, c’est la meilleure minoration possible étant donné
que h(21/d) = (log 2)/d. Dans cette direction, le meilleur résultat à ce jour est la minoration
de E. Dobrowolski [12] :

h(α) ≥ c

[Q(α) : Q]

Å
log(3[Q(α) : Q])

log log(3[Q(α) : Q])

ã3

,

où c est un réel strictement positif. Par la suite, F. Amoroso et U. Zannier montrent dans [6]
que l’on a le même type de minoration en remplaçant le degré total [Q(α) : Q] de α par le
degré « non abélien » de α, c’est-à-dire [Qab(α) : Qab], où Qab désigne l’extension abélienne
maximale de Q : c’est le problème de Lehmer « relatif ».

Par ailleurs, dans [2], F. Amoroso et S. David énoncent une conjecture qui est l’analogue
en dimension supérieure du problème de Lehmer. L’invariant à considérer en dimension su-
périeure n’est plus le degré, mais une notion plus géométrique : l’indice d’obstruction.

D 1.2. – Soientα ∈ Gn
m(Q̄) etK un sous-corps de Q̄. On appelle indice d’obs-

truction de α relativement à K (ou sur K) et on note ωK(α) le plus petit degré (1) d’une hy-
persurface de Gn

m définie sur K contenant α.

La conjecture peut alors se formuler ainsi :

C 1.3. – Soit n un entier naturel non nul. Il existe un nombre réel c(n) tel que
pour tout α ∈ Gn

m(Q̄) à coordonnées multiplicativement indépendantes, on a

h(α) ≥ c(n)

ωQ(α)
.

La version « relative » de cette conjecture correspond à celle où l’on remplace ωQ(α) par
ωQab(α). Notons que l’on ne peut, dans cette conjecture, faire l’économie de l’hypothèse
d’indépendance multiplicative des coordonnées de α : il suffit de considérer le point αd =

(21/d, . . . , 21/d), d ∈ N∗, dont la hauteur peut être arbitrairement petite et qui vérifie, dès
que n ≥ 2, ωQ(αd) = ωQab(αd) = 1. Rappelons également que faire cette hypothèse équi-
vaut à supposer queα n’appartient à aucune sous-variété de torsion, c’est-à-dire une réunion
de translatés de sous-tores stricts par des points de torsion. Dans [2], F. Amoroso et S. Da-
vid montrent l’analogue du résultat de E. Dobrowolski, puis dans [4], une version « semi-
relative » :

T 1.4. – Pour tout entier naturel n non nul, il existe des nombres réels strictement
positifs c(n), κ(n) et µ(n) ne dépendant que de n et effectivement calculables tels que la pro-
priété suivante soit vraie.

(1) Le plongement de Gn
m dans Pn ayant été fixé, on entend par degré d’une sous-variété de Gn

m le degré de son
adhérence de Zariski dans Pn.

4 e SÉRIE – TOME 42 – 2009 – No 6



LE PROBLÈME DE LEHMER RELATIF EN DIMENSION SUPÉRIEURE 983

Soient L une extension cyclotomique de Q et α un point de Gn
m(Q̄). Si

h(α) ≤
Ä
c(n)ωL(α)(log(3[L : Q]ωL(α)))κ(n)

ä−1
,

alors il existe une sous-variété de torsion B définie sur L et contenant α telle que

(degB)1/codim(B) ≤ c(n)ωL(α)(log(3[L : Q]ωL(α)))µ(n).

Dans ce résultat, la dépendance en le corps L n’est pas satisfaisante car le degré [L : Q]

peut être pathologiquement grand par rapport à ωL(α) (en particulier lorsque [L : Q] n’est
pas polynomial en ωL(α)). Nous montrons ici que l’on peut se défaire de cette dépendance.
Avant d’énoncer les résultats principaux, nous posons, pour tout n ∈ N∗,

κ1(n) = 3
(
2(n+ 1)2(n+ 1)!

)n
, κ2(n) = nκ1(n),

η1(n) = (n− 1)!

(
n−3∑
i=0

1

i!
+ 1

)
, η2(n) = η1(n) + n− 1

et
µ(n) = 8n!

(
2(n+ 1)2(n+ 1)!

)n
.

T 1.5. – Pour tout entier naturel n non nul, il existe un réel strictement positif
c1(n) ne dépendant que de n et effectivement calculable tel que la propriété suivante soit vraie.
Soit α ∈ Gn

m(Q̄). Si

h(α) ≤
Ä
c1(n)ωQab(α)(log(3ωQab(α)))κ1(n)

ä−1

alors α est contenu dans une sous-variété de torsion B telle que

(degB)1/codim(B) ≤ c1(n)ωQab(α)η1(n)(log(3ωQab(α)))µ(n).

Il semble raisonnable de conjecturer que l’on peut obtenir le même résultat en remplaçant
η1(n) par 1, quel que soit n (ici, η1(n) est majoré par 4(n − 1)! et on a η1(1) = η2(1) = 1).
Malheureusement, le schéma de la preuve que nous utilisons (une récurrence sur n) ne nous
permet pas d’obtenir un tel exposant.

Par un simple argument d’algèbre linéaire, on montre que pour tout sous-corps K de Q̄
on a l’inégalité

ωK(α) ≤ n[K(α) : K]1/n.

Par conséquent, il devient possible d’obtenir une forme « faible » du théorème 1.5 (comme
corollaire immédiat de celui-ci) en remplaçant l’indice d’obstruction par une racine n-ième
du degré. On peut en fait en déduire un résultat plus précis concernant le produit des hauteurs
des coordonnées de α en fonction du degré :

T 1.6. – Pour tout entier naturel n non nul, il existe un réel strictement positif
c2(n) ne dépendant que de n et effectivement calculable tel que la propriété suivante soit vraie.
Soit α = (α1, . . . , αn) ∈ Gn

m(Q̄). Si
n∏
i=1

h(αi) ≤
Ä
c2(n)[Qab(α) : Qab](log(3[Qab(α) : Qab]))κ2(n)

ä−1

alors α est contenu dans une sous-variété de torsion B telle que

(degB)1/codim(B) ≤ c2(n)[Qab(α) : Qab]η2(n)(log(3[Qab(α) : Qab]))µ(n).
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984 E. DELSINNE

Comme le signale le rapporteur de l’article, en effectuant en détail les calculs dans les dé-
monstrations, le lecteur est quasiment amené à calculer les valeurs des constantes c1(n) et
c2(n). Nous regroupons en annexe des valeurs indicatives pour les constantes utilisées au
cours du texte et celles-ci nous permettent d’affirmer que l’on peut prendre

c1(n) = exp
Ä
64nn!

(
2(n+ 1)2(n+ 1)!

)2nä
et c2(n) = (2n2)n exp

Ä
64n2n!

(
2(n+ 1)2(n+ 1)!

)2nä
.

Enfin, nous pouvons déduire du théorème 1.5 un résultat concernant le minimum essen-
tiel µ̂ess(V ) d’une sous-variété V , défini comme étant la borne inférieure des réels θ > 0 tels
que l’ensemble des points de V de hauteur majorée par θ est Zariski dense dans V . Nous
obtenons ainsi :

C 1.7. – Soit V une sous-variété de Gn
m qui n’est contenue dans aucun sous-

groupe algébrique propre de Gn
m. Alors

µ̂ess(V ) ≥
Ä
c3(n)ωQab(V )(log(3ωQab(V )))κ1(n)

ä−1

où c3(n) = c1(n)(dim(V ) + 1).

Ce corollaire généralise le théorème principal de [11], où un tel résultat est démontré pour
les sous-variétés de codimension 1.

R 1.8. – Il est possible d’énoncer les mêmes résultats que précédemment en
remplaçant Qab par Kab où Kab désigne l’extension abélienne maximale d’un corps de
nombres K quelconque. Dans ce cas, les constantes dépendent alors de n et de K. Il suffit
pour cela de procéder à la manière de [6], en substituant à l’ensemble des nombres premiers
un ensemble d’idéaux premiers (voir le début du paragraphe 2 de [6]). Afin de ne pas alour-
dir les notations, nous démontrons les résultats pour Qab, mais les démonstrations sont
exactement les mêmes dans le cas de Kab.

Le plan de cet article est le suivant. Dans le paragraphe 2, nous précisons tout d’abord les
notations que nous utiliserons et montrons quelques lemmes préliminaires. Puis nous pas-
sons, dans le paragraphe 3, à la preuve du théorème 1.5, dont le schéma s’inspire naturelle-
ment de celle du théorème 1.4 (schéma classique d’une preuve de transcendance), avec ce-
pendant des différences notoires. À la différence de [4], nous devons prendre en compte les
premiers qui sont ramifiés dans l’extension abélienne L, ce qui nous oblige à effectuer une di-
chotomie entre les premiers « peu » et « très » ramifiés, à la manière de [6]. Pour les premiers
peu ramifiés, la transcendance est semblable à celle de [4], mis à part le fait que nous devrons
utiliser un théorème de Siegel « absolu », afin d’éviter toute dépendance en L. La suite de la
transcendance s’en trouve alors modifiée. En ce qui concerne les premiers très ramifiés, nous
utiliserons un argument de déterminant, qui s’inspire de [5] et de [1] et qui a l’avantage d’évi-
ter l’utilisation d’un lemme de Siegel. Nous combinons alors ces deux résultats pour montrer
que, si la hauteur de α est petite (en fonction de ωL(α)), il existe soit un multiple αl de α
pour lequel l’indice d’obstruction ωL(αl) sur L est pathologiquement petit, soit un multiple
αl
′

de α pour lequel l’indice d’obstruction ωL(l′)(α
l′) sur un sous-corps strict L(l′) de L est

du même ordre de grandeur que ωL(α). Comme dans [2] et [4], cette proposition ne suffit
pas pour conclure ; il nous faut utiliser un argument de descente, que cette dichotomie rend
particulièrement technique (paragraphe 4). Enfin, dans le paragraphe 5, nous démontrons le
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LE PROBLÈME DE LEHMER RELATIF EN DIMENSION SUPÉRIEURE 985

théorème 1.5 en procédant par récurrence sur n, la dimension du tore ambiant, et en dédui-
sons les théorème 1.6 et corollaire 1.7. De plus, nous donnons en annexe des valeurs (non
nécessairement optimales) pour toutes les constantes rencontrées dans le texte, desquelles
nous déduisons les valeurs citées précédemment pour c1(n) et c2(n).

Remerciements. – Je remercie Francesco Amoroso pour m’avoir suggéré ce problème, ainsi
que pour les nombreux conseils qu’il m’a prodigués tout au long de l’avancée de mes re-
cherches. Je tiens également à remercier chaleureusement Gaël Rémond pour l’intérêt qu’il
a porté à mon travail et pour ses indications qui ont contribué à finaliser celui-ci. Enfin, je
souhaite exprimer ma gratitude envers le rapporteur anonyme pour sa relecture minutieuse
de l’article, qui a permis de clarifier et de préciser certains points de ce texte.

2. Notations et préliminaires

Nous fixons Q̄, une clôture algébrique de Q, que nous plongeons dans C.

2.1. Géométrie

Soit n un entier naturel non nul. Dans toute la suite nous fixons le plongement naturel

ι : Gn
m ↪→ Pn

α = (α1, . . . , αn) 7→ (1 : α1 : . . . : αn).

Ainsi, les sous-ensembles algébriques de Gn
m peuvent être vus comme des ensembles algé-

briques de Pn en considérant leur adhérence de Zariski dans Pn. Nous dirons qu’un ensemble
algébrique (ou fermé de Zariski) est défini sur un corps K ⊆ Q̄ s’il est stable sous l’action de
Gal(Q̄/K). En d’autres termes, cela signifie que son idéal de définition peut être engendré
par des polynômes à coefficients dans le corps K. Le corps de définition d’un ensemble al-
gébrique sera le plus petit sous-corps de Q̄ sur lequel il est défini. Une variété désignera un
ensemble algébrique irréductible sur son corps de définition. Nous dirons qu’une variété est
géométriquement irréductible si elle est irréductible sur Q̄. Nous rappelons la définition de
l’indice d’obstruction d’un ensemble algébrique :

D 2.1. – SoientZ ⊂ Gn
m un ensemble algébrique etK un sous-corps de Q̄. On

appelle indice d’obstruction de Z relativement à K (ou sur K) et on note ωK(Z) le plus petit
degré d’une hypersurface de Gn

m définie sur K contenant Z.

SoientK un sous-corps de Q̄ et Z un ensemble algébrique. Nous noterons ZK l’ensemble
algébrique constitué des conjugués de Z au-dessus du corps K :

ZK =
⋃

σ∈Gal(Q̄/K)

σZ.

Il est clair que ωK(Z) = ωK(ZK).
Si Z est un ensemble algébrique de Gn

m plongé dans Pn alors Z 6⊂ {X0 = 0}. Nous tra-
vaillerons donc dans la carte affine correspondante pour définir la multiplicité d’annulation
d’un polynôme sur Z. Pour λ ∈ Nn, nous noterons ∂λ l’opérateur différentiel

∂λ =
1

λ!

Ç
∂λ1

∂Xλ1
1

å
◦ · · · ◦

Ç
∂λn

∂Xλn
n

å
,
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986 E. DELSINNE

où λ! = λ1! · · ·λn!. On dit que P ∈ Q̄[X] s’annule avec multiplicité T sur Z si ∂λ(P ) est
identiquement nul sur Z pour tout λ tel que |λ| ≤ T − 1.

Soient L et T deux entiers naturels non nuls. Nous désignerons par EK(Z, T, L) le sous-
espace vectoriel de K[X] constitué des polynômes s’annulant sur Z avec multiplicité supé-
rieure ou égale à T et de degré inférieur ou égal à L. Il est clair que
EK(Z, T, L) = EK(ZK , T, L).

Nous noterons

HK(Z, T, L) =

Ç
L+ n

n

å
− dimK (EK(Z, T, L))

la valeur en L de la fonction de Hilbert de Z avec multiplicité T sur K.

Soit V une variété. Nous noterons GV son stabilisateur, c’est-à-dire le sous-groupe algé-
brique de Gn

m défini par

GV = {x ∈ Gn
m, xV = V } =

⋂
x∈V

x−1V,

et G0
V la composante neutre de celui-ci (c’est-à-dire la composante géométriquement irré-

ductible contenant (1, . . . , 1)). Nous disposons des propriétés suivantes :

– pour toute composante géométriquement irréductible W de V on a

G0
W = G0

V et GW ⊆ GV ;

– toutes les composantes géométriquement irréductibles de V ont le même stabilisateur ;
– la dimension du stabilisateur satisfait l’inégalité

(2.1) dim(GV ) ≤ dim(V ) ;

– si V est géométriquement irréductible, alors

(2.2) V est un translaté de sous-tore ⇐⇒ dim(GV ) = dim(V ).

Soient V une variété etK son corps de définition. Nous aurons besoin par la suite de tra-
vailler avec de « bons » entiers associés à V , c’est-à-dire des entiers l pour lesquels le degré de
V a « un bon comportement » lorsqu’on applique à V le morphisme de multiplication par l.
Soit W une composante géométriquement irréductible de V . Nous définissons un ensemble
d’entiers exceptionnels associés à V :

Eexc(V ) = {l ∈ Z, ∃τ ∈ Gal(Q̄/K),W 6= τW et [l]W = τ [l]W}
∪ {l ∈ Z, l n’est pas premier à |GW /G0

W |}.

Étant donné que le groupe de Galois Gal(Q̄/K) agit transitivement sur l’ensemble des com-
posantes géométriquement irréductibles de V et que toutes ces composantes ont le même
stabilisateur, on vérifie aisément que cette définition ne dépend pas du choix de W ; son in-
térêt réside dans la proposition suivante :

P 2.2. – Soient V une sous-variété de Gn
m et l, l′ deux entiers.

1. Si l 6∈ Eexc(V ) alors on a

deg([l]V ) ≥ deg(V ).
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2. Si l 6∈ Eexc(V ) et V n’est pas une réunion de translatés de sous-tores alors on a

deg([l]V ) ≥ l deg(V ).

3. Si l 6∈ Eexc(V ) et l′ 6∈ Eexc([l]V ) alors ll′ 6∈ Eexc(V ).

4. Nous disposons de la majoration

|Eexc(V ) ∩ {p premier}| ≤ dimV + 1

log 2
log deg(V ).

Démonstration. – Il est clair que, par la définition de Eexc(V ), si l 6∈ Eexc(V ) alors la
variété [l]V possède autant de composantes géométriquement irréductibles que V . De plus,
pour chacune de ces composantes W , on dispose, grâce au lemme 6 de [13], de l’égalité

deg([l]W ) =
ldim(W )

| ker[l] ∩GW |
deg(W ) =

ldim(W )−dim(GW )

| ker[l] ∩ (GW /G0
W )|

deg(W ),

où l’on a encore noté [l] le morphisme de multiplication dans le tore quotient Gn
m/G

0
W . Or,

si l 6∈ Eexc(V ) alors l est premier à |GW /G0
W | et ker[l] ∩ (GW /G

0
W ) est trivial. Ainsi, on a

deg([l]W ) = ldim(W )−dim(GW ) deg(W ).

On obtient alors facilement 1 et 2 à l’aide des propriétés (2.1) et (2.2).
Si l 6∈ Eexc(V ) et l′ 6∈ Eexc([l]V ), alors pour tout τ ∈ Gal(Q̄/K) tel que W 6= τW , on

a [l]W 6= τ [l]W et ainsi [l′]([l]W ) 6= τ [l′]([l]W ) car [l]W est une composante géométrique-
ment irréductible de [l]V , dont le corps de définition est un sous-corps du corps de définition
K de V . De plus, on a toujours G[l]W = [l]GW ⊂ GW , G0

[l]W = ([l]GW )0 = G0
W et donc

(G[l]W /G
0
[l]W ) = ([l]GW /G

0
W ). Comme l est premier à |GW /G0

W |, on a
(GW /G

0
W ) = ([l]GW /G

0
W ) et ainsi l′ est premier à |GW /G0

W |, donc le produit ll′ l’est
également et ll′ 6∈ Eexc(V ).

Enfin, il y a au plus log(|GW /G0
W |)/ log 2 nombres premiers qui divisent |GW /G0

W | et
l’on a

|GW /G0
W | ≤ deg(GW ) ≤ deg(W )dim(W )+1

où la dernière égalité est obtenue à l’aide du théorème de Bézout (voir [2] page 152). De plus,
le lemme 2.3 (ii) de [2] (où l’on remplace Q par le corps de définition de V ) implique que
l’ensemble des nombres premiers p tels qu’il existe τ ∈ Gal(Q̄/K) tel que W 6= τW et
[p]W = τ [p]W est de cardinal au plus log k/ log 2 où k est le nombre de composantes géo-
métriquement irréductibles de V . Ainsi on dispose de la majoration

|Eexc(V ) ∩ {p premier}| ≤ dimW + 1

log 2
log deg(W ) +

log k

log 2
≤ dimV + 1

log 2
log deg(V )

car deg(V ) = k deg(W ).

Voici maintenant deux lemmes concernant les indices d’obstruction d’une variété.

L 2.3. – Soient K un sous-corps de Q̄ et Z un ensemble algébrique. On a l’équiva-
lence :

EQ̄(ZK , T, L) = {0} ⇐⇒ EK(ZK , T, L) = {0}.
En particulier ωK(Z) = ωQ̄(ZK).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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Démonstration. – L’implication directe est triviale, montrons la réciproque. Soit
f ∈ EQ̄(ZK , T, L) non nul ; nous pouvons supposer que l’un de ses coefficients est égal
à 1. Soit F une extension galoisienne de Q contenant K et les coefficients de f . Le polynôme
f étant identiquement nul avec multiplicité T sur tous les conjugués de Z au-dessus de K, il
en est de même pour les polynômes fσ, où σ ∈ Gal(F/K). Donc le polynôme

g =
∑

σ∈Gal(F/K)

fσ

est lui aussi identiquement nul avec multiplicité T sur ZK . De plus son degré est inférieur ou
égal à celui de f et il n’est pas nul car l’un de ses coefficients est égal à [F : K]. Enfin, par
construction, il est à coefficients dans K, d’où g ∈ EK(ZK , T, L) et EK(ZK , T, L) 6= {0}.

Remarquons que, pour tout corps K ′ ⊆ Q̄, on a L < ωK′(ZK) ⇔ EK′(ZK , 1, L) = {0}.
On en déduit ωK(ZK) = ωQ̄(ZK) et, comme ωK(Z) = ωK(ZK), on a ωK(Z) = ωQ̄(ZK).

L 2.4. – SoientK un sous-corps de Q̄,W un ensemble algébrique et Z une variété de
Gn

m. On suppose que Z contient tous les conjugués de W au-dessus de K. Alors

ωK(W ) ≤ n(degZ)1/codimZ .

Démonstration. – Par hypothèse Z contient WK donc ωQ̄(WK) ≤ ωQ̄(Z) ; le lemme 2.3
implique donc ωK(W ) ≤ ωQ̄(Z). Or par un résultat de M. Chardin (voir le corollaire 2 du
chapitre 1 et l’exemple 1 de [9]), on a ωQ̄(Z) ≤ n(degZ)1/codimZ .

Enfin, nous noterons ker[p] l’ensemble des points de p-torsion, c’est-à-dire l’ensemble des
points dont les coordonnées sont des racines p-ièmes de l’unité, ce qui correspond au noyau
du morphisme d’élévation à la puissance p dans Gn

m. Si V est une sous-variété de Gn
m, nous

noterons
ker[p] · V =

⋃
ζ∈ker[p]

ζV.

2.2. Arithmétique

Soit F un corps de nombres ; nous noterons OF (resp. MF) son anneau d’entiers (resp.
l’ensemble de ses places).

Soient p un nombre premier et A un anneau ; nous désignerons par p√
pA l’idéal de A

constitué des éléments dont la puissance p-ième appartient à l’idéal engendré par p :
p
√
pA = {γ ∈ A | γp ∈ pA}.

Soient L une extension abélienne de Q et p un nombre premier. Nous noterons ep(L) l’in-
dice de ramification de p dans L et φp ∈ Gal(L/Q) le morphisme de Frobenius défini dans
le lemme suivant :

L 2.5. – Soit (π1 · · ·πr)ep(L) la décomposition de p dans OL. Alors il existe un élé-
ment φp du groupe de Galois Gal(L/Q) tel que pour tout entier algébrique γ ∈ L, on a

(2.3) φpγ ≡ γp mod π1 · · ·πr.

Démonstration. – Voir le lemme 3.1 de [6].
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Par abus de notation, nous poserons φ1 = Id et e1(L) = 1.

Supposons maintenant que le premier p est ramifié dans L. Par le théorème de Kronecker-
Weber, le corps L est inclus dans une extension cyclotomique ; soit m ∈ N∗ minimal tel que
L ⊂ Q(ζm), où ζm désigne une racine primitive m-ième de l’unité. Alors p est ramifié dans
Q(ζm) donc p divise m. Nous posons

L(p) = Q(ζm/p) ∩ L.

Si p2 divise m, alors [L : L(p)] = p par minimalité de m. Sinon [L : L(p)] ≥ ep(L) car p n’est
pas ramifié dans L(p). Nous avons ainsi

(2.4) [L : L(p)] ≥ min (p, ep(L)) .

Par ailleurs nous avons la congruence suivante :

L 2.6. – Soient L une extension abélienne et p un nombre premier ramifié dans L.
Alors pour tout σ ∈ Gal(L/L(p)) et tout γ ∈ OL on a

(2.5) σγ ≡ γ mod
p
√
pOL.

Démonstration. – Soit m le plus petit entier tel que L ⊂ Q(ζm), où ζm est une racine
primitive m-ième de l’unité. Alors OL ⊂ OQ(ζm) = Z[ζm] et, pour tout γ ∈ OL, il existe
P ∈ Z[X] tel que γ = P (ζm). Par définition, on a L(p) = Q(ζm/p) ∩ L, donc tout
σ ∈ Gal(L/L(p)) est la restriction à L d’un élément σ̃ de Gal(Q(ζm)/Q(ζm/p)). Ainsi,
par le petit théorème de Fermat,

σγp = σ̃γp = σ̃(P (ζm))p ≡ P (σ̃ζpm) = P (ζpm) ≡ (P (ζm))p = γp mod pZ[ζm]

et finalement
σγ ≡ γ mod

p
√
pOL.

Nous utiliserons à plusieurs reprises le lemme d’approximation suivant :

L 2.7. – SoientK un corps de nombres, v0 une place ultramétrique deK et γ1, . . . , γn
des éléments de K. Alors il existe un élément β ∈ OK tel que βγ1, . . . , βγn ∈ OK et
|β|v0 = max{1, |γ1|v0 , . . . , |γn|v0}−1.

Démonstration. – Fixons une place archimédienne quelconque ṽ et notons Σ l’ensemble
fini :

Σ = {v ∈Mk | v -∞ et max{1, |γ1|v, . . . , |γn|v} > 1} ∪ {v0}.
Pour toute place v ∈ Σ, notons θv l’inverse de l’élément de {1, γ1, . . . , γn} de valeur absolue
maximale en v. D’après le théorème de [8, chap II, 15, p. 67] il existe un élément β ∈ K tel
que {

|β − θv|v < max{1, |γ1|v, . . . , |γn|v}−1 pour tout v ∈ Σ,

|β|v ≤ 1 si v 6∈ Σ ∪ {ṽ}.
En utilisant l’inégalité ultramétrique, on en déduit{

|β|v = max{1, |γ1|v, . . . , |γn|v}−1 pour tout v ∈ Σ,

|β|v ≤ 1 si v 6∈ Σ ∪ {ṽ}.
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En particulier, pour toute place finie v de K on a |β|v ≤ 1 (donc β ∈ OK) et pour tout
i ∈ [[1, n]], |βγi|v ≤ 1 (doncβγi ∈ OK). Enfin, on a bien |β|v0 = max{1, |γ1|v0 , . . . , |γn|v0}−1

car v0 ∈ Σ. Le lemme est donc établi.

2.3. Hauteur

La hauteur considérée est la hauteur de Weil logarithmique et absolue, dont nous rappe-
lons rapidement la définition. Soient x ∈ Pn, (x0 : x1 : · · · : xn) un choix de coordonnées
homogènes pour x, F un corps de nombres contenant x0, x1, . . . , xn et v une place de F nor-
malisée de façon usuelle (à savoir : si v|p alors |p|v = p−1 et |2|v = 2 si v|∞). On pose

‖x‖v = max{|x0|v, . . . , |xn|v}.

Alors la hauteur de x est le réel positif défini par

h(x) =
∑
v∈MF

[Fv : Qv]

[F : Q]
log ‖x‖v.

La hauteur d’un point α de Gn
m(Q̄) est alors la hauteur du point projectif correspondant :

h(α) = h(ι(α)).

Enfin, si F est un polynôme, on note h(F ) (resp. ‖F‖v) la hauteur (resp. la norme v) de la
famille de ses coefficients.

3. Transcendance

Nous fixons maintenant L, une extension abélienne de Q de degré fini. Afin d’obtenir une
minoration indépendante du degré de l’extension abélienne L sur Q, nous devons considérer
pour la transcendance tous les premiers de L, ramifiés ou non, à la différence de [4]. Nous
allons donc effectuer une dichotomie, selon qu’un premier sera « peu » ou « très » ramifié
dans L (cela sera clairement quantifié par des paramètres dans la suite). La transcendance est
alors très distincte dans les deux cas. Nous traitons d’abord le cas de grande ramification, puis
celui de petite ramification et énonçons dans un troisième temps un théorème qui synthétise
les deux cas et permet d’aborder la descente au paragraphe suivant.

3.1. Transcendance dans le cas de grande ramification

Nous allons montrer que si la hauteur de α est suffisamment petite et s’il existe un pre-
mier p ramifié dans une extension abélienne L alors l’indice d’obstruction ωL(p)

(αp) de αp

sur le sous-corps L(p) de L est du même ordre que celui de α sur L. Pour cela, nous utilise-
rons la congruence donnée dans le lemme 2.6 et le fait que si ζ est un point de p-torsion alors
ζα etα sont proches v-adiquement pour toute valuation v divisant p. Puis nous exploiterons
ces propriétés métriques dans un déterminant bien choisi afin de minorer la hauteur deα en
fonction de certaines valeurs de fonctions de Hilbert. Enfin, en supposant que la hauteur de
α est petite, nous en déduirons la non-nullité des espaces vectoriels correspondants, ce qui
nous permettra de construire une variété dont le degré réalise ωL(p)

(αp).
Nous utilisons tout d’abord la congruence établie dans le lemme 2.6 pour démontrer le

lemme suivant, qui va permettre d’extrapoler par la suite.
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L 3.1. – Soient α ∈ Gn
m(Q̄), L une extension abélienne de Q et p un premier ramifié

dans L. Soient F ∈ EQ̄({α}L, T, L) et v une place de Q̄ divisant p. Alors pour tout conjugué α̃
de α au-dessus de L, pour tout τ ∈ Gal(Q̄/L(p)) et pour tout ζ ∈ ker[p] on a

|F τ (ζα̃)|v ≤ p−T/p‖F τ‖v‖ι(α̃)‖Lv .

La démonstration de ce lemme s’inspire de la preuve alternative d’U. Zannier ([21]) pour
généraliser le lemme clef de E. Dobrowolski en dimension supérieure (théorème 3.1 de [2]),
et contourner le fait que dans ce cas les anneaux de polynômes ne sont plus principaux.

Démonstration. – Nous supposons que F est non nul, sinon le lemme est trivial. Remar-
quons tout d’abord que, grâce au lemme 2.7, quitte à multiplier F par un nombre algébrique,
on peut supposer que F est à coefficients entiers algébriques et ‖F τ‖v = 1. Par symétrie, il
suffit d’effectuer la démonstration pour α̃ = α. Nous supposerons de plus, dans un premier
temps, que α est à coordonnées entières.

Soit F une extension galoisienne de Q contenant le corps L, les coefficients de F , les co-
ordonnées deα et les racines p-ièmes de l’unité. SoitOFv (resp.OLv ) l’anneau des entiers du
complété de F (resp. L) par rapport à v. D’après [19, Prop. 12, p. 66], OFv est monogène sur
OLv : il existe δ ∈ OFv tel que OFv = OLv [δ]. En particulier, pour tout i ∈ [[1, n]], il existe
ai ∈ OLv [X] tel que

αi = ai(δ).

Considérons maintenant τ ∈ Gal(Q̄/L(p)) ; il induit un élément de Gal(Fv/L(p)v
) que

nous noterons encore τ . La congruence (2.5) se prolonge à OLv
:

(3.1) ∀γ ∈ OLv
, τγ ≡ γ mod

p
√
pOLv

.

Pour tout i ∈ [[1, n]], posons

βi = aτi (δ)

de sorte que

(3.2) βi ≡ αi mod
p
√
pOFv

.

Remarquons que ∂λ(F ) ∈ OF[X]. Nous allons montrer que pour tout polynôme
H ∈ OF[X] nul en {α}L avec multiplicité au moins t, on a

(3.3) Hτ (β) ≡ 0 mod
Ä

p
√
pOFv

ät
.

Soit ∆ ∈ OLv
[X] le polynôme minimal de δ sur Lv et soit s la plus grande puissance de ∆

divisant G = H(a1, . . . , an) ; montrons que s ≥ t. La dérivée G(s) n’est pas divisible par ∆.
Or le polynôme G(s) appartient à l’idéal engendré par{

∂λ(H)(a1, . . . , an) , |λ| ≤ s
}

donc il existe un n-uplet λ ∈ Nn avec |λ| ≤ s tel que ∂λ(H)(a1, . . . , an) ne soit pas divisible
par ∆. Cela signifie qu’il existe σ ∈ Gal(Fv/Lv) tel que

∂λ(H)(ασ1 , . . . , α
σ
n) = ∂λ(H)(a1(δσ), . . . , an(δσ)) 6= 0.
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Puisque H est nul en {α}L avec multiplicité au moins t, on en déduit |λ| ≥ t donc s ≥ t.
Ainsi, on vient de montrer que ∆t divise H(a1, . . . , an) dans Fv[X] donc dans OFv

[X]. On
peut alors écrire

Hτ (aτ1(X), . . . , aτn(X)) = Rτ (X)(∆τ (X))t, R ∈ OFv [X].

En évaluant en δ dans cette équation et en tenant compte du fait que, par (3.1),

∆τ (δ) ≡ ∆(δ) ≡ 0 mod
p
√
pOFv

,

on obtient (3.3).

Si l’on applique (3.3) àH = ∂λ(F ) et t = T −|λ|, pour un n-uplet quelconque λ vérifiant
|λ| ≤ T , on obtient

(3.4) ∂λ(F )τ (β) ≡ 0 mod
Ä

p
√
pOFv

äT−|λ|
.

Enfin, par la formule de Taylor, on a

F τ (ζα) =
∑
|λ|≥0

(ζα− β)λ∂λ(F )τ (β),

où (ζα − β)λ =
∏n
i=1(ζiαi − βi)λi . Or, pour tout ξ racine p-ième de l’unité, on a ξ ≡ 1

mod
p
√
pOFv . D’où, avec (3.2), (ζα− β)λ ≡ 0 mod

(
p
√
pOFv

)|λ|
. On en déduit avec (3.4)

F τ (ζα) ≡ 0 mod
Ä

p
√
pOFv

äT
et le lemme est ainsi démontré sous l’hypothèse queα1, . . . , αn soient des entiers algébriques.

Dans le cas géneral, on se ramène, comme dans [2] et [4], au cas précédent en utilisant le
lemme 2.7. Ce dernier affirme qu’il existe θ ∈ OF tel que

θα1, . . . , θαn ∈ OF

et

|θ|v = max{1, |α1|v, . . . , |αn|v}−1.

Le polynôme

F̃ (X0, . . . , Xn) = XL
0 F
(X1

X0
, . . . ,

Xn

X0

)
∈ OF[X]

est nul à un ordre supérieur ou égal à T en (θ, θα1, . . . , θαn) ∈ On+1
F et ses conjugués au-

dessus de L. On en déduit

|F̃ τ (θ, ζ1θα1, . . . , ζnθαn)|v ≤ p−T/p,

par la première partie de la preuve. De plus, on a

|F̃ τ (θ, ζ1θα1, . . . , ζnθαn)|v = |θ|Lv |F τ (ζα)|v
= |F τ (ζα)|v max{1, |α1|v, . . . , |αn|v}−L.

Le lemme est ainsi complètement démontré.

Nous pouvons maintenant minorer la hauteur de α, à la manière de [1], en utilisant un
argument de déterminant qui s’inspire de [5].
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P 3.2. – Soient α ∈ Gn
m(Q̄) et L une extension abélienne de Q. Soient L, T

deux entiers naturels non nuls et p un premier ramifié dans L. Alors

h(α) ≥

Ñ
1−

HQ̄ ({α}L, T, L)

HQ̄

Ä
ker[p] · {α}L(p)

, 1, L
äé T log p

pL
− n

2L
log(L+ 1).

Démonstration. – Considérons la matrice de terme général βλl

k où βk parcourt l’en-
semble des points de ker[p] ·{α}L(p)

et λl l’ensemble des multi-indices de longueur inférieure

ou égale à L. Le rang de cette matrice est r = HQ̄

Ä
ker[p] · {α}L(p)

, 1, L
ä

. Nous pouvons
donc en extraire une matrice de taille r × r inversible : choisissons β1, . . . ,βr et λ1, . . . ,λr
tels que

M = (β
λj

i )1≤i,j≤r

soit de déterminant non nul. Alors l’espace vectoriel

EQ̄({α}L, T, L) ∩Vect
¶
Xλ1 , · · · ,Xλr

©
est de dimension supérieure ou égale à r0 = r − HQ̄ ({α}L, T, L). Si r0 ≤ 0, alors la pro-
position est triviale, par positivité de la hauteur. Sinon, il existe r0 polynômes linéairement
indépendantsGk =

∑r
j=1 gk,jX

λj (1 ≤ k ≤ r0) s’annulant sur {α}L avec multiplicité supé-
rieure ou égale à T . Soit v une place de Q̄ divisant p. Alors, quitte à faire des combinaisons
linéaires et à réordonnerλ1, . . . ,λr, on peut supposer de plus (grâce au lemme 2.7) que, pour
k = 1, . . . , r0, les polynômes

Gk =
r∑
j=k

gk,jX
λj

sont à coefficients entiers algébriques et

(3.5) |gk,j |v

{
= 1 si j = k;

≤ 1 si j ∈ [[k + 1, r]].

Par des opérations élémentaires sur les colonnes de M , on peut se ramener à une matrice M̃
dont les r0 premières colonnes sont de la forme (Gk(β1), . . . , Gk(βr))

t, k ∈ [[1, r0]]. Par la
condition (3.5), on a |det(M)|v = |det(M̃)|v. Comme Gk ∈ EQ̄({α}L, T, L), le lemme 3.1
implique

|Gτk(ζα)|v′ ≤ p−T/p max{1, |α1|v′ , . . . , |αn|v′}L

pour tout τ ∈ Gal(Q̄/L(p)), tout ζ ∈ ker[p] et toute place v′ divisant p. Pour tout i ∈ [[1, r]]

nous fixons τi ∈ Gal(Q̄/L(p)) et ζi ∈ ker[p] tel que βi = τi(ζiα). Alors

|Gk(βi)|v = |Gk(τi(ζiα))|v
= |Gτ

−1
i

k (ζα)|τ−1
i
v

≤ p−T/p max{1, |α1|τ−1
i
v, . . . , |αn|τ−1

i
v}
L

≤ p−T/p max{1, |βi,1|v, . . . , |βi,n|v}L.

En développant det(M̃) suivant les r0 premières colonnes, on a finalement

|det(M)|v = |det(M̃)|v ≤ p−r0T/p
r∏
i=1

max{1, |βi,1|v. . . . , |βi,n|v}L.
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La formule précédente est valable pour toute place v divisant p. Si v est une autre place finie,
l’inégalité ultramétrique donne

|det(M)|v ≤
r∏
i=1

max{1, |βi,1|v, . . . , |βi,n|v}L.

Enfin, si v est une place archimédienne, l’inégalité de Hadamard fournit la majoration

|det(M)|v ≤
r∏
i=1

(
r∑
j=1

|βλj

i |
2
v

)1/2

≤
r∏
i=1

(
rmax{1, |βi,1|v. . . . , |βi,n|v}2L

)1/2
≤ rr/2

r∏
i=1

max{1, |βi,1|v. . . . , |βi,n|v}L.

En appliquant la formule du produit à det(M) (qui n’est pas nul), on obtient

1 ≤ p−r0T/prr/2
r∏
i=1

exp(Lh(βi)) ≤ p−r0T/prr/2 exp(Lrh(α))

et finalement, en utilisant l’inégalité r ≤
(
L+n
n

)
≤ (L+ 1)n,

h(α) ≥ r0

r

T log p

pL
− n

2L
log(L+ 1),

ce qui achève la preuve de la proposition.

P 3.3. – Il existe un nombre réel strictement positif c0 ne dépendant que de n
tel que la propriété suivante soit vraie. Soient α ∈ Gn

m(Q̄), L une extension abélienne de Q et
p un premier ramifié dans L. Si

h(α) ≤ c0−1 log p

pωL(α)
,

alors
ωL(p)

(αp) ≤ c0ωL(α) log(3ωL(α)).

Démonstration. – Afin d’alléger les notations, nous posons ω = ωL(α). Nous noteronsC
un réel strictement positif ne dépendant que de n que nous supposerons suffisamment grand
pour que les inégalités suivantes soient vérifiées. Nous noterons également c′1, c′2 et c′3 des
réels strictement positifs ne dépendant que de n.

Nous fixons deux paramètres :

T = [Cp log(3ω)] et L = (2n+ 1)ωT.

On a alors
log(L+ 1) ≤ c′1(logC)(log p)(log(3ω))

et
log(L+ 1)

L
≤ c′2

logC

C

log p

pω
.

Supposons

h(α) ≤ 1

C

log p

pω
.
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Alors la proposition 3.2 implique

1−
HQ̄ ({α}L, T, L)

HQ̄

Ä
ker[p] · {α}L(p)

, 1, L
ä ≤ (h(α) +

n

2L
log(L+ 1)

) pL

T log p
≤ c′3

logC

C
<

1

2
.

Ainsi, HQ̄

Ä
ker[p] · {α}L(p)

, 1, L
ä
< 2HQ̄ ({α}L, T, L). Or, si P0 est un polynôme non nul

s’annulant sur {α}L de degré minimal ω, alors P ·PT0 appartient à EQ̄({α}L, T, L) pour tout
P ∈ Q̄[X] de degré inférieur ou égal à L− ωT ; donc

HQ̄ ({α}L, T, L) ≤
Ç
L+ n

n

å
−
Ç
L− ωT + n

n

å
.

En remarquantÇ
L+ n

n

åÇ
L− ωT + n

n

å−1

=
n∏
j=1

L+ j

L− ωT + j
≤

Å
1 +

ωT

L− ωT

ãn
≤

Å
1 +

1

2n

ãn
≤
√
e < 2,

on a ainsiHQ̄

Ä
ker[p] · {α}L(p)

, 1, L
ä
<
(
L+n
n

)
, ce qui signifie qu’il existe un polynôme F non

nul tel que F ∈ EQ̄

Ä
ker[p] · {α}L(p)

, 1, L
ä
. Par le lemme 2.3, on peut supposer que F est à

coefficients dans L(p).

SoitX l’ensemble algébrique défini dans Gn
m par les équations F (ζX) = 0 où ζ parcourt

ker[p]. Le polynôme F étant identiquement nul sur ker[p] · {α}L(p)
, il existe une composante

L(p)-irréductible V de X qui contient {α}L(p)
. De plus, X est stable sous l’action de ker[p],

donc ker[p] ·V ⊂ X. Ainsi ker[p] ·V est incomplètement défini par des polynômes de degré L
et la proposition 3.3 de [14] implique

deg(ker[p]V ) ≤ LcodimV .

Or, par le lemme 2.1 de [10], si W est une variété géométriquement irréductible, on a

deg([p]−1W ) = pcodimW deg(W ).

Étant donné qu’une variété géométriquement irréductible ne peut pas être composante de
l’image réciproque par [p] de deux variétés géométriquement irréductibles distinctes, on a la
même égalité pour les variétés. En appliquant ceci à [p]V , on a finalement

deg(ker[p]V ) = deg([p]−1[p]V ) = pcodimV deg([p]V ).

D’où

deg([p]V ) ≤
Å
L

p

ãcodimV

≤ ((2n+ 1)Cω log(3ω))
codimV

et, par le lemme 2.4 appliqué à L(p), αp et [p]V ,

ωL(p)
(αp) ≤ n(2n+ 1)Cω log(3ω).

On pose alors c0 = n(2n+ 1)C et la proposition est démontrée.
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3.2. Transcendance dans le cas de petite ramification

La transcendance dans le cas de petite ramification est plus classique : utilisation d’un
lemme de Siegel pour la construction d’une fonction auxiliaire, extrapolation et lemme de
zéros.

3.2.1. Construction de la fonction auxiliaire. – Nous allons maintenant construire une fonc-
tion auxiliaire, c’est-à-dire un polynôme dont on contrôle la hauteur et le degré et qui s’an-
nule avec forte multiplicité en {α}L. Dans [4], les auteurs utilisent pour cela un lemme de
Siegel dû à E. Bombieri et J. D. Vaaler, qui fournit un polynôme à coefficients dans L. Ce-
pendant, un tel lemme fait apparaître le discriminant du corps L dans la borne sur la hauteur
du polynôme, ce que nous souhaitons éviter ici. Afin de contourner ce problème, il nous faut
utiliser un lemme de Siegel « absolu ». Nous utiliserons une version due à S. David et P. Philip-
pon (voir [10]) obtenue à l’aide du théorème plus général de S. Zhang sur les minima succes-
sifs d’une variété algébrique (voir [22]). Cette version est un raffinement du lemme de Siegel
absolu de D. Roy et J. Thunder (voir [17]). Si le polynôme obtenu a une hauteur majorée in-
dépendamment du corps L, nous perdons cependant tout contrôle sur le corps contenant ses
coefficients. Un argument similaire à celui de la preuve du lemme 2.3 permet néanmoins de
surmonter cet inconvénient. Rappelons, pour commencer, les notations.

Soit S ⊂ Q̄N+1 un Q̄-espace vectoriel de dimension d. On définit la hauteur L2 de S
comme le fait Schmidt au paragraphe 8 du chapitre 1 de [18] par la formule

hL2
(S) =

∑
v∈MF

[Fv : Qv]

[F : Q]
log ‖x1 ∧ · · · ∧ xd‖v,

où (x1, · · · ,xd) est une base de S, F un corps de nombres contenant les coordonnées des xi
et ‖ · ‖v est la norme du sup si v est ultramétrique et la norme euclidienne sinon. Si S est la
droite vectorielle engendrée par x ∈ Q̄N+1, on notera hL2(x) = hL2(S).

Énonçons maintenant le lemme.

L 3.4. – Pour tout Q̄-espace vectoriel non nul S ⊂ Q̄N+1, il existe un vecteur non nul
x ∈ S tel que

hL2(x) ≤ hL2(S)

dimS
+

1

2
log(dim(S)).

Démonstration. – Voir le lemme 4.7 de [10].

Nous pouvons maintenant construire la fonction auxiliaire dont nous aurons besoin.

T 3.5. – Soient L une extension abélienne de Q, α un point de Gn
m(Q̄) et

L, T deux entiers naturels non nuls tels que

2nωL(α)T ≤ L et h(α) ≤ T log(L+ 1)

L
.

Alors il existe F ∈ EQ̄({α}L, T, L) tel que

h(F ) ≤ 18n2ωL(α)T 2 log(L+ 1)

L
+

1

2
log

Ç
L+ n

n

å
.
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Démonstration. – Notons α1, . . . ,αd les conjugués de α au-dessus de L. Pour i ∈ [[1, d]]

et λ ∈ Nn, |λ| ≤ T , on pose

yαi,λ =

ÇÇ
µ

λ

å
αµ−λi

å
µ∈Nn,|µ|≤L

∈ Q̄(L+n
n ), où

Ç
µ

λ

å
=

n∏
j=1

Ç
µj
λj

å
.

En identifiant Q̄[X]≤L à Q̄(L+n
n ), les yαi,λ sont des générateurs du sous-espace vectoriel

EQ̄({α}L, T, L)⊥, dont la dimension est HQ̄({α}L, T, L). En utilisant l’inégalitéÑ ∑
|µ|≤L

Ç
µ

λ

å2
é1/2

≤
∑
|µ|≤L

Ç
µ

λ

å
≤

L∑
µ1=0

· · ·
L∑

µn=0

Ç
µ1

λ1

å
· · ·

Ç
µn
λn

å
≤

n∏
i=1

Ç
L+ 1

λi + 1

å
≤ (L+ 1)T+n,

on a la majoration ‖yαi,λ‖v,L2
≤ (L+ 1)T+n‖ι(αi)‖Lv , où v est une place archimédienne et

‖·‖v,L2
désigne la norme euclidienne associée à v. Ainsi, la hauteurL2 des yαi,λ est majorée :

hL2
(yαi,λ) ≤ (T + n) log(L+ 1) + Lh(α).

On en déduit (voir le paragraphe 8 du chapitre 1 de [18])

hL2
(EQ̄({α}L, T, L)) = hL2

(EQ̄({α}L, T, L)⊥)

≤ dim(EQ̄({α}L, T, L)⊥) maxhL2
(yαi,λ)

≤ HQ̄({α}L, T, L) ((T + n) log(L+ 1) + Lh(α)) .

Remarquons que dim(EQ̄({α}L, T, L)) est strictement positif. En effet, si P0 ∈ L[X] est un
polynôme non nul s’annulant en α de degré minimal ωL(α), alors pour tout P ∈ Q̄[X] de
degré inférieur ou égal àL−ωL(α)T , le polynômeP ·PT0 appartient à EQ̄({α}L, T, L). Donc,
en utilisant l’hypothèse 2nTωL(α) ≤ L,

(3.6) dim(EQ̄({α}L, T, L)) ≥
Ç
L− ωL(α)T + n

n

å
≥

Ç
(2n− 1)ωL(α)T + n

n

å
> 0.

Le lemme de Siegel absolu (lemme 3.4) assure alors l’existence d’un élément non nul
F ∈ EQ̄({α}L, T, L) de hauteur

hL2
(F ) ≤

HQ̄({α}L, T, L) ((T + n) log(L+ 1) + Lh(α))

dim(EQ̄({α}L, T, L))
+

1

2
log(dim(EQ̄({α}L, T, L)))

≤
HQ̄({α}L, T, L)

dim(EQ̄({α}L, T, L))
((T + n) log(L+ 1) + Lh(α)) +

1

2
log

Ç
L+ n

n

å
.

En utilisant l’hypothèse 2nTωL(α) ≤ L et la première inégalité de (3.6), on a

HQ̄({α}L, T, L)

dim(EQ̄({α}L, T, L))
=

(
L+n
n

)
− dim(EQ̄({α}L, T, L))

dim(EQ̄({α}L, T, L))
≤
(
L+n
n

)
−
(
L−ωL(α)T+n

n

)(
L−ωL(α)T+n

n

)
≤

n∏
j=1

Å
1 +

TωL(α)

L− TωL(α) + j

ã
− 1 ≤

Å
1 +

2TωL(α)

L

ãn
− 1.
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En appliquant l’inégalité des accroissements finis à x 7→ (x+ 1)n − 1 entre 0 et 2TωL(α)
L , on

obtient finalement

HQ̄({α}L, T, L)

dim(EQ̄({α}L, T, L))
≤ n

Å
1 +

2TωL(α)

L

ãn−1
2TωL(α)

L

≤ n

Å
1 +

1

n

ãn−1 2TωL(α)

L

≤ ne
2TωL(α)

L
.

L’hypothèse sur h(α), le fait que 2T + n ≤ 3nT et l’inégalité h(F ) ≤ hL2
(F ) permettent

alors de conclure.

3.2.2. Extrapolation

L 3.6. – Soient α ∈ Gn
m(Q̄), L une extension abélienne de Q et p un nombre pre-

mier. Soient F ∈ EQ̄({α}L, T, L) et v une place de Q̄ divisant p. Alors pour tout morphisme
τ ∈ Gal(Q̄/Q) tel que τ|L = φp et tout conjugué α̃ de α au-dessus de L, on a

|F τ (α̃p)|v ≤ p−T/ep(L)‖F τ‖v‖ι(α̃)‖pLv .

Démonstration. – La démonstration de ce lemme est semblable à celle du lemme 3.1 en
considérant maintenant τ ∈ Gal(Q̄/Q) tel que τ|L = φp et la congruence (2.3)

∀γ ∈ OLv , τγ ≡ γp mod QOLv ,

où Q est l’idéal de OL tel que Qep(L) = pOL. Si pour tout i ∈ [[1, n]], on a αi = ai(δ) avec
ai ∈ OLv

[X], on pose

βi = aτi (δp)

de sorte que

βi ≡ αpi mod QOFv

et on conclut comme dans la démonstration du lemme 3.1 sans faire intervenir ici les points
de p-torsion.

Si x est un réel, nous notons dxe l’entier qui lui est immédiatement supérieur.

L 3.7. – Soientα ∈ Gn
m(Q̄), L une extension abélienne de Q,L, T deux entiers natu-

rels non nuls, E un réel strictement positif et p un nombre premier dont l’indice de ramification
dans L est inférieur à E. Soit F ∈ EQ̄({α}L, T, L). Supposons

(3.7) h(α) ≤ 1

4

T log p

EpL
et h(F ) ≤ 1

4

T log p

E
.

On pose

T1 = 2−1

Å
1 +

(n+ 1)E log(L+ 1)

log p

ã−1

× T

et on suppose T1 ≥ 1. Alors, pour tout prolongement τp de φp à Q̄, le polynômeF τp appartient à
EQ̄({αp}L, dT1e, L).
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Démonstration. – Soit F une extension galoisienne de Q contenant L, les coefficients de
F et les coordonnées deα. Soient λ ∈ Nn tel que |λ| = T ∗ < T et v une place de F. Comme
F ∈ EQ̄({α}L, T, L), on a ∂λ(F ) ∈ EQ̄({α}L, T − T ∗, L). Le lemme 3.6 affirme que, pour
tout prolongement τp de φp à Q̄, on a

|∂λ(F )τp(αp)|v ≤ p−(T−T∗)/ep(L)‖∂λ(F )τp‖v‖ι(α)‖pLv
≤ p−(T−T∗)/ep(L)‖F τp‖v‖ι(α)‖pLv

si v est une place divisant p. D’autre part, on déduit de l’inégalité∑
|µ|≤L

Ç
µ

λ

å
≤

Ç
L+ 1

λ1 + 1

å
· · ·

Ç
L+ 1

λn + 1

å
≤ (L+ 1)|λ|+n

et de l’inégalité ultramétrique les majorations

|∂λ(F )τp(αp)|v ≤

{
‖F τp‖v‖ι(α)‖pLv si v -∞,
(L+ 1)T

∗+n‖F τp‖v‖ι(α)‖pLv si v | ∞.

Ainsi, si ∂λ(F )τp(αp) 6= 0, les inégalités ci-dessus et la formule du produit donnent

0 ≤ (T ∗ + n) log(L+ 1) + h(F ) + pLh(α)− T − T ∗

ep(L)
log p.

Avec les hypothèses (3.7) et l’inégalité T ∗ + n ≤ (n+ 1)T ∗, on obtient la minoration

T ∗ ≥ 2−1

Å
1 +

(n+ 1)E log(L+ 1)

log p

ã−1

× T = T1.

On procède de même pour les conjugués de α au-dessus de L, ce qui achève la preuve.

En utilisant r fois le lemme 3.7, on obtient :

L 3.8. – Soientα ∈ Gn
m(Q̄) et L une extension abélienne de Q. Soient L, T et r trois

entiers naturels non nuls, E un réel strictement positif et p1, . . . , pr des nombres premiers dont
l’indice de ramification dans L est inférieur à E. Pour s ∈ [[0, r]], on pose

Ts = 2−sT
s∏
j=1

Å
1 +

(n+ 1)E log(L+ 1)

log pj

ã−1

et on suppose Tr ≥ 1. Soit F ∈ EQ̄({α}L, T, L). Supposons

h(α) ≤ 1

4

Tr−1 min log pi
EL p1 · · · pr

et h(F ) ≤ 1

4

Tr−1 min log pi
E

.(3.8)

Alors, pour tous τp1 , . . . , τpr , respectivement prolongements à Q̄ de φp1 , . . . , φpr , le polynôme
F τp1

···τpr appartient à EQ̄({αp1···pr}L, dTre, L).

Démonstration. – On montre ce lemme par récurrence sur r. Le cas r = 1 correspond au
lemme 3.7. Supposons donc r ≥ 2. Soient L et T deux entiers naturels non nuls, E un réel
strictement positif, p1, . . . , pr des nombres premiers dont les indices de ramification dans L
sont inférieurs à E et F ∈ EQ̄({α}L, T, L) tels que les conditions (3.8) soient satisfaites. En
particulier, on a

h(α) ≤ 1

4

Tr−2 min log pi
EL p1 · · · pr−1

et h(F ) ≤ 1

4

Tr−2 min log pi
E

.
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Par hypothèse de récurrence, pour tous τp1 , . . . , τpr−1
, respectivement prolongements à Q̄ de

φp1 , . . . , φpr−1
le polynôme F est tel que

F τp1
···τpr−1 ∈ EQ̄({αp1···pr−1}L, dTr−1e, L).

Or h(F τp1 ···τpr−1 ) = h(F ) et h(αp1···pr−1) = p1 · · · pr−1h(α), d’où

h(αp1···pr−1) ≤ 1

4

Tr−1 log pr
EprL

≤ 1

4

dTr−1e log pr
EprL

.

On applique alors le lemme 3.7 en remplaçant respectivement T, p, {α}L et F par dTr−1e, pr,
{αp1···pr−1}L et F τp1 ···τpr−1 pour conclure.

3.2.3. Lemme de zéros. – Soient α ∈ Gn
m(Q̄), L une extension abélienne de Q, L un entier

naturel non nul et Nj , j ∈ [[1, n]], des réels strictement positifs. Pour tout j ∈ [[1, n]], on note
Pj un ensemble contenant 1 et des nombres premiers inférieurs à Nj et, pour tout entier p
dans l’un des Pj , on fixe σp ∈ Gal(L/Q).

T 3.9. – Soit G un polynôme non nul tel que Gσp1
···σpn appartient à

EL({αp1···pn}L, 1, L) pour tout (p1, . . . , pn) ∈ P1 × · · · × Pn. Alors il existe un entier
r ∈ [[1, n]], une sous-variété algébrique propre V de Gn

m définie sur L de codimension inférieure
ou égale à r et (pr+1, . . . , pn) ∈ Pr+1 × · · · × Pn tels que

αpr+1···pn ∈ σpn
· · ·σpr+1

V

et

deg

Å ⋃
p∈Pr

σ−1
p [p]V

ã
≤ (N1 · · ·Nr−1L)

codim(V )
.(3.9)

Démonstration. – À la manière de [2], on définit une suite d’idéauxJ1, . . . ,Jn+1 de Q̄[X]

en posant

J1 = (G(X)),

J2 = (Gσp1 (Xp1), p1 ∈ P1),

J3 = (Gσp1
σp2 (Xp1p2), (p1, p2) ∈ P1 × P2),

...

Jn+1 = (Gσp1 ···σpn (Xp1···pn), (p1, . . . , pn) ∈ P1 × · · · × Pn).

Pour tout r ∈ [[1, n+ 1]], on note Xr l’ensemble algébrique défini par Jr. On a
[p]Xr+1 ⊂ σpXr pour tout p ∈ Pr. Notons Yr la réunion des composantes L-irréductibles
V de Xr pour lesquelles il existe (pr, . . . , pn) ∈ Pr × · · · × Pn tel que

αpr···pn ∈ σpn
· · ·σpr

V.

Par hypothèse sur G, on a Yr 6= ∅. De plus, pour tout r ∈ [[1, n]] et pour tout p ∈ Pr,

[p]Yr+1 ⊂ σpYr.(3.10)

En particulier, comme 1 ∈ Pr, on a les inclusions Yn+1 ⊂ σ1Yn ⊂ · · · ⊂ σn1 Y1 ; par le
principe des tiroirs, il existe alors un indice l ∈ [[1, n]] pour lequel Yl et Yl+1 ont la même
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dimension. Soient r le plus grand indice pour lequel cette propriété est vérifiée et d la dimen-
sion correspondante ; ainsi n−d ≤ r. Soit V une composante L-irréductible de dimension d
de Yr+1. Posons

W =
⋃
p∈Pr

σ−1
p [p]V.

Par la propriété (3.10), on a

W ⊂ Yr.

Ainsi, l’ensemble algébrique équidimensionnel W est incomplètement défini par des poly-
nômes de degré au plus N1 · · ·Nr−1L ; la proposition 3.3 de [14] implique alors

deg(W ) ≤ (N1 · · ·Nr−1L)
codim(V )

,

ce qui achève la démonstration du théorème.

3.3. Théorème clef

Le but de cette dernière partie est d’établir un théorème qui résume l’étape de transcen-
dance. Soient α ∈ Gn

m(Q̄) et L une extension abélienne de Q. Pour alléger les notations,
nous posons ω = ωL(α). Nous désignerons par C0 un réel strictement positif, ne dépendant
que de n et suffisamment grand pour que les inégalités que nous considérerons soient vraies.
Nous noterons également c1, c2, . . . , des réels strictement positifs (effectivement calculables)
ne dépendant que de n. Soient ρ et δ des nombres réels positifs tels que

(1 + δ)(1 + ρ) ≤ (1 + n)
(
((n+ 1)!− 1)(1 + 2n2) + 1

)n
.

Nous fixons les paramètres suivants (2) :

T =

ñ
C
δn+1/2
0

(log(3ω))n(δ+1)

(log log(16ω))n

ô
, L = ωT 2 et E = (C0 log(3ω))δ.

Pour tout j ∈ [[1, n]], nous posons

Nj = (C0 log(3ω))2n(1+ρ)(1+δ)j.j!

et définissons l’ensemble suivant :

Pj = {1} ∪ {p premier, Nj/2 ≤ p ≤ Nj}.

Remarquons que
∑j
i=1 i · i! = (j + 1)!− 1 et que cela implique

(3.11) N1 · · ·Nj = (C0 log(3ω))2n(1+ρ)(1+δ)((j+1)!−1).

Par ailleurs,

log(3ω) ≤ log(L+ 1) ≤ c1(logC0) log(3ω).

La proposition qui suit résume l’étape de transcendance dans le cas de petite ramification.

(2) Nous posons « log log(16ω) » afin d’assurer que cette quantité est toujours plus grande que 1, quelle que soit la
valeur de ω.
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P 3.10. – Supposons

(3.12) h(α) ≤
Ä
ω(C0 log(3ω))2n(δ+1)(ρ+1)((n+1)!−1)+2n(δ+1)−1

ä−1

et

∀p ∈
n⋃
j=1

Pj , ep(L) ≤ E.

Il existe alors un polynôme non nul F ∈ Q̄[X] de degré inférieur ou égal à L tel que, pour
tout (p1, . . . , pn) ∈ P1 × · · · × Pn et pour tous τp1 , . . . , τpn prolongeant à Q̄ les morphismes
φp1 , . . . , φpn , le polynôme F τp1

...τpn est nul sur {αp1···pn}L.

Démonstration. – On a
2nωT

L
=

2n

T
< 1

et, avec l’hypothèse (3.12),

L

T log(L+ 1)
h(α) ≤ ωTh(α) ≤ ωCδn+1/2

0 (log(3ω))n(δ+1)h(α) < 1,

de sorte que les hypothèses du théorème 3.5 sont vérifiées. On en déduit l’existence de
F ∈ EQ̄({α}L, T, L) tel que

h(F ) ≤ 18n2ωT 2 log(L+ 1)

L
+

1

2
log

Ç
L+ n

n

å
≤ c2(logC0) log(3ω).

Nous allons montrer, grâce au lemme 3.8, que ce polynôme F convient. Pour cela, vérifions
que les hypothèses de ce lemme sont satisfaites. Soit (q1, . . . , qn) ∈ P1×· · ·×Pn ; supposons
qj1 , . . . , qjr premiers et qj = 1 pour j 6∈ {j1, . . . , jr}. Pour i ∈ [[1, r]], notons pi = qji ; on a

log pi ≥ c3 log log(16ω).

Considérons la quantité Tr−1 définie dans le lemme 3.8 ; on a

T−1
r−1 = 2r−1T−1

r−1∏
j=1

Å
1 +

(n+ 1)E log(L+ 1)

log pj

ã
≤ c4T

−1
r−1∏
j=1

Å
E log(L+ 1)

log log(16ω)

ã
≤ c5C

−(δn+1/2)
0

(log log(16ω))n

(log(3ω))n(δ+1)

Ç
Cδ0(logC0)(log(3ω))δ+1

log log(16ω)

ån−1

≤ c5
(logC0)n−1

C
(δ+1/2)
0

log log(16ω)

(log(3ω))(δ+1)
.

Ainsi,

4Eh(F )

Tr−1 min log pi
≤ c6

(C0 log(3ω))δ(logC0)(log(3ω))

log log(16ω)

(logC0)n−1

C
(δ+1/2)
0

log log(16ω)

(log(3ω))(δ+1)

≤ c6
(logC0)n

C
1/2
0

< 1.
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Par ailleurs, par hypothèse sur h(α) et en utilisant (3.11) avec j = n, on a

N1 · · ·Nnh(α) ≤ ω−1(C0 log(3ω))−(2n(δ+1)−1).

D’où

4ELp1 · · · pr
Tr−1 min log pi

h(α) ≤ 4ωET 2Nj1 · · ·Njr
Tr−1(log log(16ω))

h(α)

≤ c7ω
C2δn+δ+1

0 (log(3ω))2n(δ+1)+δ

(log log(16ω))2n+1
T−1
r−1N1 · · ·Nnh(α)

≤ c8
C

2δn+1/2
0 (logC0)n−1(log(3ω))2n(δ+1)−1

(log log(16ω))2n

×(C0 log(3ω))−(2n(δ+1)−1)

≤ c8
(logC0)n−1

C
2n−3/2
0

< 1.

Le lemme 3.8 assure alors que, pour tous τp1 , . . . , τpr
prolongeant respectivement

φp1 , . . . , φpr
, le polynôme F τp1 ...τpr est nul sur {αp1···pr}L à un ordre supérieur ou égal

à Tr, avec

Tr ≥ c9T
r∏
j=1

Å
log log(16ω)

E log(L+ 1)

ã
≥ c10C

(δn+1/2)
0

(log(3ω))n(δ+1)

(log log(16ω))n

Å
log log(16ω)

Cδ0(logC0)(log(3ω))δ+1

ãn
≥ c10

C
1/2
0

(logC0)n
≥ 1.

Ainsi, nous avons montré que, pour tout (q1, . . . , qn) ∈ P1×· · ·×Pn et pour tous τq1 , . . . , τqn

prolongeant respectivement φq1 , . . . , φqn
, le polynôme F τq1

...τqn est nul sur {αq1···qn}L.

Afin de pouvoir maintenant tirer parti du lemme de zéros, nous devons exclure des en-
sembles Pj les premiers exceptionnels associés à une variété V . Nous remarquons que leur
quantité est négligeable, au vu du choix des paramètres.

L 3.11. – Soient L une extension abélienne de Q et V une variété définie sur L telle
que

log deg(V ) ≤ (C0 log(3ω))2n(δ+1)(ρ+1)−1.(3.13)

Pour tout j ∈ [[1, n]], il existe alors un sous-ensemble Pj(V ) ⊂ Pj dont le cardinal satisfait
l’inégalité

|Pj(V )| ≥ c11
(C0 log(3ω))2n(ρ+1)(δ+1)j·j!

(logC0) log log(16ω)
.

et tel que 1 ∈ Pj(V ) et p1 · · · pn 6∈ Eexc(V ) pour tout (p1, . . . , pn) ∈ P1(V )× · · · × Pn(V ).

Démonstration. – On procède comme dans le lemme 5.2 de [2], en minorant le cardinal
des ensembles Pj à l’aide du théorème des nombres premiers puis en posant, pour tout
j ∈ [[1, n]],

Ej =
⋃

p1∈P1

· · ·
⋃

pj−1∈Pj−1

Eexc([p1 · · · pj−1]V )
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et Pj(V ) = Pj \ Ej . Par le troisième point du lemme 2.2, on a alors p1 · · · pn 6∈ Eexc(V )

pour tout (p1, . . . , pn) ∈ P1(V ) × · · · × Pn(V ). En utilisant le dernier point du lemme 2.2,
on montre alors que le cardinal de l’ensemble des nombres premiers contenus dans Ej est
négligeable par rapport au cardinal de Pj et on obtient ainsi la minoration voulue pour le
cardinal de Pj(V ).

Nous pouvons maintenant énoncer et montrer le théorème clef.

T 3.12. – Soit V une sous-variété de Gn
m définie sur L et L-irréductible telle que

log(deg V ) ≤ (C0 log(3ω))2n(δ+1)(ρ+1)−1.

Supposons

h(α) ≤
Ä
ω(C0 log(3ω))2n(δ+1)(ρ+1)((n+1)!−1)+2n(δ+1)−1

ä−1
.(3.14)

Supposons de plus qu’il n’existe pas de sous-variété de torsion B définie sur L et contenant un
conjugué de α telle que

(degB)1/codim(B) ≤ ω(C0 log(3ω))2n(δ+1)(ρ+1)(n+1)!.(3.15)

Alors l’une des deux propriétés suivantes est vraie :

1. Il existe un premier p 6∈ Eexc(V ) tel que

E ≤ p ≤ Nn
qui est ramifié dans L avec

ep(L) ≥ E
et tel que

(3.16) ωL(p)
(αp) ≤ c0ωL(α) log(3ωL(α)).

2. Il existe un entier l 6∈ Eexc(V ) tel que

l ≤ (C0 log(3ω))2n(1+δ)(ρ+1)((n+1)!−1)

et

(3.17) ωL(αl) ≤ ωL(α)

C
1/2
0 (C0 log(3ωL(α)))2n(1+δ)ρ

.

Démonstration. – Considérons la réunion

P(V ) =
n⋃
j=1

Pj(V ).

Nous allons distinguer deux cas. Supposons dans un premier temps qu’il existe un premier
p ∈ P(V ) tel que ep(L) ≥ E. Soit c0 le réel strictement positif de la proposition 3.3 ; on a

c0
pω

log p
h(α) ≤ c0(C0 log(3ω))−e,

avec

e = 2n(δ + 1)(ρ+ 1)((n+ 1)!− 1) + 2n(δ + 1)− 1− 2n(ρ+ 1)(δ + 1)n.n!

= 2n(ρ+ 1)(δ + 1)(n!− 1) + 2n(δ + 1)− 1 > 0.
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D’où
c0

pω

log p
h(α) < 1.

Ainsi, la proposition 3.3 s’applique et nous obtenons la première assertion de la conclusion
alternative (en remarquant que Nn ≥ p ≥ N1/2 ≥ E).

Supposons maintenant que, pour tout p ∈ P(V ), ep(L) ≤ E. SoitF le polynôme de degré
inférieur ou égal à L fourni par la proposition 3.10. Ainsi F τp1

...τpn est nul sur {αp1···pn}L
pour tout (p1, . . . , pn) ∈ P1 × · · · × Pn et pour tous τp1 , . . . , τpn prolongeant à Q̄ les mor-
phismes φp1 , . . . , φpn . Quitte à multiplier F par un nombre algébrique, on peut supposer
qu’un de ses coefficients est égal à 1. Si F désigne une extension galoisienne de L contenant
les coefficients de F , alors le polynôme

G =
∑

σ∈Gal(F/L)

Fσ

est non nul et satisfait les hypothèses du lemme de zéros (théorème 3.9) appliqué aux en-
sembles d’entiers Pj(V ) définis dans le lemme précédent (lemme 3.11) et aux morphismes
φp correspondants. Le lemme de zéros nous fournit donc un indice r et une sous-variété Z
de Gn

m définie sur L, de codimension inférieure ou égale à r, contenant un conjugué d’une
certaine puissance αl, avec l 6∈ Eexc(V ) (par le lemme 3.11) et

l ≤ Nr+1 · · ·Nn ≤ N1 · · ·Nn = (C0 log(3ω))2n(δ+1)(ρ+1)((n+1)!−1),

pour laquelle l’inégalité (3.9) est satisfaite. Cette inégalité donne en particulier (car
1 ∈ Pr(V )) :

(3.18)

deg(Z)1/codim(Z) ≤ LN1 · · ·Nr−1

≤ LN1 · · ·Nn−1

≤ ωC2δn+1
0 (log(3ω))2n(δ+1)(C0 log(3ω))2n(δ+1)(ρ+1)(n!−1)

≤ ω(C0 log(3ω))2n(δ+1)((ρ+1)(n!−1)+1)

≤ ω(C0 log(3ω))2n(δ+1)(ρ+1)n!.

Une composante L-irréductible B de [l]−1Z contient un conjugué de {α}L et son degré sa-
tisfait l’inégalité

deg(B)1/codim(B) ≤ l deg(Z)1/codim(Z)

≤ Nr+1 · · ·NnLN1 · · ·Nr−1

≤ ω(C0 log(3ω))2n(δ+1)(ρ+1)(n+1)!.

Par hypothèse, la variété B (donc Z) n’est pas de torsion. Par ailleurs, l’inégalité (3.18)
montre en particulier que

log(deg(Z)) ≤ c12 log(C0) log(3ω).

Soit Q = Pr(V ) \ Eexc(Z) ; la proposition 2.2 et l’inégalité ci-dessus assurent que
|Eexc(Z) ∩ {p premiers}| est négligeable devant la minoration de |Pj(V )| fournie par le
lemme 3.11, de sorte que

(3.19) |Q| ≥ c13
(C0 log(3ω))2n(ρ+1)(δ+1)r·r!

(logC0) log log(16ω)
.
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Comme Z n’est pas de torsion, le lemme 2.3, point (i) de [2] montre que les variétés τ−1
p [p]Z

et τ−1
q [q]Z pour (p, q) ∈ Pr(V ), p 6= q, n’ont pas de composantes communes (ce qui re-

vient à dire qu’elles sont distinctes). Par ailleurs, Q ∩ Eexc(Z) = ∅ donc, pour p ∈ Q,
deg τ−1

p [p]Z ≥ degZ. On obtient alors, grâce à l’inégalité (3.9) du lemme de zéros (théo-
rème 3.9),

|Q|deg(Z) ≤ deg

Å ⋃
p∈Pr(V )

τ−1
p [p]Z

ã
≤ (LN1 · · ·Nr−1)

codimZ
.

Ainsi, en utilisant l’inégalité codimZ ≤ r, on obtient la majoration suivante pour le degré
de Z :

deg(Z)1/codim(Z) ≤ LN1 · · ·Nr−1|Q|−1/r.

En utilisant la relation (3.11) et la minoration (3.19) de |Q|, on a

deg(Z)1/codim(Z) ≤ c14ωC
2δn+1
0

(log(3ω))2n(δ+1)

(log log(16ω))2n
(C0 log(3ω))2n(δ+1)(ρ+1)(r!−1)

× ((logC0) log log(16ω))1/r

(C0 log(3ω))2n(δ+1)(ρ+1)r!

≤ c14ωC
−1
0 (logC0) (C0 log(3ω))

−2n(δ+1)ρ
.

Or il existe τ ∈ Gal(Q̄/Q) tel que τZ contienne {αl}L. En appliquant le lemme 2.4 à L, α
et τZ, on obtient

ωL(αl) ≤ ndeg(τZ)1/codim(τZ) ≤ ω

C
1/2
0 (C0 log(3ω))2n(δ+1)ρ

,

ce qui correspond à la deuxième assertion de la conclusion alternative du théorème.

4. Descente

Nous fixons α ∈ Gn
m(Q̄) et L extension abélienne de Q. Si nous pouvions assurer dans

le théorème clef (théorème 3.12) que nous sommes dans la deuxième conclusion avec l = 1,
le théorème 1.5 s’en déduirait immédiatement. Plus généralement, si nous sommes dans
la deuxième conclusion du 3.12, alors il existe un entier l n’appartenant pas à l’ensemble
exceptionnel d’une certaine variété V tel que ωL(αl) < ωL(α). Soient Vl une hypersurface
L-irréductible contenant αl telle que deg Vl = ωL(αl) et V ′l une composante L-irréductible
de [l]−1Vl contenant α. Alors ωL(α) ≤ deg V ′l et deg([l]V ′l ) = deg Vl = ωL(αl).

Si nous pouvions assurer, a priori, que l n’est pas dans Eexc(V ′l ), le théorème 1.5 serait
alors démontré dans la mesure où l’on aurait

ωL(α) ≤ deg V ′l ≤ deg([l]V ′l ) ≤ ωL(αl)

donc une contradiction. Malheureusement, cette condition est difficile à assurer car la variété
V ′l est construite après la donnée de l.

Nous devons donc utiliser un argument de descente qui consiste à construire, à l’aide d’un
bon choix de paramètres, une suite de variétés possédant des propriétés particulières en ap-
pliquant plusieurs fois de suite le théorème 3.12.

4 e SÉRIE – TOME 42 – 2009 – No 6



LE PROBLÈME DE LEHMER RELATIF EN DIMENSION SUPÉRIEURE 1007

Nous commençons par introduire les paramètres suivants, pour i ∈ [[1, n]] :

νi = (1 + n)(((n+ 1)!− 1)(1 + 2n2) + 1)n−i;

Pi = (C0(logC0) log(3ωL(α)))2nνinn!;

Li = (C0(logC0) log(3ωL(α)))2nνi((n+1)!−1);

δi = n

Å
1 + 2n((n+ 1)!− 1)

n∑
j=i+1

νj

ã
;

Ei =

Å
C0

(logC0)2
log(3ωL(α))

ãδi

;

εi =
1

C
1/2
0 (C0(logC0)−2 log(3ωL(α)))

2n((n+1)!−1)
∑n

j=i+1
νj
.

Remarquons que, pour tout i ∈ [[1, n]], un calcul simple donne

(4.1) νi = (δi + 1) + ((n+ 1)!− 1)
n∑

j=i+1

νj .

En effet, en posant γ = (((n+ 1)!− 1)(1 + 2n2) + 1), on obtient

νi − (δi + 1)− ((n+ 1)!− 1)
n∑

j=i+1

νj

= νi − n

(
1 + 2n((n+ 1)!− 1)

n∑
j=i+1

νj

)
− 1− ((n+ 1)!− 1)

n∑
j=i+1

νj

= νi − n− 1−
(
((n+ 1)!− 1)(2n2 + 1)

) n∑
j=i+1

νj

= (1 + n)

(
γn−i − 1− (γ − 1)

n∑
j=i+1

γn−j

)
= 0.

Remarquons également les égalités suivantes que nous utiliserons plusieurs fois dans la suite :

(4.2) L1 · · ·Lk = (C0(logC0) log(3ωL(α)))2n((n+1)!−1)
∑k

i=1
νi

et

(4.3) Lk+1 · · ·Ln = (C0(logC0) log(3ωL(α)))
2n((n+1)!−1)

∑n

i=k+1
νi .

Si nous appliquions plusieurs fois de suite le théorème 3.12, nous pourrions construire une
suite de variétés possédant des propriétés particulières, ce qui motive la définition suivante.

D 4.1. – On note W l’ensemble des quadruplets (k, l,V ,L) où k ∈ [[0, n]],
l = (l1, . . . , lk) est un k-uplet d’entiers,V = (V0, . . . , Vk) est un (k+1)-uplet de sous-variétés
propres de Gn

m etL = (L0, . . . ,Lk) est un (k+1)-uplet d’extensions abéliennes de Q tels que :

(a0) L0 = L ;

(b0) V0 est définie sur L0 et est L0-irréductible ;

(c0) α ∈ V0 ;

(d0) deg V0 ≤ (L1 · · ·LnωL(α))
codimV0 ;
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puis pour tout i entre 1 et k :

1. Soit l’indice i est de type I :

(a) li est un premier ramifié dans Li−1 tel que eli(Li−1) ≥ Ei ;

(b) Ei ≤ li ≤ Pi ;

(c) li 6∈ Eexc(Vi−1) ;

(d) Li = (Li−1)(li)
;

(e) Vi est définie sur Li et est Li-irréductible ;

(f) [li]Vi−1 ⊂ Vi ;

(g) deg Vi ≤
(
Li+1 · · ·LnωLi

(αl1···li)
)codimVi ;

(h) ωLi
(αl1···li) ≤ c0ωLi−1

(αl1···li−1) log(3ωLi−1
(αl1···li−1)).

2. Soit l’indice i est de type II :

(a) li est un entier ;

(b) li ≤ Li ;

(c) li 6∈ Eexc(Vi−1) ;

(d) Li = Li−1 ;

(e) Vi est définie sur Li et est Li-irréductible ;

(f) [li]Vi−1 ⊂ Vi ;

(g) deg Vi ≤
(
Li+1 · · ·LnωLi

(αl1···li)
)codimVi ;

(h) ωLi
(αl1···li) ≤ εiωLi−1

(αl1···li−1).

Si (k, l,V ,L) ∈ W , nous noterons rI l’ensemble des indices de type I dans (k, l,V ,L) et
rII l’ensemble des indices de type II (on a alors |rI|+ |rII| = k).

Remarquons que cette définition implique en particulier que le n-uplet L = (L0, . . . ,Lk)

est en fait une tour descendante d’extensions abéliennes incluses dans L :

L0 ⊇ · · · ⊇ Lk.

Dans la descente, nous appliquerons le théorème 3.12 à une certaine puissance αl1···lk de
α, issue d’un élément deW . Pour vérifier les hypothèses du théorème 3.12, il nous faut des
informations concernant l’indice d’obstruction de (3) αl1···lk . Or, le point αl1···lk étant issu
d’un élément deW , nous pouvons comparer son indice d’obstruction à celui de α :

L 4.2. – Soit (k, l,V ,L) ∈ W . Alors, pour tout j ∈ [[0, k]], on a

(4.4) ωLj (αl1···lj ) ≤ c15ωL(α) (log(3ωL(α)))
|rI∩[[1,j]]|

et

(4.5)
1

(logC0)2
log(3ωL(α)) ≤ log(3ωLj

(αl1···lj )) ≤ c16 log(3ωL(α)).

(3) Notons, à ce propos, qu’il y a une légère erreur dans [2] et [4] : les auteurs ne vérifient pas exactement les hypo-
thèses de la proposition qui résume la transcendance (proposition 5.3 dans [2] et proposition 2.8 dans [4]) ; cepen-
dant, cela n’a pas de conséquence sur le résultat final, excepté au niveau de la constante c(n). Voir les notes de bas
de pages (4), (5) et (6) pour plus de précisions.
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Démonstration. – L’inégalité (4.4) est immédiate, après avoir noté que pour tout
i ∈ [[1, j]] :

– si l’indice i est de type I, alors

ωLi
(αl1···li) ≤ c0ωLi−1

(αl1···li−1) log(3ωLi−1
(αl1···li−1)) ;

– si l’indice i est de type II, alors

ωLi
(αl1···li) ≤ εiωLi−1

(αl1···li−1) ≤ ωLi−1
(αl1···li−1).

On en déduit la deuxième inégalité de (4.5). De plus, comme Lj ⊆ L0, on a

ωL(α) = ωL0
(α) ≤ l1 · · · ljωL0

(αl1···lj ) ≤ l1 · · · ljωLj
(αl1···lj )

et ainsi, par le choix des paramètres,

log(3ωL(α)) ≤ c17(logC0) log(3ωLj
(αl1···lj )) ≤ (logC0)2 log(3ωLj

(αl1···lj )).

Introduisons maintenant deux définitions :

D 4.3. – On noteW0 le sous-ensemble deW défini de la façon suivante :

W0 = {(k, l,V ,L) ∈ W, dimV0 < dimV1 < · · · < dimVk} .

D 4.4. – On introduit un ordre total sur les suites finies d’entiers. Soient
(v) = (vi)0≤i≤k et (v′) = (v′i)0≤i≤k′ deux telles suites. On pose (v) � (v′) si
(vi)0≤i≤min(k,k′) < (v′i)0≤i≤min(k,k′) pour l’ordre lexicographique ou si
(vi)0≤i≤min(k,k′) = (v′i)0≤i≤min(k,k′) et k ≥ k′.

La définition précédente permet de munir W d’un préordre total (relation binaire ré-
flexive, transitive et complète) en posant

(4.6) (k, l,V ,L) � (k′, l′,V ′,L′) si (dimVi)0≤i≤k � (dimV ′i )0≤i≤k′ .

Nous passons maintenant à la descente proprement dite : le théorème suivant permet de
construire un élément deW qui n’est pas dansW0.

T 4.5. – Supposons qu’il n’existe pas de sous-variété de torsion B contenant α
telle que

(4.7) deg(B)1/codim(B) ≤ ωL(α) (C0(logC0) log(3ωL(α)))
2n·(n+1)!

∑n

j=1
νj+n−1

et que l’on ait

h(α) < ωL(α)−1
(

(C0(logC0) log(3ωL(α)))
2n((n+1)!−1)

∑n

j=1
νj+2n(δ1+1)−1

)−1

.

Alors il existe (k, l,V ,L) ∈ W \W0.

Le schéma de la preuve est le suivant. Nous montrons dans un premier temps que l’en-
semble W0 n’est pas vide et que l’on peut en extraire un élément minimal pour l’ordre in-
troduit surW (voir (4.6)). Puis à partir de cet élément, nous construisons une nouvelle suite
de sous-variétés, à l’aide du théorème 3.12. Nous montrons ensuite que cette suite de sous-
variétés est en fait un élément deW qui est strictement inférieur (pour l’ordre (4.6)) à l’élé-
ment minimal initial. Nous en déduisons qu’il n’appartient pas àW0.
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Démonstration. – Montrons tout d’abord que l’ensemble W0 n’est pas vide : si V0 est
une hypersurface définie sur L contenant α de degré minimal ωL(α), alors le quadruplet
(0,∅, V0,L0) appartient trivialement àW0.

Par ailleurs, l’ensemble des suites finies d’entiers compris entre 0 et n − 1 strictement
croissantes (au sens usuel) est fini (de cardinal 2n − 1). Ainsi, il existe un élément minimal
(k, l,V ,L) dansW0 pour l’ordre introduit précédemment, c’est-à-dire satisfaisant

∀(k′, l′,V ′,L′) ∈ W0, (dimVi)0≤i≤k � (dimV ′i )0≤i≤k′ .

Nous allons appliquer le théorème 3.12 àαl1···lk , à la sous-variété Vk et à Lk avec δ = δk+1

et ρ tel que (ρ+1)(δ+1) = νk+1. Remarquons que, dans ce cas, le paramètreE qui apparaît
dans ce théorème satisfait, grâce à l’inégalité (4.5),

(4.8) E ≥
(
C0 log(3ωLk

(αl1···lk))
)δ ≥ Å

C0

(logC0)2
log(3ωL(α))

ãδk+1

= Ek+1.

Vérifions que les hypothèses du théorème 3.12 sont satisfaites. On a

h(αl1···lk) = l1 · · · lkh(α)

et, par l’inégalité (4.4),

ωLk
(αl1···lk) ≤ c15ωL(α)(log(3ωL(α)))|rI|.

Donc par l’hypothèse faite sur la hauteur de α,

h(αl1···lk)ωLk
(αl1···lk) ≤ l1 · · · lkh(α)c15ωL(α)(log(3ωL(α)))|rI|

≤ h(α)ωL(α)

Å∏
i∈rI

li (c15 log(3ωL(α)))

ã ∏
i∈rII

li

≤ h(α)ωL(α)

Å∏
i∈rI

Pi

Å
c15 log(3ωL(α))

ãã ∏
i∈rII

Li

≤ h(α)ωL(α)
k∏
i=1

Li

≤ (C0(logC0) log(3ωL(α)))−e

avec

e = 2n((n+ 1)!− 1)
n∑
j=1

νj + 2n(δ1 + 1)− 1− 2n((n+ 1)!− 1)
k∑
j=1

νj

= 2n((n+ 1)!− 1)
n∑

j=k+1

νj + 2n(δ1 + 1)− 1

≥ 2n((n+ 1)!− 1)νk+1 + 2n(δk+1 + 1)− 1

≥ 2n((n+ 1)!− 1)(ρ+ 1)(δk+1 + 1) + 2n(δk+1 + 1)− 1.

D’où (4), par l’inégalité (4.5),

h(αl1···lk)ωLk
(αl1···lk) ≤ (C0 log(3ωLk

(αl1···lk)))−e.

(4) C’est ici que s’est glissée l’erreur dans [2] (resp. [4]) : les auteurs ont une majoration en fonction de δ(α) (resp.
w∗) à la place de δ(αl1···lk ) (resp. [K : Q]wK(αl1···lk )).
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De plus, il n’existe pas de sous-variété de torsionB contenantαl1···lk qui satisfait la majo-
ration (3.15). En effet, si tel était le cas, il existerait B′, sous-variété de torsion contenant α,
composante irréductible de [l1 · · · lk]−1B, telle que (avec les inégalités (4.4), (4.5) et l’égalité
(4.2))

deg(B′)1/codim(B′) ≤
Ä
(l1 . . . lk)codim(B) deg(B)

ä1/codim(B′)

≤ L1 · · ·Lk deg(B)1/codim(B)

≤ L1 · · ·LkωLk
(αl1···lk)(C0 log(3ωLk

(αl1···lk)))2nνk+1(n+1)!

≤ ωL(α)(C0(logC0) log(3ωL(α)))
2n·(n+1)!

∑n

j=1
νj+n−1

,

ce qui contredirait l’hypothèse (4.7).

Considérons la variété Vk. On a

deg Vk ≤
(
Lk+1 · · ·LnωLk

(αl1···lk)
)codimVk

,

ce qui entraîne (5) par le choix des paramètres et l’inégalité (4.5)

log deg Vk ≤ c18(logC0) log(3ωLk
(αl1···lk)) ≤ C0 log(3ωLk

(αl1···lk)),

de sorte que toutes les hypothèses du théorème 3.12 sont maintenant vérifiées.

Dans les deux cas de sa conclusion alternative, ce théorème fournit un entier que l’on note
lk+1. Si nous sommes dans le premier cas (resp. deuxième cas) de la conclusion, nous notons
Lk+1 le corps (Lk)(lk+1) (resp. Lk) etZ une hypersurface définie sur Lk+1 contenantαl1···lk+1

de degré minimal : deg(Z) = ωLk+1
(αl1···lk+1).

Nous allons maintenant montrer qu’il existe un entier k′ ∈ [[0, k + 1]] et une sous-variété
Zk′ définie sur Lk′ et Lk′ -irréductible tels que :

1. deg(Zk′) ≤ lk′+1 · · · lk+1ωLk+1
(αl1···lk+1) deg(Vk′) ;

2. [lk′ ]Vk′−1 ⊂ Zk′ ;

3. codim(Zk′) = codim(Vk′) + 1 ;

en posant les conventions codim(Vk+1) = 0, deg(Vk+1) = 1, V−1 = {α}L0
et l0 = 1. Re-

marquons que cela impliquera notamment

(4.9) (dim(V0), . . . ,dim(Vk′−1),dim(Zk′)) ≺ (dim(V0), . . . ,dim(Vk)).

Nous distinguons deux cas.

Supposons dans un premier temps qu’il existe i ∈ [[0, k]] tel que

[li+1 . . . lk+1]Vi 6⊂ Z.

Soit k′ le plus petit entier vérifiant cette propriété. Considérons l’ensemble algébrique équidi-
mensionnel Vk′ ∩ [lk′+1 . . . lk+1]−1Z ; la variété Vk′ et l’ensemble algébrique
[lk′+1 . . . lk+1]−1Z étant définis respectivement sur Lk′ et Lk+1 ⊂ Lk′ , leur intersection est
elle aussi définie sur Lk′ . De plus, on a [lk′ ]Vk′−1 ⊂ Vk′ par hypothèse et
[lk′ ]Vk′−1 est contenu dans [lk′+1 . . . lk+1]−1Z par minimalité de k′, donc [lk′ ]Vk′−1 est
contenu dans Vk′ ∩ [lk′+1 . . . lk+1]−1Z. Soit Zk′ une des composantes Lk′ -irréductibles

(5) Même remarque que la note (4).
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de Vk′ ∩ [lk′+1 . . . lk+1]−1Z contenant [lk′ ]Vk′−1. La propriété 2 est ainsi assurée par la
définition de Zk′ et la propriété 1 par l’inégalité de Bézout :

deg(Zk′) ≤ deg([lk′+1 . . . lk+1]−1Z) deg(Vk′)

≤ lk′+1 . . . lk+1ωLk+1
(αl1···lk+1) deg(Vk′).

Enfin, on a codim(Zk′) = codim(Vk′) + 1 (propriété 3) par construction.

Supposons dans un deuxième temps que ∀i ∈ [[0, k]], [li+1 . . . lk+1]Vi ⊂ Z. Posons alors
k′ = k + 1 et Zk+1 = Z. Les propriétés 1, 2 et 3 sont alors trivialement vérifiées par la
définition de Zk+1.

Nous allons maintenant montrer

(k′, (l1, . . . , lk′), (V1, . . . , Vk′−1, Zk′), (L1, . . . ,Lk′)) ∈ W

en distinguant 3 cas.

Cas 1. Si k′ = k + 1 et que nous sommes dans la conclusion 1 du théorème 3.12, nous
allons montrer que k + 1 est un indice de type I. En effet lk+1 est alors un premier ramifié
dans Lk tel que elk+1

(Lk) ≥ Ek+1 (en utilisant (4.8)), ce qui assure la condition (a). De plus,
lk+1 6∈ Eexc(Vk) et, en utilisant encore (4.5) et (4.8), on obtient

Ek+1 ≤ lk+1 ≤ (C0 log(3ωLk
(αl1···lk)))2n(1+δ)(ρ+1)n.n!

≤ (c16C0 log(3ωL(α)))2nνk+1n.n! ≤ Pk+1.

Donc les conditions (b) et (c) sont satisfaites. De même, grâce à l’inégalité (3.16), la condition
(h) est vérifiée :

ωLk+1
(αl1···lk+1) = ωLk(lk+1)

(αl1···lk+1) ≤ c0ωLk
(αl1···lk) log(3ωLk

(αl1···lk)).

La variété Zk+1 est définie sur Lk+1 (condition (e)) et vérifie la propriété 2 qui correspond à
la condition (f). Enfin, la condition (g) est assurée :

deg(Zk+1) = ωLk+1
(αl1···lk+1).

Donc l’indice k + 1 est de type I et

(k + 1, (l1, . . . , lk+1), (V1, . . . , Vk, Zk+1), (L1, . . . ,Lk+1)) ∈ W.

Cas 2. Si k′ = k + 1 et que nous sommes dans la conclusion 2 du théorème 3.12, nous
allons montrer que k + 1 est un indice de type II. En effet, lk+1 est alors un entier tel que (6)

(en utilisant (4.5))

lk+1 ≤ (C0 log(3ωLk
(αl1···lk)))2n(1+δ)(ρ+1)((n+1)!−1)

≤ (c16C0 log(3ωL(α)))2nνk+1((n+1)!−1) ≤ Lk+1

(6) Même remarque que la note (4).
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et lk+1 6∈ Eexc(Vk) de sorte que les conditions (a), (b) et (c) sont satisfaites. De même, à l’aide
des inégalités (3.17) et (4.5), la condition (h) est vérifiée :

ωLk+1
(αl1···lk+1) = ωLk

(αl1···lk+1)

≤ ωLk
(αl1···lk)

C
1/2
0 (C0 log(3ωLk

(αl1···lk)))2n(δk+1+1)ρ

≤ ωLk
(αl1···lk)

C
1/2
0 (C0(logC0)−2 log(3ωL(α)))2n(δk+1+1)ρ

≤ ωLk
(αl1···lk)

C
1/2
0 (C0(logC0)−2 log(3ωL(α)))

2n((n+1)!−1)
∑n

j=k+2
νj

≤ εk+1ωLk
(αl1···lk).

En effet, grâce à l’égalité (4.1) on a

((n+ 1)!− 1)
n∑

j=k+2

νj = νk+1 − (δk+1 + 1) = (δk+1 + 1)ρ.

Enfin, les conditions (d), (f) et (g) sont assurées de la même façon que dans le cas précédent.
Donc l’indice k + 1 est de type II et

(k + 1, (l1, . . . , lk+1), (V1, . . . , Vk, Zk+1), (L1, . . . ,Lk+1)) ∈ W.

Cas 3. (7) Si k′ < k + 1, on vérifie aisément que, par hypothèse sur (k, l,V ,L) et grâce
à la propriété 2 de Zk′ , nous sommes dans l’un des deux cas de la définition 4.1, sauf éven-
tuellement pour les conditions (g) ou (d0). Posons θ = 1 si nous sommes dans la première
conclusion du théorème 3.12 et θ = 0 sinon. On a alors

ωLk+1
(αl1···lk+1) ≤ ωLk

(αl1···lk)(c0 log(3ωLk
(αl1···lk)))θ.

Donc, en utilisant la relation sur le degré de Zk′ (propriété 1) et l’inégalité (4.5)

deg(Zk′) ≤ lk′+1 . . . lk+1ωLk+1
(αl1···lk+1) deg(Vk′)

≤ lk′+1 . . . lk+1ωLk
(αl1···lk)(c0 log(3ωLk

(αl1···lk)))θ deg(Vk′).

≤ lk′+1 . . . lk+1ωLk
(αl1···lk)(c0c16 log(3ωL(α)))θ deg(Vk′).

De plus, par un argument similaire à celui de la démonstration du lemme 4.2, on montre

ωLk
(αl1···lk) ≤ c19ωLk′ (α

l1···lk′ )(log(3ωLk′ (α
l1···lk′ )))|rI∩[[k′+1,k]]|

et de nouveau avec l’inégalité (4.5)

ωLk
(αl1···lk) ≤ c20ωLk′ (α

l1···lk′ )(log(3ωL(α))|rI∩[[k′+1,k]]|.

(7) Remarquons que si n = 1, on a nécessairement k′ = k + 1 = 1, donc ce cas ne peut pas se produire.
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D’où, en posant Ak′ = deg(Zk′)
(
ωLk′ (α

l1···lk′ ) deg(Vk′)
)−1

, on a

Ak′ ≤ c20lk′+1 . . . lk+1(log(3ωL(α))|rI∩[[k′+1,k]]|(c0c16 log(3ωL(α)))θ

≤ lk+1(c0c16 log(3ωL(α)))θ
k∏

i=k′+1
i∈rI

c20li log(3ωL(α))
k∏

i=k′+1
i∈rII

li

≤ Lk+1

k∏
i=k′+1

i∈rI

Li

k∏
i=k′+1
i∈rII

Li ≤
k+1∏

i=k′+1

Li.

Enfin, la relation sur la codimension de Zk′ (propriété 3) et la majoration du degré de Vk′
(condition (g) ou (d0) de la définition 4.1) donnent

deg(Zk′) ≤ Lk′+1 · · ·Lk+1ωLk′ (α
l1···lk′ )

(
Lk′+1 · · ·LnωLk′ (α

l1···lk′ )
)codim(Vk′ )

≤
(
Lk′+1 · · ·LnωLk′ (α

l1···lk′ )
)codim(Zk′ ) ,

ce qui montre que la condition (g) ou (d0) est vérifiée. Nous avons donc montré de nouveau

(k′, (l1, . . . , lk′), (V1, . . . , Vk′−1, Zk′), (L1, . . . ,Lk′)) ∈ W.

Comme la suite des dimensions (dim(V0), . . . ,dim(Vk′−1),dim(Zk′)) est strictement in-
férieure à la suite (dim(V0), . . . ,dim(Vk)) (voir la remarque (4.9)) et comme cette dernière
est minimale parmi les éléments deW0, on en déduit

(k′, (l1, . . . , lk′), (V1, . . . , Vk′−1, Zk′), (L1, . . . ,Lk′)) ∈ W \W0,

ce qui achève la preuve du théorème.

5. Démonstration des théorèmes principaux

Nous allons maintenant montrer les théorèmes 1.5 et 1.6 par récurrence sur n, la dimen-
sion du tore. L’initialisation de la récurrence est contenue dans la démonstration, dans la
mesure où l’hypothèse de récurrence n’est invoquée que dans le cas où n ≥ 2.

Nous commençons par montrer que, si la hauteur de α est « petite » et que α n’appar-
tient pas à une sous-variété de torsion de petit degré, alors nous pouvons minorer l’indice
d’obstruction deα sur L en fonction de la racine n-ième du degré [L(α) : L]. Ainsi, il suffira
d’obtenir une minoration de la hauteur de α en fonction de ce degré pour conclure.

5.1. Minoration de l’indice d’obstruction

Par souci de clarté, nous commençons par estimer les quantités suivantes :

2n((n+ 1)!− 1)
n∑
j=1

νj + 2n(δ1 + 1)− 1

= 2n((n+ 1)!− 1)ν1 + 2nν1 − 1

= 2n(n+ 1)!(1 + n)
(
((n+ 1)!− 1)(1 + 2n2) + 1

)n−1 − 1

≤ 2(n+ 1)2(n+ 1)!
(
(n+ 1)!2(n+ 1)2

)n−1

≤
(
2(n+ 1)2(n+ 1)!

)n
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et

2n · (n+ 1)!
n∑
j=1

νj + n− 1 ≤ 4n((n+ 1)!− 1)
n∑
j=1

νj ≤ 2
(
2(n+ 1)2(n+ 1)!

)n
.

On pose alors κ̃(n) =
(
2(n+ 1)2(n+ 1)!

)n
et µ̃(n) = 4(n − 1)! (κ̃(n) + 2κ̃(n− 1)) (avec

κ̃(0) = 0).

T 5.1. – Supposons qu’il n’existe pas de sous-variété de torsion B contenant α
telle que

(5.1) deg(B)1/codim(B) ≤ ωL(α)η1(n) (C0(logC0) log(3ωL(α)))
µ̃(n)

et que l’on ait

h(α) < ωL(α)−1
Ä
(C0(logC0) log(3ωL(α)))2κ̃(n)

ä−1
.

Alors on a
[L(α) : L]1/n ≤ ωL(α) (C0(logC0) log(3ωL(α)))

κ̃(n)

et il existe un nombre premier p ramifié dans L n’appartenant pas à Eexc({α}L) tel que

L(p)(α
p) ( L(αp).

Démonstration. – Le pointα satisfait les hypothèses du théorème 4.5, ainsiW\W0 n’est
pas vide. Soient (k, l,V ,L) ∈ W \W0 et i ∈ [[1, k]] tel que Vi et Vi−1 soient de même dimen-
sion. On a [li]Vi−1 ⊂ Vi avec li 6∈ Eexc(Vi−1). Nous allons montrer que nécessairement i est
de type I et que Vi−1 est une réunion de translatés de sous-tores.

En effet, si i est de type I et que Vi−1 n’est pas une réunion de translatés de sous-tores,
on a, par la proposition 2.2,

deg ([li]Vi−1) ≥ li deg Vi−1,

car li 6∈ Eexc(Vi−1). Or [li]Vi−1 ⊂ Vi et ces deux variétés ont même dimension, donc

deg ([li]Vi−1) ≤ deg(Vi).

Mais Vi−1 contient αl1···li−1 d’où, par le lemme 2.4,

ωLi−1
(αl1···li−1) ≤ ndeg(Vi−1)1/codim(Vi−1).

En combinant ces inégalités avec celles de la définition 4.1, on obtient

ωLi−1
(αl1···li−1) ≤ n

(
l−1
i deg(Vi)

)1/codim(Vi) ≤ nE−1/n
i Li+1 · · ·LnωLi

(αl1···li)

≤ nE
−1/n
i Li+1 · · ·LnωLi−1

(αl1···li−1) c0 log(3ωLi−1
(αl1···li−1))

≤ c0c16nE
−1/n
i Li+1 · · ·LnωLi−1

(αl1···li−1) log(3ωL(α)).

On aboutit alors à une contradiction :

1 ≤ c0c16n(C0 log(3ω))
−δi/n+2n((n+1)!−1)

∑n

j=i+1
νj

×(logC0)
2δi/n+2n((n+1)!−1)

∑n

j=i+1
νj log(3ωL(α))

≤ c0c16n(C0)−1(logC0)
2δi/n+2n((n+1)!−1)

∑n

j=i+1
νj .

De même, si i est de type II, on a

deg ([li]Vi−1) ≥ deg Vi−1,
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car li 6∈ Eexc(Vi−1). Or [li]Vi−1 ⊂ Vi et ces deux variétés ont même dimension donc

deg ([li]Vi−1) ≤ deg(Vi).

Mais Vi−1 contient αl1···li−1 , d’où

ωLi−1
(αl1···li−1) ≤ ndeg(Vi−1)1/codim(Vi−1).

En combinant ces inégalités avec celles de la définition 4.1, on obtient

ωLi−1(αl1···li−1) ≤ n (deg(Vi))
1/codim(Vi)

≤ nLi+1 · · ·LnωLi(α
l1···li)

≤ nLi+1 · · ·LnεiωLi−1
(αl1···li−1).

D’où

1 ≤ n(logC0)
6n((n+1)!−1)

∑n

j=i+1
νjC

−1/2
0 ,

ce qui constitue de nouveau une contradiction.

Ainsi i est de type I et Vi−1 est une réunion de translatés de sous-tores ; écrivons

Vi−1 =
⋃

τ∈Gal(Q̄/Li−1)

τ
(
αl1···li−1H

)
=

d⋃
k=1

α
l1···li−1

k H,

oùH est un sous-tore de Gn
m et lesαk, k ∈ [[1, d]], sont des conjugués deα au-dessus de Li−1

tels que αl1···li−1

k1
et αl1···li−1

k2
sont distincts modulo H dès que k1 6= k2 (en d’autres termes,

(αk1α
−1
k2

)l1···li−1 6∈ H).

Nous allons montrer que H est nécessairement le sous-tore trivial. Si n = 1, c’est im-
médiat. Sinon, raisonnons par l’absurde : supposons que le sous-tore H est de dimension
strictement positive et considérons l’application

φ : Gn
m −→ Gn

m/H ' Gr
m

x 7−→ (xe1 , . . . ,xer )

où r est la codimension de H et (e1, . . . , er) ∈ (Zn)r engendre le réseau Λ associé au sous-
tore H. D’après le paragraphe 4 de [15], on dispose de l’inégalitéÇ

n

r

å−1/2

Vol(Λ) ≤ deg(H)

où Vol(Λ) désigne le volume de (Λ⊗R)/Λ. En appliquant le théorème des minima successifs
de Minkowski respectivement à la norme du sup (voir page 218 de [7]) dont le volume de la
boule unité dans (Λ ⊗ R) est au moins 2r (voir [20]) et en utilisant le lemme 8 page 135 de
[7], on peut choisir les ej de sorte que

(5.2)
r∏
j=1

‖ej‖∞ ≤ r!Vol(Λ) ≤ r!
Ç
n

r

å1/2

deg(H) ≤ n! deg(H).

Notonsβ l’image deαl1···li−1 par le morphisme φ. Le nombre de composantes géométrique-
ment irréductibles de Vi−1 vaut alors d = [Li−1(β) : Li−1] ≥ [Qab(β) : Qab]. Étant donné
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que r < n, nous pouvons appliquer, par hypothèse de récurrence, le théorème 1.6 à β ∈ Gr
m.

Ainsi, on a

r∏
j=1

h(βj) ≥
Ä
c2(r)d(log 3d)κ2(r)

ä−1
(5.3)

ou il existe une variété de torsion B ⊂ Gr
m contenant β telle que

(degB)1/codim(B) ≤ c2(r)dη2(r)(log(3d))µ(r).(5.4)

Or, en utilisant les inégalités (5.2), (4.4) et (g) de la définition (4.1), on dispose de la majora-
tion

r∏
j=1

h(βj) ≤
r∏
j=1

(
‖ej‖∞h(αl1···li−1)

)
≤ n! deg(H)h(αl1···li−1)r

≤ n!
deg Vi−1

d
(l1 · · · li−1h(α))r

≤ n!

d
(c15h(α)ωL(α)(log(3ωL(α)))n−1

n∏
j=1

Lj)
r

≤ n!

d
(C0(logC0) log(3ωL(α)))

r
(
−2κ̃(n)+n−1+2n((n+1)!−1)

∑n

j=1
νj

)
.

Dans la mesure où log(3d) ≤ log(3 deg Vi−1) ≤ c21(logC0) log(3ωL(α)) et

κ2(r) = 3rκ̃(r) ≤ 3rκ̃(n− 1) ≤ rκ̃(n) < r

(
2κ̃(n)− (n− 1)− 2n((n+ 1)!− 1)

n∑
j=1

νj

)
,

cette dernière majoration contredit l’inégalité (5.3). De même, supposons qu’il existe une
sous-variété de torsion B ⊂ Gr

m contenant β vérifiant (5.4) ; il existe un point de tor-
sion ζ et un sous-tore H̃ de Gr

m de même dimension et de degré inférieur à B tel que
ζβ appartienne à H̃. En utilisant comme précédemment le théorème de Minkowski, on
peut exhiber un caractère non trivial de Gr

m, χ =
∏r
k=1X

sk

k , trivial sur H̃ et tel que
max{|sk|, k ∈ [[1, r]]} ≤ r1/2(deg H̃)1/codim(H̃). Alors le caractère χ̃ de Gn

m défini par

χ̃ =
∏n
j=1X

l1···li−1

∑r

k=1
skek,j

j (où ek,j représente la j-ième composante de ek) est non
trivial (car les ek, k ∈ [[1, r]], sont linéairement indépendants) et vérifie

χ̃(α) =
n∏
j=1

α
l1···li−1

∑r

k=1
skek,j

j =
r∏

k=1

βsk

k = χ(β) = χ(ζ−1) = ζ
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où ζ est une racine de l’unité. Ainsi α est contenu dans une hypersurface de torsion B̃ telle
que

deg B̃ ≤ n max
j∈[[1,n]]

{|l1 · · · li−1

r∑
k=1

skek,j |}

≤ nrl1 · · · li−1 max
k∈[[1,r]]

{|sk|} max
k∈[[1,r]]

‖ek‖∞

≤ nrL1 · · ·Li−1r
1/2(degB)1/codim(B)n! deg(H)

≤ c22L1 · · ·Li−1d
η2(r)(log(3d))µ(r) deg(H)

≤ c22L1 · · ·Li−1(deg(Vi−1))η2(r)(log(3d))µ(r)

≤ c22(L1 · · ·LnωLi−1
(αl1...li−1))rη2(r)(log(3d))µ(r)

≤ ωL(α)rη2(r)(C0(logC0) log(3ωL(α)))
µ(r)+rη2(r)(2n((n+1)!−1)

∑n

j=1
νj+n)

ce qui contredit l’hypothèse (5.1) car

rη2(r) ≤ (n− 1)η2(n− 1) = η1(n)

et

µ(r) + rη2(r)(2n((n+ 1)!− 1)
n∑
j=1

νj + n) ≤ µ(n− 1) + (n− 1)η2(n− 1)κ̃(n)

≤ 8(n− 1)!κ̃(n− 1) + 4(n− 1)!κ̃(n) ≤ µ̃(n).

Ainsi, le sous-tore H est trivial et la sous-variété Vi−1 est de dimension 0. Nous pouvons
alors supposer i = 1. Dans ce cas, la variété V0 est la réunion des conjugués au-dessus de
L0 = L, d’où deg V0 = [L(α) : L] et, par la propriété (c0) de la définition 4.1,

[L(α) : L]1/n ≤ ωL(α)(C0(logC0) log(3ωL(α)))
2n((n+1)!−1)

∑n

j=1
νj

≤ ωL(α)(C0(logC0) log(3ωL(α)))κ̃(n).

De même, la variété V1 est la réunion des conjugués de αl1 au-dessus de L1 = L(l1) et
deg(V1) = [L1(αl1) : L1]. Or, si l’on suppose L1(αl1) = L(αl1) on a, avec (2.4) et les
hypothèses 1(a), 1(b) et 1(c) de la définition 4.1,

deg(V1) = [L(αl1) : L][L : L1] ≥ [L(αl1) : L] min(l1, el1(L)) ≥ [L(α) : L]E1.

Finalement, en combinant cette inégalité avec les inégalités 1(g) et 1(h) de la définition 4.1,
on obtient

ωL(α) ≤ n[L(α) : L]1/n ≤ n(E−1
1 deg(V1))1/n

≤ c0nE
−1/n
1 L2 · · ·LnωL(α) log(3ωL(α)),

ce qui constitue une contradiction (identique à la première rencontrée dans cette démonstra-
tion). En posant p = l1, le théorème est entièrement démontré.

5.2. Minoration de la hauteur en fonction du degré

Nous allons dans cette partie démontrer le théorème suivant :
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T 5.2. – Il existe un réel c̃(n) strictement positif ne dépendant que de n tel que
la proposition suivante soit vraie. Soient α ∈ Gn

m(Q̄) et L une extension abélienne de Q. S’il
n’existe pas de sous-variété de torsion B contenant α telle que

(5.5) deg(B)1/codim(B) ≤ [L(α) : L]η1(n)/n
Ä
c̃(n) log(3[L(α) : L]1/n)

äµ̃(n)

alors

h(α) ≥ [L(α) : L]−1/n
Ä
c̃(n) log(3[L(α) : L]1/n)

ä−2κ̃(n)
.

À la manière de [6], nous commençons par établir une réduction sur le couple (α,L). Pour
cela, nous devons établir un lemme préliminaire.

L 5.3. – Soitα un point de Gn
m(Q̄). SoientK un corps de nombres, p un nombre pre-

mier et ζp une racine primitive p-ième de l’unité. Alors l’extension

K(αp, ζp) ⊆ K(α, ζp)

est abélienne de degré une puissance de p. De plus, siK(α, ζp) = K(αp, ζp), il existe ζ ∈ ker[p]

tel que K(ζα) = K(αp).

Démonstration. – Soit τ ∈ Gal(Q̄/K(αp, ζp)). On a ταp = αp donc il existe ξ ∈ ker[p]

tel que τ(α) = ξα et τα appartient à K(α, ζp). L’extension K(αp, ζp) ⊆ K(α, ζp) est donc
galoisienne. D’autre part, si l’on considère l’application

φ : Gal(K(α, ζp)/K(αp, ζp)) −→ ker[p]

τ 7−→ ξ

on vérifie aisément que φ est un morphisme injectif. Ainsi Gal(K(α, ζp)/K(αp, ζp)) est iso-
morphe à son image parφ donc est abélien. La première partie du lemme est donc démontrée,
passons à la seconde.

Remarquons d’abord que, par hypothèse,

K(αp) ⊆ K(α) ⊆ K(α, ζp) = K(αp, ζp).

Si K(α) = K(αp) le résultat est trivial. Supposons donc que K(αp) ( K(α). Soit σ un
générateur du groupe cyclique

G = Gal(K(αp, ζp)/K(αp))

et notons σ̃ un de ses prolongements à Q̄. Comme on a σ̃(αp) = αp, il existe ξ ∈ ker[p] tel
que σ̃(α) = ξα.

Montrons que σ(ξ) 6= ξ. Si ξ = (1, . . . , 1), alors σ̃(α) = α et Q(α) est stable sous l’ac-
tion de G ; on en déduit que K(α) = K(αp). Par ailleurs, si ξ 6= (1, . . . , 1) et σξ = ξ,
alors K(ξ) = K(ζp) est stable sous l’action de G ; il s’ensuit que G est réduit à l’identité et
K(αp) = K(αp, ζp) ; a fortiori on a encore K(α) = K(αp). Dans les deux cas, on obtient
une contradiction avec l’hypothèse K(α) 6= K(αp).

On a donc σ(ξ) = ξλ, avec λ ∈ Z et λ 6≡ 1 mod p. Soit u une solution de la congruence

(λ− 1)u+ 1 ≡ 0 mod p

et soit ζ = ξu. On a
σ̃(ζα) = σ(ζ)σ̃(α) = ξλu+1α = ζα,
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ce qui montre que Q(ζα) (donc K(ζα)) est stable sous l’action de G, et ainsi
K(ζα) ⊆ K(αp). D’autre part, (ζα)p = αp, donc ces deux corps sont égaux, ce qui
achève la démonstration.

5.2.1. Réduction. – Si p est un nombre premier, on note ẽp(L) la puissance maximale de p
divisant l’entier m minimal tel que L ⊂ Q(ζm). On définit également

ẽ(L) =
∑

p premier

(ẽp(L)− 1).

Remarquons que si L et L′ sont deux extensions abéliennes de Q vérifiant L′ ⊆ L, alors
ẽ(L′) ≤ ẽ(L).

Pour démontrer le théorème 5.2, on raisonne par l’absurde. Supposons donc qu’il existe
α ∈ Gn

m(Q̄) et L une extension abélienne de Q tels que le théorème 5.2 soit faux :

(5.6) h(α) <

Å
[L(α) : L]1/n

Ä
c̃(n) log(3[L(α) : L]1/n)

ä2κ̃(n)
ã−1

et il n’existe pas de sous-variété de torsion B contenant α telle que

(5.7) (degB)1/codimB ≤ [L(α) : L]η1(n)/n
Ä
c̃(n) log(3[L(α) : L]1/n)

äµ̃(n)
.

Nous pouvons supposer de plus que le degré d = [L(α) : L] est minimal dans (5.6)
et (5.7) : pour tout point α′ ∈ Gn

m(Q̄) et toute extension abélienne L′ de Q vérifiant
[L′(α′) : L′] < d, la conclusion du théorème 5.2 est vérifiée.

En particulier, ceci implique que pour tout ζ ∈ (Gn
m(Q̄))tors et toute extension abélienne

L′ de Q, on a

(5.8) [L′(ζα) : L′] ≥ d.

En effet, si [L′(ζα) : L′] < d, alors par minimalité de d, on a

(5.9) h(ζα) ≥
Å

[L(α) : L]1/n
Ä
c̃(n) log(3[L(α) : L]1/n)

ä2κ̃(n)
ã−1

ou il existe une sous-variété de torsion B̃ contenant ζα telle que

(5.10) (deg B̃)1/codimB̃ < [L(α) : L]η1(n)/n
Ä
c̃(n) log(3[L(α) : L]1/n)

äµ̃(n)
.

Cependant, on a h(α) = h(ζα) donc l’inégalité (5.9) contredit (5.6). De même, l’inégalité
(5.10) est impossible car la variété B = ζ−1B̃ est une variété de torsion de même degré et
même dimension que B̃ et contient α, ce qui contredit (5.7).

Enfin, soit A l’ensemble des extensions abéliennes L′ de Q telles qu’il existe
ζ ∈ (Gn

m(Q̄))tors vérifiant [L′(ζα) : L′] = d. Posons

ẽ = min
L∈A

ẽ(L).

Quitte à remplacerα par ζα pour un certain ζ ∈ (Gn
m(Q̄))tors et L par L′ ∈ A, nous pouvons

supposer que L vérifie les deux conditions suivantes :

[L(α) : L] = d,(5.11)

ẽ(L) = ẽ.(5.12)
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De plus, par un argument galoisien, nous avons le diagramme

L(α)

d

ww
ww
ww
ww
ww

JJ
JJ
JJ
JJ
J

L

GG
GG
GG
GG
GG Q(α)

d

tt
tt
tt
tt
t

L ∩Q(α)

Q

Étant donné que L∩Q(α) est une extension abélienne de Q et que ẽ(L∩Q(α)) ≤ ẽ(L) = ẽ,
on a ẽ(L ∩ Q(α)) = ẽ. Cela nous permet de supposer, quitte à remplacer L par L ∩ Q(α),
que L ⊆ Q(α), c’est-à-dire

(5.13) Q(α) = L(α).

Remarquons enfin que l’on peut également supposer

(5.14) ∀ζ ∈ (Gn
m(Q̄))tors, Q(ζα) ⊆ Q(α)⇒ Q(ζα) = Q(α).

En effet, s’il existe ζ tel que Q(ζα) ( Q(α), nous avons L(ζα) ⊆ L(α), ce qui implique
nécessairement (par (5.8)) L(ζα) = L(α) = Q(α). Nous avons ainsi le diagramme

Q(α)

d

vv
vv
vv
vv
vv

LLL
LLL

LLL
L

L

HH
HH
HH
HH
HH Q(ζα)

d

rrr
rrr
rrr
r

L ∩Q(ζα)

Q

Par le même argument, nous pouvons donc remplacer α par ζα et L par L ∩Q(ζα). Nous
pouvons itérer ce procédé, jusqu’à obtenir (5.14) (nombre d’itérations fini car le degré décroît
strictement à chaque étape).

Ainsi, nous considérons désormais un pointα et une extension abélienne L de Q contenue
dans Q(α) qui satisfont (5.6), (5.7), (5.8), (5.11), (5.12), (5.13) et (5.14).

5.2.2. Lemme auxiliaire. – Le but de la précédente réduction est de montrer le lemme sui-
vant.

L 5.4. – Soit p un nombre premier ramifié dans L n’appartenant pas à Eexc({α}L).
On a

L(p)(α
p) = L(αp).
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Démonstration. – Soit τ ∈ Gal(Q̄/L(p)) tel que τ|L 6= Id. Raisonnons par l’absurde :
supposons ταp = αp. Ceci équivaut à dire que Q(αp) est stable sous l’action de τ . Notons
E le sous-corps de L fixé par τ . On a alors Q(αp) ∩ L ⊆ E donc E(αp) ∩ L = E. Par un
argument galoisien, les « côtés » opposés du diagramme suivant ont même degré :

L(αp)

rrr
rrr
rrr
rrr

OOO
OOO

OOO
OO

L

LLL
LLL

LLL
LLL

E(αp)

ooo
ooo
ooo
oo

(E =)L ∩ E(αp)

Q
On en déduit

[L(αp) : E(αp)] = [L : E].

Or, le premier p n’appartient pas à Eexc({α}L) donc L(αp) = L(α), ce qui donne avec l’éga-
lité (5.13)

(5.15) L(αp) = L(α) = Q(α).

Ainsi [Q(α) : E(αp)] = [L : E]. D’une part, comme E ( L (sinon τ|L = Id), on a [L : E] > 1.
D’autre part, on a L(p) ⊂ E, d’où l’encadrement

(5.16) 2 ≤ [Q(α) : E(αp)] ≤ p.

Nous allons montrer que ce degré est exactement p. Pour cela considérons une ra-
cine primitive p-ième de l’unité, notons-la ζp, et les extensions cycliques Q(α, ζp)/Q(α),
E(αp, ζp)/E(αp) et Q(αp, ζp)/Q(αp) dont le degré divise p − 1. Remarquons que l’on a
(voir (5.15))

Q(αp, ζp) ⊆ E(αp, ζp) ⊆ L(αp, ζp) = L(α, ζp) = Q(α, ζp).

Par ailleurs, par le lemme 5.3, l’extension Q(α, ζp)/Q(αp, ζp) est abélienne de degré une puis-
sance de p. Il en est donc de même pour l’extension intermédiaire Q(α, ζp)/E(αp, ζp). Sup-
posons Q(α, ζp) = E(αp, ζp). On a

E(αp, ζp) ⊆ E(α, ζp) ⊆ L(α, ζp) = Q(α, ζp)

donc E(α, ζp) = E(αp, ζp). Le lemme 5.3 implique alors l’existence d’un élément ζ ∈ ker[p]

tel que E(ζα) = E(αp). Ainsi :

Q(ζα) ⊆ E(ζα) = E(αp) ⊆ L(αp) = L(α) = Q(α).

L’hypothèse (5.14) faite sur α implique que ces six corps sont égaux ; en particulier
Q(α) = E(αp), ce qui est impossible d’après (5.16). Donc [Q(α, ζp) : E(αp, ζp)] = pα, avec
α ≥ 1. Ainsi p divise

[Q(α, ζp) : E(αp)] = [Q(α, ζp) : Q(α)][Q(α) : E(αp)].
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Or [Q(α, ζp) : Q(α)] divise p − 1 donc, par le lemme de Gauss, p divise [Q(α) : E(αp)].
L’encadrement (5.16) implique alors

[Q(α) : E(αp)] = p.

On a ainsi montré que [L : E] = [Q(α) : E(αp)] = p. On en déduit que [L : L(p)] = p et
que p2 divise m. Notons q la quantité ẽp(L) et fixons une racine primitive q-ième de l’unité
ζq = ζ

(m/q)
m . Comme L(ζq) ⊆ Q(ζm), le groupe de Galois Gal(Q(ζm)/Q(ζm/p)) induit

par restriction un sous-groupe non trivial de Gal(L(ζq)/Q), qui est nécessairement cyclique
d’ordre p. Notons F le corps fixé par ce sous-groupe et ρ un générateur de Gal(L(ζq)/F).
Alors E ⊆ F et

(5.17) ρζq = ζ̃pζq

où ζ̃p est une racine primitive p-ième de l’unité.

Nous allons montrer qu’il existe ζ ∈ (Gn
m(Q̄))tors tel que F(ζα) ⊆ F(αp). Nous pouvons

supposer que F(αp) ( F(α), sinon notre affirmation est triviale ; donc F(αp) ( L(α, ζq). De
plus, par un argument galoisien, [L(αp, ζq) : F(αp)] divise [L(ζq) : F] = p. Or
L(αp, ζq) = L(α, ζq), donc

[L(α, ζq) : F(αp)] = [L(αp, ζq) : F(αp)] = p.

En utilisant de nouveau un argument galoisien, on obtient que la restriction

r : Gal(L(α, ζq)/F(αp))→ Gal(L(ζq)/F)

est un isomorphisme de groupes. Soit ρ̃ un générateur de Gal(L(α, ζq)/F(αp)) tel que
r(ρ̃) = ρ. Il existe alors ξ = (ζ̃α1

p , . . . , ζ̃αn
p ) ∈ ker[p] tel que

ρ̃α = ξα

et, par (5.17),

ρ̃ζq = ζ̃pζq.

Si on pose ζ = (ζ−α1
q , . . . , ζ−αn

q ), alors on a

ρ̃(ζα) = ρ̃(ζ)ρ̃(α) = (ζ̃−α1
p ζ−α1

q , . . . , ζ̃−αn
p ζ−αn

q )ξα = ζα.

Ainsi ζα est stable sous l’action de Gal(L(α, ζq)/F(αp)) donc F(ζα) ⊆ F(αp).

On en déduit

[F(ζα) : F] ≤ [F(αp) : F] ≤ [E(αp) : E] = d.

Or, comme F ⊆ Q(ζm/p), on a ẽ(F) < ẽ(L). On vient ainsi de contredire l’hypothèse (5.12)
faite sur α, ce qui achève la démonstration du lemme.
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5.2.3. Démonstration du théorème 5.2. – Nous pouvons maintenant passer à la démonstra-
tion proprement dite du théorème 5.2 :

Démonstration. – Par la réduction qui précède, on peut supposer que α vérifie le lemme
5.4. Posons c̃(n) = n2C0 logC0 et supposons qu’il n’existe pas de sous-variété de torsion B
contenant α vérifiant (5.5) et que l’on ait

h(α) < [L(α) : L]−1/n
Ä
c̃(n) log(3[L(α) : L]1/n)

ä−2κ̃(n)
.

Dans la mesure où l’on a ωL(α) ≤ n[L(α) : L]1/n, le couple (α,L) vérifie les hypothèses
du théorème 5.1. La (seconde) conclusion de ce dernier est alors en contradiction avec le
lemme 5.4.

5.3. Démonstration des résultats principaux

5.3.1. Démonstration du théorème 1.5. – Soit c1(n) un réel tel que c1(n) ≥
(4n2C0κ̃(n)(log(C0))2)µ(n). Soient α ∈ Gn

m(Q̄) et L une extension abélienne finie de Q
telle que ωL(α) = ωQab(α). Supposons que α ne soit pas contenu dans une variété de
torsion vérifiant

(degB)1/codim(B) ≤ c1(n)ωL(α)η1(n)(log(3ωL(α)))µ(n)

et que l’on ait

h(α) <
Ä
c1(n)ωL(α) log(3ωL(α)))3κ̃(n)

ä−1
.

Le couple (α,L) vérifie alors les hypothèses du théorème 5.1. En particulier, on a

[L(α) : L]1/n ≤ ωL(α)(C0 log(C0) log(3ωL(α)))κ̃(n).

Ainsi, α n’est pas contenu dans une variété de torsion vérifiant (5.5) (par le choix de c1(n)

et le fait que κ̃(n)η1(n) + µ̃(n) ≤ µ(n)). D’après le théorème 5.2, ceci implique

h(α) ≥ [L(α) : L]−1/n
Ä
c̃(n) log(3[L(α) : L]1/n)

ä−2κ̃(n)

≥ ωL(α)−1
Ä
(c1(n) log(3ωL(α)))3κ̃(n)

ä−1
,

ce qui contredit notre hypothèse et achève la démonstration du théorème 1.5.

5.3.2. Démonstration du théorème 1.6. – Nous suivons la preuve du théorème 1.6 de [2], en
contrôlant le degré de la sous-variété de torsion. Posons c2(n) =

(
2n2c1(n)

)n
et raisonnons

par l’absurde en supposant qu’il n’existe pas de sous-variété de torsion B contenant α telle que

(5.18) (degB)1/codim(B) ≤ c2(n)[Qab(α) : Qab]η2(n)(log(3[Qab(α) : Qab]))µ(n).

En particulier, aucune des coordonnées de α n’est une racine de l’unité. Soit
h = min{h(α1), . . . , h(αn)} ; d’après le théorème 1.5 dans le cas n = 1, on a

(5.19) h ≥
Ä
c1(1)[Qab(α) : Qab](log(3[Qab(α) : Qab]))κ1(1)

ä−1
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car [Qab(α) : Qab] ≥ [Qab(αi) : Qab] = ωQab(αi), quel que soit i ∈ [[1, n]]. Pour
i ∈ [[1, n]], nous posonsAi = [2h(αi)/h] et choisissons βi ∈ Q̄ tel que βAi

i = αi. Nous notons
A =

∏n
i=1Ai ; par hypothèse et l’inégalité (5.19), nous avons

A ≤
n∏
i=1

(2h(αi)/h) ≤ 2n
(
c1(1)[Qab(α) : Qab](log(3[Qab(α) : Qab]))κ1(1)

)n
c2(n)[Qab(α) : Qab](log(3[Qab(α) : Qab]))κ2(n)

≤ (2c1(1))n

c2(n)
[Qab(α) : Qab]n−1.

De plus, l’indice d’obstruction du point β = (β1, . . . , βn) vérifie
(5.20)

ωQab(β) ≤ n[Qab(β) : Qab]1/n ≤ n(A[Qab(α) : Qab])1/n ≤ 2nc1(1)

c2(n)1/n
[Qab(α) : Qab] ≤ [Qab(α) : Qab]

et β n’appartient pas à une sous-variété de torsion dont le degré vérifie

(degBβ)1/codim(Bβ) ≤ c1(n)ωQab(β)η1(n)(log(3ωQab(β)))µ(n).

En effet, si tel était le cas, il existerait un point de torsion ζ et un caractère non trivial
χ =

∏n
i=1X

ri
i tel que χ(ζβ) = 1 et ‖r‖∞ ≤ n1/2(degBβ)1/codim(Bβ) (obtenu grâce au

théorème de Minkowski, comme dans la démonstration du théorème 5.1). Alors le caractère

χ̃ =
∏n
i=1X

ri

∏
j 6=i

Aj

i vérifierait

χ̃(ζ̃α) =
n∏
i=1

(ζ̃iαi)
ri

∏
j 6=i

Aj =
n∏
i=1

(ζiβi)
Ari = χ(ζβ)A = 1

où ζ̃ = (ζA1
1 , . . . , ζAn

n ). Ainsi le pointα serait contenu dans une hypersurface de torsionBα
telle que, en utilisant la majoration de A et l’inégalité (5.20),

degBα ≤ n3/2Ac1(n)ωQab(β)η1(n)(log(3ωQab(β)))µ(n)

≤ n3/2c1(n)
2nc1(1)n

c2(n)
[Qab(α) : Qab]n−1[Qab(α) : Qab]η1(n)(log(3[Qab(α) : Qab]))µ(n)

≤ c2(n)[Qab(α) : Qab]η2(n)(log(3[Qab(α) : Qab]))µ(n)

ce qui contredit l’hypothèse (5.18).
En appliquant la contraposée du théorème 1.5 à β, on obtient alors la minoration

h(β) >
Ä
c1(n)ωQab(β)(log(3ωQab(β)))κ1(n)

ä−1
.

Or la hauteur de β est majorée :

h(β) ≤
n∑
i=1

h(βi) =
n∑
i=1

h(αi)

Ai
≤ nh.

En combinant ces deux inégalités et en utilisant (5.20) et l’hypothèse, on obtient

1 < c1(n)ωQab(β)
(
log(3ωQab(β))

)κ1(n)
nh

< n2c1(n)(A[Qab(α) : Qab])1/n
(
log(3[Qab(α) : Qab])

)κ1(n)
h

< 2n2c1(n)

(
[Qab(α) : Qab]

n∏
i=1

h(αi)

)1/n (
log(3[Qab(α) : Qab]

)κ1(n)

< 2n2c1(n)c2(n)−1/n
(
log(3[Qab(α) : Qab]

)κ1(n)−κ2(n)/n
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ce qui est absurde par le choix de c2(n), κ1(n) et κ2(n).

5.3.3. Démonstration du corollaire 1.7. – C’est une conséquence quasi-immédiate du théo-
rème 1.1 de [3] : celui-ci affirme que, pour tout nombre réel ε > 0, l’ensemble des points de
V dont les coordonnées sont multiplicativement indépendantes et dont la hauteur est ma-
jorée par (dim(V ) + 1)µ̂ess(V ) + ε est Zariski-dense dans V (en particulier, il est non vide).
Soitα dans cet ensemble ; commeα n’est contenu dans aucune sous-variété de torsion et que
ωQab(α) ≤ ωQab(V ) (si une hypersurface contient V , alors elle contient α) le théorème 1.5
implique

h(α) ≥
Ä
c1(n)ωQab(V )(log(3ωQab(V )))κ1(n)

ä−1

donc

(dim(V ) + 1)µ̂ess(V ) + ε ≥
Ä
c1(n)ωQab(V )(log(3ωQab(V )))κ1(n)

ä−1
.

Cette dernière inégalité étant valable pour tout ε > 0, on a donc la minoration voulue.

Appendice

Nous donnons ici des valeurs indicatives pour les constantes utilisées tout au long du texte.
Nous ne prétendons pas à l’optimalité de celles-ci. Elles permettent néanmoins de fournir des
valeurs pour c1(n), c2(n) et c3(n).

Dans le paragraphe 3.1 : c0 = (5n)5, c′1 = 7n, c′2 = 7, c′3 = 15n2 et C = (10n)3.

Dans le paragraphe 3.3 : c1 = 4δn+ 2, c2 = 19n2c1, c3 = 1, c4 = (2n+ 4)n−1, c5 = cn1 c4,
c6 = 4c2c5, c7 = 4, c8 = 4c5, c9 = (2n+ 4)−n, c10 = c9/2c

n
1 , c11 =

(
25nn+1(1 + δ)(1 + ρ)

)−1

(on utilise le résultat de Rosser (voir [16]) qui assure que |Pj | ≥ Nj/4 logNj si Nj ≥ 109),
c12 = 4n2(1 + ρ)(1 + δ)n!, c13 = c11/2 et c14 = 1/c13. Les calculs de ce paragraphe et le
théorème clef sont assurés si C0 ≥ (27n3(δ + 1)(ρ+ 1))4n.

Dans la partie 4 : c15 = c2n0 = (5n)10n, c16 = 19n2, c17 = 8nν0, c18 = 8n2ν0,
c19 = c15, c20 = c15c

n
16 et toutes les conditions demandées sur C0 sont conséquences de

C0 ≥ exp(8nν0).

Dans la partie 5 : c21 = c18, c22 = c2(r)n5/2n! et toutes les conditions demandées sur C0

sont vérifiées dès que C0 ≥ exp(6nκ̃(n)).

Ainsi, la valeur exp(6nκ̃(n)) convient pour C0 et on peut alors prendre
c1(n) = exp(8nκ̃(n)µ(n)) et c2(n) = (2n2)n exp(8n2κ̃(n)µ(n)).
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