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MEMOIRE !

SUR LES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES,

Par M. P. APPELL,

MAITRE DE CONFERENCES A L'ECOLE NORMALE.

INTRODUCTION.

Les analogies entre les équations différentielles linéaires et les équa-
tions algébriques ont été depuis longtemps signalées. Aussi Lagrange
a démontré que, si I'on connait une intégrale particuliere d’une équa-
tion différentielle linéaire, on peut abaisser d'une unité I'ordre de cette
équation, de méme que 'on peut diminuer d’une unité le degré d’une
équation algébrique dont on connait une racine. La théorie du plus
grand commun diviseur de deux polynomes et celle de I’élimination
ont conduit MM. Libri, Liouville, Brassinne & des théories analogues
sur les équations différentielles linéaires; el ces questions ont été ré-
cemment reprises et complétées par MM. Thomé et Frobénius (Journal
de Crelle, t. Tk et suivants); M. Frobenius a introduit la notion de I'iv-
réductibilité des équations différentielles linéaires (Journal de Crelle,
t. 76) et a démontré i ce sujet plusicurs théoremes importants suggé-
rés, sans doute, par les théoremes analogues de la théorie des équa-
tions algébriques. La décomposition des polyndmes en facteurs a été
I'origine de la théorie de la décomposition du premier membre d’une
équation différentielle linéaire en facteurs premiers symboliques (voir
FroQuer, Annales de [’Ecole Normale supéricure, année 1879. Supplé-
ment). Le Mémoire fondomental de M. Fuchs (Journal de Crelle, 1. 66),
qui depuis a été exposé et complété par M. Tannery (Annales de I'Ecole

(1) Ce Mémoire a été présenté & I’Académie des Sciences dans la séance du 26 octobre 1880.
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Normale supérieure, année 1874), et qui a pour objet I’étude des fonc-
tions définies par une équation différentielle linéaire, présente plus
d’une analogie avec le Mémoire célebre de M. Puiseux Sur les fonctions
algébriques (Journal de Mathématiques pures et appliqudes, t. XV); et
cette analogie a ¢té poussée & un point inaltendu dans un Mémoire
récent de M. Fuchs (Comptes rendus, t. XC, p. 678 et 735, et Journal de
Crelle, (. 89), Sur une classe de fonctions de plusieurs variables tirées de
Utnversion des intégrales des solutions des équations differenticlles linéaires
dont les coefficients sont des forctions rationnelles. Enfin, dans un autre
ordre d’idées, la théorie des invariants des formes algébriques a é1é
élendue aux ¢quations différentielles linéaires dans deux Notes pré-
sentées par M. Laguerre & I'Académie des Sciences (Comptes rendus,
t. LXXXVIIL, p. 116 et 224).

Mais il restait une partie des plus importantes de la théorie des
équations algébriques qui n’avait pas encore son analogue dans la thée-
rie des équations différentielles linéaires : je veux dire la partie qui
traite des fonctions symétriques des racines d’une équation et de la
transformation des équations. C’est 'étude des propriélés analogues
des équations différentielles qui fait Uobjet du présent Mémoire.

Jai eu d’abord & m’occuper de chercher quelles sont les fonctions
des intégrales d’une équation différentielle linéaire qui sont analogues
aux fonctions symétriques desracines d’une équation algébrique. Soient
Yis Yar + -+ Yo les ¢léments d’un systeme fondamental d’intégrales
d’une équation différentielle linéaire d’ordre n; les fonctions en ques—
tion sont des fonctions algébriques entitres de y,, y., ..., ¥, et de
leurs dérivées qui se reproduisent multipliées par un facteur constant
différent de zéro quand on remplace y,, y,, ..., ¥, par les éléments
B, B3, + -+, %, d'un autre systtme fondamental, ¢’est-d-dire quand on
fait une substitution linéaire de la forme

(A.) y[:Ci424+C[222+...+ C[,,Z,,,

olt 1 = I, 2, « oo, I,

Je me suis permis d’appeler ces fonctions des fonctions inpariantes, A
cause de la propriété qu'elles ont, en commun avec les invariants, de
se reproduire wultiplices par un facteur constant (qui n’est autre
gu'une puissance du déterminant de la substitution) quand on fait sur les
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variables une substitution linéaire telle que (A). I.’étude de ces fonc
tions invariantes et la recherche de leur expression la plus générale
forment objet d’un premier Chapitre.

Dans le deuxieme Chapitre, je démontre le théoreme fondamental
analogue au théoreme sur les fonctions symétriques des racines des
équations algébriques, et j’applique ce théoreme & quelques exemples.

Le troisieme Chapitre contient les applieations du théoreme fonda-
mental & la théorie de la transformation des équations différentielles
linéaires, avec quelques exemples.

Enfin, dans un quatrieme et dernier Chapitre, je m’occupe plusspé-
cialement des équations. diftérentielles linéaires entre les intégrales
desquelles il existe une relation algébrique 4 coefticients constants.
Jindique le moyen de reconnaitre sur I'équation différentielle 'exis—
tence d’une pareille relation, et je montre comment a cette question
se rattache une classe d'invariants des équations différentielles linéaires.
Puis japplique cette théorie & Uéquation différentielle linéaire du se—
cond ordre, et je ramene & des quadratures ‘abéliennes I'intégration de
toute équation différentielle linéaire du second ordre entre les inté-
grales de laquelle il existe une relation algébrique a coefficients con-
stants.

J'ai eu I'honneur de présenter a 'Académie des Sciences, dans la
séance du 21 juin 1880, le théoreme fondamental qui est la base de
toute cette théorie. '

CHAPITRE 1.
DES FONCTIONS INVARIANTES.

1. Soient np variables, disposées en tableau rectangulaire

‘ Xty L2y »-ry Xips
Lo Xy Xudy - +ey L2p,y
1) {
( X L) ’ ’
\ Tnty T2y oy Xnups

Ann. de I’ Ec. Normale. 2¢ Série. Tome X. — NOVEMBRE 1881, 20



394 P. APPELL.

de telle facon que le premier indice soit le méme pour toutes les va-
riables d’une ligue, et le second indice le méme pour toutes les variables
d’une colonne. J'appelle fonction invariante de ces np variables une
fonction algébrique entiere des variables qui se reproduit, multipliée
par une puissance du déterminant de la substitution, quand on fait sur
les variables une substitution linéaire, telle que

[ xn = Cz‘l]'u -+~ C:‘z_)"an B Cmy,u ’
(2) ‘ xis = Ciryia 4 Ciayrae 4+ oo+ Cinyne,
| ) e e e
. \ wip=Ciryip+ Coayap+- ..+ Cinyup,
our=1,2,...,n
Je désignerai une pareille fonction par la notation

! X Xy .Z'qp

I ’l Xy Xaw Xap
)

l Xy Xp2 Lnp

ou plus simplement
Vxirjup.

Soit D le déterminant de la substitution (2)

Civ Cio ..o Gy

Coy Cae ... Cap
D= H

~ \ 1

(JIH (-‘n:z L (4/111

d"apres la définition d’une fonction invariante, on a I'identité
13 1 (.T.,'],-),,[, =Dm.1 (l')"z'lr )/1[),

les a étant liés aux y par les relations (2). L’exposant m seva appelé
le degré de la fonction invariante. '

On voit immédiatement qu'une fonction invariante de degré m est
homogene et de degré m par rapport aux variables d’'une méme ligne.
En effet, faisant la substitution particuliere

Xy = 7‘4’}"1’4 s X2 =M Yize --ey Xip = i Vip
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oui=1,2,...,n ona, dapres (3),
b

)\1]‘“ ).1‘}"12 v 7\1}"1[) l Yo Yie ... Y,
I )\29ﬂ2‘ )\2}/-22 Ce )\‘_))"21; — . 2l Y2 Yea oo Yap ;
l An Ya )\/z}" n2 e )\u‘}"n P Yny Yer oo Yup

ce qui démontre la proposition.

Il. Une fonction invariante V), ,. dans laquelle p est moindre que
n, est une constante.

En d’autres termes, une pareille fonction ne contient pas les va-
~riables ;; elle est de degré zéro. Pour le démontrer, je fais voir que,
si une pareille fonction contenait les variables 2, elle serait identique-
ment nulle. En effet, dans les équations (2), attribuons aux y des va-
leurs numériques quelconques; nous pourrons toujours déterminer les
coefficients C de la subslitution, de fagon que les valeurs numériques

de
Zagy Xy, « .oy x‘l[}

soient nulles, sans que le déterminant D le soit. Il suffit, pour cela, de

poser
Cn}"u—l- Cm}"m-*—.. .+C|nJ'/u =92,

Cn}"12+ C|2_}"22—}—.. C:,;y'ng:o,

Cq|)"4p+Cm}";:p+~ o+ Cyuynp =o,

\

ce qui donne p équations homogenes & » inconnues
Clh Ci‘l; LCIN) CIII;

comme p est moindre que n, on peut toujours trouver, pour ces incon-
nues, un systeme de valeurs dans lequel les inconnues ne sont pas
toutes nulles, et alors on peut choisir les autres coefficients C,,, Cs,, ...,
Cuts Cpos -+ -5 Cpn de la substitution, de facon que le déterminant D ne
soit pas nul. Mais si I'on fait la substitution ainsi obtenue, la fone-
tion I(xu),, est nulle, car cette fonction est homogene par rapport

aux variables ’
Xy, Tyay o0y Xip
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qui sont nulles; on a done, d’aprés(3), et puisque D est différent de
zéro,
- L(¥ir)np = o.

Or, d’apres la facon dont lesy ont été choisis, cette derniere équation
a lieu quelles que soient les valeurs numériques attribuées aux va-
riables y. Donc la fonction Iy )., est nulle identiquement, ce qu’il fal-
lait démontrer.

HI. Une fonction invariante 1(xy),,, dans laquelle p = n, est, @ un
facteur pres indépendant des variables x, une puissance du determinant

Zyy X2 .. Xyn
Xy Xez ... Xon
Zny Zn2 --. Xnan

En effet, soitn le degré de la fonction invariante I(z),,; le rapport

I_(_{Qf)nn

R == Am’——

.

) qui ne

. . . I 251,2,. N
est une fonction rationnelle des n* variables '””‘(lr— T

change pas quand on fait sur ces variables une substitution telle que

ziy = Cuyvi~+ Cioyer + ..+ Cinyns,
Xin = Cz’l}"iﬂ+ Ciz}"n -+ Cin}"uz,

R P I I R R R ‘e

(4)

Zin=Ci1yin+ Ciayon—t. ..+ Ciu}”n/u

ol =1, 2, ..,n; car, lorsqu’on fait une pareiile substitution, Ia fone-
tion I(x),, se reproduit multipliée par D™ et le déterminant A se re-
produit multiplié par D.

Cela posé, attribuons aux variables y des valeurs numériques quel-
conques assujetties a la seule condition que le déterminant

Yoo Y2 oo Yia
Yo Y22 ... Yan

Yni Yn2 o-e Yan
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soit différent de zéro. On pourra toujours déterminer les coefficients C
de la substitution (4), de fagcon que les valeurs numériques des variables
a soient des nombres quelconques donnés d’avance. Ainsi la fonction
R gardelaméme valeur, quelles que soientles valeurs numériquesattri-
buées aux variables x, pourvu que ces valeurs n’annulent pas le déter-
minant A. On conclut de 1a que le rapport R est indépendant des va-
riables #; car, laissant par exemple toutes les variables « constantes,
sauf une, x;, on a une fonction rationnelle R de la variable x; qui
garde la méme valeur, quelle que soit la valeur numérique attribuée a
Z;, 2 'exception de la seule valeur de «; qui annule A; donc R est in-
dépendant de x; et par suite de toutes les variables «; et 'on a

1 (-Z'[Ic)nn: R.A™;

ce qui démontre le théoreme (III).

1V. Si, dans une fonction invariante 1( ), ,, on remplace les variables
d’une colonne par une méme fonction linéaire des autres variables de la
méme ligne, respectivement, a sayoir, par exemple,

(5) Zip= o1 Xiy + AaXis . .. -+ &p_1 Xi, p—15

ol i ==1, 2,...,n, la fonction devient une fonction invarianie de méme

, , . k=n1,2,...,p—1"

degré que la proposée des variables restantes xy( . P .
© M\ i=1,2,...,n

En effet, la fonction

Xy Xie 2. ZXyp
1 X2y Xe2 ... Xap
Xny Xn2 .- Xnp
devient
Ty XLz .. Xi,p—i oYXy da ot s A p i Xy p
lxm Koo ... Ta,pot K Zaygt+oaZaet.. . Ap g Xo,pi
L b

“ T R T I IR A RN R

Zny Xpx .o Xpypa L4 Xpr + A2Zper ..o+ %py Xn,p-

et, si 'on fait sur les variables @ qui restent dans cette fonction une
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substitution telle que (2), en laissant de coté la derniére des équa-
tions (2), on a

/’ Ty XTie e Xi,pot G T+ deZyrt. dp1 Xy pea
1 Zoy Xoo ces Z2,p—i o Xoy —+ A Zog ...+ Ap—1 X2, p—i
Zni Xz ... Xn,p-1 U Tpr—t0aZps e Ap Xn,poi
Yir Yiz o Vi, p—t Yt oaYiet .o apa Yo, p—
O B AL LR e N e A
\ Yri Yr2  +os Ynp—1 Y1 aYnpet...topyYn,p—i

car en posant, pour un instant,

QyXiy o2z .. T Ap Xi,p—1 == Xip,

ay yiv - cdalis o Lpy Viop—t = Yips
ounr=1,2,.. ,n; 004
zip== Ciryip-+ Coayop-+...-+ Cinynp,

owi=1,2,...,n, de sorte que 'identité (6) résulte immédiatement
de P'identité (3). La proposition est ainsi démontrée.

En appliquant plusieurs fois de suite le théoreme qui vient d’étre
établi, on voit que si, dans une fonctioninvariante 1(xy),,, on remplace
les variables de plusieurs colonnes par les mémes fonctions linéaires des
autres variables de la méme ligne, respectivement, a savoir, par exemple,

Xip = Ay Xy Ao iy A Ay iy,
X, p—t == A21 X4 + QooZin A . Aoy Zig,

.......................................

oui=1,2,...,n, la fonction devient une fonction inyariante de méme

, , , . k==x,2,...,4
degré que la proposée des variables restantes x; (", 2 1).
fo] Y\l =1,2,...,n

Si, en particulier, on a ¢ = n, la fonction invariante considérée de-
vient, en vertu du théoreme (III), égale au produit de A™ par une
constante qui est une fonction rationnelle entiere des coefficients a.
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V. Les théoremes précédents permettent de trouver la forme géné-
rale d’une fonction invariante de degré m des np variables (1) (p > n).

Soient Ak, Agyy ..., Ay les déterminants obtenus en remplagant,
dans le déterminant A, successivement les éléments de la premitre, de
la deuxieme, ..., de la ni®® colonne par x,;, @, ..., 2,5 ainsi, par
exemple,

Xyk X2 Xy ... Zan

X2k X2 Xay ... X2

A= 3 n
| Znk XZps Xnz ... Xun

On vérifie facilement que 'on a

1, '

Zip == 3 (irAyp —+ Zialapy  + .+ 2ZulAap),
' )

(8 Xi,p—1 ==« (‘ri‘lAl,p—»i -+ -Z'z'zAmp—-q + ...t xiuA/z,p—-‘l ),
/

.............................................. ,
X i

i n41 == Zg (-Z‘l'i AI,Ii-o-l -+ Zia Aﬂ,n—M R xiuAn,/l-H s

ouL=1,2,...,nN.

Les déterminants Ay, et le déterminant A sont des fonctions inva-
ts —AAi—", qui forment les
coefficients de @y, 2. ..., @, dans les formules (8), ne changent pas
gquand on fait sur les variables une substitution telle que (2); cescoef-
ficients se comportent done comme des constantes & ’égard d’une telle
substitution, et, par suite, on peut appliquer les théoremes du §1V.
On voit ainsi que si, dans une fonction invariante quelconque 1(xy),,
de degré m, on remplace x;,, #;,, - .., Z;,., par les expressions (8,
cette fonction devient une fonction invariante du méme degré des va-
riables restantes '

riantes du premier degré; par suite, les rappor

Lyry Zi2, -y Xiny
Zay, X2, «.., Xan,

sy e ey eeey ey
Xty Xnzy <y Lnny

¢’est--dire, d’apres le théoreme (I1I), le produit de A™ par une con-
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stante qui ne pourra étre qu’'une fonction entiere des coefficients —A’“

En eflectuant ce produit, on obtiendra la fonction I{24),, sous forme
d’une fonction entiére homogene de degreé m des n(p — n) -+ 1 détermi-
nants Ay, Ny Ajpyy ooy Bipiy, OUZ=1,2,...,1.

Telle est donc la forme générale d’une fonction invariante de degré m
des np variables (1).

CHAPITRE II. .

SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES.

VI. Soient

o ([u'y- ‘ dr-—1y drn-2y o
9! dzr T g Ay gz T = dpy =0

une équation différenticlle linéairesans second membre, et y,,¥,, ..., V.
un systeme fondamental d’intégrales; je vais démontrer le théoreme
suivant :

Toute fonction algebrique enticre ¥ de y,, ya, ..., y, ct des derivées de
ces fonctions, qui se reprodutt multiplice par un facteur constant différent
de zéro quand on remplace y,, ys, ..., y, par les éléments d’un autre
svstéme fondamental d’intégrales, est égale a une fonction algébrique
cnliere des coefficients de I équation dyférentielle et de leurs dérivées multi-
plice par une puissance de e+,

La fonction supposée I doit, en particulier, se veproduire, a un fac-
teur constant pres, quand on permute entre elles les fonctions v,
Vas +oon Yoo W résulte de la que cette fonetion contient les dérivees de
Vi Yoo o+ 2 Yo Jusqu’au méme ordre de dérivation. Soit p cet ordre; je
vais d’abord montrer que la fonction F est une fonction invariante des
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boi

Y (_12”_1 ’ Ly ’ o d-——P"’h
" dx dx? dzr’
. dy d2ys dPyy
(1o} JTV U dwE © dar’
Cy ey e ey e,
ynr W Lrn dryy,
S e dz? dxp

En effct, cette fonction F est supposée telle que, si 'on passe du
systeme fondamental y,, ¥., ..., ¥, & un autre z,, z,,

..y Spe Clest-
a-dire si 'on fait

[

yi=Cizy +Ciazo+... 4+ Cinzn,

dri . dz, - dz, - Iy dz,
. de = " dx ] M dx
\”) ¢
........................................ s
llp,)'l \ (ll)zi C; (l[’z_, + -+ C: dpzn
dxP N dxp 2 dx e’
owi=r1,2,...,n, on ait identiquement
¥y Qo dryedys o dPya o dye o dP
AL Y dxr TP e VI Y T dp
dz, drz, dz, dr iz, dz, drz,
:[],F(z e ey e t By, D77 P
S dx T dxr? TP A’ T dar P e dxe )’

le facteur H étant une fonction des seuls coefficients C de la substitu-
tion (11). Ce facteur H est supposé différent de zéro tant que le nouveau
systeme z,, z,, ..., 5, est fondamental, ¢’est-a-dire tant que le détermi-
nant D de la substitution est différent de zéro. Il résulte de 12 que Hne
peut différer que par un facteur numérique % d’une puissance de D

H="FDm,
On voit immédiatement que £ = 1, en supposant

Yi=21, )ua==2Z2y, ...y Yuo= Zn.

La fonction supposée F se reproduit donc multipliée par D™ quand

Ann. de l'E¢. Normale. 2¢ Série. Tome X. — DEcEWDRE 1%81. 51
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on fait sur les variables (ro) une substitution telle que (11). Il en ré-

sulte que F est une fonction invariante des n(p - 1) variables (10},
ainsi ¢ue nous 'avions annoncé.

VII. En appliquant a la fonction F les propositions précédemment
démontrées h Pégard des fonctions invariantes, on voit qu'il y a lieu
de distinguer trois cas :

1° Si 'ordre p des plus hautes dérivées dey,. v,, ..., ¥, qui figurent
dans F est moindre que n — 1, lafonction Fne contient ni y,, ¥, .., ¥,
ni les dérivées de ces fonctions. :

2° Sip=n —1, la fonction Fest, & un facteur prés indépendant
de vy, ¥5, ..., Yo upe puissance du déterminant

* dry oy dn=19,
T dm T
oodyy dryy dn=y,
Y2 e dxr T dant
A d?"/) ([‘)J"n n vy
E > S )

¢’est-a-dire, d’apres un théoreme de M. Liouville, une puissance de
44, 1Vindice de cetle puissance est égal au degré de la fonction
invariante. '

3° Si p est plus grand que » — 1, on peut toujours, & 'aide de
équation différentielle (g), remplacer dans F toutes les dévivées de
Yis Yoy oor Yn d'ordre supérieur a n — 1 en fonction des autres. Cette
opération n’introduit évidemment dans F que des fonctions entieres
des coefficients de I'équation différentielle et de leurs dérivées. On
transforme ainsi la fonction F en une autre de méme nature qui ne
contient plus que les dérivées dey,, y,, ..., ¥, jusqu’a Uordre n — 1 in-
clusivement; par suite, d’apres le deuxieme cas, cette fonction est une
puissance de ¢~“** multipliée par un facteur qui ne peut étre qu’une
fonction algébrique entiere des coefficients de 'équation différentielle
et deleurs dérivées; ce qui démontre le théoreme énoncé dans le § VI.

VHI. On voit que les fonctions qui, dans cette théorie, jouent le
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méme role que les fonctions symétriques des racines dans la théorie des
équations algébriques sont les fonctions invariantes des n(p + 1) va-
riables (ro). D’apres ce qui a été démontré dansle § V, on connait la
forme générale de ces fonctions. On pourrait partir de 1a pour donner
une autre démonstration du théoreme du § VI; mais je ne m’arréte pas
4 cette question.

IX. Le théoreme du § VI peut étre étendu & un systeme d'équa tions
linéaires simultanées de la forme suivante,

ll)"l
(\ dz — Gyt aeys . Sy n,
] dys
o) b= TZ Ay )y A Aaaya - Qan)n,
dy,
yn =dam}Yi + Apays . .4 Qua¥n»
. dx ’

(Vi Yie oo Puns
(13) Y1 Yo - Jon,
' ( Yy Ynx -+ Yan

un systeme fondamental d’intégrales des équations (12).

Toute fonction algébrique enticre des fonctions (13) et de leurs dérivées,
qui se reproduit multiplice par un facteur constant diferent de szcro
quand on remplace les fonctions (13) par les éléments d’un autre systéme
Jondamenial d’intégrales, est égale a une fonction algébrique enticre

des coefficients a;; et de leurs dérivées multiplice par une puissance de

e F(@ gyt ata (lJI'.

Illl)

Il estinutile de donner la démonstration de ce théoreme, car elle
est en tout semblable & celle qui précede.

Enfin on peut encore étendre le méme théoreme 2 des systemes

d’équations différentielles linéaires simultanées aux dérivées partielles
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de la forme suivante,

’1/}\:(0“}’4 —l—(uz]‘a-i‘u-+dm]'n‘)dx|+(bu]'f-i—
\ dys= @y y 1+ anyato+ anyn) dei+ by y1+

¢

P. APPELL.

...........................................

ot biyn)dza+ .+ (L lnyn) dxy,
e bg"‘)"")dxg—}—...-i— (121]'4—}—...—{- lgu"yn\!(].l‘[,,

........................

les cocfficients ay, by ..., Ly 6tant des fonctions des variables indépen-
dantes x,, 2,, ..., x,, ct les conditions d’intégrabilité étant remplies.

Ainsi, par exemple, on peut.étendre le théoreme aux équations
linéaires simultanées aux dérivées partielles que j’ai considérées a I'oc-
casion des séries hypergéométriques de deux variables (Comptes rendus
des séances de I’ Académie des Sciences, t. XC, p. 296, 731), et qui
peuvent facilement étre ramenées a la forme (14).

X. Pour donner une application simple du théoreme fondamental
¢noncé dans le § VI, proposons-nous de former la condition nécessaire
ct suffisante pour que deux équations différentielles linéaires

[ B CL’”]‘ (1;1771}. -
’ sf(])~ don T8 .. apy =0,
(15) f dns dri=1 5 | :
‘q(_ )—_-.:m 1(—[‘J7L—_T+...—r—b,,,z::o

aient une intégrale commune. Quoique I'on connaisse déja d’autres
méthodes pour former cette condition, nous allons indiquer ici une
méthode nouvelle entitrement analogue a I'élimination par les fone-
tions symétriques. Soient y,, ¥y, ..., ¥, les éléments d’un systeme
fondamental d'intégrales de la premiere des équations (15); z,, 54, .- .,
3, les éléments d’un systeme fondamental d’intégrales de la seconde.
La condition nécessaire et suffisante pour que les deux équations aient
une intégrale commune est que le déterminant

oly) Tolr) Lol d ' glr)
7l dx dx® dxn—1
o ol ol | d gy
a=| PV Tdn T T P
doyy) d*¢(ya) dr=1 0 (y2)
9(yn) dr s 4 5 /
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soit nul. En effet, la condition nécessaire et suffisante pour que les
deux équations aient une intégrale commune est que ’on ait

o (C(]‘{ ~ Cg_)"g—l— el Cn}"n) =o,
Cys Gy, ..., G, élant des constantes; or cette condition peut s’écrire
Ciolyi) +Cag(y2) +... -+ Croyn) =0,

et I'on sait que la condition & = o est la condition nécessaire et suffi-
sante pour qu’il y ait une relation linéaire homogene et & coefficients
constants entre les » fonctions ¢ (v,), ¢ (¥.), ««+, 0(¥a).

Le déterminant 0 est une fonction invariante du premier degré de

N (['ry- f dm+n-1 7
i dx ? ’ dxm+n—1 ’

(/;’}"2 dmn—1 2
Yo g U gt

ey ae g e s e e 5

dy-” am+n—1 Y
Fns dz’ =7 (]‘an—/:-—T;

par conséquenl ce déterminant est égal & une fonction rationnelle en-
titre des coefficients de la premiere des équations (15) et de leurs
dérivées multipliée par e7““*. En calculant celte fonction entiere de la
facon indiquée dans le § VII, on obtient la condition cherchée, ¢ = o,
en fonction entiere des coefficients des deux équations et des dérivées
de ces coefficients. Cette méme condition s’obtiendrait aussi en égalant
a zéro le déterminant

df(z) a*flz) | dm' flz)

&) =4z dem T T da
iy AL() Bfls) i)
d = | 7" dzx dx? dzm—1 .

\ dr=t f(zm)
Jlan) dzx dz* T dxmt

Entre ces deux déterminants o et £ a lieu la relation

e—Jbidr §— e=iadr (],
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XI. Pour donner une autre application générale du théoreme fonda-
mental VI, proposons-nous de former I'équation différentielle linéaire
qui admette & la fois les intégrales de deux équations différentielles
données (15). Adoptant les mémes notations que dans le paragraphe
précédent, on voit que ’équation cherchée, quiest évidemment d’ordre
m + n, est la suivante :

dm e ([m+n.;,- | ¢ //n-)-/z),-g m Ry, dm+n z, Jme+n 2,
(/xTII"P'll ,[l','ll tn l{];l’!‘l‘fl adxtt n (lul m -n ) (/_,L m-n
! ,]m*—n—l‘y dm+n=1y, d"”‘”"‘j"g dm =iy, dm+n—1z, dm+n—iz,
dxritn-1  Jpmrn—1 dami-n—1 dzmtn- 1 damri=1 G- =
A J1 Yo . JYn Z) o Zm l

Le premier membre de cette équation est une fonction invariante de

d o 74 2.7,- | R dm+n ¥

VA - -9 y -~ 9
TV dx T dat daxn
s N ,
” (/_‘}"n (l"),?"n d"H_”} ‘n
n =, Doy —,
S dr da daphten
N
et de
B dzy  d?z, dm+nr g,
.
Y oda dzx? dpm+n
Cy eena ey ey e ,
= dzm A2z, dm+nz,,
My "~ )t ey g
T odx T dx? dxm+n

On peut donc V'exprimer en fonction des coeficients des deux équa-
tions (15), et’on obtient ainsi I'équation cherchée

La méme méthode sert & former I'équation différentielle linéaire
admettant les intégrales de trois ou plusieurs équations différentielles
linéaires données. .

1l est a remarquer que I'équation (16) ne répond pas & la question si
les deux équations (15) ont une ou plusieurs intégrales communes; car,
alors, le déterminant (16) est nul identiquement comme ayant deux ou
plusieurs colonnes identiques.

‘Dans ce cas, I'on formera 'équation différentielle linéaire §(z)= o
donnant les intégrales communes aux deux équations (15); celte équa-
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tion ¢ (z) = o peut étre formée, comme il est connu, par une méthode
analogue 2 celle de la recherche du plus grand commun diviseur de
deux polyndmes. (Vour, par exemple, un Mémoire de M. Floquet,
Annales de [ Ecole Normale, année 1879; Supplément, p. 44). Les équa-
tions (15) peuvent alors se mettre sous la forme

| o(s)=wi[$(s)] =o,
fes équations différentielles linéaires
(15"} Sfilu)=0o0, o(u)=o
n’ayant plus d’intégrale commune. On formera ensuite, par la méthode
précédente, I'équation F(u) = o, admettant les intégrales des deux
équations (15"), et Uequation cherchée, admettant les intégrales des
équations (15), sera

F(z)]=o.

CHAPITRE HI.

TRANSFORMATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES.

XI. Lethéoreme du § VIfournit une méthode générale pour la trans-
formation des équations différentielles linéaires. Mais, avant d’aborder
cette théorie, il convient de définir d’une fagon précise ce que nous en-
tendons par équation différentielle linéaire irréductible.

Soit une équation différentielle

. dny (Zu——{y dn —-‘.zy
(9) dan T Gt 42 s

“+...F+any=o,

dont les coeltlicients sont des fonctions rationnelles de certaines fonc-
tions de & considérées comme connues et des dérivées de ces fonctions:
on dit que 'équation (g) est irréductible ¢’il n’existe aucune autre
¢quation différentielle d’ordre moindre que n, dont les coefficients



408 P. APPELL.

soient des fonctions rationnelles des fonctions de @ considérées comme
connues et de leurs dérivées, et dont les intégrales apparnennent toutes
a léquation (g).

Dans lecas de I’équation générale (g), dont les coefficients sont ind¢-
terminés, les fonctions connues ne sont autres que les coefficients eux-
mémes; I'équation est nécessairement irréductible.

XIII. Soient, comme précédemment, y,, ¥,. --., ¥, un systeme fonda-
mental d’intégrales de I'équation (g) et

(in dy d”“% . (]}” dmsys dyn drnye
17) n=f Yoz T e I T e VI A e,

une fonction algébrique entitre des intégrales ¥, ¥a, ..., ¥, et de leurs
dérivées, les coefficients qui figurent dans cette fonction élant des
fonctions données de 2. Le probleme général de la transformation des
équations différentielles linéaires est de former I’équation différentielle
lindaire qui admet pour intégrale la fonction +.

Tout d’abord, pour voir quel est 'ordre de I'équation différentielle
en 4, on remplaceray,, ., ..., ¥, par les éléments d’un autre systeme
fondamental, en faisant

1i=Cnz, +Cpzs .. + Cinzp,
d dz L dzs dz
L ges = gy ""‘l + Ciz 5= ...+ Cin “"“I,l“)
dx ~ dx dx dx

o i=1, 2, ...,n; ordre de I’équation différentielle en x est égal au
nombre de termes linéairementindépendants qui entrent dans I'expres-
sion de 7 en fonction de z,, 5., ..., 3, et des dérivées de ces fonctions.
Soit p ce rombre et soient

Pir P25 -5 Pp
les p termes en question linéairement indépendants; 1’équation en ¢
sera

Ef_f’_ﬂ dro, dro, drop
dx? dxp dxp T dxr
(8 dp=tn  dr-1g, dp-1 @ de—1 op | -
'8) dxr=t  dapr-! dzr-v dwp—1 |7 O
Y| Oy () e Dp
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Le premier membre de cette équation est une fonction invariante de
Sy Sye -y 5, et de leurs dérivées jusqu'a un certain ordre. En effet, si
"on fait sur 5,, z,, ..., 5, une substitution linéaire en remplacant, par
exemple, z; par ,

kivzy+ kpza+.. .4 ki zn,

oui=rt,2,...,n, la fonction 4, sera remplacée par
Kiio) + Kisgo ...+ Kipop,

our=r,z2,...,p, les coefficients X, étant des fonctions algéhriques
entitres des £, et le déterminant (18) se reproduira multiplié par le
déterminant ’

' I(i‘ [rl‘.' C I{[[)
0 | Ko Kax ... Ky, ’
Kpi Kpo oo Kpp

qui est différent de zéro tant que le déterminant

JATIRY AT l

Fray lras oo han |
9= S

by ks oo /I'/lm ! .

est lui-méme différent de zéro; de sorte que, d’apres un raisonnement
fait précédemment § VI, on a )

Q=qm,
et le déterminant (18) est bien une fonction invariante de z,,z,, .., 5,
et de leurs dérivées jusqu’d un certain ordre. On peut donc exprimer
ce déterminant en fonction des seuls coefficients de I’équation (g), et
I'on a ainsi ’équation cherchée en 7.

XIV. La transformation la plus simple consiste & poser

. dm y, m—1 i dm—2 »
(19) 7 == Ay s e A, dom=1 . Amyy,

Ao, A,..... A, étant des fonctions données de z, et y, une intégrale de
I’équation (9 ). On voit immédiatement que I’équation en « est du méme

Ann. de 'Ec. Normale, 2¢ Série. Tome X. — Dicexpre 1881. 52
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ordre que la proposée. Voici comment on peut former celte équation
par une méthode plus rapide que la méthode générale du paragraphe
précédent. On remarque d’abord qu’a Paide de I'équation (9) on peut
toujours abaisser U'indice 7 de la plus haute dérivée qui figure dans v
au-dessous de n, et ramener » & la forme

(/ll“l.),-’ dn -2}-| )
—(/_‘Z’;—r -+ Zpa 7{;”“:; .. = o).

(19 ) i =5 2oy

En prenant les dérivées des deux membres, une fois, deux fois, . .,
n fois par rapport & 2 et ¢liminant les dérivées de y, d’indice supérieur
a n — rau moyen de I’équation (9), on a de méme

(Z'ﬂ . d"“']'l ([/z—'_"yl ‘ )

o == 2y _J;I_l:_r = oy W‘T e Xy,

ny dn—1y, dn=219, i

i L oo b e oo Aun )
d]'l on Iy

En éliminant y,, e o
I’équation cherchée en 7.

La fonction y, s’exprime en « de la méme facon que » en y,. En
effet, laissant de coté la derniere des (n + 1) ¢quations précédentes, on
a n équations qui sont du premier degré par rapport a

) (l(yv' (lll "|'7~’
(ERoryvut BN By sppral]
dx dzn—1

et I'on en tire, en particulier,

o dn -1 dn "2
Ji= 6’ E[x/z—l 2 dan—2

-+ tfj”'f,‘.

Ilest & remarquer que 'on peut effectivement résoudre ces équations du
premier degré; en effet, si le déterminant des inconnues était nul, on
“en conclurait pour v une relation de la forme

f(i—‘n ) d”—zl")__‘__‘ yP—
g dan—1 =t Ay dzn—2 o=t Apn=o,

ce qui-esl absurde, car I'expression générale de 4 au moyen_ des inté-
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grales de I’équation (g) contient n termes linéairement indépendants,
2 moins que I’équation

(]m)a dm—1 »

AO dam Y ¢~]‘z:7;z;-l

.o Anr=o0

y A . ’ , " i}
n’ett des intégrales communes avec la proposée (9}, auquel casordre
de 'équation en 7 subirait une réduction évidente.

XV. Soit maintenant, pour donner un autre exemple,

120 0 :_7";'

m ¢lant un entier positif. (Voir a ce sujet un Mémoire de M. Liouville,
Journal de Liougile, t. 1V, p. 430.) Pour obtenir I'ordre de I'équation
différentielle en =, faisons, d’apres la méthode générale,

")"g .y C| Zy -t (:3 Zo~+ ... C” Zpns
alors on a

‘ 20' i n = L:(:[ e C_l Zo-t. .0 C/; Zn 3"'-

~ Cetle derniere expression développée contient

nn+1)...n4+m—r1.
1.2,..11

termes linéairement indépendants; I’équation en » est done d’ordre N,
et ses intégrales sont les différents termes linéairement indépendants
de Iexpression (20').

Comme application de cette transformation, considérons I'équation
générale du second ordre’

dzy  dy
(21) , T T g - by,

et proposons-nous d’abord de former I'équation différentielle linéaire

qui admet pour intégrale
n=71,

y, étant une intégrale de (2r). Faisant d’abord

J"|:C|Z|+C252.



di,
dad
%y
dx?
dn
dx

[
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on a
n =0z} +2C G332+ C33};

1 contient trois termes linéairement indépendants

2 -2
Ziy 31 %2, I

Par suite, I'équation en 4 sera de troisieme ordre; celte équation est,
d’apres la méthode générale,

A dah) dd(zyz0) d3{a})
dxt  dx? dx? dz?
‘ A d*(z}) d*(zi8) d(s))
[22] dx*  dx? dax? dz® |=o,
dn d(z})  d(ziz)  d(3])
dz dx d dx
n 52 3y Zs z;

3z, et 5, désignant deux intégrales de I'équation (21). Le premier
membre de celte équation (22) est une fonction invariante du troisieme
degré de

. . dz, d2z,  dbz,
Az et Tdw
dzs  d?zy  dPz,
dxe’ Azt v

T3
©

Pour I'exprimer en fonction des coefticients de 1’équation différen-
tielle (22), effectuons les différentiations indiquées et éliminons les
dérivées d’ordre supéricur au premier, a I'aide des relations

d*z dz_‘_b {l_-’_f_«( 2+.b da\ dz (b (lb\
(7-; -4~(l;l‘—x z, (/.23—\(‘ -+ ;[Z’)Z;_‘_ « +%/z.

Le déterminant ( 22 ) prend alors la forme

322 4 auz (lz1+ , dzy\? 2z ol 2 (lzz+z dzy - dzy dzy Vo2 4 a bz r[zg+
Fa —— Y| == \ J\ 21 ~—— ) — Y —m—t— £ 25 ~+ L Dy w——— V]
! FaTe dx 1 P\ Yz de dr 3 o

, dz, dz\? . dz, dzy 2y dzy ., dz,
)\1ZT+2[LIZIT;+‘11 — M 212y P\ 2y -+ 2 A-vl—i-%).,z§+2yx327;+vl

. dx dx Y dx dx
2z dz, z dzy -z dz, o'z lz,
Y dx Yilx 2 dx >z

i 212 23




SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEATRES. 413
ou 'on fait

v ==0a, p—-4l)—|—(t+—9 }:__—3((,[)-;_1[1)

vi=2, U =a, 2b.

Or ce déterminant (22") doil, d’apres les théoremes généraux, con-
tenir en facteur le cube du déterminant

z (121

" dx
b=

» (/Zg i

“r dz |

Effectivement le déterminant (22') est le produit du déterminant

& y
der "7
ii—g—ﬂ Aoy vy
® = | dz* i
dn
77,; ) 1 O
A 1 o o
par le déterminant
l1 0 0 o ‘
o z? ‘ 23 ilf—' <£1—z_,>" {
dx dx ’
| dz, dzy  dzy dzs s
0 R Bt R i
* ” dzs dzy\2 |
Io z3 22 e <le> |

qui est égal & 6°. L’équation cherchée est donc ® = o, c’est-a-dire, en
développant,

d*n d* da\ dn db .
(23) 85-5—3 d—-——<4b-—-—2a+ )(lx 'z<(z~r——'zab)a_o.

Etant donnée une équation différentieile linéaire du troisigme ordre

A3 d?n L dn L
(7‘[” . TM+3B(—[;3 —1—-3(_Aa;—+—[)n_._(),



hi4 P. APPELL.

il est évident qu’on ne peul pas, en général, U'identitier avec I'équa-
tion (23). Pour que cette identification soit possible, il faut que

o .
B—=—aq, 3(]:2(¢‘-’——4[)—-—-—(il-, D:z(nab—ﬂ);
dz \ ¢

"élimination de @ et b entre ces trois équations donne une équation
de condition qui, e¢n adoptant les notations de M. Laguerre (Compies
rendus, t. LXXXVIIL, p. 116 et 224), exprime que U'invariantI est nul.
Si cette condition est remplie, il suffit, pour intégrer I'équation diffe-
rentielle du (roisieme ordre (24), d'intégrer P'équation du deuxieme
ordre (21) dans Jaquelle

B
a=—RB, b= i (? B2--3C- - )

On trounve, par un calcul semblable au précédent, que I’équation
différentielle linéaire du quatrieme ordre, qui admmet pour intégrales
Yo Viye Y h ys [y, el y, élant deux intégrales distinctes de I'équa-
tion (21)[, est la suivante :

cdvn . din ( da\ d*nq
dwt b (@t —rob - (/l) dx?
. . da db  d2ay\ dq
N —A6ar 3 S ISR ke
[25] ()(z 30ub — 7u da ot (/x'3>(/x
N / 1) 124
' —3{6a2b — 3b% 20 {1—(—‘ —Ba -(!»—) 4 (———f, 1 == .
\ dx da dx?

L’on a ainsi un type d’équations du quatrieme ordre dont l'intégration
se rameénc immédiatement a celle d’une équation du second ordre.

XVI. Considérons I'équation générale (9) et proposons-nous de for-
mer une équation qui admette pour intégrale la fonction

76) (}"I;}’n' 7,7/!)’*“(?/»2(}17.727 7}"/1)+~~-+cPkm(]"i’y2v'-",,’y‘ll)7

les ¢ étant des fonctions homogenes entieres & coefficients constants
dey,, ¥ ..., ¥, dundegré marqué par I'indice. L’équation en 7 sera
d'un degré égal a

l::lll

nn—f—r\ 11—!—/;—~1)
T
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car tel estle nombre des termes linéairement indépendants qui figurent
dans le second membre de (26). Mais il est 4 remarquer que |’équation
en 7 ainsi obtenue n’est pas irréductible. Cette équation en  admet en
effet comme intégrales les fonctions

Ny = ’7‘7/"“':,'}"1 y]'-z,---,]'n}, N2 = C?l\-z(}'l,]"z, coXnls e s Nm = ’,31-',,,"‘)'1,_)‘2)- NI
ou plu§ simplement

mo=yk, =ik, =y,
qui salisfont respectivement & des équations différentielles d’ordres

nin-1h. n=hy—1) nin-1\.0nalre—1) nin+vi..(n+ly—1
’ s  ewey - A
1.2... 0y 1.2... oo o

9

XVII. Soit encore’équation du quatricme ordre

diy &y A2y Ly :

(27
ayant pourintégrales y,, ¥,, ¥s, ¥a; et proposons-nous de former I'équa-
tion différentielle admettant pour intégrale la fonction

(28) =YY — XY

v; désignant la dérivée de y,. Si 'on applique la méthode générale, on
reconnait que I'équation en 0 est du sixiéme ordre et admet les six inté-
grales ! ! ’ ! 7 4

V1Yo —X2Ys YuYs —YsYi YiYa V)

Yoy = YsYas Ye¥y = Vil Ya¥i = Yi¥ue

Pour former cette équation, on peut employer le procédé suivant,
qui est plus rapide que la méthode générale. Posons, pour simplifier,
(15,7"1 dl{]':’. 'ﬁ,}'-_* (1/‘”)"|

@y wtys s @Oy
dat  dat dat dak et
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on tire de (28) par des différentiations successives

dn

(T;; _( :2)

2

(—[7-': 0’3)—*_('7”):
(13’/, , '

{29) | gz = (4] +2(1,3),
%”—“(0’5)4’3(':4)-1—2(2,3),
%:(0,6)—;—4(1,5)_;_5(%4),

b )
U dzb = (o ’7/"“5(1 6)~|—()( ) ,)(3,4)‘

Mais I'équation différentielle (27) donne pour chacune des intégrales
¥4, 2 les relations

By Dy d2y dy
(7.;: = Ay ——- / -3 -+ By T +(“(l +l)|y,
dvy iy dy dy
T = Ao prei + B P Co i Day,
T ds 12 dy
T =M B L G g Dy

dont les coefficients A;, B;, C;, D; sont faciles & calculer de proche en
proche en fonction de A, B, C, D. Or on tire des relations précé-
dentes, ol I'on a remplacé y successivement par y, et v, :
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et ’équation proposée (27) donne de méme

= A(0,3) +B(o,2) + C(o, 1),
=A(1,3)+B(1,2)— D(o,1),

En substituant dans les relations ( 29), on voit que les seconds membres
de ces sept relations deviennent des fonctions linéaires des six quan-
tités

(0,1), (0,2), (0,3) (1,2) (1,3), (2,3).
L’élimination de ces six quantités entre les sept équations (29) fournit
I’équation cherchée en 7.

Remarque. — Les méthodes développéesdans ce Chapitre peuvent éga-
lement ¢tre employées pour former 1'équation différentielle qui admet
pour intégrale une fonction entiere donnée des intégrales de deux ou
plusieurs équations différentielles données et des dérivées de ces inté-
grales. '

CIHAPITRE V.

SUR LES CAS OU IL EXISTE DES RELATIONS ALGEBRIQUES ENTRE LES INTEGRALES
D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE.

XVIII. LEtant donnée P'équation différentielle linéaire la plus géné-
rale

) (ln.}" ([IZ.——I',},- dn—ZJp _
\9) 2’;’;"" @y dan—1 -+ a dxn—2 +ee Gy =0,

L]
qui admet pour intégrales ¥y, ¥s, -+ ., ¥a» cherchons quelle est Ia con-
dition nécessaire et suffisante pour qu'il y ait, entre ces intégrales, une

) . &
Ann. de U’Ec. Normale. 2° Série. Tome X. — DicempRe 18871, 53
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relation algébrique entidre a coefficients constants, de la forme

(30) 9r(r1,xera¥n) + Or(YYes0¥r) oo @YY, Y R) =0,

ol les ¢ sont des fonctions homogenes d’un degré marqué par Uindice.

Cette velation (30) ne change évidemment pas de forme si 'on rem-
place y,, ¥., . ..y, par leurs expressions en fonction des éléments
d’un autre systeme fondamental d’intégrales; elle contient un nombre

i=m

N=2n(n+1)...(n+l:‘,~——t)
1.2...k;

de coefficients constan(s. Si I'on diflférentie N — 1 fois I'équation (30
par rapport & &, on obtient un systeme de N équations homogenes et
du premier degré, par rapport aux N coefficients constants. Le résul-
tat de I’élimination de ces constantes est un certain déterminant®,
égalé & zéro. L’équation ainsi obtenue '

[31) ®=o0

est la condition cherchée. En effet, cette condition (31) est évidem-
ment nécessaire, et elle est suffisante, car I'équation (31), danslaquelle
on considere y,, ¥;, - .., ¥, comme des fonctions connues, el y, comme
une fonction inconnue, est une équation différentielle d’ordre N — 1
par rapport & y,, dont lintégrale générale est précisément I'équa-
tion (30) avecN — 1 constantes arbitraires qui sont les rapports de
N — 1 des constantes qui figurent dans I’équation (30) & la Niéme,

La condition cherchée ®'= o est ainsi exprimée en fonction de y,,
Yar -« +» Yar Pour exprimer en fonction des coefficients de 1'équation
différentielle (g), il suffit de remarquer que le déterminant ® est unc
fonction invariante de :

[}
O
Yo Uz’ T AN
LA A
Yo dz ""'7 %ﬁ:v
Cy ey ey eeaaa .
d_’}’n dN"'l_Tn
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En effet, soit, pour mettre les variables en évidence,
(D()ﬂi; )"2, ceey .:Vll)

le déterminant (31). Supposons qu’on remplace le systeme y,, ya, ..., ¥,
par un autre systeme fondamental z,, z,. .. ., 5,, en faisant

Yi= Cirzi=+ Cipza+. ..+ Cin 2n,

olz=r1,2,...,n; si, entre les fonctions y,, ¥,, . . ., ¥,» 2 lieu une re-
lation de la forme (30), une relation de la méme forme a lieu entre les
fonctions 5, 55, 4 . . ., 2,, ct réciproquement; en d’autres termes, si le
déterminant ® (y,,¥.,...,¥,) est nul, le déterminant ®(s,, z,, ..., 3,
est nul, et réciproquement. On a donc identiquement '

RD(riryeyee s yn =H®(21,82,..., 32}

H étant un facteur constant différent de zéro, tant que le systeme z,,
3y, e+ .5 %, est fondamental. Cette fonction ®(y,, ¥, ...r ¥,.) remplit
dounc les conditions imposées & la fonction F dans I’énoncé du théoreme
fondamental du§ VI; et par suite on peut, en suivant la méthode indi-
quée dans ce paragraphe, exprimer la condition cherchée® = o en
fonction des coeflicients de I'équation différentielle ¢t de leurs dé-
rivées. : . ,

L’expression de @ en fonction des coelficients est un semi-invariant
par rapport au changement de variable indépendante, car la rela-
tion (30) subsiste quelle que soit cette variable. Cette méme fonction ®
est un tnvariant complet si la relation (30) est homogene par rapport a
Yis Yar o oos Yar caralors la relation (30) subsiste encore si 'onremplace
Yiparuy;, w étant une fonction quelconque de .

XIX. Supposons maintenant que les coefficients d’une équation dif-
férentielle donnée telle que (g ) remplissent la condition ® = o. Alors
*les intégrales de 1'équation différentielle vérifient une relation telle
que (30); et, pour obtenir cette relation, il reste 4 déterminer les N coef-
ficients constants qui y entrent. A cet effet, on considére un systeme
fondamental d’intégrales 'y, ¥u, - -+, ¥p» €L Pouras = x, on suppose les

fonctions
L dyi dr=ty:
Y dz ' ) dan—
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égales i des constantes quelconques

Aoiy Auiy ooy An—u
assujetties & cette seule condition que le déterminant formé par ces

- , dry; dnHy; a2y,
constantes soit différent de zéro. Les va}eurs de yrrad e IR

pour @ = , se déduiront des précédentes i 'aide de I'équation diffé-
renticlle. Cela posé, en différentiant N — 2 fois la relation (30), et rem-
placant les fonctions y,, s, ..., Y. €t leurs dérivées par les valeurs
qu’elles prennent pour & = x,, on obtient N — 1 équations homogenes
par rapport aux N coefficients cherchés; ce qui permet de déterminer
ces coefficients en fonction des n? constantes A .

Il peut arriver que les valeurs de certains des coefficients soient nulles
et que, dansla relation (30), certains termes tels que @x;(VirYar -+ ¥n)
disparaissent tout entiers. Du reste, il est évident que la condition qui
exprime qu’il y a entre les intégrales une relation de la forme (30) est
vérifiée, s’il y a entre ces intégrales une relation de la forme

(30’) q)ka(y'ny‘z,---,)"n) -+ (P]fg(yl 9,729-",]‘!2) . ?kl(y.lnyr--ay/l) =o,

ol a, f3, ..., A sont quelques-yps des nombres 1, 2, ..., m; desorte que
I'équation de condition qui exprime qu’il y a entre les intégrales une
relation de la forme (30) est une conséquence de celle qui exprime
~qu’il y a entre elles une relation de la forme (30").

XX. Par exemple, considérons I’équation du second ordre (21, et
cherchonsla condition qui exprime que, entre deux intégrales distinctes
de cette équation, il y a une relation de la forme

(32) Ay} +2Byiy: +Cyi +D =o,
. [4
A, B, C, D étant des constantes. On trouve que cette condition est four-
nie par Péquation
db

33 Rk, —
(33) e 2ab=o,

que Uon obtient en égalant 2 zéro le coefficient de v dans I’équa-
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tion (23), qui a pour intégrales
y‘;, ]1)"_, E)

On vérifie facilement que le premier membre de I'équation (33) est un
semi-invariant par rapport au changement de variable indépendante.
Supposons, en effet, qu’on change cette variable en pos'ml x =gk,
et que I’équation (21) devienne

. ' dzy _ dy
(21') _c_l?_a'ﬂ'—g+b'f’
on a
d2x
_ dx dE? _,(dx\?
a.—--azl—g-—l—-d—x—7 b{—-—-b('{‘[‘é),
&
d’ol

db, _(db dr\*
4 s () ()

. b ‘ .. .
ce qui démontre que (c’[z} — 2ab> est un semi-invariant.

Si 'on applique cette condition (33) a I'équation différentielle de
la série hypergéométrique de Gauss

2

d
e+ ly—(a+B+r)a]l L —apr=o,

Q,
=

(34)  (x—a?)

on trouve

22 —1—2(a+B+1)x+2y=0,
ce qui exige

I
(35) a+ B =o, r=5-
Effectivement, si ces conditions (35) sont remplies, I'équation (34,
admet les intégrales
y2=cos2a(arcsinyz), y.=sin2a(arcsinyz)

entre lesquelles a lieu la relation

yi+ryi=r.
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XXI. Sila condition (33)est remplie, I'intégration de I'équation du
deuxiéme ordre (21) se ramgne aux quadratures. En cffet, en chan-
geant la variable indépendante, et posant, comme dans le § XX,
x = g (&), on peut toujours, & I'aide de quadratures, déterminer la
fonction ¢ de fagon que, dans la nouvelle equatlon (21'), le coefficient
a, soit nul. Alors la condition

(11)4
—_—— 2y /)4 =0

dé

donne b, = const. et ’équation différentielle prend la forme

2y

dEz "‘C?»

équation qui s’integre immédiatement.

XXII. Si I'on cherche la condition nécessaire et suffisante pour
que, entre deux intégrales de ’équation (21), il y ait unerelation de la
forme

35) Ayl 4+ 3Byliys-+3Cyiy; + Dy) +E=o,

A, B, C, D, E étant des constantes, on trouve que cette condition est
fournie par I'équation
. da db  d2b

136 6a2b — 32— 2b—— —Ba— -+ 5— =o

ha b—3b dz dz A T

obtenue en égalant & zéro le coefficient de v dins 'équation (25). Le
premier membre de I'équation (36) est un semi-invariant par rapport
au changement de variable indépendante; et, si l’on fait comme préceé-
demment « = (&) de facon quel’équation (21) devienne (21"), on a

. . da, db, dzb
60fb|—-3bf~2 175- 5&47:5-*" 7[5-;&
da db  d2b\ [dx\ "
----- <6a‘b-——3l;2-—2[—1~ )adl (7;:) (\(—[é)

Si la condition (36) est remplie, 'intégration de I'équation (21) se
-amene aux quadratures. En effet, en faisant le changement de variable
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x = ¢ (&), et déterminant ¢ de fagon que a, soit nul, la condition (36
devient :

o 72 ({21); .

Sbl —_ 72‘? =0,
d’ou

by =122 l:zl'fi’sin2 am (A +p) — %(‘x -+ 1:'2)],

le nodule £ de la fonction elliptique étant convenablement déterminé,
et A, p. désignant des constantes arbitraires. En subslituant cetle valeur
de b, dans I'équation (21), et faisant A€ -+ p.=¢, on a P'équation

llz" 2 H 2 2 9 )

Jt{ = [21@"- sin?am ¢ — g(x + /1“)- ¥

quiest un cas particulier de I'équation de Lamé, et que I'on sait inté-
grer d’apres les recherches de M. Hermite (Comptes rendus, t. LXXXV .

XXIII. Dans les deux exemples précédents, I'intégration de I'équa-
tion différentielle (21) se ramene a des quadratures, et la nouvelle
équation (21'), dans laquelle @, = o, s’integre dansle premier exemple
2 'aide des fonclions circulaires, et, dans le deuxieme, & l'aide des
fonctions elliptiques. :

D’une maniere générale, supposons que I'on ait vérifié que, entre les
intégrales y, ety, de I’équation (21), il existe une relation algébrique
entiere de la forme

(37) G (1o 7))+ Oy ya s Qs y2) =0

(voir § XVIII), et que 'onait déterminé les constantes quifigurent dans
cette relation par la méthode du § XIX. Alors on posera = ¢ (&) et,
comme précédemment, on déterminera ¢ par des quadratures, de fagon
a annuler le coefficient @, de la nouvelle équation (21"). L’intégration
de cette équation

d2
(217) B—E{:: by

sc ramenc alors & des intégrales abéliennes dont le genre est précise-
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ment fe genre de la courbe algébrique représentée par I’équation (37 ),
lorsqu’on considere y, ety, comme les coordonnées rectilignes d’un
point. En effet, les deux intégralesy, ety, de 'équation (21") satisfont
a I"équation (37) et & équation

£38) yidyy — yody, = CdE,
C étani une constante; d’ot Yon tire immdaédiatement
CE=Syidys — [fyadyy = yiye — 2 fyaodyy,

équation qui conduit i une intégrale abélienne relative & la courbe
algébrique (37).

Y.
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