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MÉMOIRE^
SUR LES

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES,
PAR M. P. A P P E L E ,

.MAITRE DE CONPÉRKNCRS \ L'ECOLE NOBMALK.

INTRODUCTION.

Les analogies entre les équations différentielles linéaires et les équa-
tions algébriques ont été depuis longtemps signalées. Aussi Lagrange
a démontré que, si l'on connaî t une intégrale particulière d^une équa-
tion différentielle linéaire, on peut abaisser d'une uni té l 'ordre de celle
équation, de même que l'on peut d iminuer d 'une unUé le degré d'une
équation algébrique dont on connaît une racine. La théorie du plus
grand commun diviseur de deux polynômes et celle de l 'é l imination
ont conduit MM. Libri, Liouville, Brassinne à des théories analogue
sur les équations différentielles linéaires; et ces questions ont été ré-
cemment reprises et complétées par MM. Thomé et Frobénius [Journal
de Crelle, t. 74 et suivants); M. Frobénius a introdui t la notion de l'ir-
réductibilité des équations différentielles linéaires [Journal de Crelle,
L 76) et a démontré à ce sujet plusieurs théorèmes importants suggé-
rés, sans doute, par les théorèmes analogues de la théorie des équa-
tions algébriques. La décomposition des polynômes en facteurs a été
Forigine de la théorie de la décomposition du premier membre d 'une
équation différentielle linéaire en facteurs premiers symboliques (voir
FLOQUET, Annales de l'École Normale supérieure, année 1879. Supplé-
ment) . Le Mémoire fondknnental de M. Fuchs {Journal de Crelle, t. 66),
qui depuis a été exposé et complété par M. Tannery [Annales de l'École

[ l ) Ce Mémoire a été présenté à l'Académie des Sciences dans la séance du 26 octobre 1880.
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Normale supérieure^ .année tS^)» 6t qui a pour objet l 'étude des fonc-
tions définies par une équation dif férent ie l le linéaire, présente plus
d 'une analogie avec le Mémoire célèbre de M. Puiseux Sur les fonctions
algébriques {Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. XV); et
cette analogie a été poussée à un point ina t tendu dans un Mémoire
récent de M. Fuchs {Comptes rendus, t. XC, p.678 et 735, et Journal de
Crelle, t . 89), Sur une classe de fonctions de plusieurs variables tirées de
Fiwersion des intégrales des solutions des équations différentielles linéaires
dont les coefficients sorti des/onctions rationnelles. Enfin, dans un autre
ordre d'idées, la théorie dçs invariants des formes algébriques a été
étendue aux équat ions différentielles linéaires dans deux Notes pré-
sentéçs par M. Laguerre à l 'Académie des Sciences {Comptes rendus,
t .LXXXYIlI ,p. i i 6 e i 224) .

Mais 11 restait une partie des plus impor tan tes de la théorie des
équations algébriques qui n 'avai t pas encore son analogue dans la théo-
rie des équations différentielles l inéa i res : je veux dire la partie qui
traite des , fonctions symétriques des racines d'une, é q u a t i o n et de la
transformation des équations. C'est l 'étude des propriétés analogues
des équations différentielles qui fait l'objet du présent Mémoire.

J'ai eu d'abord à m'occuper de chercher quelles sont les fonctions
des intégraîrs d 'une équat ion différentielle linéaire qui sont analogues
aux fonctions symétriques des racines d 'une équation algébrique. Soient
V i » Ja» * - - ? y / i les éléments d 'un système fondamental d'intégrales
d'une équation différentielle l inéaire d'ordre n; les fonctions en ques-
tion sont des fonctions algébriques entières de j^ , y^ »..,^ et de
leurs dérivées qui se reproduisent multipliées par un facteur constant
différent de zéro quand on remplace y^ y^, .. ., y^ par les éléments
z^ z.^ . . . , z^ d 'un autre système fondamental , c'est-à-dire quand on
fait une substitution linéaire de la forme

(A ) , , , „ j7=^C«^-4- C^â4-. , ."4- CinZ,^

ou i == i , -À, . .., n.
Je me suis permis d'appeler ces fonctions disjonctions invariantes, à

cause de la propriété qu'elles ont, en commun avec les invariants, de
se reprodu i re mult ipl iées par un facteur constant (qui n'est autre
qu'une puissance du déterminant de la subs t i tu t ion) quand on fait sur les
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variables une subst i tu t ion linéaire tel le que (A) . L'étude de ces fonc
tions invariantes et la recherche, de leur expression la plus générale
forment l 'objet d 'un premier Chapitre.

Dans le deuxième Chapi t re , je démontre le théorème fondamenta l
analogue au théorème sur les fondions symétriques des racines des
équationsal^ébriques, et j ' a p p l i q u e ce théorème à quelques exemples.

Le troisième* Chapitre contient les applicat ions du théorème fonda-
m e n t a l a la théorie de la transformation des équations différentielles
linéaires, avec quelques exemples.

Enfin, dans un quatrième et dernier Chapitre, je m'occupe plus spé-
cia lement des équat ions- différentielles linéaires ent re les in tégra les
desquelles il existe une relation algébrique à coefficients constants.
J ' i n d i q u e le moyen de reconnaî t re sur l 'équation différent iel le l/exis-
leoce d 'une parei l le re la t ion, et je montre commen t à cette, question
se rattache une classe d ' invariants des équations différentielles linéaires.
Puis j ' app l ique cette théorie à l 'équation d i f fé ren t ie l l e linéaire du se-
cond ordre, et je ramène à des quadra tu re s 'abéliennes l 'iotégration de
t o u t e équat ion différeîUielle linéaire du second ordre entre les inté-
grales de laquel le il existe une relat ion algébrique à coefficients con-
stants.

J'ai. eu T b o n n e u r de présenter à l 'Académie des Sciences, dans la
séance du a i j u i n 1880, le théorème fondamen ta l qui est la base de
toute cette théor ie .

I.

DES F O N C T I O N S I N V A R I A N T E S .

1. Soient np variables, disposées en tableau rec tangula i re '

/ X \ i , ^i2? • • • ? X ^ p î

\ .z'an '^22» • • • » -^s/?»
; 1 ) \

\ ^n l » ^-nîf • * * » ^npi

Ànn. de l'Èc. Normale. a® Série. Tome X. — NOVEMBRE i^ai. 'Jo
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de telle façon que le premier indice soit le même pour toutes les va-
riables d'une ligne, et le second indice le même pour toutes les variables
d'une colonne. J 'appelle fonction invariante de ces np variables une
fonction algébrique entière des variables qui se reproduit, multipliée
par une puissance du déterminant de la substitution, quand on lait sur
les variables une substi tution linéaire, telle que

, ^ == CMJ-I i -!- C^J'2l -+- . . . -+- Ciny,i\,

y^ = Qi j^ ^ + Ci^T^ -4-. . . -4- Cinfiv^
/ 9. } { ' "

^ ^ t p •— •l•J< Xip == C/i y \ p •+- C^j2p" ^iny'it p '>

où z ==: i , 29 . . . , n.
'Je désignerai u n e pareille fonction par la noia t ion

ÛC\ ) .Z '12 • • • ^\p

. [ ^^) A"^ • • • ^2/î

X'/t i •^'//2 • • • ^'lip

ou plus simplement
ï [ X i l i ] i t p '

Soit D le dé te rminant de la substitution ( a '

1)^:

(ji ï ^i a • * • ^ • ' i / /
C'J i Cû2 .' - • ^^2//

| C/^ C//2 . . . ^tin \

d'après la ( Jé f in i l ion d 'une fonction invar iante , on a l ' ider t i i té

( 3 ) l^/^p^D^.lCr^)^
les .r étant liés auxj" par les relations (^) . L'exposant m sera appelé
le degré de la fonction invariante.

On voit immédia tement qu'une fonction invariante de degré m est
homogène et de, degré m par rapport aux variables d'une même ligne.
En effet, faisant la substi tution part icul ière

.r̂  == l iy ' i \ , Xiî == ̂ lyi'i, . • • ? ^ip == ^r/^»
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où / ==•• i , 2, ..., n, on a, cTaprès (3),
SQÎ

1

ce q

^yii ^.nsi — ^j^p
^2,721 Î^J'22 • < . ^2727?

^J'//l ^J^/2 * < • ^liTllp

ui démontre la proposition.

~ï m '1 /fi '\ m T— A, /^ . ../^ .1

rn ri 2 ... ri p
r^ 722 • - . r^p

r/n 7^2 ... ynp

II. Une fonction invariante ï(^)//^ rfa/2^ laquelle p est moindre que
n, est une constante.

En d'autres termes, une pare i l le fonction ne contient pas les va-
riables ^-/f; elle est de degré zéro. Pour le démontrer , je fais voir que,
si une pareille fonction contenait les variables x^, elle serait idenl ique-
snent nulle. En effet, dans les équations (2) , attribuons auxydes va-
leurs numériques quelconques; nous pourrons toujours déterminer les
coefficients C de la subst i tu t ion, d-e façon que les valeurs numériques
de .
c
de

.TU, ^iû, . . ., x^p

soient nulles, sans que le déterminant D le soit. Il suffit, pour cela, de
poser

Cn;ni 4- Ci2,r^+- • •-4- Ci//^8 ==o,
C^J'^-j- Ci2y22-4~. < .-h- Ci/^2==0,

^\\T\p + Ci27'2p-i- • • • -4- ^\,îynp == o,

ce qui donne p équations homogènes à n inconnues

Cu, Ci 2» * • • ? ^ 1 / 2 ?

comme/? est moindre que n, on peut toujours t rouver , pour ces incon-
nues, un système Je valeurs dans lequel les inconnues ne sont pas
toutes nulles, et alors on peut choisir les autres coefficients Ca^C^ , .* .»
C/2i» C,^» • • '? C^ de la substitution, de façon que le déterminant D ne
soit pas nul. Mais si l'on fait la substitution ainsi obtenue, la fonc-
tion \{Xik)^p est nulle, car cette fonction est homogène par rapport
aux variables

^ \ \ î <y \ 2 ? -> ' ' ? a: i /->
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qu i sont nulles; on a donc, d'après (3), et puisque D est d i f férent de
zéro,

I(r^)/^==o.

Or, d'après la façon dont lesy ont été choisis, celte dernière équation
a lieu quelles que soient les valeurs numériques attribuées aux va-
riablesy.Doncla fonction l{yik)np ̂  "-ulle identiquement, ce qu'il fal-
lait démontrer*

III . Une fonction invariante I(^)//p» dans laquelle p == n, est, à un
facteur près indépendant de.s variables x-, une puissance du déterminani

A =

x\\ x \^ . . . x \ / i ,
•^21 ^22 • • • ^Ï/î

^n \ ^fi'2 • * • ^nn \

En effet, so i tw le degré de la fonction invar iante I(,^)///^ le rapport

B 1 ( ̂ ih)jw
A^

i =..•: 1 , 2 , . ., n 'est une fonction ra t ionne l l e des r^ variables ,z*^( , " ? < î " t 1 ) qu i ne
\ /f r::; l , S, . . . , tl j

change pas quand on fait sur ces variables une substitution telle que

(4)

xi\ === Cn y't i ~l~ C/âj'21 "•+- • • + C^y//1,
Xi^ == C/-.(7i2 •+• C<2722 "+"... -+- C^^2»

<y^ == Ci\y\n -+- Cr2j'2// 4-. . . -4" Cinynn-

où ï == t , 2, .. ,/i; car, lorsqu'on fait une pareille subs t i tu t ion , la fonc-
tion i{^ih)ini se reproduit mul t ip l i ée par D^ et le dé te rminan t A se re-
produit multiplié pnr D.

Cela posé, attribuons aux variables y des valeurs numér iques quel-
conques assujetties à la seule condition que le d é t e r m i n a n t

yit y < a ... yui
72» y a 2 ... y^u

y,i\ ynî • • • ynn
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soit différent de zéro. On pourra toujours déterminer les coefficients G
de la substitution ( 4 ) ? de façon que les valeurs numériques des variables
x soient des nombres quelconques donnés d'avance. Ainsi la fonction
K garde la même valeur, quelles que soient les valeurs numériques attri-
buées aux variables x^ pourvu que ces valeurs n'annulent pas le déter-
minant A. On conclut de là que le rapport B est indépendant des va-
riables^; car, laissant par exemple toutes les variables x constantes,
sauf une, x^ on a une fonction rationnelle R de la variable x^ qui
garde la même valeur, quelle que soit la valeur numérique attribuée à
x^ à l'exception de la seule valeur de x^ qui annule A; donc R est in-
dépendant de x^ et par suite de toutes les variables x\ et l'on a

I^v^^R.A7";

ce qui démontre le théorème (III).

IV. Si, dans une fonction invariante I(<x*^)^, on remplace les variables
d'une colonne par une même fonction linéaire des autres variables de la
même ligner respectivement, à savoir, par exemple^

(5) Xip= oc.\ Xi^ -4- Oa X;i^ -(--... 4- cCp—i X t , p — \ ^

où i == i, a,. . ., n, ta fonction devient une fonction invariante de même
-, , ï r J • ï 7 /ff= ï , '2 , . . . , ? — — I \degré que la proposée des variables restantes x^[ .__ ' ] '

\ î —'• 1 , 2, . . . , /î /

En effet, la fonction
x\\ x\^

^ï\ •^'22

^\p

X^p

^n{ Xnï • * • ^np

devient

^-n X\ï

^21 ^22

^-.t ai ^\\ -4" ^2-^2 + • • . - + - ^/;-i X \ , p . ̂

3C^,p^\ CX.\ X^\ -4-- i%2-^22 "+~ . . . -4- C(.p i ^2,p- 1

x^,

Xm x^i • • * ^n.p-'t ai ^ ^ f - + - a 2 ^ / î 2 + - • • + " a^-i ̂ ,p-

et, si l'on fait sur les variables oc qui restent dans cette fonction une
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substitution telle que (2), en laissant de côté la dernière des équa'
tions (2) , on a

X \ { X\^ . . . A'I^--( 0:1 X\\ ~(- 02^12 "+-...-+- ^j0-l ̂ t,p-i

^il^ «^22 • • • •^2,0-1 ^i :3c(i^ ""4- û:2«^'22 4-...-4- €(.p^-{ X^^p^.\

^n\ Xii2 ... ^/î,p-i a^ÛCn^'J^ (y^Xn^-^r .,.-\-C(.p-\3C ri.p~\
( 6 }

y\\ y\î ' - ' r^p-i cc^^ru^-^2^^2-+'."~lr•y•p-t}r^,p-^
7âi 722 • . * 72^-1 ai72i -+- 0:2722 4-1-... 4- a^-ij'2^-1

L-rD^J

yn\ y/ï^ . < • yn.p-\ ( x . ^ y ' n ^ • J r • y ^ y r n - J ^ ^ . " ^ ^ p „ ^ y r l , p - ^

car en posant, pour un instant,

0:1 ̂ i + ̂ 2^-2 -+-• . ̂  Cf.p^.\ Xi^^.\ = X i p ^

oci 7/1 -^ 027/2 +• • •+ ̂ -i yi,p-i = 7v/>î

où ? .=== j , 2, .. , n", on a

Xip-^ Cuyip-h Ci^y^/)"^- - • «. -+"• Ciny/ip,

oùî== 1 , 2 , . , . , T Z , de sorte que l'identité (6) résulte inrïmédiatemeni
de l'identité (3). La proposition est ainsi démontrée.

En appliquant plusieurs fois de suite le théorème qui vient d'être
établi, on voit que si, clans une/onction invariante I(̂ .)̂ , on remplace
les vanables de plusieurs- colonnes par les mômes fonctions linéaires des
autres variables de la même ligne, respectivement, à sawir^ par exemple^

i 7 J

Xip == a\ i xi^ -4-012 ̂ n "+-... -4- a i q X i q ,
Xi,p^.^ == a^^Xi^ •4- ^22 "^"2 "+- • • -4- Cl^qXiq,

l»<î-^\Xi. Ctp-.q,\ Xi\ 4- dp-q^lXl^ -+• ... 4- a^-.y,y^'y,

o?^ ? == i, rî, . . ., ^, la fonction devient une/onction invariante de même
degré que la proposée des variables restantes x^ ( î ̂  ï , a, < . . , r/ \

<-7 \ ^ '̂'"'-^I , % , . * . , /i/
Si, en parfciculier, on a (7 = n, la fonction invar iante considérée de-

vient, en vertu du théorème (III) , égale au. produi t de A7^ par une
constante qui est une fonction rationnelle entière des coefficients a//».
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V. Les théorèmes précédents permettent de trouver la forme géné-
rale d^une fonction invariante de degré m des np variables ( i ) [p^> n].

Soient A^, Aa^ . . . , A,^ les déterminants obtenus en remplaçant ,
dans le déterminant A, successivement les éléments de la première, de
la deuxième, . . . , de la ^ieme colonne par <r^., x^ ..., x,^ ainsi, par
exemple,

X { h ^12 ^•o . . . X i n

^2h- ^22 •^2;îAa=

^nk ^iî 2 Xn^

On vérifie f a c i l e m e n t que l 'on a

X i p :::= — [ X t i â i p -1-^.2 As/;

_ Ï , . .
Xi,f)—\ '•— T [^uAl,^--1! ~h ^i'I --A2, />--•(

,4- ^/^A/zp),

.-h^A/^-i ),

/ A A^/",//4-i ̂  T t-^'^ A 1,^-4-1 -+• •^"/a Aa,/^ . "4- SC{fi /\/i^t^\ !»

ou ^ = s , 2, ..., n.

Les déterminants A/^ et le dé terminant A sont des fonctions inva-
riantes du premier degré; par sui te^ les rapports —S qui forment les
coefficients de oc^, x^, « . . , oc^^ dans les fb rmules (8 ) , ne changent pas
quand on fait sur les variables une substi lution telle que ( 2 ) ; ces coef-
ficients se comportent donc comme des constantes à l'égard d 'une telle
substitution, el, par suite, on peut app l iquer les théorèmes du § IV.
On voit ainsi que si, dans une fonction invariante quelconque I(^.)^
de degré m, on remplace oc-^, ̂ ^, ..., ^>.M P^' les expressions (8j,
cette foncUon devient une fonction invariante du même degré des va-
riables restantes

SC \\f *a7|2? • • • » •^1/Z?

^21 ? -^22» • • • » ^2/ï9

y'n î 9 •^//S» . . . » X'fin 9

c'est-ii-dire, d'après le théorème ( I I I ) , le produi t de A^- par une con-
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stanle qui ne pourra être qu'une fonction entière des coefficients—^
En effectuant ce produit, on obtiendra la fonction l{^ik)np s0^ forme
d ' u n e fonction entière homogène de degré m des n [p — n) 4- i détermi-
nants A, A,^, A^^, ..., A^i, où i == i, 2, . .., n.

Telle est donc la forme générale d'une fonct ion inva r i an te de degré m
des np variables ( i ) .

' II.

SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES»

VI. Soient ^ _
d^r d^-^r d11 ^r

\ (•) i • -.— •-+- ai -.-—-- •-(- a^ -.——,- -(-... 4- (ln Y ̂  0J dx11 d x ' 1 • 1 dx11 a

une équation différentielle linésire.sans second membre, ety^ja, ...,j^
un système fondamental d'intégrales; je vais démontrer le théorème
suivant :

Toute fonction algébrique e'lUiêre F de yi , y^ ..., y^ et des dérivées de
ces fonctions^ qui se reproduit multipliée par un facteur consterni différent
de zéro (juand on remplace y\, ya» • •• " » Yn P^ ^es éléments d'un autre
système fondamental d'intégrales^ est égale à une fonction algébrique
entière des coefficients de l'équation différentielle et de leurs dérivées multi-
pliée par une puissance de e""^! '̂.

La fonct ion supposée F do i t , en p a r t i c u l i e r , se r ep rodu i r e , a un fac-
t e u r constant près, q u a n d on permute en t re elles les fondions y, ,
y^ • - • » J / / * I I résul te de là q i ieee l te (onction c o n t i e n t les dérivées de
y^j^ . • .Yn j u squ^au même ordre de dér iva t ion . Soit/9 cet ordre; je
vais cTabord montrer que la fonction F est une fonction mvar lan le des
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n\p + i ) variables * /

1 1

r-2,

.r̂

</j-i(te'
dys
d x ' 1

dyn
dx

^r.
dx'1 '

d^r"
dx^-'

d^m
dx-'

dPy,
' ' dxP '

dpr->
' " • dxr '

dP^n
dxP

4 o i

En effet, cette fonction F est supposée telle que, si l'on passe du
système fondamental y^ y^, ..., y^ à un autre ^ , ^ 2 , . . . , z^ c'est-
à-dire si l'on fait

/ yi '•= Q 1 ^ 1 -+- Ciï S2 + . . • + C.^ Zn,

( ' « )

(} U i' =: 1 , 2 , . .

p / ^
^ rf^"

H F^ ^1— H . V ^ i, . •» • • •
\ dx

dn
dx

dPyî
dxP

., n,

yl^

=c,,

- €/,

on ait

dpy^
' c/.r^

dPz\
) dxP

dz,
dx

dpZi
i i x P

iden

î J' '-i ?

; ^a»

+ Q,

+Q2

tiquei

îi
rfi'
dz.
d x 1

dz»
-dÏ + •

dPz^
dxP

nent

^ra
/ dxP '

dPz^
/ dxP '

dZn
4- t^ -7--9dx

dPz,,
1 (J/// dxP )

^ ^^\
' ? J / / î ^7 7 C^P /

Cl2n dPZn\
'"3 '̂  C / X ' 1 " ' d x p )

le facteur H étant iine fonction des seuls coefficients C de la subst i tu-
tion ( ï i ) . Ce facteur H est supposé différent de zéro tant que le nouveau
système z^ z^, ..., z^ est fondamental , c'est-à-dire tant que le détermi-
nant D de la substitution est différent de zéro. Il résulte de là que Hne
peut différer que par un facteur numérique k d'une puissance de D

H==/fD^.

On voit immédiatement que k === » , en supposant

y,==:^, j-^=:^^ ..., r//-==^.

La fonction supposée F se reproduit donc mul t ip l iée par IV quand
Ânn. de l 'Éc . Normale. '^ Série. Tome X. — DECEMBRE 1 ^ 8 1 . 5l
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on fait sur les variables (10) une substitution telle que ( 1 2 ) . 11 en ré-
s u l t e que F est une fonction invariante (les n[p-\-ï} variables ( s o ) ,
ainsi que nous l 'avions annoncé.

VII. En app l iquan t à la fonction F les propositions précédemment
démont rées a l'égard des fonctions invariantes, on voit qu'il y a l i eu
de distinguer trois cas :

i° Si l 'ordre/? des plus hautes dérivées dey^.ja, . . . , y^ qui f igurent
dans F est moindre que n— i, la fonction F ne contient ni .ynjs, ..., y ' n
ni les dérivées de ces fonctions.

2° Si p == n — i , la fonct ion F est, à un facteur près indépendan t
de y,, y^, ..^y,n u/ie puissance du dé te rminant

(Ir,
} { (Ïï

d}^
} 2 dx

drn
} fl dx

^r.
d^
^r.
dx1

d^rn
d^

^--'ri
^^n-\

^/n-ly^

dx'1 - 1

t ) n l^

d x 1 1 - {

c'esl-à-dire, d'après u n théorème de M. Liouvil le, une puissance de
e"^^. L'indice de cette puissance est égal au degré de la fonction
invariante .

3° Si p est plus grand que n —- ï , on peut toujours, à l'aide de
l'équation différentiel le (9), remplacer dans F toutes les dérivées de
y\ »Jâ» • • • » y ^ d 'ordre supér ieur a n — ï en fonction des autres. Cette
opération n ' in i rodui t év idemment dans F que des fonct ions entières
des coefficients de l 'équation différentiel le et de leurs dérivées. On
transforme ainsi la fonction F en une autre de même n a t u r e q u i ne
cont ient plus que les dérivées dey^ja» ...,j^ jusqu'à l 'ordre n — ï in -
clusivement; par suite, d'après le deuxième cas, cette fonction est une
puissance de e^"'^ mul t ip l iée par un facteur qui ne peut être q u ' u n e
fonct ion algébrique entière des coefficients de l 'équation différentielle
et de leurs dérivées; ce qui démontre le théorème énoncé dans le §VI.

YIIL On voit que les fonctions qui^ dans cette théorie, jouent le
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même rôle que les fonct ions symétriques des racines dans la théorie des
équations algébriques sont les fonctions invariantes des n[p -4- i ) va-
riables (10). D'après ce qui a été démontré dans le § V, on conncHfc la
forme générale de ces fondions. On pourrait partir de là pour donner
une autre démonstration du théorème du § V!; mais je ne m'arrête pas
à cette question.

IX. Le théorème du § VI peut être étendu à un système d'équa tiens
l inéa i res s imul tanées de la forme suivante,

dr\
dx a ̂  i j'i 4- ̂  272 4- . . . -i- a i nj-n,

driy -—- == ^\y\ -4- ^227-2 -+-. . . -+- a^ny'n,

drn— = a//iji + nn^y'i + • . -4- ^/^,r/2*

les coefficients a//, étant des fondions de x. Soit

1 y\ i j^a • • • j*i/'î
^3) ) 72i y^ • " y^

\ YH\ rn-l . • • ynn

un système fondamental d'intégrales des équations (12).

Toute fonction algébrique entière des fonctions (i3) et de leurs dérivées,
qui se reproduit multipliée par un facteur constant différent de zéro
quand on remplace les fonctions'(i3) par les éléments d'un autre système
fondamental d'intégrales, est égale à une fonction algébrique entière
des coefficients a^ et de leurs dérivées multipliée par une puissance de
e^i^^-^nnV^.

II esl i n u t i l e de donner la démonstrat ion de ce théorème, car elle
est en tout semblable à celle qui précède.

Enfin on peut encore étendre le même théorème à des systèmes
d'équations différentielles linéaires simultanées aux dérivées partielles
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de la forme su ivan te ,
/ ï/y^^[tii^y^~a^ï}f^...+a^ny•n)d^^(bu^^^..^b^^u)^î+..^^^
\ ^=r(f^ly^+^-^<2+.••+^/^J'//)( /^l+(^21^^+.••+/^

rf^= (^ ,y)-r-^2j'2+ .-•4- ̂ y/^) dx^ 4- (^l^^+...4-^/^7//)rf^+-••+(^^y^+•>•+/^7//)^^

les coefficients a//;., ̂ .,..., /^ ét-ant des fonct ions des var iables indépen-
dantes^, x^ * . . , Xp, et les condit ions d'intégrabilité étant remplies.

Ainsi, par exemple, on peut .é tendre le théorème aux équations
linéaires simultanées aux dérivées partielles que j'ai considérées à l'oc-
casion des séries hypergéométriques de deux variables [Comptes rendus
des séances de l'Académie des Sciences, t. XC, p. 296, 731), et qu i
peuvent facilement être ramenées à la forme (i4).

X. Pour donner une application simple du théorème fondamen ta l
énoncé dans le § VI, proposons-nous de former la c o n d i t i o n nécessaire
et suffisante pour que deux équations différentielles linéaires

( i5)

/]n y

^-^-
. , d ' ^ z

dx111

•a^ à11

[ z ==

dx11"^
^m-\ ^

d^m-\

' ̂ ï

4- . . . - r -&»,^

aient une intégrale commune. Quoique l'on connaisse déjà d'autres
méthodes pour former cette condit ion, nous allons ind iquer ici une
méthode nouvelle entièrement analogue à l 'é l iminat ion par les fonc-
tions symétriques. Soient y^ y^ . . . » y^ les éléments (Fun système
fondamental d'intégrales de la première des équations (i5); z^ z^ . * . ,
z^ les éléments d'un système fondamental d'intégrales de la seconde.
La condi t ion nécessaire et suffisante pour que les deux équations aient
une intégrale commune est que le déterminant

?(ji)

9(72)

?(j4

r/cp(yi)
dx

rfy(y2)
dx

d^y'^
dx

(/2

d'i

d"

9(71)

&2

^(ra)
dx2

9 {y'i )
dx^

^~'ç(,r,)
dx'^^

d'1 1 y(^) ,
dxrt•"i

^-<y(^)
d^'^
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soit nul . En effet, la condition nécessaire et suffisante pour que les
deux équations aient une intégrale commune est que l'on ait

c? (Cij'i •4- £272 -+- . . . 4- C,,y,z) == o,

C ^ , C, . .., C/^ étant des constantes; or celte condition peut s'écrire

C, 9(jn ) -+- €2 9(73) +... 4- C/, 9(j^) == o,

et l'on sait que la condition c? = o est la condit ion nécessaire et suffi-
sante pour qu'il y ait une relation linéaire homogène et à coefficients
constants entre les n fonctions yC/J, (pCVa) , . • - ? ytj^)-

Le délerminant à est une fonction invariante du premier degré de
dm.-^tt-\y^dr

r1 î dx'' "^ dx^^-
^m+-n—i y

r^ r/Y^
71^'

,, d^
} / i 9 Tx' ^ • î

^W4-/Z~1 •

dm+n-\^^

'"^m+fi1-1 f

par conséqueni ce déterminant est égal à une fonction rationnelle en-
tière des coefficients de la première des équations (i5) et de leurs
dérivées multipliée par er^'i^^ En calculant cette fonction entière de la
façon indiquée dans le §VII, on obtient la condil ion cherchée, S == o,
en fonction entière des coefficients des deux équations et des dérivées
de ces coefficients. Cette même condition s'obtiendrait aussi en égalant
à zéro le dé te rminant

d

/•/ „ 'i
.71^ j

f(^),/ \ •"* /

f( ^ \J l^wj

df[^}
dx

df{z,}
dx

df{z,n}
dx

d^f[z,}
dx^

^/(^)
dx2

^f(z^
d^

^»-'/(z,)
d^m-t

.(•!"ff{zs]
dx"1-(

d^f[zm)
dxm-{

Entre ces deux déterminants $ et d a lieu la relation
^-~!b, dx § ̂  ç-Sa,(!x ̂
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XI. Pour donner une au t re app l i ca t ion généra le du théorème fonda-
mental VI, proposons-nous de former l'équation d i f fé ren t ie l le l i néa i r e
qui admette à la fois les intégrales de deux équations d i f férent ie l les
données (i5). Adoptant les mêmes notations que dans le paragraphe
précédent, on voit que l'équation cherchée, qui est évidemment d'ordre
m -+- n, est la suivante :

(Im^-ny ^-^n ({rn+ny^ (l^"^ '̂lll ... l̂̂ l̂
^•^m^n "T /̂̂ " -j^j-^ • • • '~^m^n ^ m \-n (/^m^^

(fm^n-ty ^m+n-iy^ ^w+^ ̂  Jm^-^ î̂ '̂lllifi . . ^m^"< ̂u, " ' " ~ j ^ j ^ w_________'•_" .______*-L^ ——.______- • • • _______
^ ÎTTrT dx1^'1-^ Àx''^''1-^ "" ( { x 1 1 1 ^ 1 1 1 ^z-wi-^-' ^^^•'-^

r ji 72 . • • J^ £ ' - • • ^w

Le premier membre de cette équation est une fonction invariante de

f7n ^.ri ^ ^"^rl
r1ï ^:7 "Z^ "'' ^^•4"//'7

•"7———:—"""" —;—.:;, , .i _ i ---./ .•»ï»li..»7-r~ '" ' " ^f^in+'n •i ^1 n 'n i \ ' { i ~ \ / f y i n . \ - f t - \

et de

drn d^vn d^y.,
:rn' Zr"' 'TU^ " " " c./^1-^'

^< rf'^i //w4"^1
-3n "^:' T/.î2""' " ' î -̂̂ p

riSw rf^m ^If3^zwî 7T' Tl^' ' " ' dx^"

On peul donc l ' ex i î r imer en fonction des coefncients des deux équa-
tions ( r5) , et l'on obtient ainsi l 'équation cherchée

La même méthode sert à former l ' équa t ion différentiel le l inéa i re
admet tant les intégrales de trois ou plusieurs équa t ions différentielles
l inéaires données. .

Il es ta remarquer que l 'équation (16) ne répond pas à la quest ion si
les deux équations ( ï 5) ont une ou plusieurs intégrales communes ; car,
alors, le déterminant (16) est nul ident iquement comme ayant deux ou
plusieurs colonnes identiques.

Dans ce cas, l'on formera l 'équation différentielle linéaire ^(z.)== o
donnant les intégrales communes aux deux équations ( ï5 ) ; cette équa-
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lion ^(s) == o peut être formée, comme il est connu, par une méthode
analogue à celle de la recherche du plus grand commun diviseur de
deux polynômes. (Voir, par exemple, un Mémoire de M. Floqueî ,
Annales de F Ecole Normale, année 1879; Supplément, p. 44) . Les équa-
t ions ( l Ô ) peuvent alors se mettre sous la forme

f(z)^f^(z)]=o, •
9(;S) E=^ [^ )]=(),

les équations différentielles linéaires

( iS 7 ) f\{u]=:o, 9 i ( iA )==o

n'ayant plus d'intégrale commune. On formera ensuite, par la méthode
précédente, l 'équation ^(|u) ==: o, admettant les intégrales des deux
équat ions ( ï S ' ) , et l 'équation cherchée, admettant les intégrales des
équat ions ( ï 5), sera

^^)]-o.

CHAPITRE 1 IL
TRANSFORMATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES.

XII. Le théorème du § VI fournit u n e méthode générale pour la trans-
formation des équations différentielles linéaires. Mais, avant d'aborder
cette théorie, il convient de définir d'une façon précise ce que nous en-
tendons par équat ion différentielle linéaire irréductible.

Soit une équation difFérentielle
/ . ^r J'̂ r r/^-2^
9 ) "T"/; + <^ -,'——-, -4- dî ——— 4-...-+- an y == o,dx11 ds€ft~i d^nm'2

dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de certaines fonc-
tions de<2; considérées comme connues et des dérivées de ces fonctions:
on dit que Inéquat ion (9) est irréductible s'il n'existe aucune autre
équation différentielle d^ordre moindre que n, dont les coefficients
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soient des fonctions rationnelles des fonct ions de ce considérées comme
connues et de leurs dérivées, et dont les intégrales appart iennent toutes
à l 'équation (9).

Dans lecas de l 'équation générale (9), don t les coefficients sont indé-
terminés, les fonctions connues ne sont autres que les coefficients eux-
mêmes; l 'équation est nécessairement irréductible.

XIII . Soient, comme précédemment,y, , j^ ...^y,, un système fonda-
mental d'intégrales de l'équalion (9) et

( 1 7 . ) r^f[r^,±1

dx
d"1^^ dvî

_____ ,̂.',. . rt/.,.. .̂ ••L-"

(fm^y^ dfn d^'y^
rf^"5 r^ dx' " < 5 d^^ ' " " 5 r//? dx ' d x " 1

une fonction algébrique entière des intégrales^,, ja, .• .»J/ / et de leurs
dérivées, les coefficients qui figurent dans cette fonct ion é t an t des
fonctions données de oc. Le problème général de la t ransformat ion des
équations différentiel les linéaires est de former l'équation différentielle
linéaire qui admet pour intégrale la fonction T ] ,

Tout d'abord, p o u r v o i r quel est l'ordre de l ' équa t ion d i f fé ren t ie l le
en ^, on remplacera^, ja, . . . ,^par les éléments d 'un au t r e système
fondamenta l , en faisant

.Ti
dn
dx

: C n Z i -hC^r:
d z ,

' 77^
dzï
dx

•4'- • - '•4-- \nn ^Hf

^ L-r. ( i z t i
"+-...+ \ttn

où i== i , ^, ...,n; l'ordre de l ' équat ion d i f f é r en t i e l l e en y? est égal au
nombre de termes linéairement indépendants qui entrent dans l'expres-
sion de ^ en fonction de z ^ , z^, ..., z^ et des dérivées de ces fonctions.
Soi IT? ce n'ombre et soient

<p^ 92? • . . , ? / >
les p tennes en question linéairement indépendants; Inéquation en ' / )
sera

dp'n dP^\ dP(f^ dPop
dx? dxP dxP * - dxP

dP-^'f} dp^^i dp-^^ dP^^p
^) ^^rT '̂ 7"~r "̂ 7'rr ' ' ^^"rr

©, ya ^p
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Le premier membre de cette équation est une fonction invar ian te de
^,^, ..., z^ et, de leurs dérivées jusqu'il un certain ordre. En effet, si
l 'on fait sur z^ z^, . . . , ̂  une substi tution linéaire en remplaçant , par
exemple, z^ par

kn 2 i -(- !i'r2 Z-2 -4- . . . 4- J^in Zn,

où / • • = [ , 2 , . . . , /î, la fonction y, sera remplacée par

K / ( ( p l - r - K ^ 9 2 - i - . . .+K^9/,,

où ?== r , 2 , ...,j9, les coefficients K^ étant des fonctions algébriques
entières desÀ^., et le déterminant (18) se reproduira m u l t i p l i é par le
d é t e r m i n a n t

0 .-.•,

q u i est différent de zéro tant que

q =-:

K , ,
I<21

Ky?l

/ -n

A'a i

/.•//i />-/<2

K | 2

K â 2

K/,.>

le

/ . , 2

A'., a

. . KI / ,

. . . K,/,

. - . \\pp

déterminant

. . . ]{,n

. . . î ï ' ^ f i

h'nfï

est lui-même différent de zéro; de sorte que, d'après un raisonnement
fait précédemment § VI, on a

Q^^S

elle dé t e rminan t (18) est bien une fonction invar ian te de < s , , Z a , . . , z^
et de leurs dérivées jusqu 'à un certain ordre. On peut donc exprimer
ce dé te rminant en fonction des seuls coefficients de l 'équation (9), et
l'on a ainsi l 'équation cherchée en r^

XIV. La transformation la plus simple consiste à poser

. .4- A^j-i,1 •~^m~=7 -1-/1^, ^^n-=-, -r

*/\n r* t î ATtC! / î / \nnono fï'tï •yAo, A , . ..., A,,, étant des fonctions données d'e x, etr , une intégrale de
l 'équat ion (9). On voit immédiatement que l 'équation en ^ est du même

Afin. de l'Ec, Normale, 2e Séné. Tome X. — DÉCKîïitBE ï 8 8 ï . 52
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ordre que la proposée. Voici c o m m e n t on peut former celte équat ion
par u n e méthode plus rapide que la méthode générale du paragraphe
précédent. On remarque d'abord qu'à l'aide de l 'équation (9) on peu t
toujours abaisser l ' indice 772 de la plus hau te dérivée qui figure dans ^
au-dessous de n, et r amener^ à la forme

c l 1 1 ̂ ri d'1 ^n., := ̂ , ̂ ^ + ̂  ̂ ^ +. . .+ ao^1,.

lîn prenant les dérivées des deux membres, une fois, deux fois, . .,
n fois par rapport à oc et é l iminan t les dérivées dey, d'indice supérieur
à n — r au moyen de l ' équat ion (9), on a de même

d'n rf^-'n rf/^~:î^l:_: y „ —.. .4_ ^ „ __ ̂  . . , „(- ^1,/y,,
('/Z- d.X/t~•[ (/^H--2 ^

d11^ _ dfl~~ir^ d^^y^
——-— r̂ : y. a ( —.—-—"-- -}~ y. 1 1 ^ —,—•-.—^ •-4"~ . . . "•)•- CCftfi Y{ •dx'1 ^^f^~l d x ' 1 " ' 1

En é l iminan t j,, -p • > • • - ? (—^^ entre ces (/z 4- i ) équat ions , on ob t i en t
l 'équation cherchée en 73.

La fonct ion j\ s 'exprime en ' / } de la même façon que ^ en y,. En
effet , la issant de côté la dernière des {n 4- i ) équations précédentes, on
a n équat ions qui sont du premier degré par rappor t à

dy». rf^r»r.^'—'^^
et l'on en t ire, en particulier,

.. d11 'T) . d11 ^/î ..
" . 1 ! .. r<=Pi^^+P.3,^^...+P^ ,

I I est à remarquer que Fon peu t effectivement résoudre ces équa t ions du
premier degré; en effet, si le déterminant des inconnues était n u l , on
en conclurai t pour y? une relation de là forme

- d^-^n .. d^n -
,. . , , ^^^-Â.^^+...^^=o,

ce qui est absurde, car l'expression générale de T? au moyen des inté-
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grales de l 'équation (9) contient //. termes l inéairement indépendan t s ,
à moins que l ' équat ion

, d^1 r , ^w " ' r ,
A O -7—— 4- A | , - , , - • , - } - - . . . -1- A m r == 0

dx^1 d x ^ 1 " 1

n'eût des intégrales communes avec la proposée (9), auquel cas l 'ordre
de l 'équation en ' ^ sub i ra i t une réduction év iden te .

XV. Soit m a i n t e n a n t , pour d o n n e r un autre exemple ,

[wy ^=.rï

m é t an t un entier positif. f F W r a c e sujet un Mémoire de M, L i o u v i l l e »
Journal de Liowille, t. IV, p. 43o.) Pour obtenir Tordre de l 'équat ion
différent iel le en ^, faisons, d'après la méthode générale,

n — c i z i •4- (̂  22 »}-. . . 4- c,/ zn :
alors on a

( 20' ) 7; :•= [ C i Z i + C^2 4- . . . 4- C,, Zn • n l .

Celte dernière expression développée cont ient

_ n [n 4- T_) ... [n 4^m^--ĵ
J . 2. . . ///

termes linéairement indépendan t s ; l ' équat ion en y? est donc d'ordre N,
et ses intégrales sont les différents termes l inéairement i n d é p e n d a n t s
de l'expression (20').

Comme application de cette transformation, considérons l ' équat ion
générale du second ordre^
, , d^r dr i
[9.î] ' ——, ^=a— 4-Àr,v / tix^ dx

et proposons-nous d'abord de former l 'équation différentiel le l inéaire
qui admet pour intégrale

y}==yï,

y, étant une intégrale de (21). Faisant d'abord

y, == Ci Z\ 4- Ca^a i
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on a
y î ^ - C - 2 3 4- -2C|C^|^2+C2>3.2 i

^ cont ient trois termes linéairement indépendants

Par suite, l 'équation en ^ sera de troisième ordre; cette équat ion esl,
d'après la méthode générale,

d^ d^z]^ ^(z,z,) ^<)
d^ dx^ dx'^ dx'^

^ ^fJU l̂iilili ^M)//jt12 </^2 <û'2!22! dx^

^J
dx

Aï d[z\} d [ z \ sa
//.t' r/.r dx

d[z\

•n ^i Z t Z ^

-Si cl ^ désignant deux intégrales de l 'équation (21) . Le premier
membre de cette équat ion (22) est une fonction invar i an te du troisième
degré de

Pour l 'exprimer en fonction des coefficients de l 'équat ion différen-
tielle (aa) , effectuons les différentiations indiquées et éliminons les
dérivées d 'ordre supérieur au premier, à l'aide des relations

(l^Y,

(i^

d^-n
1^
(ï'rj
dx

YI

fP
dx

Le déte

\'L\ 4- a^Zi

\ Z\ + ï y ' i Z i

dz^ dz^iz^— z ^ 6

dx 1 tlx
TÎ•"i

z

îrm

C/Sl

le
dz[
'dx

dz ,
--= a—^ bz

dx

inant (.22

+ ̂\dx{
/WziY4-^ 1

\dx

d^z
' 'dx^

) pren

), Z[ Zâ +

). iZ i 32+^1

d a l

- y {

(«•+

ors la

/ dz^
[^7/1

{ dz.
[zldï

. da
dx

i forme

dz\•+• 3^ —r/.-c/
r/zA+ 3 1 1

c/,r/
C/Zi-+.2 -J
dx

Z [ Z î

\d^(
) d x + \

) dz\•+• -j—'dx
(h\

-4- "̂  •7- •rû1

, d
ab+^

^ ).a|r<f.r 2

^
^ Âl '2

6\
- Z .
^/

A.4. ^ y^ -^r ^4-
• dx

dz^+^,^+
C/3o

^Ss-T"1

dx
Û

(tht
'\^

(i l z ,
•̂
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où l 'on fai t

., / , . da ^ f , dbN
v == b a, a = 4 ̂  -+- ci2 + — 5. A == 2 Mt6 -4- —

a '̂ \ ^ry
^i ai == a, 7.. =:2^.

Or ce déterminant (22') doi t , d'après les théorèmes généraux, con-
tenir en facteur le cube du déterminant

e==
dz\

s l ~dx
dz^

S.ï
dx

Effectivement le déterminant (22 ' ) est le produit du déterminant

| cP -n| • C/3 71

©=

cl^
d'1 'n
dx'1

(h
dx

ri

À

^

0

s

p'

a»

ï

0

v

^\

0

0

par le dé terminant
1

0

0

0

0

^
Z j S^

zî

0

r/s,
'2 ̂ j —-—

dx
dz '^ (fz ï

Z , ——— -l.- z 2 —;—
dx dx

dz'>22 a - , —
aj?

0

f^y\^/ '
r/z ï r/Zî
dx dx

(^Y
\^)

qui est égal à 03 .1/équation cherchée est donc© == o, c'est-à-dire, en
développant,
/ ., d^r) ^ d^'n
(23) ^-3a

, ,, - rfa\ d'n f db4 6 — 2a2+ — — —Q, '
V c/^,/ a^

^ â?6 ) '/î == o.——— —— ^ j ( ^ ———- —— ï {A ur —— £,^- -1— .— —.— —— -'- l -,dx^ dx'1 \' d x ) dx \dx

Étant donnée une équation différentielle linéaire du troisième ordre

'41 , ^^Ê^â-»-»-
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il est év iden t qu'on ne pïmt pas, en général, l ' i den t i t i e r avec Féqua-
lion (sS). Pour que cette ident i f icat ion soit possible, il fau t que

5î===-^ 3C^^2^ 4 6 - ^ , |)^/^_ ^y
dx \ dx j

ré i imina l ion de a é t é entre ces trois équat ions donne une équat ion
de condi t ion qui , on adop tan t les nota t ions de M. Laguerre [Comptes
rendus, t. LXXXVIII, -p. 116 et 224) , expr ime que Finvar iant I e s t n u l .
Si cette condi t ion est remplie , il su f f i t , p o u r intégrer l ' équat ion diffé-
rent ie l le du troisième ordre (2/1), d ' intégrer l 'équat ion du deuxième
ordre f a i ) dans l aque l l e

a =- - B, b ==: I (^ i^ — 3 C 4- ^ /B} •4 \ dx )
On trouve, par un calcul semblable au précédent , que l 'équation

différentielle linéaire du quat r ième ordre, qu i admet pour intégrales
.VÏ» y \ y - ^ y ^ y ^ y ' i \y^ el Y^ eimi dw^ intégrales d is t inc tes de l 'équa-
t ion (21)], est la suivante :

d^ri /, rf-'̂ /s / •> / / ^\ ^^- — 6 a -,— -^ ï i a2 — i o / / — 4 -7"" ) "7"":>//.r' dx^ \ ' (Ix ] ( I x 1

, - , /,. , ., / (îa (Ib (]:la\ d'nt ^5 , ^ i)a^ —- âo<a} — 7 ̂  ,~ -l"- K) -,- 4- -y-:; -y-"
' i \ ' a^1 (Ijs dx1 ] dx

\ .Jr * > / ^» / ^ r db , ^^^— .̂  ba2 b •-- 3 f^ — ï i ) — —- 5 a -7-- -h "7-" rj =.'• o.^ \ //^ a^ dx1 )

1/on a ainsi un type d'équations du quairieme ordre dont l ' intégrat ion
se ramène immédiatement à celle d 'une équation du second ordre.

XVI. Considérons l'équation générale (9) et proposons-nous de for-
mer une équation qui admet te pour intégrale la fonction

(26) 73 ==yA,(r^y2,...,r/2) +î^(.r^y2,...,r^) "+-• • t+?^(r^^'2»'•^,r^)?
les 9 étant des fonctions homogènes entières à coefficients constants
dey^j^ - • " ? y/? d^ degré marqué par rindice. L'équation en ^ sera\ » J 2 î * • " ? ./ /?

d'un degré égal à
ï, .=: m

T' 7î { / / -4- î ) . . . ( / ? , + /»"/• — Ï ), — — — — . ^ ^ . „ .
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car tel est le nombre des termes l inéai rement indépendants qu i f igurent
dans le second membre de (26). Mais il est à remarquer que l 'équat ion
en */3 ainsi obtenue n^est pas irréductible. Cette équation en 75 admet en
effet comme intégrales les fonctions

TÎ I =: ©^(^.i ,.^'^,...,r/^), 73^==o^(j'i,y2, ••.J^L • - ^ 7î//z == qî^/j'i,.}'^. .,J'/<;,

ou plus simplement

7 Î1 =rj',/'-<, -/î^=:;1,^, . . ., 7^=1-1^%

qui sat isfont respectivement à des équat ions différent ie l les iFordres

^ f^ -4 - ï ) . . f / / -(-/»•, — i ) / / , ( / ? , 4- î\.J,n 4" A'o -- i ) ^ ( / i+ ï )« . . ( y i "^ /i'/// — li
I . 2 . . . / ( - < ? Ï . - 2 . . . A ^ 1.2.../^

XVII. Soit encore l 'équation du qua t r i ème ordre

^r . ̂ r , n^.r , r ̂ ' , n,.
9n j -.-•^.,, ":•-: A ——— 4- Si -.--7, -+- i. -,— -4~ ï ) } j{ i ' d x ( a^f^ ^J «^

a y a n t pour in tég ra les j^ 72, 73,^4 i et proposons-nous de former l 'équa-
t ion différent iel le admettant pour intégrale la fonct ion

(•^8) -/î==7i y\ -y\r^

Y, désignant la dérivée dey/. Si l 'on appl ique la méthode générale, on
reconnaît que l 'équation en ^ est du sixième ordre et admet les six in té -
grales

7' r'2 — wi » r^ r'ï — .wi » r^ — y'^y\ '.
y^ ̂  Y.^ y^ — y^y^ y^y[ — J" .̂

Pour former cette équation, on peut employer le procédé su ivan t ,
qu i est plus rapide que la méthode générale. Posons, pour s impl i f ier ,

^n d^y'î ^,)"2 ̂ j \ • / ' .
"^ ' "(Ù1 ^ Thci' "dl^ ^ [ l î / ;
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on lire de (^8) par des différentiations successives

0,ï

dr[ 1 ^
^=(0^

(0,3) -4 - ( î , 2 ) ,
rf2^^

[29)
rf3 "̂  / / \ / '•» \; ^= - [o ,4 )+2 ( r ,3 ) ,

rf^' 7Î

ri.r'1
( o , 5 ) + 3 ( i , 4 ) -+-2(2,3) ,

^=(o,6)-h4(^)+5(^4) ,

^ ^=r(o,7)+5( i ,6)+9(^5)+5(3,4) .

Nais l ' équa t ion d i f férenl ieHe ( 2 7 ) donne pour chacune des intégrales
y^ ja l^s relations

rf:;,̂  - J3v J^ ^
„ :̂ ^ .——- -.̂  j$^ —-..-̂  + t| ——

a^'» ^"î a.t'2 dx Dir,

^^A.^^B.^^C^^D^.̂r0 rf.t"'1 dx^ dx

d'^y ^ cl'^r . p dr^== \ -
^•7 ' îi dx^

J ^ ,B« - + (.,y —.
dxdx2 D.-.r-

dont les coefticients A^ B^, C,, D^ sont faciles à calculer de proche en
proche en fonction de A, B, C, D. Or on tire des relations précé-
dentes, où l'on a remplacé y successivement pary< ety.» :

( o , 5 ) = = A i ( o , 3 ) 4 - B ^ ( o , 2 ) 4 - C i ( o , i),

( i ,5) :=Ai ( i ,3y+B^i^) - D < ( O , T ) ,

( 2 ,5 )= :A i ( ^ ,3 ) -C^ i ,2 ) -D , (o ^,

(o,6)=: : ;A2(o,3)-4- Ba(o,2) -4~C2(o , î } , • •

( i , 6 )=A ,2 ( i , 3 )+B2 ( ï , 2 ) - Da(o, i),

( 0 , 7 ) ^ , A 3 ( 0 , 3 ) + B 3 ( o , - 2 ) 4 " C , t ( o , l ) ;
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et l'équation proposée (^7) donne de même

- (o ,4)==A(o,3) -4-B(o,2) -hC(o, i),

( i , 4 )=A( i ,3 ) - r "S î ( i , ^ )~D(o , i ) ,

(2,4)=A(2,3)-C( I ,2) -D(0,2) ,

( 3 , 4 ) = = - B ( 2 , 3 ) - C ( i , 3 ) - D ( o , 3 ) .

En substituant dans les relations (29), on voit que les seconds membres
de ces sept relations deviennent des fonctions linéaires des six quan-
tités

(0,1) , (o^), (o,3) ( i ,2) ( i ,3), (2,3).

L'élimination de ces six quantités entre les sept équations (29) fournit
l 'équation cherchée en y?.

Remarque. —Les méthodes dcveloppéesdans ce Chapitre peuvent éga-
lement être employées pour former l'équation différentielle qui admet
pour intégrale une fonction entière donnée des intégrales de deux ou
plusieurs équations différentielles données et des dérivées de ces inté-
grales.

CHAPITRE IV.
SUR LES CAS OU IL EXISTE DES RELATIONS ALGÉBRIQUES ENTRE LES INTÉGRALES

D'UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE LINÉAIRE.

XVIII. Étant donnée Féquation différentielle linéaire la plus géné-
rale

r/^ r ^Z72""1 y rf72""2 Y
(9) -y^Z^^^^--^-0'

&

qui admet pour intégrales y,»y,, ...,yn, cherchons quelle est l.i con-
dition nécessaire et suffisante pour qu'il.y ait, entre ces intégrales, une

Ànn. de l'Éc. Normale, l' Sorie, Tome X. — DÉCEMBRE 1 8 8 1 . -"
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relation algébrique entière à coefficients constants, de la forme

(3o) ^{y^r^'-.yn} ^^k,[y^,r2^^,r^+'••^çph,n[r^r^''^r^:=:o^
où les 9 sont des fonctions homogènes d 'un degré marqué par l 'indice.

Cette relation (3o) ne change évidemment pas de forme si l'on rem-
place j ^ya»- •^P81' leurs expressions en fonction des éléments
d'un autre système fondamenta l d ' intégrales; elle cont ient un nombre

N : Y ^ l ^ -+"1)- • •(n +^;
' ̂ J l . 9.. . . fr;

de coefficients constants. Si l'on différende N — i fois l 'équation (3o)
par rapport à x, on obtient un système de N équations homogènes et
du premier degré, par rapport aux N coefficients constants. Le résul-
tat de l 'é l iminat ion de ces constantes est un certain déterminante,
égalé à zéro. L'équation ainsi obtenue

( 3 r ) ' CD==o

est la condition cherchée. En effet, cette condition (3 i ) est évidem-
ment nécessaire, et elle est suff isante , car l 'équation (3i) , dans laquel le
on considère Va, y^^ .. .,y^ comme des fonctions connues, etj, comme
une fonction inconnue, est une équa t ion différentielle d'ordre N — i
par rapport a y^ dont l 'intégrale générale est précisément l 'équa-
tion (3o) a v e c N — i constantes arbitraires qui sont les rapports de
N — i des constantes qui figurent dans l 'équation (3o) à la N10"^

La condition cherchée (D === o est ainsi exprimée en fonction de y^
ja, • • .»y/r Pour l'exprimer en fonction des coefficients de l 'équation
différentielle (9), il suffit de remarquer que le déterminant co est une
fonction invariante de
, , : , dy\ d^ : i -

J^ ̂  - " ^ ^T'

d^ d^^
, ^ ^ -^ 7 / " 7 y^

dyn ' ' ] : d^"\rny^,^, ..., ^^
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En effet, soit, pour mettre les variables en évidence,

<^(7^ ra» — > r / 2 )

le déterminant (3i). Supposons qu'on remplace le système y 1 ,^2» . • • » y / <
par un autre système fondamental z^ ^, .. ., ^, en faisant

y^ == C;i <S i 4- C/2 ^2 + • • • ~+- Cin Zn,

o(u== i, 2 , . . . , n\ si, entre les fonctions^, ya' • - • ? y/^ a li611 lme re""
lation de . la forme (3o), une relation de la même forme a lieu entre les
fonctions z^ z^ , . .., z^ et réciproquement; en d'autres termes, si le
dé terminant ^(y^ja»---»^) e^' "^L 1e déterminant Œ ) ( ^ i , z^ ..., ^//)
est n u l , et réciproquement. On a donc ident iquement

^ (r< » y^ • • • ? y^ î ̂  H: (D ( ̂ i »<s^ • . . ̂ n]
H étant un facteur constant différent de zéro, tant que le système-s,,
S a , , . . , z^ est fondamental . Celte fonction (K){y^y^ • • • » J ^ ) remplit
donc les conditions imposées a la fonction F dans l'énoncé du théorème
fondamental d u § VI; et par suite on peut , en suivant la méthode indi-
quée dans ce paragraphe, exprimer la condition cherchée CD == o en
fonction des coeff icients de l ' équat ion d i f fé ren t ie l le et de leurs dé-
rivées. . »

L'expression de CD en fonction des coefficients est un semi-invariant
par rapport au changement de variable indépendante, car la rela-
tion (3o) subsiste que l l e que soit cette variable. Cette même fonction cp
est un invariant complet si la relation (3o) est homogène par rappor t a
y^ y^ . . . , y^ car alors la relation (3o) subsiste encore si l'on remplace
yi pari^, u é t a n t une fonction quelconque de x.

XIX. Supposons main tenant que les coefficients d'une équat ion d i f -
férentielle donnée telle que (9 ) remplissent la condition Œ) == o. Alor^

% les intégrales de l 'équation différentielle vérifient une relâl ion te l ie
que (3o); et, pour obtenir cette relation, il reste à déterminer lesN coef-
ficienis constants qui y entrent. A. cet effet, on considère un système
fondamental d'intégrales j-nj^ - * •^ etpour^ == ^o o» suppose le^
fonctions

dn 1 d^^Ti
. '.. •• - • • - ' riî ~dx' ""r dx^ 1 1 " • ! ! , 1
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égales à des constantes quelconques

A 0l, AU? • * • 9 A/2—^^

assujetties à cette seule condition que le déterminant formé par ces
. ({riy^. ^/2-H y. ^N-"2,y.

constantes soit différent de zéro. Les valeurs de ——-5 -T~~—T'> • - • 5 --y--̂û^ c/.z'72-1"1 A^"8

pour a? == .To s^ déduiront des précédentes à l 'aide de l 'équation diffé-
rentielle. Cela posé, en différent iantN— 2 fois la relation (3o), et rem-
plaçant les fonctions j,y y^ .*,, y^ et leurs dérivées par les valeurs
qu'elles prennent pour.3?=a?o, on obtient N — i équations homogènes
par rapport aux N coefficients cherchés; ce qui permet de déterminer
ces coefficients en fonction des- n21 constantes A^.

Il peut arriver que les valeurs de certains des coefficients soient nulles
et que, dans la relation (3o), certains termes tels queç'^yi,^ •••»y/J
disparaissent tout entiers. Du reste, il est évident que la condition qui
exprime qu'il y a entre les intégrales une re la t ion de la forme (3o) est
vérifiée, s'il y a entre ces intégrales une relation de la forme

(3o') ^(r^ra,...,^) -+- y^(y<,72,...^) +.. .4- <p^(ror2,..^) ==°»

où a, p, ,.., \ sont quelques-i^ps des nombres ï , 2, .../m; de sorte que
l 'équation de condit ion qui exprime qu'il y a entre les intégrales une
relation de la forme (3o) est une conséquence de celle qui exprime
qu'il y a entre elles une relation de la forme (3c/).

XX. Par exemple, considérons l 'équation du second ordre (21), et
cherchons la condition qui exprime que, entre deux intégrales distinctes
de cette équation, il y a une relation de la forme

( 32 ) Aj-î -î- 2 B^ys 4- C}i "h D == o,

A, B, C, D étant des constantes. On trouve que cette condition est four-
nie par l'équation

(33) ^^==o,

que Von obtient en égalant à zéro le coefficient de YÎ dans Féqua-
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lion ( a î ) , qui a pour intégrales

r^ r^r^ rî-
On vérifie facilement que le premier membre de l 'équation (33) est un
semi-iwariant par rapport au changement de variable indépendan te .
Supposons, en effet , qu'on change cette variable en posant se == y ( £ ,
et que l'équation (21) devienne

/ n ^r dy ,
( 2 Ï ) ^"^^^^^
on a

d^x
dx ~dî^ , ,fdxY

at=a^^^ bï=b\^)'
d^

d^où
db^ , /rJ6 ,\ /^\3
-7?- — 2^i 6i == ——— — 10.0 \\—^ ;
dî, \dx ) \^1

. , , / db , \ce qui démontre que ( . - — ^ab) est un semi-mvariaïu.
Si l'on appl ique cette condit ion (33) à Inéquat ion d i f f é r e n t i e l l e de

la série hypergéométrique de Gauss

(34) ' (^"-^)^+[y"(^-!3+i)^^-ap7=o,

on trouve
î^c ̂  i—2^ 4- (3 4- î)x 4- sy == o,

ce qui exige

(35) a+(3=o, y=^

liffectivement, si ces conditions (35) sont remplies, l 'équation (34;
admet les intégrales

y^= cos 2a(arcsin\ /-^)> ^2==sîn ^^(arcsiîi^/j?)

entre lesquelles a lieu la relation

^ +y§==î. • .
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XXI. Si la condi t ion (33) est rempl ie , l ' in tégrat ion de l 'équat ion du
deuxième ordre (21) se ramène aux quadratures. En effet, en chan-
geant h variable indépendante, et posant, comme dans le § XX,
x= y ( Ç ) , on peut toujours, à l'aide de quadratures, déterminer la
fonction y de façon que, dans la nouvelle équation (21'), le coefficient
a. soit nul. Alors la condi t ion

db,
^

o. r/ i & { == 0

donne &< = const. et l'équation différentielle prend la forme

d^r /.* <- y p
-^ = Lr,

équation qui s'intègre immédiatement .

XXII. Si l'on cherche la condition nécessaire et suffisante pour
que, entre deux intégrales de l 'équation (21), il y ait une relat ion de la
forme

; 35 ) , Aj-î 4" 3 Byî j'a -1- 3 C;n ji •4- l)̂  -h E •= o,

A, B, C, D,E étant des constantes, on trouve que ce t te condit ion esl
fournie par l'équation

^36) 6^^3&^.^-5a^+g=o,

obtenue en égalant à zéro le coefficient de ^ dans l ' équat ion (25) . Le
premier membre de l 'équat ion (36) est un semi-invariant par rappor t
au changement de variable indépendante ; el, si l'on fait comme précé-
d e m m e n t x =-= y ( Ç ) de façon que l 'équation (21) devienne ( ^ i ' ) , on a

/ . a i Ïî 12 î ^ P ^1 , ^2^16af 6 « -- 3 Af — 2 ̂  ^ — 5 a, ̂  + -ĵ

//, ,, .,, , (la . rf& r/^A tdx\\=- ôa2 6 — 3^2 — a fr "y- — 5a — "+- --7— . •^\ doc dx d x 1 ] \ d^ f

Si la condi t ion (36) est remplie, l ' intégration de l 'équation (2,1) se
ramène aux quadratures. En effet, en faisant le changement de variable
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x == <p ( Ç ) , et déterminant y de façon que a, soit n u l , la cond i t i on (36
devient

3^-^=0,

d'où

6, = ̂  raisin2 am (H "-^) — l(ï •+• À 2 ) } »
L ô J

le module A de la fonction e l l ip t ique étant convenablement déterminé,
et X, pi désignant des constantes arbitraires. En subs t i tuant cette valeur
de ^ dans l 'équation (21'), et faisant XÇ + ^=^ on a l 'équation

^^L^sînsann-" |(i+/r2) y

qui est un cas particulier de l 'équation de Lamé, et que l'on sait inté-
grer d'après les recherches de M. Hermite (Comptes rendus, t. LXXXV).

XXIII. Dans les deux exemples précédents, l ' in tégrat ion de l 'équa-
tion différentielle (sr . ) se ramène à des quadratures, et la nouvel le
équation (21'), dans laquelle a, == o, s'intègre dans le premier exemple
à l'aide des fonctions circulaires, et, dans le deuxième, à l'aide des
fonctions elliptiques.

D'une manière générale, supposons que l'on ait vérifié que, entre les
intégrales^ ety^ de l'équation ( r a i ) , il existe une relation algébrique
entière de la forme

(37) cp/c.Ln. r-i} + y^yi, r^^r...+ y/cj^, 72) = o

{voir § XVIII), et que l 'onaitdéterminé les constantes qui figurent dans
cette relation par la méthode du § XIX. Alors on posera x == y (^) et,
comme précédemment, on déterminera y par des quadratures , de façon
à annuler le coefficient a^ de la nouvelle équation (21'). L'intégration
de cette équation

d^r ,
W 1^=b^

se ramène alors à des intégrales abéliermes dont le genre est précisé-
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ment le genre de la courbe algébrique, représentée par l 'équation (Î7 ),
lorsqu'on considère y^ et y^ comme leâ coordonnées reclilignes d 'un
point. En effet, les deux intégrales j, ety^ de l 'équation ( ^ i ' ) satisfont
à l 'équation (37) el à l 'équation

/38) T ^ d y ^ ^ d y , = Cci'^

C étant une constante; d'où Fon tire imméd ia t emen t

^-=:fy^ cly^ — f}'2 dy^ == 71 r^ — ^Sï^ ̂ i *

équation qui conduit à une intégrale abélienne relative à la courbe
algébrique (37).
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