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SUR

U N E C L A S S E DE P O L Y N O M E S ,
PÀK M. P. APPELL,

PBOFESSEÏJH A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE DIJON.

1. Je m'occupe, dans ce Mémoire, de certains polynômes en x
formant une suite

AO» A i » . . « , A/;.-.!, An, ...,

dont le terme An est un polynôme de degré n et dans laquelle deux
termes consécutifs sont liés par la relation
/ ^ dA,i
M ^^n\^.

Les polynômes les plus simples de cette espèce sont les puissances con-
sécutives mêmes de la variable,

car on a
Ï, X, .,., X11-^ X11, . . .,

d^1

dx '.nx^,

Mais il est facile de voir qu'il existe une infinité d'autres suites pos-
sédant la propriété (i) et de former l'expression la plus générale des
différents termes d'une pareille suite. On voit en effet, par la méthode
des coefficients indéterminés, que l'on a

/ v . fi n(n—i] - n
2 ) An == a/i -4- - a^i x -4" -————- a/^o ̂ •2 + ...-+•- û:i x r l^ i •4- ao x'1,T i.a ï

les coefficients ^o, a^ . . . , an étant arbitraires, de sorte que dans
chaque polynôme An il entre un nouveau coefficient a.n qu i ne figurait
pas dans le3 précédents.
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Il est bon de remarquer que, si l'on a une suite de polynômes

Xo> X( , . . . , X^—i , X^;, ... y

tels que ron ait
uA./i f \ -v-^-=<p(n)X^,

9(72) étant une fonction quelconque de n, on peut ramener ces poly-
nômes aux précédenis. Il suffit en effet de poser

\ == T > a ' • ^ y
(p (o) .y ( i j . .y( /z)" /'

pour que l'on ait
dkn
dx

2. L'expression générale (2) du polynôme A^ fournit une autre
manière de former ce polynôme. A cet effet, considérons le dévelop-
p e m e n t
/ -î \ f î \ ll A2 ///'3) a [h ==ao-4" -^i -+-—a2-+- . . . -4-—————o^n -h ..,î i.a ï . 2, .. n

les coefficients ûCo, 0:1, ..., c^, ...se succédant suivant une loi quel-
conque; je désigne, pour abréger, ce développement par a{h), sans
m'occuper de savoir si la série ainsi formée est convergente ou non. Je
considère ensuite le développement

, h h2 , 1^
e'^ == ï 4-- - X 4- —— X2 -4- ...-!- ————— ^rî -(- . . .,

ï î . 2 1 . 2 . . . ^

et je fais le produit des deux développements a(Â), <o/u'. Si l'on ordonne
ce produit par rapport aux puissances de h, on obtient précisément le
polynôme (2) An comme coefficient de —l——î de sorte que l'on peut
écrire

f 4 ) ^(A)^=:Ao+AA^+ /^A24-...-^-—^—A/^....
ï 1.2 T * 2. . H

Cette identité (4)» ainsi déduite de l'expression générale (.2) des poly-
nômes A, peut, à son tour, servir de définition à ces polynômes. De
cette façon, à chaque suite de polynômes A correspond un seul déve-
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loppement a(A) et à chaque développement correspond une suite de
polynômes. J'appellerai a{h) la fonction génératrice des polynômes,
en modifiant un peu le sens que l'on attr ibue ordinairement à cette
expression.

Aihsi, par exemple, on pourra prendre pour fonctions génératrices
les séries

A2 /i1 li^e^- == i -h — -î- —- -4- . . . -+- —- - -1 - - -1- -4- . . .,i i. -2 i. a. . . n

——I- , =."= I -4- h -|- A2 4- . . . 4-- /^ -h . . * ,
t — II

a [ h ) === i -+- h •+-1. a A'2 -1--. . . -+ i. 2. . . nh'1 •+-. . . .

La fonction génératrice des polynômes formés par les puissances de
la variable

T -y» o'2 ^"nA , »€-, yt, , . . . -, -À, y . • .

est égale à Punité.

3. Étant données deux suites de polynômes

A O » A i , .. ., A/;, . . . ,
. Bo, B i , . . . , B/,, . . .

adme t t an t respectivement pour fonctions génératrices a(/z) et bÇh), je
remarque d'abord que les polynômes

^Ao-h^ -Bo , À A i - 4 - y - B i , . . . , ?.A^-+-^.B// , . . . ,

ou X e t f^ désignent deux constantes, adme t t en t la fonction génératrice

À<2(A)-4"^(A),

ainsi qu'il résulte immédiatement des définitions. Je considère ensui te
le polynôme obtenu en remplaçant dans An les puissances de la va-
riable x'\ x ' , . . . » x\ ..., ^ respectivement par les polynômes Bo,
B ^ , ..., BA-, . . , , B^ et je désigne ce polynôme par (AB),,. Ces nouveaux
polynômes (AB),

( A B ) o , ( A B ) , , ..., (AB)^ ...

forment une suite possédant la propriété exprimée par la relation ( i ) ,
et leur fonction génératrice est le produit des deux fonctions généra-
trices a (A) et b(h} des polynômes A et B. En effet, pour obtenir les
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polynômes A, on considère le développement

h h2 fi^
ehx^ i 4. 'l^ 4- —— X^ + . . . -4- —————— ̂ l 4- . . . ,

1 1.2 1 .2. . . 72.

on multiplie ce développement par a(Â), et l'on ordonne le produit par
rapport aux puissances de h, ce qui donne

h //2 //n
a(/i) ̂ '~= Ao --1- - Ai 4- — As 4- . . . 4- ————— A/z 4- . ...

1 ï . ît I . 2 . . . / Î

Pour obtenir ensuite les polynômes (AB) , i l faut , dans les polynômesA,
remplacer ̂  par BA- Par conséquent, pour former les polynômes ( A B ) ,
il suffit de considérer le développement

/, A 2 hn
S =: Bo + - B, 4- — Ba +. < . 4" ———— B,, 4- . . .,

î 1.2 1 .2 . . . ^

de multiplier ce développement par a{h) et d'ordonner le produit par
rapport aux puissances de h, ce qui donne

a(h)S - ( A B ) o 4- ^ ( A B ) , + ̂  (AB)^ ... + ̂ 1.̂  . .

Mais le développements n'est autre que &(A)^, donc a(À)S est égal
à a ( A ) & ( Â ) e ^ , et la fonction génératrice des polynômes (AB) est
a(h)b{h).

Il résulte de ce qui précède que l'on a

( A B ) ^ = ( B A ) / , ,

car les polynômes (AB) el les polynômes (BA) ont la même fonction
génératrice a(À) & ( Â ) .

En particulier, on peut supposer les polynômes B ident iques aux
polynômes A, et l'on voit que les polynômes (AA)^ ou (A 2 )^ obtenus
en remplaçant dans les polynômes A les puissances de la variable telles
que ^ par A/, admet tent pour fonction génératrice le carré a^{h] de la
fonction a(A).

Si maintenant on considère une troisième suite de polynômes C, ayant
pour fonction génératrice e(À), on voit que les polynômes (ABC)
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ob tenus en remplaçant dans (AB) xk par ÇA ont pour fonction généra-
trice le produit a[h)b[h) c[îi}. En part iculier , on peut supposer les
polynômes A, B, C ident iques, et ainsi de suite pour un nombre de
polynômes aussi grand que l'on voudra.

Nous sommes ainsi conduits à une opération sur les polynômes qui
est analogue à la mul t ip l i ca t ion et à l 'élévation aux puissances entières,
et qui correspond effectivement à ces opérations effectuées sur les
fonctions génératrices.

On peut de même concevoir des opérations analogues à la division
et à l 'é lévation aux puissances fract ionnaires positives ou négatives.
Ainsi , on pourra se proposer de chercher des polynômes C tels que
l'on ait

(AC)^B//;

la fonction génératrice de ces polynômes C sera le quotient des fonc-
tions génératrices de B et A, et l'on pourra désigner ces polynômes C

/ i > \
par ( --) ; de sorte que l'on a

\^ln à' n t

[A») -B.,
.̂ A / y ,

comme dans les opérations élémentaires. En part icul ier , é tan t donnés
des polynômes A, on peut chercher des polynômes B tels que

( A B ) / , — ^ ;

ces polynômes B ont pour fonction génératrice l'inverse de la fonction
génératrice de A; je les appellerai polynômes inverses des polynômes A,
en les désignant par la notation ( - ) ou (A"~ 1) .

Je n'insiste pas sur les opérations analogues aux élévations a u x
puissances, qui se conçoivent aisément d'après ce qui précède, me
bornant à remarquer que la fonction génératrice des polynômes {Am)^
esi^fA), a(A) étant la fonction génératrice des polynômes A,,.

4. Avant de cont inuer cette é tude, app l iquons ce qui précède à
quelques exemples.

Considérons d'abord les polynômes A ayant pour fonction généra"
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trice (i — À) ; on a
A h'1( i~ Alc^'^i-h - ( . r—i ) • + - . . . - + • ————— [x^— n^1-^ ) -4-. . . ;' ' i • ' i .2 . . .n • /

donc
Ku= SC^1 — 7l^-1.

Proposons-nous de trouver les polynômes inverses des polynômes A,
c'est-à-dire des polynômes B tels que le polynôme

(AB),,=B,/~nB^.,

se réduise à ^/z. Ces polynômes inconnus ont pour fonction génératrice

~~- ==: I -+: II -+• A2 4- . . . -+• II" -h . . . ,

de sorte que l'on a, en effectuant le produit ——y^,

^ 1 x ^2 xn \B/^ == i. 2. . . n i + - 4- — -1- . . .•+- —••-..—— .\ i x . 2 i. 2.. . n J

On voit, en effet, que
B/^— 7iB,^( ==.a^.

Je prends un deuxième exemple. Considérons les polynômes P^(^)
ayant pour fonction génératrice cr7'1

(5) . e-^e^ == Pô + h P, + . .. + —^L.̂  p,, 4-....i i. 2. .. n

Ces polynômes P^, dans lesquels on remplace la variables par (— ^x},
donnent les polynômes de M. llermite [Comptes rendus, t. LVIII, p. 93,
^66). Les polynômes (P2)/, obtenus en remplaçant dans ï\, les puis"
sauces de la variable telles que ̂  par P//ont pour fonction génératrice
le carré de e^\ c'est-à-dire e"2^. On a donc

(6) ^^^^(P^O+^ÎP^^...^-^
•"• I • •2 • ii , /Z.

Dans l ' identi té (5), posons
1 1 "1 r^ 1 X 1

• ! ^ A === h' \/^ ? ^ .-= — ;
• . Va
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elle devient

^^^p^.^p.^v
1 \^} I .2 . . . / , ;̂

et par suilc, en comparant à (6),

(p^=.ipj^yw2/
Cherchons aussi les polynômes inverses des polynômes P. Ces poly-

nômes (P"""1) ont pour fonction génératrice —^p ou e^ ; on a donc

( 7 ) ^^^(p^),+^(p-.).,^...+^A^(P^),+....

Posons donc l'identité (5)
/i^h'i, x=—i^,

i désignant le symbole \/— i ; cette identité devient

^Qh'x ̂  p^ + A! / p., (-^ ̂ ) -(-.. . -4- -Al-, ̂  R^ (— i^ ) + . . .,
I 1 • j& • . • Tî'

et par suite, en comparant à ( 7 ) ,

(8) • (P- ' )^=^P, , (—^),

Les deux formules que je viens de démontrer peuvent être comprises
dans une autre plus générale,

(P^=mW-^Y
\\lm}

dans laquelle m est un nombre quelconque entier ou fractionnaire,
positif ou négatif, et qui se démontre de la même manière que les
précédentes.

Les polynômes qui ont pour fonction génératrice e-^, k désignant un
entier positif, possèdent des propriétés analogues.

5. Soit une suite de polynômes A ayant pour fonct ion généra-
trice a(À). Je me propose d'exprimer en fonction des polynômes A le.s
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polynômes ayant pour fonction génératrice la dérivée de a (Â) , —-j—
J 'entends par dérivée de a[h) un développement dont tous les termes
sont les dérivées des termes de a(À). Je désigne par la notat ion (rfA)
les polynômes cherchés. On a

' \ / / \ h A ^ A ^2 4 /l" ,[ 9 a( h e^ = A o -4- - A < 4- —— A 2 -h. .. 4" ———— A,/ -h . ..,
I 1 . 2 1 . 2 . . . / / ,

, da[li} , / ,. . A / y , , A2 , .,, , ///^ , , ,
^ î o ; ---^^•<•^(rfA)o-4--(AV)^-^-~-~(rfA;^^-.. .-4- ———!— (rfA)^+-.<

^"/^ I t, 'À ^ Jt . 2 , . . II.

Prenons les dérivées des deux membres de l ' identi té (c)) par rapport
à h. On obtient

da}h] ̂  ̂ ( A)^= A < -h /l A. + , . .4- _-̂ :..L.-̂ -.. A. -. ....
^ , I ' r. 3>. . , ̂  — i

Remplaçons maintenant ^ v ^ e '̂ par sa valeur ( 1 0 ) , et égalons les

coefficients de /^ dans les deux membres ; nous avons hi relatio-n

^ l ) . ( r fA),,=:A/<., i—^A/<,

qu i est ia relation cherchée. %

De même, en désignant par (^A^les polynômes ayan t pour fonction
, , . d ^ a ( h ]génératrice —j-—^-, on a

( ̂ Â ]n. ̂  A/^+2 — 2 A* A/^., i 4" r2 A//.

D'une, manière générale, en appelant (^A),, les polynômes ayant

pour fonction génératrice a { l ) ' > on a

(o) (r^A}^^ A/ /+A— ^^A/^^-.! -h ^—^""^.r^A^^^-—..,.

Dans le second membre, tous les termes en ce d 'un degré supérieur
à n se détruisent, de façon que le second membre est un polynôme de
degré n,

6, Supposons que la fonction génératrice a{h} des polynômes A
satisfasse à une équation différentielle l inéaire dont les coefficients



SUR. UNE CLASSE DE POLYNOMES. X ̂

soient des polynômes en À. Multiplions alors les deux membres de celle
équation par e^, et remplaçons les produits

^(/i)
^ <5^

par les séries
(^A)o4- A f^A) ,~( - . . .4- ——^—— (r^A^-r-. , ..• i ' ' 1 . 2 . . .n ' '

L'équation ainsi obtenue devra être identique, et les coefficients des
mêmes puissances de h dans les deux membres devront être égaux. En
égalant les coefficients de h11 dans les deux membres, on aura une
relation linéaire entre un certain nombre de polynômes A, (rfA), . . . ,
(^A), . . . .

De cette relation on pourra déduire une relation linéaire entre un
certa in nombre de polynômes A, en y remplaçant les autres poly-
nômes (û^A) par leurs expressions (1.2) en fonct ion des polynômes A.

Enfin cette dernière relation, linéaire par rapport aux polynômes A,
pourra servir à former une équation différentielle l inéa i re à laquel le
satisfait le polynôme A,,; pour obtenir cette équation différentielle, i!
suffira de remplacer tous les autres polynômes qui figurent dans la
relation par des dérivées deA/^, au moyen des équations

d\,i . //2 A/ / . ,
—.— == nJ\n^ i, -——- .„; n [n — 1 1 A^-s, .. < •dsc dx" > '

7. Appliquons cette méthode à quelques exemples particuliers-
Soit d'abord la fonction génératrice a = • _ / ' Cette fonction

satisfait à l 'équation linéaire
, . . c/a
(^à)^-a^o,

d'où, en mul t ip l ian t par e^,

[î — h ) -T.- e11^' — ae^ == o.

Remplaçons — e'^ par le développement

^^^^^^^-^.^--^'—{d^^-- .
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et ae^ par le développement

, h, /i/1 ,
Ao •+• - Ai -+-... -4- ———— A,/ -f-.. .,x i. 2.. . n

puis égalons à zéro le coefficient de h'1^. Nous aurons

(dA)n-^ï — [n—i)(^A),a-2-~ A/z-i =o.

Mais on a
[dh.}n^\ = A^ —.rA/^î,
(rfA^-û^A/^i —X\n-'^

La relation précédente devient donc

hn ~— [x -\- /z)A/2--i •+• [n — i j^A^-a ^^ o,

qui est une relation entre trois polynômes A consécutifs. De cette
relation on déduit immédiatement une équat ion différentielle \\
laquelle satisfait le polynôme An en remplaçant A/^i c tA^a respecti-
vement par1- — et ——!—r ^ — ^ 5 ce qui donne1 n doc n[n—i) dx'^ 1

rf^A/? , , dkn .
X -—,—- — ( OC -j- ft] —,— •+• Tl h.n '^ 0.dx^ ' / ^

Prenons maintenant les polynômes P déjà considérés qui ont pour
fonction génératrice p = e"^. Cette fonction satisfait à l'équation diffé-
rentielle

dp ,
—• -+- 2/U) == 0.dli t

Multipl ions par e^ et faisons

^^=(rfP)o+^(rfP),,^,..4-^^(rfP^ ,

h lï'1
pe^ == P(» 4- - Pi + . . . + ——-.-....- P,, + ...,i ï. 2... n

En égalant à zéro le coefficient de h " " ' , on a

( dP }n^. i 4- 2 ( n — ï ) P,,.... 2=0,

et, comme
(rfP),^t==P,,--^P,^ï,
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on a

( l 3 ) P^-^P, , -<-+-2(77.—l)P^_2=:0,

(l'on l'on déduit Inéquation différentielle connue

129

i4) d^n d?n _
2 ——— — ̂  -7— "4- n Pn -== 0.

ÛW2 f/.r

On verra de même que les polynômes An ayant pour fonction géné-
ratrice e"^, k étant entier positif, vérifient la relation

An— xhn~ \ -4- k[n — k 4- î ] ( n — h -4- ^ ) . . .[n — J^A^-A-^ o

et l 'équation différentielle d'ordre k

i5)
, d^A/i d.\n .f,^^^^^nAn=o.

8. Je considère enfin les polynômes Q ayant pour fonction généra-
trice la série hypergéométrique de Gauss F(a, /3, 7, À) :

F(^p.y,A)=l+a p A '+ . , .

4-
a {a -h ï ) . . . ( ^ -+- /'/. — l) (3 ((à -4- i ) . . . ( { 3 + ^ — ï > A"

y ( y - 4 - j j . . - ( y - 4 - n — i ) i.2...n

Multipl ions par
e^ == i 4- - x -}-.. . .+-

li^
ï . 2 . . .n

x11

1^Après la multiplication, le coefficient de —^—, sera

a (a -+ - ï ) . . . ( a - l - - n -—i ) (3((3 4- i ) . . . ( p 4 ~ ^ — ï ;0^ y (y 4 - 1 ) . . . (y 4 - ^ — ï )

( y 4- 7î — i ) 7Z A"
X i 4- (^ ̂  /^ — j ̂  p ̂  ^ — i "j i

( 1 6 )
(y ^ n — ï ) ( y -h n — ^}n[n — ï ] .r3

(^4- / î—"î ) (a4-^—Â)(p- l~^—i) (p4- / î - -2 ) i . '2

( y ^ ^ ^ - i ) . ̂ yn[n— i ) . . • T _^___
"' (a 4- n — i).. .a(iâ4- n — i). . .(3 ï . 2 . . 71

^/î^. ^<? /'Ec. Normale, y Scrie. Tome ÏX. — AVIUL ï88o. î7
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La fonction génératrice de ces polynômes satisfait à l'équation diffé-
rentielle linéaire

(/^/^)^-.(y-^)^-6F=o,

en posant a -j- f3 + i = a, a/3 =s b. Multiplions cette équation différen-
tielle par e^, développons en série et égalons à zéro le coefficient
de h11"'2 ; nous aurons

{n - i) (^0)^2 - {n - ï) [n - ̂ (^Q)/^ .
-i~y(^Q)^-i —^(^-- I ) (d r Q)/^- .2•—< ) Q/^-^ su-

cette relation devient, en remplaçant les polynômes (^Q) et (rfQ) par
leurs expressions {12.} en fonction de Q,
[ n - + - y — ï ) Q n — [ ( ï ï ' — î ) ['3.X -\-a-^r n— 2)-4- y^-+" ^]Q/;-i

,̂ (^ „ i)^(^ -+- a + 27z — 4) 0,2-2 — { n — î ] { n — ^)^Qn^3 == o.

On a ainsi une relation linéaire entre quatre polynômes consécutifs.
De cette relation on déduit l 'équation différentielle linéaire du troi-
sième ordre

( ^ 7 )

.cl^Qn / ^cl^Qn
^^^(^a+^-4)^r

^ [(n— i ) (2^-+- a -4- ^— s) --h y x -{- 6] -—^ ~" n (n -+- y — i )Q/^ = o.

9. Étant donnée une suite de polynômes A ayant pour fonction gé-
nératrice a (A) , formons les polynômes (ûMA) ayant pour fonction géné-
ratrice fa{h}dh. Ce problème est l'inverse de celui qui a été traité dans
le n° 5. D'après l 'équation (i ï ) , on a

A^—i ==(d^A)/;--.y(<^A)/^,
de même

A,^2^(^A.)^~^(^A)^2?

Ao==(^A^---^(^MA)o.

Multiplions la deuxième de ces relations par x^ la troisième par
se2, ..., la dernière par ^"'~1, et ajoutons; nous avons la formule
cherchée
(18) < / - -^A) / /=^^^( i~ 1 A)( )+A^^+^A/^»2-4- • . . , - r^ -" l Ao.
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Cette expression de (rf-^A)^ contient une constante arbitraire (<^A)o,
qui est la constante introduite par l ' intégration.

10. J'aborde maintenant un autre genre de problèmes, et je me pro-
pose d'abord d'exprimer un polynôme donné quelconque,

f[x} = cio xm -+ ̂  ̂ -' "}-... -h ant-\ x 4- am,

au moyen d'une suite de polynômes A ayant une fonclion génératrice
donnée. Considérons, à cet effet, les polynômes inverses (A-^) des po-
lynômes A, et soit, par exemple,

(A-^^o^-l- l^xn•m{ 4-. . .4-?^.

On en déduit immédiatement, par la définit ion des polynômes inverses,

,^==:;\oA/f4-ÀiA/^ 4-. . .4-Â/zAo.

On a donc le moyen d'exprimer une puissance quelconque de x à l 'aide
des polynômes A, et, par suite, on obtient l'expression cherchée du po-
lynôme/^) en y remplaçant toutes les puissances^7", x7^, ..., x, x^
par leurs expressions en fonction des polynômes A.

Par exemple, nous avons vu précédemment que les polynômes

'^^=xn— nxn'~{,
T> ( X X ' 1 ^rt \
Kn •==• i . 2 . . . n [ î -+• — 4- —— + . . . 4- —————\ î 1 . 2 i . a . . . n)

sont inverses l'ua de l'autre. On a donc l'expression suivante de x11 en
fonction des polynômes A :

^-I.2...nfA^^4-A^+...^_A^_\.
\ î 1 . 2 î . 2. .. n /

Nous avons vu aussi que les polynômes

î ^ n / \ ^ ( ^ — I ) n n{n—ï)(^—^}(n.—3)( r 9 ] i\i [oc ) = x^ •— ————/ ^^~2 4" ————'-'———l^———' ^^ -4 —. -.,
î ï . a

ayant pour fonclion génératrice e^\ ont pour polynômes inverses les
polynômes

,(P^^==^P,,(~^) [n°4,éq.(8)].
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On a donc, d'après Inéquation (19),
/ , / rv \ '̂ f ̂  —— I ) ^(^ —— r ) (^ ———2) (^ —— 3)20 P-1 L == ̂  + -J———'- x11-'1 -+- ————/J———^———' ^-/* -+-...,
' ' ' / I 1.2

c'est-à-dire le polynôme déduit de l 'équation (19) en at t r ibuant à tous
les termes le signe -h. On a ainsi l'expression suivante de x71 :

(„) ^^p^^^^p^^^^^^^^^i^LrilJp^^

11. Étant donnée une fonction F(cX1) développée en série suivant les
puissances croissantes de oo^ on peut trouver le développement de cette
fonction en série de polynômes An, à la condition qu'on ait démontré
dans chaque cas particulier la possibilité d'au pareil développement.
Pour obtenir ce développement, il suffit, dans la série qui déve-
loppe F(^) suivant les puissances de x, de remplacer x11 par son ex-
pression en fonction des polynômes A déterminée par la méthode pré-
cédente. Il est clair que la région de convergence de la nouvelle série
ordonnée par rapport aux polynômes A ^ , A ^ . . . , An, .. » pourra être
entièrement différente de la région de convergence de la série pro-
cédant suivant les puissances de x.

Proposons-nous, par exemple, de développer la fonction
„ , , x .̂ 2 .r3 x71

J [x} == ï 4" - -h -———- "h -,———— 4" . . . -4- ——————rr> -^ • . • ," ' ï ( ï . ^ ) 2 ( i . 2 . 3 ) 2 ^ i , 2 . . . / ^ 2

suivant les polynômes
. / 3C X 1 1 \
Kn == 1. 2. . . n 1 + -" -i- . . . -h -————— •

\ I 1. 9- . . . / & /

On a, d'après ce qui précède, et comme on le vérifie immédia tement ,
^== A ^ — /îA/^.i;

donc, en substituant dans J(^),
• T / ^ . I Ai I As ï Â3 I A,,
J \x\ == 1-4- -—" — + ——5- — 4- •«—7 -••IM—— -S- .. -i~ —•—————- „—————-—————f7> -r" • • •.

'• ' 1 . 2 I 1. à ï 3 .4 ( I • 2 ) /î ( /l -+- I ) [ 1 . ̂ ... [il — I ) |2

Soit encore proposé de développer la fonction
x^ x^ , . x2'1

COS x = ï — —— 4- ———^— 4-. . . + — i Y1 —————- 4-. . -
Ï .2 1.2.3.4 1 .2 . . .2 / î
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en série de polynômes P^ définis précédemment. En app l iquan t la for-
mule (21), on a pour coefficient dePa^ la série

(_^—!—ri-i+__.^_+..,^(^u__^.i,
v / I . 9. . . . 2 n L I 1 . 2 1 . 2 . 3 v / I . 2 . . /f J

c'est-à-dire
( — — l ) / 2 — — — — — T — — — — ^ - « .

I . ' î . . . . 2 /À
Donc

COS^^^ f^—-^ + ——?——,-+- . . .+ ( - l ) ^—— p ^—— 4-.. . |.
L 1 . 2 1 .2 .3 .4 / I . 2 . . . 2 ̂  J

Mais je laisse de côté la question des développements en série, sur
laquelle je me propose de revenir, pour continuer l'étude des propriétés
des polynômes.

12. Dans ce qui suit, je ferai constamment usage d'une opération
particulière que je veux définir une fois pour toutes. Étant données une
fonction F(^) développée en série convergente suivant les puissances
de x et une suite Ao , A i , . . . , An, — • de polynômes, je considère la
nouvelle série obtenue, en remplaçant dans la série F (a?) chaque puis-
sance de x par le polynôme correspondant, x° par Ao, ^ par A ^ , . . . ,
x11 par A,,, ... ; si cette nouvelle série est convergente, elle définit une
fonction de x que je désignerai par F ( A ) <

Je vais étudier les propriétés de la fonction F (A) , en supposant que
les polynômes A vérifient la relation

(Ikn .( , ) ^-^/,A^.

Je suppose d'abord que la fonction F(^) satisfasse à une équat ion d i f -
férentielle linéaire, à coefficients constants, sans second membre; je
veux montrer que lafonctionF(A) satisfait à la même équation. En effet,
si dans l'équation différentielle on remplace F(^?) et ses dérivées ¥{œ),
V'\x}, ... par leurs développements en série, les coefficients desdifle-
rentes puissances de x seront nuls séparément, puisque l 'équation
différentiel le se trouve vérifiée. Dans cette même-équat ion différen-
tielle, remplaçons maintenant la fonction et ses dérivées par F(A) ,
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<——)? f—^--'>' • • • 5 et remarquons que l'on a^ en vertu de la re-dx ctx*'
lation f i ) ,

^(A) , , /^ rPF(A)__
——_——— —— j^ , ̂  i . _ — — — —— ^ i ri j . . . .

dx ' ' dx^ ' s

nous obtiendrons pour coefficient de A^, dans le résultat de la substi-
t u t i o n , ' l e coefficient qu'avait précédemment^; par conséquent, les
coefficients de tous les polynômes A sont nuls séparément et l 'équation
est encore vérifiée.

Par exemple, si l 'on considère la fonction

y ._.-- s i n oc —— oc —~ "——^ "T* ——".—y"™^ —— » » . •" ï . 2 . 3 i .a .3 ,z j - .5

qui satisfait à l 'équation différentielle

la fonction

d^y _""/—~ i"* y -1—1- 0)dx1 u

. , . . _ . A ;} A;;
S 1 n (A j -—-— A .1 — '"———^" ~r" ———,•".—',—~" '' / 1.2.3 ï . 2 . 3 . 4 * 5

salisfail à la même équation, et l'on a, par suite,

s i n ( A ) === X cos^-{-/xsin^,

X et;x étant des constantes.
On voit, par le même raisonnement, que, si la fonction F(o?) satis-

f a i t à une équation différentielle linéaire à coefficients constants dont
le second membre est une fonction y(^) développable en série conver-
gente suivant les puissances croissantes de^?, la fonction F (A) satisfait
à une équation différentielle ayant le même premier membre et ayant
pour second membre < p ( A ) .

13. Je passe maintenant au cas plus général où la fonction F(^)
satisfait à une équation différentielle linéaire dont les coefficients sont
des polynômes en..r et dont le second membre est une fonction f{sc)
développable en série convergente suivant les puissances croissantes
de x,

Pour ne pas rester dans le vague des généralités, je vais développer
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cette théorie en prenant pour exemple les polynômes P de M* Hermite
précédemment définis et en remarquant que la même méthode s'ap-
plique à des polynômes quelconques tels qu'un certain nombre de po-
lynômes consécutifs soient liés par une relation linéaire, ainsi qu ' i l
arrive pour les polynômes P qui satisfont à la relation ( i3) du n° 7:
( ï 3 ) Pn—xfn-{ -+- 2 [n—l)P^_2==0.

rétablis d'abord quelques propriétés des séries procédant suivant les
polynômes P. Soit
( 22 ) U == Âo P() 4- ^1 Pi 4- . . . 4- À/, P/, + . . .

une pareille série, et considérons le produit ux :

. ux = ̂ o^Po 4- ^1 •rPi 4-... -4- \iX^n 4- . . . .

La relation ( ï 3 ) permet de transformer le second membre en une série
de polynômes P; cette relation peut , en effet, s^écrire

^P^,i = P/^ -+- -2 [n -- ï ) P/,^2,

d'où l'on tire immédiatement les expressions des termes xï\, .-rp,,
.yP,2', ... en fonction des polynômes P. On obtient ainsi la série

^ ^ = = 2 Â i P o + ( Â o - + - a. s & Â a ) Pi "h. . .-4" [À,^, -i"2(^ 4~i)^ , , , , , , ]p^4- . . . .

Si, d'autre part, on remarque que

^ =: 7^ Po + 2?ia Pi + . . . 4- n^n P//..^ -4" . . . ,

on voit que l'on a

(23) ^ — 2 ^ = A o P l 4 " ^ P 2 + . . .+5^P/,4-.. ..

Appelons^ celte dernière série et appliquons-lui la formule précédente;
nous aurons

rh
^x -"%—=; Xo Pa + ̂ t Pa -+•.., 4" Â/<^2 Vn -\- .. .,

ou bien, en remplaçant v par sa valeur ux — % ~^

( 24 ) ^2 - 2 ̂  - 4^^4-4^ == Ào PS 4- ^, Pa 4- ... 4- À^2 Ï̂ . -h ....
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En appliquant de nouveau la formule (aï) à cette série (-24). o11 01)-
tiendra l'expression de la série

ÀO P3 -1- ^1 P.i + • • • - + - ^--3 P/Z - + - • • •

en fonction de ̂ ^^ ̂  —. et ainsi de suite.' dx dx'^ dx^

14. Je reviens maintenant à la question que je me suis proposée. Jo
considère une fonction

^ == F ( .r ) =-- cïo + ̂ t -^ -+- ct'ïX^ -h-.. . -4~ a/^" -4-...

satisfaisant à une équation différentielle linéaire dont les coefficients
sont des polynômes en x et dont le second membre est une fonction (f{x)
développable en série suivant les puissances positives croissantes de x;
je suppose, en outre, les séries F (P ) et y (P) convergentes, et je me
propose de former une équation différentielle à laquelle satisfasse la
fonction

z == F( P ) == OQ P() -4- a\ P,( 4- ctî Pa -4-.. . 4- ̂  î\ •+•....

A cet effet, je remarque : i° Que, dans les séries
df d^v

rï ̂  ̂  "" '

es coefficients respectifs de x11 sont les mêmes que les coefficients de P/^
dans les séries

dz d^z
Z, -7— ? ~,—" î , • . 3
' dx dx1

r/Painsi qu'il résulte de la formule -— •===..nVn'-^ î
a° Que, dans les séries

r/r d^y
'^ x^ x^ t t "

es coefficients respectifs de OD"- sont les mêmes que les coefficients de P^
dans les séries

dz dz d^z d^z d3 z.^—2-7-? ^—-~» 2«r~;7 ^~— — z——r • - • - »
r/^ a.z' dx2' dx^ dx^
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ainsi qu'il résulte des formules (22) et (23), dans lesquelles on prend
successivement pour u les fonctions z, €-5-^ LLÎ, ...- dx dx^

3° Que, dans les séries

„ dr „ d2 rx1^ x1 —', x 1 —» • • . ,u dx dx1

les coefficients de œ^ sont les mêmes que ceux de P^ dans

/ ., \ , dz . cl1 z , . , dz , r/2 z . d'^ z.%— 2 s — 4.Z—-1- 4 ~—, ^2_ 2 __4^ 4-4 ,
' ^ ^^- l &2 v ' dx ' c/^'2 • ^^

/ , . d2 z . (P z , ̂  z
X1 — 2 -.—— — 4 ̂  ——7, •+- 4 -T~ 5 • • • 9' ^2 ' '̂:î </.r«

ainsi qu'il résulte des formules ( . 2 2 ) 0 1 ( 2 4 ) , dans lesquelles on fait

successivement u = z,u = y3 5 ^ == <—^ - - • ; et ainsi de suite.

Or, le premier membre de l 'équation différentielle à laquel le est sup-
posée satisfaire la fonc t ion y est une somme de termes tels que

dy rf2 yy ^--, _:. ...
J dx dx'1

dy rf-'r
3C) ) iJC . ) 3C 'i—~ 5 ' * " s

dx dx2

,̂, ̂ ^, ̂ ^ . .,
(fx d x 1

mul t ip l i é s par des coefficients constants; on obt iendra donc une
équat ion différentielle à laquelle satisfait z en remplaçant dans le
premier membre chacun de ces termes par l'expression correspondante
indiquée précédemment, à savoir, par exemple, y par z , œ^ par

dz\ d^z 2 rf2 r / 2 ^ ^2 z r d» z , rF z , .
^T^^d^^ ^P^^-2)^-/^^^^^9 e t e n ecn'
vant y(P) à là place du second membre y (.r); car, dans la nouvelle
équation, les coefficients de Posent dans les deux membres les mêmes
que ceux de x'1 dans l'ancienne, et par suite ils sont égaux.

Afin. de î É\ formais, -j0 Série. Tome IX. — AvRifc iî8o. 18
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15. Je vais ma in t enan t app l iquer la ihéorle précédente à quelques
exemples.

Le polynôme P^ satisfait, comme nous l 'avons vu, à l 'équation diffé-
rentiel le

d'2 r dr
2 -___ „_ % -L- -4, ny == o ;

dx'2- dx u

par suite, le polynôme (P 2 )^ , obtenu en remplaçant , dans P,,, ̂  par PA,
satisfait à l'équation

. d^z dz4. — .— x —. ~i- m == o,
dx'1 dx

qui se ramène à la première par le changement de x en œ\j^, ainsi qu'on
pouvait le prévoir d'après la relation que nous avons trouvée entre les
polynômes P^ et (P2)^.

Le polynôme A,,, ayant pour fonction génératr ice —^-y satisfait à
l 'équat ion di f férent ie l le

^^^(^^^^^^.^(noT).

Donc le polynôme (AP),z est une intégrale particulière de l ' équat ion

rf3 z , , cl2 z , . dz
2 -/— — [ X •+• 2 1-—— +• A- -|- n) -y- — riZ -r:r 0.

rf^3 ' ' a^2 a^

De même, de l 'équation
, , d^r dr1 -^ .̂2 ^ _ ^ «_, 4^ ^2y ̂ : o1 ' dx'1 dx "

à laquelle satisfait le polynôme y == cos(narccosa?), on d é d u i t pou r
le polynôme z = cos(/i arccosP) Véquat ion du quatrièine ordre

. c^ z . d9 z , „ K ^ d 2 z dz
^—— — 4^-— -+- ^— 5 —, 4- oc -,-" — n ^ z :--~:o.' ̂ •i " dx^ { ' dx^ dx

On pourra de la même manière former, à Faide des polynômes de Le"
gendre et des polynômes de Jacobi, des polynômes satisfaisant à une
équation différentielle du quatrième ordre.
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Soît maintenant la série

ï x ï .y2 ï x11
ni-' -—— r 1 _ __ __ _ 1 _ _____________ _____ _J_ 1 ______________________________________ ____________ __i

' a i a[a -\- ï ) 1.2 * ' * a ( a - l - i ) . . . ( ^ - 4 - ^ — i ) 1 .2 . . .^ ' * ' *

qui a été considérée par Legendre. Cette série satisfait à l 'équation d i f -
férentielle du second ordre

j2 y. ^Y
oc —L + a —i- --. y s= o.

dx^ dx u

On en conclut que la fonction représentée par la série convergente

„ ï Pi ï P'* ï 'P/,
Z :=: Pô 4- ~ — -h ———————r —— 4- . . . -+- ———————————:——————————; ———"—— •+ . . .a ï a ( a -4-1 ) ï . 2 a [ a -h ï ; . . . ( a -t- n — ï ; ï . 2. .. n

satisfait à l 'équation différentielle du troisième ordre

d^z d^z dz ^
dx^ dx^ dx

Soit encore la fonction

x x2 x11
y == ï -\- —— 4- ———— -4-. . . -î" -.,——.- ....,.-.,-...„—., -^- ,
v 1 . 2 ï . 2 . 3 I .2. . . (n 4- ï ) ' ' '

qui satisfait à l 'équation
xy =z e^ — ï .

On en conclut que la fonction

Z ^— S'Q "~r" —— -+• ———5 •~h" . • • '"1"' —————7————r "4" • •
1 , 2 1 . 2 . 0 J . 2 . . . ( n -+• 1 )

est une intégrale particulière de l 'équation différentielle

dz „QQZ ~~ 2"— == e1 — ï , !
a^r

é^ désignant, suivant nos notations, ce que devient la série e^ quand on
y remplacer parP/,. Mais on a, d'après la définition même des poly-
nômes P,

, ! • ! e^^e^-^; ! ' ! , .
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l a fonction z vérif ie donc l 'équation

dz
^ • xz ==: r — e^"'

16. La quest ion que nous venons de traiter comprend la solut ion du
problème suivant :

E t a n t donnée une fonction développée en série de polynômes ( P ~ 1 )
inverses des polynômes P et satisfaisant à u n e équa t ion d i f fé rent ie l le
l i n é a i r e dont . les coefficients sont des polynômes, former une équa t ion
di f fé ren t ie l le à laquel le satisfasse la fonction obtenue en remplaçan t
c h a q u e polynôme (P~ 1 )^ par x11.

Il suff î t , pour ce l a» de faire subir a l 'équation d i f fé ren t ie l le les
t ransformat ions indiquées précédemment, car remplacer (P '^par^ ,
c'est remplacer xri par P,;, a t t e n d u que (P-T)^== oc'1.

On peut aussi déduire de là une méthode pour développer en série
de polynômes (P""1) certaines fonctions définies par des équa t ions d i f -
férentielles linéaires ; mais je ne m'arrêterai pas sur cette question.

17. Je termine par quelques remarques sur ce que deviennent les
polynômes considérés, pour des valeurs de n infiniment grandes. A ce
point de vue, les polynômes peuvent se diviser en deux catégories.
Dans la première se placent les polynômes An qu ' i l suff i t de diviser par
une fonct ion y (^ ) de l'entier n pour que le quo t ien t —— tende vers
u n e limite/^) quand n croît indéf in iment . Tels sont, par exemple,
les polynômes déjà considérés

. / x <r2 x11 \
Au == i. a... n i 4" " + -— •+-.. . "4- ———— ?

V ï i . 3 i. a. . . n j

car on a évidemment
l i m ——//—•==-€<!. 9.. .. n

Dans la seconde catégorie se rangent les polynômes qu'il faut diviser
par < p ( n ) et dans lesquels V faut, en outre, changer la variable x pour
obtenir une fonction qui tende vers une limitcy(^) quand n croît in"
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déf in i lnent . Tels sont, parmi les plas simples, les p o l y n ô m e s

B,,(r) ̂ i-t-^,
car on a

-, /^\ / ^ \ ^
B// - -^ « + - •>\n,i \ n )

et par s u i t e
liniR,; ( ~ ) ^e-1'.

\n/

18. On a un exemple de polynômes clé la première catégorie en
considérant les polynômes A^ qui ont pour fonct ion génératrice

r~~î~' L^P1'6881^ générale de ces polynômes est

, , . / , r n x n f n — i Y .r2
A// =-- p [ p 4-1 .. . (p -+ fi — i M ï1 -f- ———-—— - 4- ———————-—-————- "— + . . .

* ' ' [__ / ) + / l — l î [ p "t- f l — ï j [? -r-n-- 2j 1 . 2

n ( // —• ï ] . . . î . x " "1
' ' ( p "!••• n —- î ] . . . f /; -ï- i ) j ) f .^. . . / / V

d'où l'on déduit

A -/?-!-/L —_ n ï -^ '̂ îî l̂ ll-̂ ^ f" ï + --Zî:_- •T ..^_,.^..... î î(n l - .'I___ fl „,.
// î . '?- . . . /^ l. '.>. . . fl | p 4- //. •-- I 1 [ S) "4" SI -— I ) f />» -^1•- //. — 2 ) 1 . 2

n. {n — -i ) . . . ï x11 ""[
! ? -4- /^ —— ï j . ̂  j n ̂ .. | \p i . 2 . . . ̂  J

et, quand n croit i n d é f i n i m e n t ,
/?.1-/7 _ ï

l i t il /I./;' ——————————————————————— -"--1 " g ^ < " ' * ' ' «

1 .2 . . . ^ 1^)

Plus généralement, on peut ranger dans celte catégorie les polynômes
admet tan t pour fonc t ion génératrice la fonction F ( a , ^ , y , À), que j 'a i
considérés plus hau t ( n° 8 ).

Les développements en série procédant suivant des polynômes de
cette espèce présentent une par t i cu la r i t é intéressante. Supposons que
l'on ait un polynôme Q,, tel que l i rn——==/ (^ ) pour n i n f i n i , que

ce po lynôme Q,, satisfasse ou non à la relation —^ ^Q/< r Posons

R^ == ——.•"" »
1 y(^)
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de façon que ce nouveau polynôme Retende vers une l imite /(^) quand n
croît indél iniment . Si ma in t enan t on veut développer une fonction
donnée T{sc) en série de polynômes Q^, ou , ce qui revient au même, en
série de polynômes R^, on déterminera par u n e ce r t a ine méthode les
coefficients du développement, et l'on aura

F (.r) = ao Ro 4- ai Ri -h ... -'(- an ï{/t -h . . ..

Mais, si l'on veut appl iquer ce mode de développement à ta fonct ion
particulière/^), limite de R^, la méthode de déterminat ion des coef-
ficients donnera o pour tous les coefficients Oo, a , , . . . , a^ . . . , car il ne
subsiste alors qu'un terme du développement, à savoir le terme de rang
infini R,, qui est f[oc}, et don t le coefficient, a, == i , est seul différent
deo .

Par exemple, il résulte de ce que nous avons dit ( n ° 11) sur le déve-
loppement d'une fonction F(.z?) en série de polynômes A,

/ x x11 \
A/i =-•=: t . 2. . . n i •+ — -4-. . . -+- ————— i\ î ï . ̂ . . . n j

que le coefficient de ——1— dans ce développement est égal à la diffé-
rence des dérivées

r<^F(^)"| r^'Ff-rn^ ̂  ̂  ̂ ^. ĵ̂  ̂ ^_^

et l 'on voit que, dans le cas particulier où l'on suppose

F^^lim—î^—r:r=^
' / 1 . 2 . . . n

la valeur de tous les coefficients On est o.

19. Parmi les polynômes de la seconde catégorie se trouvent, par
exemple, le.0 polynômes de M. Hermite et les polynômes ayant pour
fonction génératrice er^, auxquels on peut appliquer la méthode em-
ployée par ML Hermite [Comptes rendus, t. LVIII, p. a66) pour trouver
une valeur approchée de P/z(^) quand n est très grancL



SUR UNE CLASSE DE POLYNOMES. • l43

20. La méthode employée dans ce Mémoire peut se génér-aliser et
s'étendre à des polynômes d 'un nombre quelconque de variables.

Soit y^i, ̂ , ..., ̂ ) une forme quadratique de n variables, et con-
sidérons la fonction

F(.r,,.r^ . . ., .r,/, A| , Ii'i, • . ., h^]

— -.tœ'.fi+-/^,.fa-+-/<--, ...,.»•„ 4-A/,l—s (.'•i,.r.-,, . . . , .»„) —a (Ai, &.,, ..., ̂ M
——— ,y 3— e ,

Soit, en outre, f{h^ 7^, . . . , À,;) une fonct ion quelconque dévelop-
pable suivant les puissances positives croissantes de 7^, A^, . . . , Â / ^
Si l'on pose

/(//,, //a, . . .,/!„) F(.r,,.r2, .. .,x^ A , , A^, . .., A / / )

Y //^/^...
^ Z Y^--^-^--^^^^^^^^^ u .̂,...,

les fonct ions U^,^.., seront des polynômes en x^ x^ ..., ̂  de de^ré
n^ -^n^-\ . . . ,dont les propriétés seront analogues à celles des polynômes
d 'une variable que je viens de considérer. La fonction/^,, A^, . . . , /?„)
pourra être noïnwée ^fonction génératrice des polynômes U. En pnr t i -
cu l i e r , en p renan t

f/ i i i \ —•i-ïC7 ' ! '7^»-"^,/)
j ' [ f i \ , ^2, . - ., finr-^e - ,

on a les polynômes de M. Hermile à plusieurs variables. Et même on
peut généraliser davantage et prendre pour la fonc t ion

F(.ri, ^2, . ., ^,,, h\, As, .. ., hn)

une expression de la forme
^lp(f.rph,j^

la sommation étant étendue aux valeurs entières de p et q depuis o jus-
qu'à n, sans que Fon suppose Opy ==<2^, comme il arrive dans le cas
où cette somme est dédui te d 'une forme quadrat ique de la façon in-
diquée,

La dérivée partielle par rapport à une des variables x^ d'un poly-
nôme U de degré m, -,—? est une fonction linéaire et homogène des

OOCk

polynômes U de degré (m — î ) .



ï / j 4 P. APPELL. — SUR U?Œ CLASSE DE POLYNOMES.

Considérons, par exemple, le cas de deux variables. L/ideotité

f (A, A')^^^^^-^^^-^) =:V ———hm-^——— U,,/,/J • ' ^j i. ').. . . n i . i . 2. . . /i

déf in i t des polynômes U/^ de degré m-4- n en .r et j. En p renan t les
dérivées des deux membres de cette identité successivement par rap-
port à x et y, on t rouve

^^== ^zU/,.-, ,+/mU^ .,
K' ô'v\ ^,5 i '

\ ^?=:6/mU^..,,,,+^U^^...
I <}/•

Si l'on suppose/(A, k} = ̂ —.^., on voit f a c i l e m e n t que les poly-
nômes U correspondants vérifient les deux relat ions

U,//,,/ —• {m -{-• r/.̂  4- by) Vm~^\,n — ̂  U/^/z-i •4-(û^ -+- //jj [(m — ï ) Um^2,n + nU,/̂  i,,/..,, i ] rrro,

IL/.// — w U///" \ .n. — (^ 4- b x 4" 6\T) U/,/,//.,. i -4- ( bx~\- cy) [(n — ï ) U,̂  ̂ ^i 4- m U/// .„, ./^, ) :••::.;• o,

d'où l'on d é d u i t , pour le polynôme U,^, deux équations du second
o r d r e aux dérivées partielles, en se servant des relations (s>5) pour
remplacer U/,^i^ U^^<<, U,^,/^ U/^ .2 ^t U^i^^ par leurs expressions
en fonction des dérivées part iel les de U/^.


