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SUR

UNE GLASSE DE POLYNOMES,

Psr M. P. APPELL,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE DIJON.

1. Je m’occupe, dans ce Mémoire, de certains polyndmes en x
formant une suite '
A(), Al, seay A/zm“ AII; sy

dont le terme A,, est un polynoéme de degré n et dans laquelle deux
termes consécutifs sont liés par la relation

A
(') (-Jx—’}::nA,,_{.

Les polynomes les plus simples de cette espece sont les puissances con-
séeutives mémes de la variable,

I, &y 0wy 201, 270 L,
car on a

Mais il est facile de voir qu’il existe une infinité d’autres suites pos-
sédant la propriété (1) et de former I'expression la plus générale des
différents termes d’une pareille suite. On voiten effet, par la méthode
des coefficients indéterminés, que I'on a

n(n—r1)

n
(2) An: oz,L—l—;o:,,__;x—f- a2

n
U0 X2~ .+ Tdhl‘"" -+ g X1,
les coefficients a,, @, ..., @, étant arbitraires, de sorte que dans
chaque polynéme A, il entre un nouveau coefficient ¢, qui ne figurait
pas dans les précédents.
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11 est bon de remarquer que, si I’on a une suite de polyndmes
XO, XI, R Xn-l: sz’ e
tels que 'on ait

l n
%:cp(n)xn_,,

o(n) étant une fonction quelconque de n, on peut ramener ces poly-
nomes aux précédents. Il suffit en effet de poser

1.2.. n
A f— X,
" olo).e(r) -.o(n)"
pour que I'on ait
dA,
Tz = A

2. L’expression générale (2) du polynéme A, fournit une aulre
maniere de former ce polynome. A cet effet, con51derons le dévelop-
pement

h h? hn
(3) alh)=oap+ i+ — cta+ . ..+ ———ap+ ..,
I 1.2 I.2...10
les cocfficients aq, @y, ..., oy, ... se succédant suivant une loi quel-

conque; je désigne, pour abréger, ce développement par a (%), sans
m’occuper de savoir si la série ainsi formée est convergente ou non. Je
considere ensuite le développement

h h2 hn

e""“:l—i~—la:—l— 21‘2-?-...—%— — ..
I

1.2...1R

et je fais [e produit des deux développements a(4), ¢**. Si I’on ordonne
ce produit par rapport aux puissances de &, on obtient précisément le
. . hr ,

polyndme (2) A, comme coefficient de ——— 21 — de sorte que I’on peut
éerire

' V/ h2

4) alhyerom Ay A+ pg s
I 1.2 1.2.. h

Cette identité (4), ainsi déduite de I'expression générale (2) des poly-
némes A, peut, a son tour, servir de définition & ces polyndémes. De
cette fagon, 4 chaque suite de polyndmes A correspond un seul déve-
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loppement a(%) et a chaque développement correspond une suite de
polyndomes. J'appellerai a(%) la fonction génératrice des polyndmes,
en modifiant un peu le sens que 'on attribue ordinairement i cette
expression.
Aibsi, par exemple, on pourra prendre pour fonctions génératrices
les séries
h2 hs h2n

R e i
I I.2 I.2...1

1
;——-V/L::r+lt-s~/ﬁ+...+/:,"+...,

alh)=1+h—+r1.0h+. . . +1.2.. .0l ...

La fonction génératrice des polynomes formés par les puissances de
la variable
. L, £, 2%, ..., x2",
est égale a 'unité.

3. Ltant données deux suites de polynomes

AO: AH ety Ally ee ey
By, By, ..., By,

admettant respectivement pour fonctions génératrices a(%) et b(4), je
remarque d’abord que les polynomes

7\:\0'}‘[/.“0, 7\1\{ "{“[J‘Igj, ve ey 7;.’&/1 -+ {J.]}/,[, ceey
olt 2 et p. désignent deux constantes, admettent la fonction génératrice
da(h) -+ pb(h),

ainsi qu’il résulte immédiatement des définitions. Je considere ensuite
le polyndome obtenu en remplagant dans A, les puissances de la va-
riable 2°, 2!, ..., &, ..., @” respectivement par les polyndomes By,
B, ..., B, ..., By, et je désigne ce polynome par (AB),. Ces nouveaux
polyndmes (AB),

(AB)s, (AB)y, ..., (AB)s ..

forment une suite possédant la propriété exprimée par la relation (r),
et leur fonction génératrice est le produit des deux fonctions généra-
trices a(A) et b(A) des polynomes A et B. En effet, pour obtenir les
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polynémes A, on considere le développement

h he hr
eh‘r:x+-l—x+l—;x~’i~...+ —an ...,

1.2...01n2

on multiplie ce développement par a(%), et 'on ordonne le produit par
rapport aux puissances de A, ce qui donne

N2 hn
Ag-'r'. v e+
2 I.2..

a(/l)e}l‘L.:Ao_(“?Al "{"‘ “"z'A”"l-.-.-

1.
Pour obtenir ensuite les polyndémes (AB), il faut, dansles polynomes A,
remplacer % par B;. Par conséquent, pour former les polynomes (AB),
il suftit de considérer le développement

h h2 hn

S=Bo+ =B+ — By-+...+ -Bp-r. .,
1 1.2

1I.2...n

de multipliei’ ce développement par a(%) et d’ordonner le produit par
rapport aux puissances de %, ce qui donne
h h? hn

alh)$ = (AB)o+ 7 (AB)y =+ = (AB)y-i-. ..o - =
Mais le développement S n’est autre que b(%2)e"*, done a(£)S est égal
aa(h)b(h)e", et la fonction génératrice des polyndomes (AB) est
a(h)b(h).

Il résulte de ce qui précede que 'on a

(AB)n = (BA)n,

car les polynomes (AB) et les polyndmes (BA) ont la méme fonction
génératrice a(h) b(h). v

En particulier, on peut supposer les polyndmes B identiques aux
polyndmes A, et 'on voit que les polynomes (AA), ou (A*), obtenus
en remplacant dans les polynomes A les puissances de la variable telles
que x* par A admettent pour fonction génératrice le carré a®(4) de la
fonction a(A). . ‘

Simaintenant on considere une troisieme suite de polynémes C, ayant
pour fonction génératrice c(4), on voit que les polyndomes (ABC)
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obtenus en remplacant dans (AB) «* parC;, out pour fonction généra-
trice le produit a(2)b(%)c(%). En particulier, on peut supposer les
polyndmes A, B, C identiques, et ainsi de suite pour un nombre de
polynomes aussi grand que I'on voudra.

Nous sommes ainsi conduits & une opération sur les polynomes qui
est analogue a la multiplication eta I’élévation aux puissances entieres,
et qui correspond effectivement & ces opérations effectuées sur les
fonclions génératrices.

On peut de méme concevoir des opérations analogues a la division
et & I’élévation aux puissances fractionnaires positives ou négalives.
Ainsi, on pourra se proposer de chercher des polynomes C tels que
'on ait

(AC)r == By;
la fonction génératrice de ces polynomes C sera le quotient des fone-

tions génératrices de B et A, et I'on pourra désigner ces polyndmes C
/B ,
par k—— » de sorte que l'on a
n '

A
B
(45), 7

comme dans les opérations élémentaires. En particulier, étant donnds
des polynomes A, on peut chercher des polynomes B tels que

(AB)p == an;

ces polynomes B ont pour fonction génératrice I'inverse de la fonction

génératrice de A; je les appellerai polyndmes inverses des polynomes A,
L . I e

en les désignant par la notation <X> ou (A™').

Je n'insiste pas sur les opérations analogues aux élévations aux
puissances, qui se congoivent aisément d’aprés ce qui préctde, me
bornant & remarquer que la fonction génératrice des polynomes (A™),
est a”(h), a(k) étant la fonction génératrice des polyndmes A,.

4. Avant de continuer cette étude, appliquons ce qui précede i
quelques exemples.

Considérons d’abord les polynémes A ayant pour fonction généra-
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trice (1—£); on a
hn

1.2...10 (27— n2n=t)

(t—/z)e’“‘:x-l—?(.z‘—x)-%—..

done
A, =x?—nxr—1t.

Proposons-nous de trouver les polynomes inverses des polynomes A,
¢’est-h-dire des polynomes B tels que le polynome

(AB)II = B” —n B,[_.¢
se réduise a 2. Ces polyndomes inconnus ont pour fonction génératrice

1
e =1 A A N2 ML
1— A

de sorte que I'on a, en effectuant le produit l—_‘_——/; e,

zr  z? xn
By=1.2...n{1+ =+ T A
I 1.2 1.2...0

On voit, en effet, que
B/z —-— nB/I__g = xn,

Je prends un deuxieme exemple. Considérons les polynémes P, (x)

ayant pour fonction génératrice e
A h n
(5) e-ll~eh‘v: P() -+ - P{ + ‘o .+ """/‘I"'”“"‘ l.)/[+ e e
1 I.2...n

Ces polynomes P,, dans lesquels on remplace la variable « par (— 2x),
donnent les polynomes de M. Uermite (Comptes rendus, t. LVIIL, p. 93,
266). Les polynomes (P*), obtenus en remplacant dans P, les puis-
sances de la variable telles que «* par P, ont pour fonction génératrice
le carré de e, c’est-d-dire ¢*#*. On a donc

. - \ h, .
(6) e=2h e’”:(P*)o—f—-f(l’-).—l-...+~-—-»-«~;(P'—’)n+....

Dans l'identité (5), posons

—~ x
h=1MWJ2, z=-
2
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elle devient
— n
s L y/2 z’ no3 !
e—2h" phlr! — Py +- \/ P, <1>+...+—L—P,z<i>+ vy
1 \/2 1.2...0
et par suile, en comparant a (6),

( p2 )II == ”g Pn (i-:> .

\/f)

Cherchons aussi les polynomes inverses des polynomes P. Ces poly-

A . , . I
nomes (P~*) ont pour fonction génératrice ——z ou e**; on a donc

(7) ehteht — (P-1) +£‘(P-") e ~—/i"———(P—') +
7/ - — S0 I | e l2...n n cene
Posons done I'identité (5)

h=MNWi, z=—1ix,

i désignant le symbole v — 15 cette identité devient

n o . ., e, L
eh" e’ = Py +- —l—zP, (—iz')+...+ l—~£~----n-‘l"l’,, (—iz')+. ..,

et par suite, en comparant a (7),
(8) (P = inPy (—iz),

Les deux formules que je viens de démontrer peuvent étre comprises
dans une autre plus générale,
Iy Z
(Pm), =mzP, | == ),
ym
dans laquelle m est un nombre quelconque entier ou fractionnaire,
positif ou négatif, et qui se démontre de la méme maniére que les
précédentes.
Les polynomes qui ont pour fonction génératrice e, £ désignant un
entier positif, possedent des propriétés analogues.

5. Soit une suite de polyndomes A ayant pour fonciion généra-
trice (k). Je me propose d’exprimer en fonction des polynomes A les
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. .y . L , da(h)
polyndmes ayant pour fonction génératrice la dérivée de a(k), —72—1
Jentends par dérivée de a(%) un développement dont tous les termes’
sont les dérivées des termes de a(h). Je désigne par la notation (dA)
les polyndmes cherchés. On a

h h2 fun
{ B Ay L TS ST
‘9) a(/z)ef.,.A(,;-IA.+l.2A_+...i LZ”‘"A,,} ,
. dalk) . . h L2 . hr
l()} —Tz%*eh‘l':(dA)()'!";‘(dl\)f+n((}A}g‘!‘-.-+ ;‘:z—-““l-z '\(1“\‘!71"{"'1-.-

Prenons les dérivées des deux membres de Uidentité (g, par rapport
a k. On obtient

da(h) . h
1alh) he s walh)ervm Ay M Ayt e — L A
dh 1
. da(ly . \ ,

Remplacons maintenant -~ ¢** par sa valeur (10), el égalons les

’ (4/[ >
coellicients de A7 dans les deux membres ; nous avons la relation
‘,"l,\' {(iA)n ::AIMI_“.TAIU

L]

qui est ta relation cherchée.
De méme, en désignant par (d*A), les polyndmes ayant pour fonetion
. dralh)
generatrice T’ 0na
(d2A )= Apgn — 228,01 - 22 A,

D'une maniere générale, en appelant (¢*A), les polyndomes ayant

. . . . dra(h)
pour fonction génératrice — -~ on a
, I
o 5 b b —x
Ll?‘ (([’”\}/1 = A,;,Lk— —;'xAn.; N "I“‘“l“)"‘)“" zﬁA/“ Jimm ™4 e s s

Dans le second membre, tous les termes en a d’un degré supérieur
a nse détruisent, de facon que le second membre est un polynome de
degré n.

6. Supposons que la fonction génératrice a(A) des polynémes A
satisfasse & une équation différentielle linéaire dont les coeflicients
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soient des polynomes en 4. Multiplions alors les deux membres de cette
équation par €, et remplagons les produits

dka(h) he
dhk
par les séries

h n
I3 o k e e 'k :
(A Yo+ T (dFA) i oo (A8 )

L’équation ainsi obtenue devra étre identique, et les coefficients des
mémes puissances de 4 dans les deux membres devront étre égaux. En
égalant les coefficients de A* dans les deux membres, on aura une
relation linéaire entre un certain nombre de polynomes A, (dA), ...,
(dA), ... '

De cette relation on pourra déduire une relation linéaire entre un
cerlain nombre de polynomes A, en y remplacant les autres poly-
nomes (d*A) par leurs expressions (12) en fonction des polynomes A.

Enfin cette derniére relation, linéaire par rapport aux polynémes A,
pourra servir a former une équation différentielle linéaire a laquelle
satisfait le polynome A,; pour obtenir cette équation différentielle, il
suffira de vemplacer tous les autres polynomes qui figurent dans la
relation par des dérivées de A,, au moyen des équations

dz

2»’\/)
d v = n(n—1)Ap_s,

“dz?

o nAnuU

7. Appliquons cette méthode a quelques exemples particuliers-

Soit d’abord la fonction génératrice a = 1——_':—/-1 Cette fonction
satisfait & I'équation linéaire
(1—A) Z—%-—- a==o,
d’ou, en multipliant par e,
da ho AL —.
(r-—h)a—/—le aeht = o,
Remplagons 2% ¢+ par le dével t
emplagons —7 ¢** par le développemen
h hn
((l’A)o -+ 1 (dA)( b R o T h (dA),,'}*. .



128 P. APPELL.
et ae*® par le développement

hn

2...n

Ap—+...,

' A¢\+£:'A1—l—...+l

puis égalons & zéro le coefficient de A*~*. Nous aurons
((IA )/)..1 —_— (n -1 ) (dA)n...g -_— Au_g == 0.
Mais on a

(dt\)n_l =Ar —2zA,y,
((ZA ),1--2 = Ap—1— x2Ans.

La relation précédente devient done

Apn—(z +n)Apy+(n—1)xA, =0,

qui est une relation entre trois polyndmes A consécutifs. De cette

relation on déduit immédiatement une équation différentielle &

laquelle satisfait le polynome A, en remplagant A,_, et A,_, respecti-
dA” ] (12A11

] .
ement _— e e e v ld nne
v PAT o 7 O iy e 0 Coquido

CAn_ {(z -+ n) % +nA,=o.

x
dx?

Prenons maintenant les polyndmes P déja considérés qui ont pour
fonction génératrice p = e~ Cette fonction satisfait  'équation diffé-
rentielle

d—p-f—z/zp:o.

dah

Multiplions par e et faisons

dp h hn
Z/Z/;e/w: (dP)o%‘;(dP):-“.. .~ :"2—‘—':-—-,; (([p)u—f'. -
peht = Py - l—lP. T __‘__/z'f o
I 1.2...n

En égalant & zéro le coefficient de A", on 4

((lP)n...q - Z(n —_— K)P”42.‘=O,

et, comme
((ll))ll-—-l =P,— xzP, P
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on a
(13) Pr—xP, +2(n—1)Pp_a=o0,

d’olt 'on déduit ’équation différentielle connue

2 P ‘
(14) 2%;1)5’1——x%+n[’n:o.

On verra de méme que les polyndomes A, ayant pour fonction géné-
ratrice e, £ étant enlier positif, vérifient la relation

An—zAp +h(n—k+1)(n—k+2)...{n—1)Apr=0

et I'équation différentielle d’ordre £

'dkA" (l.‘\n
([5) g "(‘[‘;7“ - 'El—; +nAp,=—o.

8. Je considere enfin les polynomes Q ayant pour fonction généra-
trice la série hypergéométrique de Gauss F(«, 3,7, &) :

Flo, By, h)=1+ Bl .
7 1
calet+a).(a+n—=1)B(RB+1)...(B+n—1] AI"
V(1) (y+n—1) 1.2..n

Multiplions par
y h hn
et=1 4 - +.. . x4 ...

I 1.2...1m

Apres la multiplication, le coefficient de — sera
I.2...n

0 _ala+1).. (at+n—1)B(B+1)...(B+n—1)
e Py 1) .. (y+n—1).
x

- (y--n—1ln x
g - l+(_ac—{—n-—x)(f5—+—n—1) f
(6] N (y+n—1)(y-+n—2)n(n—r1)
(e+n—1)(c+n—2)(B-+n—1)(B+n—2) 1.2
(y+~n—1) ..yn(n—1)...1 an

+(o¢+n-1)...a¢(($+n-— 1)...p r.a.. n
17

”

x2

\
Ann. de I’Ec. Normale. 2° Série. Tome IX. — Avniw 1880.
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La fonction génératrice de ces polynomes satisfait & 1'équation diffé-

rentielle linéaire

d°F dF
(h—h2 )d/’ -l—(y-—a/e)-cﬁ——bF_o,

en posanl« —+ 3 +1=a, a@ = b. Multiplions cette équation différcn-
tielle par ¢**, développons en série et égalons a zéro le coefficient
de A% ; nous aurons
(n—1)(2Q)ps — (n—1)(n —2)(L2Q)n—3
—l—y(d())n 1 — a(n—- I)(dQ)n_“—“ [)Qll 1 = 0.

Cette relation devient, en remplacant les polynomes (d2Q) et (dQ) par
leurs expressions (12) en fonction de Q,
(n+7—1)Qn—[n—1)(22+a+n—2)+ 72+ 0]Ques

+m—1)z(x-+a-+-2n—4)Quo—(n—1)(n—2)22Qu_g=o0.
On a ainsi une relation linéaire entre quatre polyndmes consécutifs.
De cette relation on déduit I’équation différentielle linéaire du troi-
sieme ordre

. @43Q, d:2Q,
—~—3-x( z—+a-+2n—4) dx“l
(17) 40,
+[(n—1) (zx+ct+n—2)—l—}/x+b]-——'——n (n-+y—1)Qp=o0.

9. Ktant donnée une suite de polynomes A ayant pour fonction gé-
nératrice a(%),formons les polynomes (d='A) ayant pour fonction géné-
ratrice fa(h)dh. Ce probleme est 'inverse de celui qui a été traité dans
le n°5. D’apres 'équation (11), on a

Anei = (d="A)p— 2 (d~1A) ey,
de méme

A”__g'_: ((l'_4.A_)n_1 —_— x(d_‘A)n.—‘z,
Ao-— (d 4A)4 —_ .%'(d—‘A)

Multiplions la deuxitme de ces relations par «, la (roisieme par
a?, ..., la derniere par z"', et ajoutons; nous avons la formule
cherchée

(18) lll"’A)n :x”(d‘"’A_)o + A, A+ x2Apa .. As.
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Cette expression de (d='A), contient une constante arbitraire (d—*A),,
qui est la constante introduite par I'intégration.

10. Jaborde maintenant un autre genre de problemes, et je me pro-
pose d’abord d’exprimer un polynéme donné quelconque,

,f(x) =dox™ 4+ @ & . Ay 2+ am,

au moyen d’une suite de polynoémes A ayant une fonclion génératrice
donnée. Considérons, a cet effet, les polynomes inverses (A=) des po-
lynoémes A, et soit, par exemple,

(A—1‘J” — 7\0.%‘” -+ )\1 a1 B T }.n.
On en déduit immédiatement, par la définition des polynomes inverses,
 2l— 7\0 An -+ 7\1 An_q -+ ...+ 7\,on.

On a donc le moyen d’exprimer une puissance quelconque de « 4 I'aide
des polyndmes A, et, par suite, on obtient ’expression cherchée du po-
lynome /() en y remplacant toutes les puissances 2™, ™', ..., x, a°
par leurs expressions en fonction des polynomes A.

Par exemple, nous avons vu précédemment que les polyndomes

‘A”__—__—xn__nxn—l,

x x2 xn
B,=1.2. ..n(x+ B —f—...—{—-——-—)
1 1.2 1.2...1n
sont inverses I'un de I'autre. On a done I'expression suivante de 2” en
fonction des polynomes A :

Ag A2 An \
xh==1.2...N Ao+-+——~++—————)
I 1.2 .2 n

Nous avons vu aussi que les polyndémes

(tg)  Pplz)=ar— ’l..(.,’l.]:.’.) Zn—2 n{n—r1)(n—2)(n—3)

1.2

xA—

*y

ayant pour fonction génératrice e, ont pour polyndmes inverses les

polyndmes
(p_’)n = n Pn('— ix) [no b, éq. (8)]
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On a donc, d’apres I’équation (19),

n(n—r1){n—2)(n—3)
1.2

n(n—ru)

(20) (P—l)n_—_:xn_|_ N2 an=h4-, ..,

¢’est-a-dire le polynome déduit de ’équation (1g) en attribuant a tous

les termes le signe +. On a ainsi 'expression suivante de «” :

nin—1)(n—2)(n—23)
1.2

(n—1)

(21) xht— P/1+n P,z__"—'l—.--.

pn——2 -+

11. Etant donnée une fonction F(x) développée en série suivant les
puissances croissantes de @, on peut trouver le développement de cette
fonction en série de polyndmes A,, & la condition qu’on ait démontré
dans chaque cas particulier la possibilité d’un pareil développement.
Pour obtenir ce développement, il suffit, dans la série qui déve-
loppe F(«) suivant les puissances de «, de remplacer " par son ex-
pression en fonction des polynomes A déterminée par la méthode pré-
cédente. Il est clair que la région de convergence de la nouvelle série
ordonnée par rapport aux polyndmes Ay, A,, ..., A,, ... pourra étre
entierement différente de la région de convergence de la série pro-
cédant suivant les puissances de .

Proposons-nous, par exemple, de développer la fonction

z 22 x® xn '
Hz)=1++ =+ ~ - e o s e
I (r.2)2 (1.2.3)2 (1e2...n)%
suivant les polyndmes
x xh A
A,,::.z...n(x—}—-— b -~——-——-)-
1 I.2...0

On a, d’apres ce qui précede, et comme on le vérifie immédiatement,
xt=Ap—nAnp_i;
donc, en substituant dans J(x),

. - _._I... A" + ! A”'
1.2 1 2.3 1 3.4 (r.2)2 7 n(n 1) 120 (n—1j]?

Soit encore proposé de développer la fonction

x? ah x2n
COSZ =1 — = o = oo (1 e
1.2 1.2.3.4 1.2...20



SUR UNE CLASSE DE POLYNOMES. 133

en série de polynomes P, définis précédemment. En appliquant la for-
mule (21), on a pour coefficient de P,, la série

1 I 1 T 1 .
— = — (=1 )k —
(—1) 1.2...211[ O I +(=1) s kT J’

¢’est-a-dire

(—1)n e
1.2 2N
Donce
P. 2 ;
cosx=e!| Pg— — -—Bf‘———l-...—&—(——x)"mp"‘ T
_ 1.2 1.2.3.4 1.2...22 _

Mais je laisse de coté la question des développements en série, sur
laquelle je me propose de revenir, pour continuer I’étude des propriétés
des polynomes.

12. Dans ce qui suit, je ferai constamment usage d’une opération
particuliere que je veux définir une fois pour toutes. Etant données une
fonction F(x) développée en série convergente suivant les puissances
de x et une suite Ay, Ay, ..., A,, ... de polynémes, je considere la
nouvelle série obtenue, en remplacant dans la série F () chaque puis-
sance de @ par le polynome correspondant, 2° par Ay, ' par A, ...,
x" par A,, ...; s cette nouvelle série est convergente, elle définit une
fonction de = que je désignerai par F(A).

Je vais étudier les propriétés de la fonction F(A), en supposant que
les polynomes A vérifient la relation

A,

dx - IZA)I.Qq o

{1)

Jesuppose d’abord que la fonction F(x) satisfasse & une équation dif-
férentielle linéaire, & coefficients constants, sans second membre; je
veux montrer que lafonction F(A) satisfaith la méme équation. En effet,
si dans 1'équation différentielle on remplace F () et ses dérivées F'(x),
F"(), ... par leurs développements en série, les coefficients des diflé-
rentes puissances de a seront nuls séparément, puisque I'équation
différenticlle se trouve véritiée. Dans cette méme-équation différen-
tielle, remplagons maintenant la fonction et ses dérivées par F(A),
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AF(A) d2F(A)
AR 2
dx dz*
lation (1),

» «++» et remarquons que l'on a, en vertu de la re-

dF (A)
dx

d2F(A)

=F(A), 3

= F”(A) .. ;
nous obtiendrons pour coefticient de A,, dans le résultat de la substi-
tution, 'le coefficient qu’avait précédemment 2”; par conséquent, les
coefficients de tous les polynomes A sont nulsséparément et 1’équation
est encore vérifiée.

Par exemple, si I'on considere la fonction

x3 axs
-+ —..
1.2.3  1.2.3.4.5 ?

y=sinxr=ux —

qui satisfait & I'équation différentielle

d?r_}r_ .
dar TVTO
la fonction
A!l A!i

123 1.2.3.4.5 "7

Sin(A):At'—'

satisfait & la méme équation, et 'on a, par suite,
sin(A) =2cosz + p.sinz,

X et étant des constantes.

On voit, par le méme raisonnement, que, si la fonction F(x) satis-
fait & une équation différenticlle linéaire & coefficients constants dont
le second membre est une fonction ¢(x) développable en série conver-
gente suivant les puissances croissantes de x, la fonction F(A) satisfait
a une équation différentielle ayant' le méme premier membre et ayant
pour second membre g (A).

13. Je passe maintenant au cas plus général ol la fonction F(x)
satisfait & une équation différentielle linéaire dont les coefficients sont
des polynomes en « et dont le second membre est une fonction ¢(a)
développable en série convergente suivant les puissances croissantes
de z. ‘

Pour ne pas rester dans le vague des généralités, je vais développer



SUR UNE CLASSE DE POLYNOMES. 135

cette théorie en prenant pour exemple les polynémes P de M. Hermite
précédemment définis et en remarquant que la méme méthode s’ap-
plique a des polyndomes quelconques tels qu’un certain nombre de po-
lynomes consécutifs soient liés par une relation linéaire, ainsi qu’il
arrive pour les polyndmes P qui satisfont & la relation (13) du n° 7:

(13) Pp—xPpy+2(n—1)Pr_o=o0.
J'établis d’abord quelques propriétés des séries procédant suivant les
polynémes P. Soit
(22) w="2Po4+ 0Py 4-... -2 Pp+...
une pareille série, et considérons le produit zx :
ux=nxPo+ M 2P+ ..+ 2xPy4....

La relation (13) permet de transformer le second membré en une séric
de polynomes P; cette relation peut, en effet, s’écrire

2Py =Py 2(’2 — ')PII-27

d’ot ’on tire immédiatement les expressions des termes 2P, 2P, ..
2Py, ... en fonction des polyndmes P. On obtient ainsi la série

)

WX == 21,[’0—}— (7\1)+ 2.2)\2)P1+. e [;‘-n-—-l —1-2(11, —-i—-l))\/“ |]P,,+. ...
Si, d’autre part, on remarque que

du

;Z;: \’P()+27\2 P4 ...+ ’L?tnpn.“.l e

on voit que l'on a
due

(lx:_:)~0pl - 7\11)2"'*“-'-—*‘}./1_1[)/1""‘. .

Appelons ¢ celte dernitre série et appliquons-lui la formule précédente;
nous aurons

(23) ux —2

dv

vxr — 9‘7[‘—”- -:lopg'-'—;xip.’)‘*‘- .. l/l_gp”"“.. .y
. lt
ou bien, en remplacant ¢ par sa valeur ux — 2 i—[;f,
du d?u
(?4) ux?— 22U -—/].%‘;E -+ 4;&;—;‘;:101)2-% MPy A Ao Py
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Ln appliquant de nouveau la formule (23) & cetle série (24), on ob-
tiendra I'expression de la série

20Ps 4+ 2Py R Ry PRSP R S

. du du ddu .. .
en fonction de u, —— > —» —» ---» et ainsi de suite.
dz’ dx2" dx?

1%. Je reviens maintenant & la question que je me suis proposée. Je
considére une fonction '

r=Flz =a+axr+ax2+...+azx"+...

satisfaisant & une équation différentielle linéaire dont les coefficients
sont des polyndmesen « et dont le second membre est une fonction ¢(x)
développable en série suivant les puissances positives croissantes de a;
je suppose, en outre, les séries F(P) et o(P) convergentes, et je me
propose de former une équation différentielle & laquelle satisfasse la

fonction
Z:F(P):flupo—k a Py +asPo~+...4+aplPp—+....

A cet effet, je remarque : 1° Que, dans les séries

dr diy

haldy L e,
dx’ dx?

)

es coefficients respectifs de x” sont les mémes que les coefticients deP,
dans les séries

. dz d?z
' dx’ dxr T
e e et o . dap,
ainsi qu’il résulte de la formule T = nP,_,;
2° Que, dans les séries
dy dzy
- X —_ X —= “e
Y 2Oz ¥ dzr ’

es coefficients respectifs de «” sont les mémes que les coefficients de P,
dans les séries

(lz_ xﬂ d?z d2z dd z
dz dz 2

=57 X ; 2 ==
dz? 2 dz?
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ainsi qu'il résulte des formules (22) et (23), dans lesquelles on prend
. . dzs d?z

successivement pour u les fonctions z, =5 —— 5 -+
. dz’ dz?

3° Que, dans les séries

dy , a2y

X2 x2—y 22—,
e dx dz?

les coefficients de " sont les mémes que ceux de P, dans

dz d2z . , dz d2z
(w2 2)s—he T+ 38 (o2 E—ba R4
N d2z a3z diz
(@ =) g4 e

ainsi qu'il résulte des formules (22) et (24), dans lesquelles on fait

dz d2z

suceessivement 4 =z, u = > U = —

dx dx*?

, le premier membre de I'équation différentielle & laquelle est sup-
posée satisfaire la fonction y est une somme de termes tels que

» -«-5 et ainsi de suite.

dy
L@ ;
dx
dy ([-
‘Z‘ » —
2 =z’ T dar ’
R dy , dy?
22y, X2 2=y a? - —
s dz’ dz?’ ’
7 L ’ ’

multipliés par des coefficients constants; on obtiendra done une
équation différentielle a laquelle satisfait z en remplacant dans le

premier membre chacun de ces termes par I'expression correspondante
indiquée précédemment, a savoir, par exemple, y par z, oc;é par

dz d*z _,dy 2 d2z d3 z d" L.
P — g —— — 2 — fx —+ = en écri-

dx de,_,,x dz= P2T (2 )d ;2 dw AT ot een
vant ¢(P) & la place du second membre ¢(x); car, dans la nouvelle
¢quation, les coefficients de P, sont dans les deux membres les mémes
que ceux de x" dans 'ancienne, et par suite ils sont égaux.

Ann. de I E:. Normals. 9° Série. Tome 1X. — AvriL 1880. 18
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15. Je vais maintenant appliquer la théorie précédente & quelques
exemples. :

Le polynome P, satisfait, comme nous 'avons vu, a I'équation diffé-
rentielle

dy
d——ﬁ«xﬂ—{—n]':m

par suite, le polynome (P2),, obtenu en remplacant, dans P,, 2 par Py,
satisfait & I’équation

(ui se rameéne i la premiere par le changement de  en /2, ainsi qu’on
pouvait le prévoir d’aprés la relation que nous avons trouvée entre les
polynomes P, et (P?),.

A . P . 1 . . o
Le polynéme A,, ayant pour fonction génératrice —— . satisfait &
’équation dilférentielle

dy

P +ny==o0 (n°T).

Py

By
dz® (# 4 n)

Donce le polyndme (AP), est une intégrale partiéulibre de I’équation

2(-115 ’x+9)(12z+(x i—n)c—l-—z- nz=:o
dz3 dx? dx e
De méme, de I’équation
AT dy N
Bl A 2
(1 —a?) e i + A%y = o,

a laquelle salisfait le polyndme y == cos(narccosx), on déduit pour
le polynome z = cos(n arccosP) I'équation du quatrieme ordre

% 3z 2
di z Y d3z ( 2 5)dz xil_z__n‘-‘z:..—_o.

dxz? dx

dx? + dx?

On pourra de la méme maniére former, 4 I’aide des polynomes de Le-
gendre et des polynomes de Jacobi, des polynomes satisfaisant & une
équation différentielle du quatrieme ordre.



0
D

SUR UNE CLASSE DE POLYNOMES. {

Soit maintenant la série

= 2 ] Lo : AN
r= a v ala-+1) 1.2 7 ala+a).. . (a+n—1) 12,0 7

qui a été considérée par Legendre. Cette série satisfait & I"équation dif-
férentielle du second ordre

@ dy
dx},: -+ (zﬂ_ —--}’ == U

x

On en conclut que la fonction représentée par la série convergente

1 P I a 1 P
g Py - = 2 . ‘ 24l
« 1 ala—+1) 1.2 ala-+1j...(a+n—1} 1.2...n

satisfait & I'équation différentielle du troisieme ordre

dsz d2z dz
— — x —= — 4= ~+ Z == 0.

2 dzs T dzr T YUz

Soit encore la fonction

x .Z-Q xh
e e T e i ST
J .2 r1.2.3 1.2...(n+1)

qui satisfait a I’équation
zy=e’—1.

On en conclut que la fonction

P, P, P,
z3=Py+ — + A ——
1.2 1.2.3 2. . (n—+1)

est une intégrale particuliere de I'équation différentielle

Z — _‘-__.:i — el —
x 2 e e 1,
e? désignant, suivant nos notations, ce que devient la série e* quand on
y remplace " par P,. Mais on a, d’apres la définition méme des poly-

ndémes P,
el’:__——_- e.l’~l;
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la fonction z vérifie done I'équation

az .
% = — XFZ =1 — erT!,
dx

16. La question que nous venons de (railer comprend lasolation du
prohleme suivant :

Etant donnée une fonction développée en série de polynomes (P~)
inverses des polynomes P el satisfaisant & une équation différentielle
linéaire dont les coefficients sont des polyndmes, former une équation
différentielle & laquelle satisfasse la fonction obtenuc en remplacant
chaque polynome (P-'), par «".

Il suffit, pour cela, de faire subir & I'équation différenticlle les
transformations indiquées précédemment, car remplacer (P'), par 2,
c’est remplacer " par P,, attendu que (P~'P), = 2".

On peut aussi déduire de la une méthode pour développer en séric
de polynomes (P~') certaines fonctions définies par des équations dil-
férentielles linéaires ; mais je ne m’arréterai pas sur cette question.

17. Je termine par quelques remarques sur ce que deviennent les
polyndémes considérés, pour des valeurs de n infiniment grandes. A ce
point de vue, les polynémes peuvent se diviser en deux catégories.
Dans la premiere se placent les polynomes A, qu’il suffit de diviser par

. . . . A
une fonction ¢(n) de l'entier » pour que le quotient —= tende vers

¢(n)
une limite /() quand n croit indéfiniment. Tels sont, par exemple,
les polyndomes déja considérés

2

' x x= x
A,l:-.:x.z...n<l + = — ——~—--——->7
1 1.2 L2,
car on a évidemment
Dans la seconde catégorie se rangent les polyndmes qu’il faut diviser

par o(n) et dans lesquels i] faut, en outre, changer la variable » pour
obtenir une fonction qui tende vers une limite f(x) quand » croit in-
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définiment. Tels sont, parmi les plus simples, les polynomes

Bylz) = (1+z)~,
Cal’ 0N &

et par suile

. x
lim B, (— = et,
n

\

18. On a un exemple de polynomes de la premibre catégorie en
considérant les polynémes A, qui ont pour fonction génératrice

1 . T A
———- L’cxpression générale de ces polynomes est

(r—1)p
. n z nln—ay) x?
Av=plp+a)edp+n—1)l1-+ AR Yol _E
"L pn—r (pr-nR—1)\p-n-~2) 1.2
nln—1j...1 xh
(p-tn—1 . p-ktp e ’

d’ol 'on déduit

nt-pr /)(1)—{—1‘,.4.(/),-+-Ar1,—-x\[ n_.x, n{n—r1j r?

|

Pl L pn=p A n—a) 1

= / L

n
[.2...0 L.2.. 1

nin—1j...1 an
(pn—ri)..p+1lp 120 ’
et, quand ~ croit indéfiniment,
nt-r 1

limA), ——— = m— ¢~
ocoon Uipg

Plus généralement, on peut ranger dans cette catégorie les polynomes
admettant pour fonction génératrice la fonction F(a, 3,7, &), que j'ai
considérés plus haut (n° 8 ).

Les développements en série procédant suivant des polynomes de
cetle espece présentent une particularité intéressante. Supposons que

OII

Pon ait un polynome Q, tel que limm—)z () pour n infini, que
. . o . dQ ,
ce polyndme Q,, satisfasse ou non & la relation 7}2: nQ,.,. Posons
Qn

Bn =

oln)’
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de fagon que ce nouveau polynome R, tende vers une limite /() quand n
ercit indéfiniment. Si maintenant on veut développer une fonction
donnée F(x) en série de polynomes Q,, ou, ce quirevient au méme, en
série de polynomes R,, on déterminera par une certaine méthode les
coefficients du développement, et 'on aura

Flz)=aRe+a By+...--anRp+..

Mais, si Von veut appliquer ce mode de développement i la fonction
particuliere /(2), limite de R,,, la méthode de détermination des coef-
ticients donnera o pour tous les coefficients ao, ay, ..., @,, ..., car il ne
subsiste alors qu’un terme du développement, a savoir le terme de rang
infini R,, qui est f(), et dont le coefficient, @, = 1, est seul différent
de o.

Par exemple, il résulte de ce que nous avons dit (n® 11) sur le déve-
loppement d’une fonction F(z) en série de polynomes A,

N

xn

x
A”::l.z...n(l -+ —-+...+——--—.._),
I 1.2...0

que le coefficient de ——— dans ce développement est égal & la diffé-

C[deF(z)|  [derR(z)
Gn = ([_z‘/z-—_\o_. dznt o

et I'on voit que, dans le cas particulier ot 'on suppose

rence des dérivées

F(z)=Ilim l_—%__ﬁ == et

la valeur de tous les cocfficients a,, esto.

19. Parmi les polynomes de la seconde catégorie se trouvent, par
exemple, les polyndmes de M. Hermite et les polyndmes ayant pour
fonction génératrice e, auxquels on peut appliquer la méthode em-
ployée par M. Hermite ( Comptes rendus, t. LVIII, p. 266) pour trouver
une valeur approchée de P,(«) quand » est trés grand.
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20. La méthode employée dans ce Mémoire peut se généraliser et
s’étendre & des polyndomes d’'un nombre quelconque de variables.

Soit ¢(x,, ., ..., x,) une forme quadratique de n variables, et con-
sidérons la fonction |

Fle, 2, oo, 2y, by he, oo hy)

1
- ;;{'-.”" Cpaelyy el e atlpn— Ly ey e gl =9 ik, Ry i)
’

- €

, Soit, en outre, f(4,, A,, ..., k,) une fonction quelconque dévelop-
pable suivant les puissances positives croissantes de 4,, 4,, ..., A4,.
Si I'on pose

.f(/lg,llg, . ..,’l,,)F(x”.Z'g, sy Xy lli,/l-_w, ...,b,,)

-\ feyhee. . . U
[P T T T P

les fonctions U, ,, .. seront des polyndomes en z,, @,. ..., x, de degré
n,+n,+ ...,dontles propriétés serontanalogues a celles des polynomes
d’une variable que je viens de considérer. La fonction f(4,, Ay, ..., /,)
pourra étre nommée fonction génératrice des polyndomes U. En parti-
culier, en prenant

i
. e ng e h )
Flhiy oy ooy b= TP el

on a les polynomes de M. Hermite & plusieurs variables. Et méme on
peut généraliser davantage et prendre pour la fonction

F(x,,xg, . ..,.Z',,,/I|,/lg, .. .,/l,,)

une expression de la forme

eS{!l,qJ'p/l,,,’

la sommation étant étendue aux valeurs entieres de p et ¢ depuis o jus-
qu'a n, sans que ’on suppose a,, == a,,, comme il arrive dans le cas
oll cette somme est déduite d’une forme quadratique de la fagon in-
diquée. '

La dérivée partielle par rapport a une des variables x; d’un poly-

R . oU . s L -
nome U de degré m, 9w, est une fonction linéaire et homogene des

polynomes U de degré (m — 1).
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Considérons, par exemple, le cas de deux variables. L'identité

. ) hom fn
Fihy hjestan i =¥ Unv.

e 20001

définit des polynomes U,,, de degré m + n en a et y. En prenant les
dérivées des deux membres de cette idenlilé successivement par rap-
port & x et y, on trouve

()U/”,
‘ Z o anlU,,l_,‘,, e anm,n s

5 dx
{90 ‘
Y oU
’ —aj,i!-’ = 0'm Um.,g,,l -+ (:I’I;Um,,,.kq.

Si 'on suppose f(h, k) = ————, on voil facilement que les poly-
Pl v—h—k 1 POty

nomes U correspondants vérifient les devx relations

U n — {4 az+b"y) Uy, p— 0 Uiy, ey +az + 'y [l — 1) U,y -+ Uy oy | =20,

Um./, —m Um-—»!,/t (n+b.z -3~ cy ) Um net -t (bx -+ L)) [(n——— I) U,,_-_),,,, ~m U"/ ..|',,..|J O,

d’out Ton déduit, pour le polynome U,,,, deux équations du second
ordre aux dérivées partielles, en se servant des relations (25) pour
remplacer Ui Upnets Uy Ui € Upey iy parleursexprebswns
en fonction des dévivées partielles de U,



