
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

WEIERSTRASS
Mémoire sur les fonctions analytiques uniformes. Traduit par E. Picard

Annales scientifiques de l’É.N.S. 2e série, tome 8 (1879), p. 111-150
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1879_2_8__111_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1879, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1879_2_8__111_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


M É M O I R E
SUR LES

FONCTIONS ANALYTIQUES UNIFORMES,
PAK M. WEIER STRASS ( ) ) .

(Traduit par M. E. PICARD.)

CHAPITRE PREMIER.
ÏNTRODUCTIÛN.

Parmi les fonctions uniformes d'une seule variable, les fonctions
rationnelles forment une classe à part que nous définirons par leur
propriété caractéristique.

Nous (lirons qu^une fonction uniforme/^) de la variable complexes
est régulière dans le voisinage d'un point a si, pour toutes les valeurs
de x comprises a Fintérieur d'un cercle ayant le point a pour centre
et un rayon suffisamment petit , la fonction est développable en une
série de la forme

Ao4- Ai(.r — a] -4"- A a f ^ — ^ ) 2 ^ - . . .,

les coetÏïcients Ao , A, , ... étant des constantes.
Dans le cas où le point a serait à l ' i n f in i , o.n devrait remplacer

oc — co par -•1- x

( t ) Le Mémoire de M. Weierstrass a paru dans les Âbhandiufî^cn (1876) de l'Académie
des Sciences de Berlin. Il a semblé qu'il y aurait un grand intérêt à répandre les résultats
importants contenus dans le travail du grand analyste. Je suis heureux d'ajouter que cette
traduction a été revue par M. Weierstrass, qui a môme, en quelques points, modifié k
texte primitif de son Mémoire. E. P.
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Tout point a' dans le voisinage duquel la fonction/^) n'est pas
régulière sera dit point singulier def{œ^ et nous distinguerons deux
espèces de points singuliers : si l'on peut trouver une puissance entière
et positive m de [x - a ' } telle que le produit {oc - a'^f^x} soit régu-
lier dans le voisinage de a'et ne s'annule pas pour x=a\ ce point
sera dit un pôle de la fonction; dans le cas contraire, nous dirons que a'
est un point essentiellement singulier.

D'après ce qui précède, on pourra dire que la fonction /(^) a une
valeur déterminée pour x-==-a, non-seulement lorsqu'elle est régu-
lière dans le voisinage de ce point, mais même dans le cas où a est un
pôle, car, dans l 'un et l 'autre cas, on aura, pour des valeurs de x
suff isamment voisines de a,

f[x} ̂ = [se — <:()"'"[ Ao-l- A, [x —a} +- . . . ] ,

m étant un nombre entier et Ao n'étant pas nul. Si m> o, la fonction
sera donc infiniment grande pour une valeur inf in iment petite quel-
conque de ( ^ - a ) , condit ion indispensable pour que l'on puisse
écrire f[a] ̂  co .

De plus, dans le cercle de convergence de la série ci-dessus, la
fonction n'a que le point singulier a si m est positif et elle n'en a pas
si m est négatif ou nul. Par suite, si l'on peut démontrer que dans le
voisinage d'un point donné a^p et à une distance moindre qu'une
quant i té donnée quelconque, il existe des points singuliers de/(.r)
différents de ^o> on pourra affirmer que x^ est un point essentielle-
ment singulier de /(<x)<

Ceci posé, la classe des fonctions rationnelles d'une variable x peut
être définie comme comprenant l'ensemble des fonctions uniformes
de x n'ayant que des pôles.

Je me dispense de démontrer qu 'une fonction rationnelle, dans le
sens habituel du mot, n'a que des pôles, et je passe à la démonstration
du théorème inverse. Nous supposons donc que/(;x?) soit une fonction
uniforme n'ayant dans toute l 'étendue du plan que des pôles. Dans le
voisinage d 'un point quelconque a, la fonction peut, par suite, se
met t re sous la forme

[x — ^--""[Ao-4- A i (.r — n) -î-Aa^ — a ) 2 - ^ . . /J.
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Soit d'abord a == oo ; dans rintérieur du cercle de convergence de la
série précédente, il n^y aura d'autre point singulier que ̂ =00 si m
est positif, et il n'y en aura aucun si 772 est nul ou négatif. Tous les
points singuliers def(a?\ à l'exception de x === oo , sont donc renfermés
dans un espace fini. Mais il ne peut en exister qu'un nombre fini, car,
dans l'hypothèse contraire, il y aurait certainement au moins un point
singulier ayant dans son voisinage d'autres points singuliers à une
distance moindre qu'une quantité donnée quelconque, et ce point ne
pourrait être, comme on l'a vu plus haut, un pôle de f{x').

Considérons en premier lieu le cas où f[x] a seulement un pôle à
l 'infini; la fonction pour une valeur finie quelconque de a? peut être
représentée par une série convergente de la forme

(a) Au-h-Ai ̂  -4- K-iX^-^r. . . ;

d'autre part, il existera un nombre m, positif ou nul , tel que la
/ y \ m-H

valeur de ( — ) f{^} soit inf iniment petite pour une valeur infinie\^ 1
quelconque de x^ puisque le point à l'infini est un pôle ^f[x}.

Mais, d'après un théorème connu, cela ne peut avoir lieu que si
tous les coefficients de la série (a) dont l'indice est supérieur à m
sont nuls. Donc la fonctionna;) est une fonction entière de x.

Considérons en second lieu le cas où la fonction aurait un nombre
r de pôles a^ a^, ..., ^, tous situés à distance finie

Soit m/, le plus petit nombre tel que le produit {x — a^^^x) soit
régulier dans le voisinage de a^ La fonction

[x — a^Y^x —. ̂ ^a. ..{.v-—ar)mrf(a;)

est donc régulière dans le voisinage d'une valeur finie quelconque
de x\ c'est donc, d'après ce qui précède, un polynôme Gr(;r), et l'on
aura

G(^)
./>)= OC — Ot l^*. . . ( X — Ctr

ce qui démontre le théorème.
Les considérations précédentes nous font pressentir le rôle impor-

tant que joueront, dans l'étude et la classifîôation des fonctions uni-
formes transcendantes, leurs points singuliers essentiels.

Ânn, de i*Èc. Normale, a® Série. Torne VIïï. —AVRIL 1879. i5
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Sans entrer dans une discussion sur les cas différents et très-variés
que l 'on peut rencontrer relativement à ces points singuliers, je rne
contenterai de considérer, dans ce Mémoire, les fonctions ayant un
nombre fini de points singuliers essentiels, fonctions que l'on doit
considérer comme se rapprochant le plus des fonctions rationnelles.

On s'assure aisément qu' i l existe des fonctions ayant un nombre
quelconque de points singuliers essentiels. Mais le problème que je me
propose de résoudre est de trouver et de présenter sous les formes les
plus simples le type général d 'une fonction uniforme ayant n points
singuliers essentiels donnés.

Parmi les fonctions qui nous occupent, les plus simples sont celles
qui n ' o n t dans tout le plan qu 'un point singulier. Si' ce point est à
l ' infini , on peut, comme on sait, représenter la fonction par la série

Ao-4- Ai^r -+- A3^2"4~ ... ;

d'autre part, toute série de cette forme, convergente pour toute
valeur de x, représente une fonction ayant un seul point singulier, le
point x> . Nous donnerons à une telle fonction le nom de fonction
uniforme entière, ou, plus simplement, s'il n'y a aucune ambiguïté à
craindre, de/onction entière, de sorte que l'on aura à distinguer entre
les fonctions rationnelles entières pour lesquelles le poin t oo est un
pôle, la série se composant d'un nombre fini de termes, et les fonctions
transcendantes entières pour lesquelles le point co est un point singu-
lier essentiel, la série se composant d'un nombre infini de termes.

Nous désignerons dans la suite par la lettre G une fonction entière,
et, s'il y en a plusieurs à considérer simultanément, nous affecterons
cette lettre d'indices différents.

La question précédemment posée trouve sa réponse dans les théo-
rèmes suivants :

A. L'expression générale d'une fonction uniforme de x ayant un seul
point singulier {pôle ou point singulier essentiel) est

Gl

sic= oo , —— doit être remplacé par x.
Le point c sera un pôle ou un point singulier essentiel selon que G sera

une fonction entière) rationnelle ou transcendante.
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B. L'expression générale d'une fonction uniforme ayant n points sin-
guliers (pôles ou points essentiellement singuliers) c^ c^ . .., c^ sera

\W—),
Z^^-c,
v==l
^ \x-—cJ

ou

..(.) n^^)-^)'
y[x) désignant une fonction rationnelle qui devient seulement nulle ou
infinie aux points singuliers essentiels.

C. Toute fonction uniforme de x ayant n points singuliers essentiels
c,,, €2, . . . , € „ et en outre un nombre quelconque de pôles peut être mise
sous les formes

V G f ' ^1y Vy l ————!——' J
^ \ x — c?v /^J \ x — c^

m •-^—————.s'fr'UTn-i-v i •—1—-1———
S "+ \ ^—C,y

v==:l

nG,—)A--1- \ » » ; — C y /
( 2 ) -p———————.R^^),

n^^^c)JH--H. \^^, —— Cy^

V=t

^ numérateurs et les dénominateurs ne s'annulant à la/ois pour aucune
valeur de x.

Réciproquement, si les fonctions entières G ̂  Ga» * • • » G^n sont prises
arbitrairement, chacune des expressions (i) et (2) représentera une/onc-
tion de x qui aura, en général) n points singuliers essentiels.

Il pourra y en avoir moins, et nous examinerons plus tard quelles
restrictions doivent être apportées au choix des fonctions G pour que
ces expressions représentent des fonctions ayant n points singuliers
essentiels. Quant au nombre des pôles, il n'est pas déterminé.

De ces théorèmes, le premier seul était connu ; celui qui est désigné
i5.
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par B ( i) était facile à déduire de théorèmes connus. Pour démontrer
les autres d'une manière générale, il me fallut combler une lacune
dans la théorie des transcendantes entières, et je n'y suis arrivé que tout
récemment, après de longues recherches infructueuses.

Une fonction uniforme de oc n'admet qu'un nombre limité de zéros
et d'infinis dans toute portion du plan qui ne contient pas de point
singulier essentiel. Soit, en particulier, /(^) une fonction entière; il y
aura un nombre fini de valeurs de x^ ayant un module inférieur à un
nombre déterminé, po'ur lesquelles/^) s 'annulera; on tiendra compte,
en estimant le nombre des zéros, du degré de multiplicité de chacun
d'eux. Le nombre des zéros de la fonction f{sc\ dans toute l'étendue
du plan, peut être fini ou croître sans limites; dans l'un et l'autre cas,
on pourra former une suite de valeurs des zéros

ûf.» ^ €fs, ...

jouissant des propriétés suivantes ;
i° Chaque zéro est inscrit autant de fois que l'exige son degré de

multiplicité;
^ Pour deux termes consécutifs de la suite (^, a^} on doit avoir

l^+.l?-!^! (');
3° Dans le cas où la série ne se termine pas, on a

l im [ an\ = co .
/ISSOO

La suite ainsi formée peut s'appeler la série des zéros.
Ceci posé, deux questions se présentent :
I. De quelle manière une fonction G (a?) est-elle déterminée par la série

de ses zéros?
IL Etant donnée une série jouissant des propriétés 2° et 3°, existe-t-il

toujours une fonction G {se} pour laquelle cette série soit, au sens indiqué,
la série des zéros?

Le premier point est facile à traiter. Il y a une infinité de fonctions

O M. Weierstrass désigne par le signe [ | le module. La quantité dont on considère le
module est placée entre les deux traits.
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entières qui ont la même série de zéros; elles sont toutes comprises
dans l'expression

G(^)e^),

où G{^) désigne une fonction arbitraire supposée entière.
La seconde question n'a pas encore été résolue. Je suis parvenu à

démontrer qu^7 existe toujours une fonction G(^) remplissant les con-
ditions requises.

A l'aide de ce théorème fondamental, on peut facilement démon-
trer les théorèmes désignés par A, B et C, dans le cas où il y a seule-
ment un point singulier essentiel.

J'ai alors eu lîesoin du lemme suivant :
Soit

, \ t Ifl Ifny (^) == /fo -+- ———— +..."+- —~—
X C\ 3C '— C'/;

les c et les k désignent des constantes. Aucune des constantes k^ k^y ..., kn
ne peut être nulle^ et toutes les quantités c^, c^ ..., c^ sont différentes.

Soient Fo(j)» Fi (y)? - . • » F,̂  (y) des fonctions uniformes de y ayant
un seul point singulier essentiel^ le point co ^ U expression

ïM^y.
où c désigne une quelconque des quantités c^ Cg, ..., Cn. et y la fonc-
tion y(*r), représente une fonction uniforme ayant les points singuliers
essentiels c^ c\,..., Cn; maisil y a plus, f{x} étant une fonction uniforme ^
ayant les n points singuliers essentiels c^ c^ ..,, c^, on pourra détermi-
ner les fonctions Fo"(y), .... F,̂ i (y) de telle sorte que

n'-l

/^)=]^[y^)](^
X — C }

Les fondions F seront des fonctions entières de y si la fonction f[x} na
pas de pôles.

Ce lemme conduit à l'expression (B, i) d 'une fonction ayant n points
singuliers.
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Il peut arr iver* qu 'une fonction de ce genre ne s'annule en aucun
point différent de c^ Ça, . . ., Cn. Dans ce cas, son expression sera

^(^n^^ •M==i
Soit maintenant/(a?) une fonction uniforme ayant n points singu-

liers essentiels c,,, Ça, . . . , ^. Partageons le plan en n parties, de telle
manière que, à l'intérieur de chacune d'elles, il y ait un des points c,,
<?2, ..., c^, et que sur les lignes de séparation de chacune de ces parties
./('^) soit toujours fini et différent de zéro. Désignons par c une des
valeurs c ^ C a , . . . , Cn et par C la partie correspondante; il y a, parmi les
valeurs de ce situées dans C, pour lesquelles \x— c\^> p , p désignant
une quantité positive aussi petite que l'on voudra, un nombre fini de
valeurs pour lesquelles f{oc} s'annule. Cela posé, s'il existe dans C des
zéros de/(^), ces zéros, comptés autant de fois que l ' indique leur
degré de multiplicité, pourront être rangés en une suite

Cl\, (X<^ . . . , (X.n') • • •

telle que
[a«-n— c\^\an— fi\, . ^

et, dans le cas où la suite ne se termine pas,

lirn ] cfn— c | == o.
/il =00

Alors la série
_r _i i
âi—c* ' ^ — c 5 * ' a»— (^

est telle, qu'il existe une fonction G(a/) dont elle est la série des zéros.
Donc, en posant

^ _ . i
X — 6*

la fonction G (^~^) est une fonction de x qui n'a d'autre point sin-
gulier essentiel que le point x == c, et qui s'annule pour tous les zéros
de/(^) compris dans le contour C [si/(^) n'a pas de racine dans ce
contour, on remplacera cette fonction G par l 'unité]. On peut de
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même former une fonction G^^^--} qui soit relativement à —— ce\ ^ — c / f^)
que G(— î—) est à/Ta?).A \x — c f v v /

Désignons ces deux fonctions relatives au point c^ par

G(-)(— I—) , G(^)(-—^
X ——— Cy/ \.T ——— C\/ ">

et posons

la fonction/i (.y ) aura une valeur finie et différente de zéro pour toute
valeur de x, à l'exception dec^c.^ ...,^. Si l 'on met maintenant
/i(^) sous la forme précédemment donnée, on obtient les expres-
sions (B, 2) et (G, 2). De la dernière on tire enfin, avec l'aide du
théorème (B, î ) , l'expression donnée (C, î ) de la même fonction.

Les expressions précédentes d 'une fonction uni forme, ayant un
nombre f in i de points singuliers essentiels, peuvent être encore modi;
fiées, pour que la dépendance entre les valeurs de la foncti'on et les
valeurs de la variable soit immédiatement en évidence. Dans les formes
(B, î ) et (C, 1 )5 il est convenable pour notre objet d 'exprimer chaque
fonction G ( — ï — ) sous la forme d'une série de puissances. Mais on\.y — c /
peut , comme nous le prouverons au Chapitre II, exprimer toute fonc-
tion G(^) comme un produi t d 'un nombre inf in i de facteurs; cette
forme des fonctions G(— î —;) sera très-avantageuse pour le dévelop-
pement ultérieur des formes (B, a) et (C, 2).

Soit a^ a^ ..., Or la suite des zéros d 'une fonction rationnelle en-
tière G(^) , et XQ une valeur qui ne soit pas contenue dans cette suite ;
on a

/î =ï r
G(^) ^j^^^J^
G(^o) " x l ^ o — ^ '

n =:::: î

On a cherché, depuis longtemps, à étendre ce théorème aux fonc-
tions transcendantes entières pour lesquelles s'offraient des difficultés
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considérables. On a reconnu qu'il est, en général, nécessaire de placer
encore à la droite du second membre un facteur de la forme ^G(r) (CAV-
CHY, Exercices de Mathématiques, t. III) ; mais cela même ne suffit que

W 00

dans le cas où la série y —î—î et avec elle le produi t T1 x-——^
^CIn—X r AJL^(,—an
n = 1 n == 1 •

sont convergents, ce qui n'est pas le cas général.
Dans certains cas, le produit infini serait indéterminé si ses facteurs

n'étaient arrangés dans un ordre convenable, et l'on peut établir sa
convergence en fixant pour les facteurs un arrangement convenable;
mais, en général, cela n'est pas possible, comme on s'en assure aisé-
ment par l'exemple de la fonction ——» qui conduit au produit desi s ' { x}facteurs

/ sc\ / x\ 1 x\
ï 4- - 5 1 -4- - ? • . * ? I -+- - ? • • • ?

\ I / \ 2/ \ ^/

produit divergent de quelque manière que l'on dispose ses fadeurs*
Mais cet exemple va nous conduire à la solution de la question. Gauss
a défini la fonction ^,—r par le produit toujours convergent

AA(^ ) w

•n-fY ^\ fn^i\^~] TT-r/ ^ -^^1II i + ~ — — — ou TT i+- } e tl •11 L\ n) \ n ) ] 11 L\ n J
»==l n=:l

On a ainsi une fonction pouvant se mettre sous la forme d'un pro-
duit d'un nombre infini de facteurs, dont chacun n'est pas une fonclion
linéaire entière dea?, mais une fonction uniforme n'ayant qu 'un %éro
et un seul pointsingulier, le point 03 .

On est conduit par cet exemple à se demander si toute fonction G(œ)
ne peut être considérée comme un produit de facteurs de la forme

{'kx^rl}e^^\

et c'est en suivant cette idée que j'ai été conduit à compléter d'une
manière satisfaisante la théorie des fonctions uniformes ayant un
nombre fini de points singuliers essentiels.

Je nomme fonction primaire de oc toute fonction uniforme de cette
variable ayant un seul point singulier et n 'ayant pas plus d'un %éro.
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Si l 'on désigne par c le point singulier, l'expression générale (Tune
telle fonction sera

A-.A.0^)._i
• l \e ^^^

"k et / désignant des constantes, k peut être nul el G(—^~) peut se
réduire à une constante. Il sera suffisant, pour notre objet, de consi-
dérer les fonctions primaires où G ( — I — ) est une fonction rîilion-1 \ ^ — c )
nelle entière de —ï—^ et c'est aux fonctions primaires de cette naturex — c i

que nous donnerons uniquement dans la suite le nom de fonctions
primaires.

Cela posé, nous démontrerons d'abord qu'une fonction uniforme
quelconque* ne présentant qu'un seul point singulier ne peut être
qu'une fonction primaire ou un produi t de fonctions primaires ayant
le même point singulier. Nous pourrons reconnaître alors, à l'aide des
expressions (B, a) et (C, 2), comment on peut composer avec des fonc-
tions primaires, par voie de mult ipl icat ion et de division, une fonct ion
quelconque du genre de celles que nous considérons.

Je termine ici l 'analyse de ce travail. Dans les développements qui
vont suivre, je supposerai seulement connues quelques propositions
élémentaires de la théorie des séries et les propriétés de la fonction
exponentielle.

CHAPITRE II.
SUR LES FONCTIONS UNIFORMES ENTIÈRES D'UNE SEULE VABIABLE.

Soit donnée une série indéfinie

( i ) a^ a,, a^ . . . ,

dont aucun des termes ne soit nul, et telle que

l i m j a» === co .
yt '-ss w

On peut trouver, d'une infinité de manières, une série de nombres
Ann. de VÈc. Normale. ^Série. Tome VIÏÏ.— AYRÏL î879. î6
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entiers m^ m^ m^^ ..., m^ tels que la série

\\L(-Zj|<^ \^
î l X \"^

a, \aJ

soit convergente pour toute valeur de x. On pourra prendre, par
exemple, m, == o, m^ == i , , .., m^ = v — î .

Posons alors

F f ^ ^ f^r-.^v^
.̂J •̂  —^ —«v \^7 ?

F(.r) représenlera une fonction uniforme de x. Soient a une des valeurs
de la série ( i )e t k une quantité suffisamment petite; F{a+k) pourra
se mettre sous la forme

^PW.

Nous désignons par P(/c) une série ordonnée suivant les puissances
croissantes de k. m est un nombre entier positif; il est égal au nombre
de fois que a se trouve dans la suite ( î ) .

Dans un travail précédent [Journal de Crelle, Bd. 52, p. 333), j 'a i
démontré qu ' i l existe toujours une fonction G{x) qui satisfait a l'é-
quation

^M Vf^.\^f^\• = : F ( ^ ) G ( ^ ) ,dx

et telle que la série de ses zéros soit précisément

a,, ai, ..., On, • . .*

Voici une démonstration plus simple de cette importante propo-
sition. On a, pour toute valeur de x ayant un module moindre que
Punité.

î Y , d V x^,_____ «~~; •̂  /yr .—— ._„ ^ ,_____
î — ^ Z^ dx ̂  r «4-1

r;=0 rafeO

d'où
y^îl
^ r^-\
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E(a-,o) =i— x,

î.[x, i) ==(i— x}^,

ia3

E(^,a) ( t — v e
.^

r^-m

1 ^

E^w)^!—^)^-1 ;

on a, sous la condition que |^|<i,

i
E(.y, m) ==e

Considérons maintenant l'ensemble des quantités comprises dans la
formule

x l'"4"̂
r 4- wj a,

quand on donne à r toutes les valeurs entières de ï à Finfini et à ^ les
valeurs n, ^+i , ..., <x) . On voit de suite que la somme de ces quan-
tités a une valeur finie quand la variable x prend seulement des valeurs
dont le module est moindre que le module des termes a^ a,^, ... de
la série (ï).

Celte somme est moindre, en effet, que

x Y^w
L L\a.

vss/t r==:l

ou
oos- x " T

x \a,
Ov

et par suite moindre que le produit de ^ par la série convergente
03

S L(^\"
Ov \^j

en désignant par k la plus petite'des quantités

x
CLn

X

< -̂H
16,
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Il suit de là que la somme double

V V i /^v-^
2»à 2j/'4-^v \^J

v=:/ï r==l

est non-seulement convergente, indépendamment de l'ordre de ses
termes, pour les valeurs indiquées de x, mais que tous les termes
contenant x à la même puissance peuvent se réunir en un seul. La
somme double pourra donc être transformée en une série ordonnée sui-
vant les puissances croissantes de œ; nous la désignerons par P(.r, n).

Soit x une valeur dont le module soit moindre que les modules des
termes de la suite (i). Les séries P(;y, i ) ,P (^ ,a ) , P(o?,3), ... seront
toutes convergentes,et l'on aura

P(^l)-P(^/l+î)==^^ r -h Wv \a^
=1 /•=!

1 [x\^•m^
5

donc

^(X^^JJ-E^^ m,)^^^^^.^n^s-<<3L /

Mais on peut développer E ( — 5 m^\ en une série de la forme

ï -l-A^^-hA^^-h. . ̂

convergente pour toute valeur de x^ et (f-1^71-4-1) en une série

ï 4-B^a?-+-Bç^2 4-.. .,

convergente pour toute valeur de x -de module moindre que | a^\,
| ^7H-2 |» • • • •

Désignons par g une grandeur positive telle que |^v|>^" quand
^^>n; le développement du produi t

n

( ï 4- B^+B^+ ...) U (i 4- Aiv)^+A^^2+...)
v=l

sera une série de la forme
i-4-Ai^4-A2^4-.. » ,

dont la convergence est évidente pour toute valeur de x de module
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moindre que g. Mais, pour des valeurs suffisamment petites de x, on
a l'égalité

^-p^ l )==I--^-Al.r4-A2.z t2-4-. . . ,

qui prouve que les coefficients A^ Aa, ... sont indépendants de g\ Par
suite, la série est convergente pour toute valeur de x\ nous désigne-
rons par Q{x) cette fonction uniforme entière de x.

Cette fonction s'annule seulement pour ^ = = 0 1 , 0 2 , . . . , a^ ...; c'est
ce qui résulte de l'égalité

n

Q[x} == ]j E (^ m,} e-^ /2-hl)

^

lorsqu'on y fait /z assez grand pour que la quantité a, que Fon veut
prouver être racine de G(^), soit comprise à l'intérieur du cercle de
convergence de la série P(^n-l- i) . On voit aussi que, si a entre
p. fois dans la série a^ a^ ..., G(^) pourra se mettre sous la forme

[x^aYf[x},

f[x} ayant une valeur finie, différente de zéro, pour x-==.a.
La série a^ a^ ... est donc bien la série des zéros de la fonction

uniforme entière G(.r), définie par l'équation

_i_ d[G'[se) _ \^ i /^
G(^) dx Z^^—-^\^)s

Mais la fonction G(^) n'est pas la seule fonction ayant la série ( i )
pour série de zéros. Si l'on pose

G^^G^)^,

la fonction Gi(a?) a la même série de zéros, G(^) étant une fonc-
tion entière quelconque de x\ inversement, si deux fonctions G{x)

G (x:} i ^ •et G< {x-} ont la même série de zéros, le quotient -^^-p que nous dési-
gnerons parG^), sera une fonction qui pour toute valeur de oc aura
une valeur finie différente de zéro.

Donc I <rfG2i£.) peut se développer en une série de la forme
Qî[oc} dx * i t

Ci •4- G-iX + G^X^ -h . . . 5
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et, en posant
G(^)== CQ + C,^+ ^CîX2 -+•y^3^3+. . .,

la constante Co étant telle que Gz{o)=ec^ on aura

i dQ,[sc} _ dG(^)
GJa?) dx dx

et, par suite,
G,(x}==e^.

L'expression G(^)<?G(;t>) est donc bien la forme générale des fonc-
tions entières ayant la même série de zéros que G(a?). Supposons main-
tenant que G [se} soit une fonction donnée entière de «r; trois cas pour-
ront se présenter :

i° Elle n'a pas de zéros; sa forme sera alors

e^.

2° Ses zéros sont en nombre limité. Elle sera alors de la forme

&^)<^,

Go(^) étant une fonction rationnelle entière de x.
3° Ses zéros sont en nombre infini. Dans ce cas, la fonction sera de

la forme
^Go(^)<3°^;

\ désigne un nombre entier positif ou nul. Go(^) est une fonction
entière formée de la manière indiquée ci-dessus; elle a toutes les ra-
cines de la fonction donnée, sauf les racines nulles.

Nous avons va que cette fonction Go(^) pouvait se mettre.sous la
forme

Tt

nE^m,^-^."-^;
v==l

n doit être pris assez grand, pour que le module de x soit moindre
que 1^|, [a^J, .... Nous avons fixé plus haut une l imite supé-
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rieure pour le module de P(.r,n); il en résulte que

3imP(^, n -4-1) = o,

car
00

limVl1 f^r
la, \ a. )n==^ L^ V

1^7

si, comme nous le supposons, les nombres m sont choisis de telle sorte
que

V I f^V1'
Z^ ^ \^)

v = l

soit convergent.
Nous aurons donc, pour toute valeur de oc,

Q,[x -n Ê( ^ - îmv) .
âL /

La fonction G(^) peut , d'une infinité de manières, se mettre sous
la forme

G(o) + ̂0)"h >^v ( ^ ) ,

les fonctions ^v(^) étant des fonctions rationnelles entières de ^s'an-
nulant toutes pour ^==0.

Si nous posons alors

^)=gv(^)4- y^ ^y,Zrf ^ \^/
il viendra

G(^)=C^
00

n[(- X eë'^ .,

où G désigne une constante. Cette formule est relative au troisième cas»
Dans le premier, on aura

00

G{x}=Cl[[e's"W,
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et dans le second, en désignant par a^ a^ ..., a^ les racines diffé-
rentes de zéro, on pourra écrire

m osG w == c^ n [(I - ̂ ) e'^] • neul)-
V == 1 •>< == 7/2 +• 1

Nous avons donc le théorème suivant :

THÉORÈME. —• Toute/onction uniforme entière de xpeut se mettre sous
la forme d'un produit de facteurs primaires

[Ifx^ l}esW

k et l étant des constantes et g [ x } une fonction rationnelle entière s an-
nulant pour x = o.

J'ajoute une remarque importante. On dit qu'une série est absolu-
ment convergente quand la convergence est indépendante de l'arran-
gement des termes. Si chaque terme d'une série est fonction de x, on
dit qae la série est uniformément convergente dans un contour C
lorsque, étant donnée une quant i té à aussi petite que l'on voudra,
on pourra déterminer un nombre n assez grand pour que la somme
des n premiers termes de la série diffère d e l à somme de cette série
d'une quantité ayant un module moindre que (?pour toute valeur de x
à rintérieur de G. Les mêmes dénominations peuvent s'appliquer aux
produits infinis.

Cela posé, en supposant que là série
00sg. w

par laquelle nous avons représenté G(o?), soit absolument et unifor-
mément convergente pour toute valeur de ce ayant un module infé-
rieur à une limite fixe prise arbitrairement, nous allons montrer que
le produit infini

c^nfï-^W^5
Al\ a,)
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est lui-même absolument et uniformément convergent pour les mêmes
valeurs de x.

Pour démontrer ce faity il nous suffira de faire voir que le produit

n1^'-')v = i

est uniformément convergent dans les limites indiquées, c'est-à-dire
que, S et rî désignant deux quantités positives dont la première est aussi
grande et la seconde aussi petite que l'on vo.udra, on pourra détermi-
ner un nombre n tel que le module du produit d'un nombre quel-

( \
conque des fonctions E — 5 ^ ) ? pour lesquelles I/;>TZ, diffère de V\x-Ct^ /
nité d'une quantité ayant un module moindre que à pour toute
valeur de ̂  de module moindre que Ç. Cette condition est effective-
ment remplie si l'on suppose n assez grand pour que l'on ait

|^[>S si v'>n,

car nous aurons alors, pour toute valeur de x de module moindre
que S,

00

,«. y ^ 1 f :ff.'!\r+m^
/ 'y \ A, ï••+•//i., VW

EF,m.)^<? r=l

V^v /

Donc, en choisissant un nombre quelconque de ces fonctions et
désignant par e^^ leur produit, le module de î{x) sera toujours
moindre que

00 ÛO

v v i l i l""̂v v_
Z^ Zj r-^-r -h m. a

' / ^ n -\-1 /•==1

expression qui, comme on l'a vu précédemment, tend vers zéro avec—
La proposition est donc établie.

J'ajouterai encore que les fonctions exponentielles qui entrent dans
les fonctions primaires de G(^) ne sont pas entièrement déterminées.
En effet, soient g\{oc)^ g^}, ... des fonctions rationnelles entières

Ann. de l'Éc, Normale, 2e Séné. Tome VIII. — AYKIL 1879. î•^



î3o WEÏERSTRASS.

de x telles que l'on ait pour une valeur quelconque de
V)

oc

sgvW==0,

fonctions que l'on pourra choisir d^une infinité de manières; l'expres-
sion de QÇsc) ne changera pas de valeur si, dans chacun des facteurs
primaires, on remplace ^v(^) par g^{oc} -+- g,{x}.

Il est évident, d'autre part, qu'on obtient ainsi toutes les manières
de représenter G{x} par un produit de facteurs primaires.

Remarquons enfin que, si pour un nombre positif déterminé \j. la00 i
somme ̂  -I- a une valeur finie, cas qui se présente fréquemment^1^
notamment-dans la théorie des fonctions elliptiques, on pourra sup-
poser égaux à j x — i tous les nombres m\, m^ .,. qui entrent dans les

xfonctions E ~ î m, ( f ) .\ ^t>/ /

CHAPITRE III,
FONCTIONS UNIFORMES DE X AYANT UN SEUL POINT SINGULIER ESSENTIEL.

Soit/(a?) une fonction uniforme de x avec un seul point singu-
lier essentiel, le point os. On peut, dans le cas où elle possède un
nombre quelconque (fini ou infini) de pôles, trouver une fonction
entière G^{x] qui ait la même série de zéros que la fonction —— t Le

"̂  J [ x )
produit G^{x).f{x) est alors une fonction entière de x que nous dési-
gnerons par (^(a;), et l'on aura

• /i-'=â^i-
Les deux fonctions G^x) et G^Çœ) ne s'annulent pas en même temps.

( l ) Le théorème établi dans ce Chapitre a été démontré pour la première fois par
M. Weierstrass dans son Cours, à l'Université de Berlin, en 1874.
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Inversement, toute fonction /(^) de cette forme est une fonction uni-
forme de x ayant un seul point singulier essentiel, le point co , si les
deux fonctions G! etGa ne s'annulent pas ensemble, et que l'une d'entre
elles au moins soit transcendante.

Soit maintenant f{x} une fonction ayant un seul point singulier c\
si l'on pose x'= —ï—? /(^) devient une fonction de x' ayant comme

3C ~— <?

point singulier le point infini, et l'on a

/Y^^Gf—'—V" v / \ x - — c )

G étant une fonction entière rationnelle ou transcendante suivant que
le points =c est un pôle ou un point essentiellement singulier. Enfin,
l'expression générale d'une fonction uniforme ayant comme point sin-
gulier essentiel le point x = c et un nombre quelconque de pôles est

G,————)\ y ĵ n^ /• /\ ̂  — ^ /"GZ^y\ x — c )

les fonctions G^ et Ga ne s'annulant pas pour la même valeur de œ, et
l'une d'elles au moins étant transcendante.

CHAPITRE IV.
LEMME.

Soient F(j) une fonction dej ayant un seul point singulier essen-
tiel, le point co , et y [ce} une fonction rationnelle de degré n qui
devient infinie pour n valeurs différentes <^, <^, • • - , ^; la fonction
F(j) devient, quand on posey== <p(<^)» une fonction uniforme de x
ayant les n points singuliers essentiels c^ c^, ..., ^. On reconnaît de
suite que l'on ne peut obtenir de cette manière toutes les fonctions

' 7 -
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ayant n points singuliers essentiels; mais il est possible, comme je
l'ai énoncé dans le Chapitre 1 et comme je vais le démontrer mainte-
nant, de mettre toute fonction uniforme de x ayant n points singuliers
essentiels c^ c^ ..., c^ sous la forme

fl—iVF,[^)] —..
^wJ 1*<7 —— <-• J

c représentant une quelconque des valeurs <^, 03, . . . , c^.
Supposons d'abord qu'un des points singuliers de/(.x;) soit à lin-

fini. Nous poserons
7r îrQ[x} ==/fo+ k^x-\~ ——— 4-* . .4- —-111/—9

^ —— 6*2 ^ —— (?„

aucune des constantes k^ ^, ..., ̂  ne pouvant être nulle.
Établissons entrer et une autre variable y la relation j=p(^); à

chaque valeur finie de y correspondront n valeurs finies de ce, diffé-
rentes de Cg, <?3, . . . , c^, que nous désignerons par x^ x^ . . ., .y^.
On pourra, si l'on fait d'abord abstraction de ces valeurs spéciales
dey, en nombre fini, pour lesquelles il se trouve des valeurs égales
de^, , x^ ..., Wn, trouver n fonctions Fo, F,, . . . , F^ de y telles
que

^ 'F,^==f(^) poar x = ̂ , ...,

En posant

^(^)=(^-^).. .(^~^)==^^x^- (^.. .+x., n^)^^^&
on aura

y^yj^Là Ziir^ ^ — ^
v==0 «^==1

Mais

^w ^^+ (^+X,)^--^~.,.+ «1 ^X<<-3 +.,. 4-X^);
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donc

F».-,== y f[x.
Zjir^

F _v Y/(^) .v^-^"-'- 1 Z r[^ + Z'ïrf^r

V ̂ ) ^ y V ̂ f^ ., V </I.^)Z^ii'(^) Zj n'(.y.) Zj ir(.c.) 'F -Y V/(^) , yV^/(^) , y vïf{
F,_,-X, ^g^+x.^-^F^)-^^

F Y Y /(^) , , V ^-V't^)° ::-' ""-'̂  ïr'(^ + • • •-t- L ~W^T •
II faut maintenant montrer que ces expressions Fo, F,, ..., F/,_, sont

des fonctions uniformes de y, avec le point ao comme seul point sin-
gulier essentiel.

Si l'on pose
( a r—c, ) , ..., [x— c , , )==A(^) ,

on aura W[^x}-y\^k^[x},
d'où Fon conclut que X,, Xa, . . .» X,, sont des fonctions linéaires entières
dey. Les expressions

V f^A V ^'~l,/'(^)2ji'(^)' '"' Z ir(^) '
v :;---1 ^ -= 1

dans lesquelles les quantités x^x^, ...,^ entrent symétriquement
comme dans Xo X^, .. .^ X^, ont aussi une valeur déterminée unique
pour chaque valeur dej, à l'exception, bien entendu, des valeurs de y
que nous avons exclues; mais il ne résulte pas de là que, dans le voi-
sinage d'une valeur b de y, elles puissent, après avoir été multipliées,
s'il est nécessaire, par une puissance entière convenable d e y — h , être
développées en une série ordonnée suivant les puissances croissantes
de y—b : c^est ce point que nous allons maintenant démontrer.

Prenons d'abord b de manière que les racines a^ a^, . ,.,^ de
Féquation y( .z?)==& soient toutes distinctes. Alors y'(a^) n'est pas nul ,
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et l'égalité y(^)==j peut s'écrire, pour une valeur de x voisine
de û^,

ç'^)^—^,) -l-iy^) (.r--^)2-^. . .=y— b;

et l'on a, pour de petites valeurs dey— b, en désignant par œ^ la racine
voisine de <^,

^=^4-(y-6)P.(7-&) ( • ) .

Comme IT(av) n'est pas nu l , et que a^ n'est pas un point singulier
essentiel de la fonction/(^), on peut écrire

^-l^Y^.J ' _

———— ==(^—-av)-^P,(^ ,—av) p o u r Â = = ï , 2, . . . , n/
AA [.27.̂

pétant un entier nul, ou positif suivant que ^ est un point ordi-
naire ou un pôle de/(^). Si m est le plus grand des nombres w,,
7^2, ..., 77 ,̂ on aura

^^^Ê^y^^^^-^ĵ J Al ^ "C- y J
v^sl

Considérons maintenant le cas où l'équation ç(.r) == 6 a des racines
égales.

Soit a une racine multiple de l'ordre ^; y(.r) et s e s a — r pre-
mières dérivées s'annuleront pour ;x?==a. On pourra, dans le voisinage
de <r.-=a, écrire

— ç^)(a) [x - a^+ 7— :̂7^ ç<^'^)(.r - a)^ +.. .==^-6,

et , en posant

• 1 1 • r^jz^iï- •
L y^(^ J "̂

les .̂ racines qui deviennent égales à a pour y =b pourront être
représentées par une série de la forme ^-h^P^), P(^) ne s'annulant
pas pour ^==0.

. . 2TÎ I

Fixons une des ^valeurs de -n et posons s == ̂ T; les p- racines seront

( £ ) L'expression P(^) représente d'âne manière générale une série ordonnée suivant les
puissances croissantes de .r.
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données par les formules

.ri==a-j-73 P('/î), .r.,===-ât-4- £73 P(ey î ) , . . ., x^~-=. a 4- e^-'T? P ( Ê S A • • • 1 7 5 ) .

D'autre part, l'équation IT(^)==o admettant , pourj==:&, la racine
x=a comme racine multiple de F o r d r e ^ — i , on aura

^ /(^)=:(£v•-<7?)^ lP(£v~ l•/î), POU!- V = î , 2, . . . , ̂

P^""^) ne s'annulant pas pour 73==o.
On a en outre, dans le voisinage de x=a,

f[x} =:(^—^p"[Ao4-A,(^~a) -{-...];

donc
y îy^.) = ̂ ...-.y e—, P(^(S-^).Zj ir(^) ^

L'expression j ^-^h étant nul le quand l'entier le n'est pas m u l t i p l e
^^.i

de p-, il en résulte que
wÏ ̂ -i -fi y \

S^-r---^-^""'^^--^-^»J AA. ^v/
^». l

Donc, si l 'équation y (^') ==6 a r racines distinctes a^a^ . * . , a^ - * . »
^, et si pi/c et w^ ont relativement à a/c la signification qu'avaient y.
et m relativement à a, on aura, pour de petites valeurs de (y— b],

r-^^-1'---^--4'-
v==l A=l

et enfin, en désignant par m le plus grand des nombres m^ m^, ...,w^

^-^""î'ï^-^^-^^=i
ce qui montre que la formule trouvée précédemment, dans le cas où
l'équation y(^)=& a toutes ses racines distinctes, est vraie dans tous
les cas. Il est donc démontré que toutes les sommes entrant dans les
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expressions d e F o , F ^ , ...,F,^, et par suite ces quantités elles-mêmes,
sont des fonctions uniformes de y n'ayant d^autre point singulier essen-
tiel que le point oo . Dans le cas où la fonction V(^) n^a pas de pôle,
tous les nombres m sont nuls, et Fo(j), .. - , î^-^y} sont des fonc-
tions entières dey. ï

Diaprés la définition des fonctions F^(y), on a

^ W^^f^
^==0

si pour une valeur finie quelconque de y, x satisfait à l'équation
y(a?)==j. Donc, en remplaçant y par y(<r), on aura pour toute valeur
de où, à l'exception de €2, ^3, ..., Cn et oo ,

^ =: ri—l

f[x}= ̂  F,[<p(^)]^.
v==:0

Nous avons, dans ce qui précède, supposé que la fonction/!^) avait
pour points singuliers essentiels c^ c^ -.., c^ et le point oo . De cette
manière, à des valeurs finies dey correspondaient toujours des valeurs
finies de x. Supposons maintenant que les points singuliers de/(^) soient
tous à distance finie : désignons-les par ^, Ça, . . . , Cn; nous poserons
x=c^+ ̂ /(^) e ty (^ ) deviendront des fonctions de z,f{z) et f^z];
on aura

^=^^+1J^+-+^
les k' et les c' sont des constantes; Cg, C y , . . . , ̂  et le point a) seront
les points singuliers essentiels de/(^); donc

VSS/2— 1

7^)== ̂  F,fy(l)]^
v==0

et, par suite,

/(.)='̂ 'F.h(.)](^)-.
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CHAPITRE V.
DES FONCTIONS UNIFORMES DE OC AYANT UN NOMBRE FINI DE POINTS SINGULIERS

( PÔLES OU POINTS SINGULIERS ESSENTIELS).

Une fonction rationnelle f[x} peut se mettre sous la forme

ycJ—}.^ \x—c\f

€ , , € 2 , . . . ,^ é tant les points singuliers, et Go Ga, * . . , G/, é t a n t des
fonctions rationnelles entières. Nous allons montrer maintenant que
toute fonction uniforme dè;r,/(.r), ayan t un nombre fini de points
singuliers, peut se mettre sous la forme

VG,(-1-),Zj \ x — c \ j

les symboles G désignant, suivant notre convent ion, des fonc t ions
entières; la fonction G,, sera transcendante ou rat ionnel le suivant que
le point oc^c^ sera un point singulier essentiel ou un pôle de/(^1}.

Supposons d'abord que/(^) n'ait que des points singuliers essen-
tiels. On pourra mettre/(a?) sous la forme (Chap. IV)

^F,[,(.)]̂x — c'i )'

les fonclions F,,(y) étant des fonctions entières dey, de telle sorte que

F^^)]^]^?^^
7. :=- 0

les quantités Fy^ étant des constantes.
Pour toute valeur de œ—c^ d'un module suffisamment peti t , on a

<p^)^ L p^-c,) î
«A* "™ t/ 1

Ann. de l 'Éc . Normale, y Scrie. Tome VIII. — AVIUL 1879. iB
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donc
00

F^[^)]^\V^--c^^ ^— Ci

V=0

et, en posant

P^(^-c,) ==VA^(^—c.)^,
^==0

on a
oo j- eo ^

^[P^)]-^ ^F^A^-c.)-^ .
^=0 Lî O J

La somme double qui forme le second membre de cette égalité reste
convergente quand on y remplace chaque terme par son module. En
effet, si la série ' P ( œ — c ^ converge pour toute valeur de x—c\ de
module moindre que p , on peut déterminer une grandeur positive g
telle que chaque coefficient de P { œ — c ^ ] ait un module moindre que
le coefficient correspondant dans le développement de

S

P
donc, en posant \x—fc^ ( = = Ç e t en supposant Ç< p , on aura

^^lA^^-^î-^K^^^i-jy''A^(^~<^^[<^Mi.
\ P^^==0

et, par suite,

^ ^1 F,,A^(.r ~ c.)-'^ | <y 1 F,). \g^d - J)^.
^=0^=0 "̂o \ P/

Donc la somme double par laquelle Fv[y(.r)J se trouve exprimée est
absolument convergente, et l'on peut alors, dans cette expression,
grouper tous les termes contenant x— c^ à la même puissance; et
l'on a

/t-'=SC"(^;)'+p•(-c.)•
Â'==l

pour toute valeur de x—c^ de module moindre que p .
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La série ̂ C^^^—) ? convergente pour des valeurs quelconques
A=i

de ———? est une fonction entière de ——— que nous pouvons repré-
X — 6*1 X —— 6*i - - *

senter par G^ (— I —) 5 et l'on peut écrire
\X — 6'i /

^)^G,(^^)-P(0^-6,),

c'est-à-dire que la différence f{x} — G^ ( _^ ) est régulière dans le
voisinage du point c^

Formons de même la fonction Gy ( — x — ] telle que la différence' V ^ — ^ / 1

y(.r)—G^ ( — I — ) soit régulière dans le voisinage du point <\. Alors la
\ X ——— Cy /

différence

f^ JyGf_^
' ' Z-l \^ —— <?v/

sera uniforme et régulière dans toute l'étendue du plan; elle ne pourra
être qu'une constante, et l'on aura

f[x]^C^\G.(—1—}.^«j \^ — c\}

ou, en faisant entrer la constante C dans les fonctions G,

f^^\Q(————\
«/ '• • / i \ T —— f* fLHIS& \^ t-'v/

Supposons maintenant quey(.r) ait m points singuliers essentiels
(c,, €2, . . . , c^) et n— m pôles (c,^,, . .., c^); ^ désignant un des nom-
bres w 4 ~ r , . . . , n, et x étant supposé d a n s i e voisinage de c^.f(x) peut
se mettre sous la forme

[x -^)-.[Cy 4- 0^-^) +..,.]. • " :1 ^ 1 : •• :

18.
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Posons
A = m — i

y C^('r -/• r-^4^--fr (——r-.̂ [X - C^ -- U.t _

f,[x}^f{x]- y G-.Y—'—);
^ \^" — ̂  /

';==/;?-h 1

on voit que/, (.r) sera une fonction uniforme de x ayant m points sin-
guliers essentiels ^ ,€2 , ...,c^, mais n'ayant pas de pôles, et qui pourra ,
par suite, se mettre sous la forme

///y (-(—);
^ \.z- — c\j
•/==.!

on aura donc aussi dans le second cas

f!^-^Gf____ \
J ( ̂ " " Z é \^-C^

avec cette différence que, parmi les fonctions entières G^, il y en aura
seulement m de transcendantes.

Nous venons de démontrer la formule désignée par (B, i) dans le
Chapitre I ( 1 ) .

CHAPITRE VI.
DES FONCTIONS UNIFORMES DE X AYANT H POINTS SINGULIERS ESSENTIELS ET Ql'l

POUR TOUTE AUTRE VALEUR DE X ONT UNE VALEUR FINIE ET DIFFÉRENTE DE ZÉRO.

Soit/(a?) une fonction de cette espèce; on a, dans le voisinage d'un
point ordinaire x^=a,

f[x} == Au -t- A, [x — a] -+- K'i[x -"- a)'2 •r- . ., où Ao .»••>,•: o ;
donc

T ^L.,,,.p^ ^
.TT^""^"" ( "^)-

O ï l est presque inutile d'ajouter que, en s'appuyant sur quelques théorèmes que l'on ne
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Si le point co n'est pas un point singulier, on aura, pour oc très-grand»

„/ ^ . Ai As
y(^,^Ao^ +^-^ • î

donc r ^^ ï p f ' - V
^/'(.r) û^ «r3 \.y/

La fonction —r -"r^ nïa' P^ suite, d'autres points singuliers que/ [ ^ ) ax
les 71 points singuliers ( c < , ("2, . . . » c^) de la fonction/'(.-r). On peut donc
la mettre sous la forme

C^.\G.,(———\
^ \x—c,]

les fonctions Gy ne contenant pas de terme constant.
Supposons que <^ ne soit pas à l ' infini et que k^ soit le coefficient

^ —!— dans G\,; on peut écrire G^{—1—) sous la forme
9C '—"~ C'y \ " ' "'y/

îf" >- d r i ' Y———— -4-. —_ (ĵ  ï ———— ,
•X — C., «^ \ ̂  -— C'y /

Q^ Oj—ï—\ représente une fonction entière de ———-? sans terme
' \3C — 6\/ A X — C./

constant. Dans le cas où tous les points singuliers sont à distance f in ie ,
si Fon donne à x une valeur telle que l ^ j ^ l ^ J J ^ a ! » . . . , [ < ^ | , on
aura

c-<-yG,/—)=c+iy/r,+-ip(i);^ \x—c^j x Zj ^ \ x j '

on devra, par conséquent, avoir
•/ = n

1 C == o et > /r. == o, ,

démontre pas habituellement dans les éléments de la théorie des fonctions, on aurait pu éta-
blir plus brièvement l'expression donnée ci-dessus; mais je n'ai pas voulu passer sous
silence le lemme précédent, parce que, indépendamment de l'usage que l'on peut en faire,
il fournit une expression générale et remarquable des fonctions considérées.
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et l'on a

.J_ ^ZijfJ = ÂVG'f—-1—— \ -4-V —Â—— •
f[x) dx dx Z^ v \x — c\/ ^j ̂  — </',

Supposons main tenant qu'un des points singuliers, Cn par exemple,
soit a l ' i n f in i ; on devra remplacer G,,(—1—) par G^(.x").

\X — Cn]

Nous poserons C+G^(a?)= -r~.G^(.r), en supposant G^(o)=o, et
l'on aura encore, dans ce cas,

JL^ clfixl ̂  d V r- ( î \ï\ ^— • y \y,, i .---.- i j ^ ,,———— •
j [ x } dx dx ̂  \y — o.J ^ x — c.,

v==l v== l

Nous allons montrer d'abord que, dans les deux cas, les quant i tés /\,
sont des nombres entiers. Soient p une constante et r une variable
réelle. Posons

.%•,=: (?7.-^ p "̂,

). désignant clans le premier cas un des nombres ï , 2, . . , , n, et dans le
second un des nombres r , 2, . . . , {n— r ) seulement .

Si le module de p est suffisamment petit, la somme des quanti tés
fï\d^ , , , /.-——^ peut se mettre sous la forme*y.ç — Cy

h\id'r. 4-~rfP(^.— c^];
donc

1 <•//•( ̂ ) rf ^ — / i \ d ,., , , .7(^) - ^ " = ̂ Z (x^^^) + ̂  P(^^, ..) + ̂ ^

2 <q^)-^(-a)
et, par suite, en écrivant f{x) == e"""1 ,

/(^)=CF(^)^',
où C ne dépend pas de T.

Si l'on remplace dans cette égalité T par T 4" 277,^ ne changera pas;
donc

' ! î^'1 1 . ^ À == 11;

par conséqueni ̂  est un nombre entier.
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Posons maintenant
v =r. it — s.

R * ( ^\ -.— r TT f y /. v./^J —t^o j j \^X — C ^ J ',

v=l

où £ == o ou i suivant que c,; a ou non une valeur unie ;

_L ^11'̂ ' — V fc ^ _ .
R(^ ^ ^ x •— c^

v==l

donc, en disposant convenablement de la constante Co,

/(^)-R-(^)]J^^).
•/==!

Dans le cas où tous les points singuliers de f[oc] sont à distance
finie, 2^^=o; donc la fonction ïT(^) ne devient ni nulle ni i n f i n i e
pour ;r=.oo; c'est une fonction rationnelle de x qui a une valeur
finie et différente de zéro pour toute valeur de x qui ne coïncide pas
avec un point singulier de/(.r) ; pour n = i, elle se réduit à une con-
stante. Nous avons donc la forme (B, 2).

Inversement, la forme précédente représente toujours une fonction
de x ayant les points singuliers c^ Ça, . . . , Cn et ne devenant ni nu l l e
ni infinie pour toute autre valeur de x.

On peut encore faire la remarque suivante : s'il est démontré qu 'une
fonction uniforme dex^fdv} et son inverse /rr—? ne peut avoir d'autres

JW
points singuliers que les points c^c^ . . . , ̂ , sans qu'on sache si ces
points sont ou ne sont pas des points singuliers, on aura

^ T df[x}_^ V^p /_i_^VA-. L. d YT^—L ^f[x} ̂ ^^"^z^v^-cj^Zi^-^ • dxZé ̂ \x^r
n {r(—\1 / (^ )^R(^) ]Je• / ^- c - / , R(^)-C]J(^-c.)^

•/==i f^ i

Dans ce cas, les fonctions Gy [oc] peuvent être nulles.
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CHAPITRE YIL
FONCTIONS UNIFORMES DE œ AVEC 71 POINTS SINGULIERS ESSENTIELS

ET UN NOMBRE QUELCONQUE DE PÔLES.

Nous avons expliqué (Chap. I) comment, à l'aide des propositions
démontrées dans les Chapitres II-VI, on pouvait arriver aux expres-
sions (B, 2), (C, ï ) et (C, ^) d'une fonction uniforme de x ayan t
n pointe singuliers essentiels. Il nous restera peu de chose à ajouter.

Si la fonction/^) n^a pas de zéro, les fonctions désignées (Clia-
pitre ï) par G^ doivent être toutes remplacées par l'unité. Si elle a des
xéros en nombre limité, on peut choisir les fonctions G^—r - - ) ?V-^"— ^/
dans ce cas rationnelles, de différentes manières. Le plus simple sera
<le déterminer une de ces fonctions de manière qu'elle ait les mêmes
zéros que/(a?) et de prendre toutes les autres égales à l 'unité. Dans le
cas enfin où/(^) aura une infinité de zéros, il y aura certainement
parmi les points singuliers essentiels un au moins (nous le désignerons
par c,) dans le voisinage duquel la fonction aura une infini té de zéros.
Soit c\ un des autres points singuliers essentiels, et désignons par C>.
là portion du plan pour laquelle | x—c\\^p.

On peut choisir p suffisamment petit pour que C\ contienne seulement
le point singulier essentiel c^ et des zéros dans le cas seulement où il
y en aurait une infini té dans le voisinage de c\. Nous supposerons, en
outre, p tellement choisi, qu'il n'y ait pas de zéros sur le contour de
<^. Nous désignerons par Ci la partie du plan qui reste en dehors des
contours c^ Cg, . .., c^. La fonction désignée par G^ devra être rem-
placée par l 'unité si le contour C^ ne contient pas de zéros. En procé-
dant de cette manière, on arrive a avoir le moindre nombre de fonctions
G ( — I — ) dont l'ensemble des zéros coïncide avec la série des xéros\ x — c ]
àef(x).

Si la fonctionna?) a> comme nous Favons supposé au Chapitre V,
n points singuliers (pôles ou points singuliers essentiels), trois cas
seront à distinguer.
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Les points singuliers G ( , c^, ..., c^ sont tous des points singuliers
essentiels; alors

n

/(..)= yjGM(^)./,(^),
-M- -M.. \ «^ l/ y y

la fon'ctiony^) jouissant des propriétés étudiées dans le Chapitre
précédent et pouvant, par suite, se mettre sous la forme

"=" r(—\
^^ill^' '"' *

Parmi les fonctions G^, il peut y en avoir, comme nous l'avons re-
marqué dans le Chapitre précédent, qui se réduisent à zéro.

Si l'on pose
(W———^^LG/ r ^

\ X — C\ ) \ X — Cy /

on aura

/(.r)^l-[G. —-).R-(^).

Supposons que/(^) ait m points singuliers essentiels C i , Ça, .. - , c,n
et n — m pôles c/,^,, . . . , Cn; soit d'autre part, pour v = m -+-15 . ' . . , n,
m^le plus petit nombre en fier positif pour lequel le produi te— c^f^oc)
ait une valeur finie pour x == c,/. Si l'on pose

^)=T^) n ^r'(^)==J^)
^ :•= /// t- 1

la fonction y(^) aura m points singuliers essentiels <^, c^, . . . , 6'^,
mais n'aura pas de pôles ;/(^) sera donc encore de la forme

m

. - ]TG,(—i-\,r(^).
X JL \ ne — C.. /

Enfin , sans qu'il soit nécessaire d'insister davantage, si ^ , € 2 , . - . , ^
Ânn. de l'Éc. Normale. -2e Série. Tome VÎÏI.-— MAI 1879. Î9
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sont tous des pôles, f[oc} prendra la forme

n0
X — Cv

G,/ étant une fonction rationnelle entière de —^—9 du degré" m^, si
7^ est le degré de multiplicité du pôle c^.

Donc, en résumé, la formule (B, 2) se trouve démontrée dans tou t e
sa généralité. Rappelons que la fonction rationnelle R*(.r) ne peut être
nul le ou infinie qu'aux points singuliers essentiels d e / [ x ] ; de plus,
aucune des fonctions G, / (— I —)? quand elles ont été formées de la

\X ——— Cy/

manière indiquée, ne s'annule aux points c^ c'a, ...,^, et ne se réduit
à une constante. Inversement, la formule précédente représente
toujours une fonction uniforme de x, ayant m points singuliers si les
fonctions Gy(.r) et R*(;r) sont assujetties aux conditions indiquées.

Soit maintenant/*^) une fonction uniforme de x ayant n points sin-
guliers essentiels c^ , c.^ . . . ,c^. On formera, comme il a été indiqué
dans le Chapitre I, les fonctions

G/H-I ( • — — — — — ) ? • • • 5 Gfîn [——————?
\ ^ — C t j \^—Cn/

en opérant relativement à —— comme on a opéré à l'égard de/(^)

pour former G,( —î—V' • • • ? Gn( —ï—Y ] •1 ' V ^ — c , / ^^^.cj
On aura alors 11 r G^( I

f^-m—F^T -^
v^i G.

\X — ,6\

/i(,r) é tant une fonction de x qui appartient à la classe étudiée dans le
Chapitre précédent et que l'on pourra, par conséquent, mettre sous la

( ' ) II est à remarquer que les n portions du plan peuvent être différentes dans la forma-
tion des fonctions G-p G-^, .*., G^ et des fonctions Gr,^,, ..., Gr^.
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forme i n d i q u é e ; par suite, on peutécrire

n'--(^)
f {']=-?—————————.B'(-r).

nM .̂)
C'est la forme désignée p a r ( C , 2),

Remarquons que les fonctions G < , Ga, . . . » Gs,, sont formées de telle
sorte que deux quelconques d'entre elles ne s'annulent pas pour la
même valeur de x et qu'aucune d'elles ne s^annule aux points
c,, c^, ..., c^. Tout facteur du dénominateur qui n'a pas un nombre
in f in i de zéros est une fonction rationnelle; on peut être assuré, dans
ce cas, que la fonction correspondante du numérateur est une fonction
transcendante.

Inversement, il est clair que l'expression précédente représente tou-
jours une fonction uniforme de x ayant n points singuliers essentiels
c,,^, ..., c,t si les fonctions Q{^ et V{x) jouissent des propriétés
qui viennent d^être indiquées.

La fonction R^(^) peut se mettre sous la forme

G:f———)_A^z^^,
G;(' \x'—c\

t(^=
où. c\ représente une quelconque des quantités C i , c'a, .. .,^. Les fone-
tions G" et G," sont des fonctions rationnelles entières de ——^ sans

X '—~" C*},

facteur commun* L9 expression générale d9 une fonction uniforme de x
avec n points singuliers essentiels c^ e^y ..., Cn peut donc aussi être
mise sous la forme

n^
y=s 1
tlnG- X "—~" (^-f

19.
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où les/onctions G^G^ . ., G^ ont les mêmes propriétés que plus haut,
(wec celte modification que cependant un facteur du dénominateur et
le facteur correspondant du numérateur peuvent s'annuler pour les points
C j y Cs^f « • • y C^«

Cette seconde expression de/(^) peut se développer ma in tenan t de
deux manières différentes.

Posons
^ ^ f^W

,,, ^^-W ^.
où

f1 ̂ == nG- (^)- f^ - nG"- (̂ ) •
On peut développera etj^ (Chap. Y) de la manière suivante :

// 00

/.(^-A-t-^^A^-c,)-^

W 60

/, ( x } == B.-t- V V B .̂, ( x — c, )"-"!;•.

Les coefficients A, B, Ap^, B^ sont des constantes, et les séries sont
convergentes pour toute valeur de x différente de c,, Ça, . .., Cn9 Nous
arrivons ainsi à l'expression (C, i) du Chapitre I.

On peut effectuer un développement d'une autre nature. Nous avons
vu en effet, au Chapitre II, que toute fonction entière pouvait être
développée en un produit de facteurs primaires si elle n^est pas
elle-même une fonction primaire. Développons de cette manière
G ^ G â , . . . ,G ,z ; alors chacune des fonctions f^{oc} et fï{x} se trou-
vera exprimée par un produit toujours convergent de facteurs pri-
maires (rationnels ou transcendants) et tels, que le point singulier
de chaque facteur est en même temps un point singulier essentiel de

y(,T). Nous voyons donc que toute fonction uniforme de x ayant
n, points singuliers essentiels et un nombre quelconque de pôles peut,
à l'aide d'opérations arithmétiques, être composée avec des é léments
qui sont les fonctions les plus simples de même nature. Il nous reste à
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étudier comment une telle fonction se comporte dans le voisinage d 'un
point singulier essentiel.

CHAPITRE VIII.
VALEUHS DE LA FONCTION DANS LE VOISINAGE D'UN POINT SINGULIER ESSENTIEL*

Soit /(^) une fonction uniforme et entière de ce; on sait qu ' i l y a
des valeurs infiniment grandes de x pour lesquelles la fonction devient
aussi infiniment grande : en d 'autres termes, soient a et b deux quan-
tités positives quelconques. On peut toujours trouver parmi les valeurs
de x de module supérieur à a des valeurs pour lesquelles le m o d u l e
de/(.r) soit supérieur à b.

On peut dire la même chose de toute fonction uni forme de .z 'pour
laquel le le point oo est le seul point s ingulier essentiel. L'expression
générale d 'une telle fonction est (Chap . III)

G^M
(M^)*

Nous avons deux cas à distinguer : si le dénominateur est une fonc-
tion transcendante, la fonction s 'annule pour une inf ini té de valeurs
de x; parmi ces valeurs, il y en a nécessairement dont le module sur-
passe une quant i té donnée quelconque, et dans le'voisinage d 'une le l le
valeury(^) est in f in imen t grand; mais, si Gaf.ï) est une fonct ion ration-

/•i / \
nelle, on peut mettre ^-/^H- sous la forme1 ^(^)

fe^-^î'
Q ^ ( x ) étant une fonction r a t i o n n e l l e entière de degré moindre que
G^(^), et &/.(<r) une fonct ion transcendante entière. Le q u o t i e n t •^^U

i• t î [ x" ]

é lan t nifimmem pet i t pour tou te valeur inf iniment grande de «r, on voil
que, dans ce cas, ce qui a été dit précédemment subsiste.
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Soit maintenant/^) une fonction uniforme ayant un nombre f ini
de points singuliers essentiels. Le point c étant u n Jde ces points sin-
guliers, on peut, d'après le Chapitre précédent, mettre celte fonction
sous la forme

G,
\ x — c F(.r),

G«+«+' \ x — o i

¥ { x ] désignant une fonction régulière dans le voisinage de c et ne
s 'annulant pas pour x=c.

Si p et R désignent deux quantités positives, la première aussi pe t i te
et la seconde aussi grande que l'on voudra, on aura, pour les valeurs
de ^telles que | ^ — c | <^

1/^)1>K.

Considérons ma in t enan t la fonction ,———, C étant une constante/^•)-c
arbitraire, on aura, pour toute valeur den t e l l e que \x—c <?,

1 L ,v , /*/ , „ , ïTM-C»* w l/w-c<r
»

Donc/(a;) présente, dans le voisinage do point singulier c. la parti-
cularité suivante : elle peut s'approcher autant que l'on voudra d'une
valeur quelconque et n'a pas pour x = c de valeur déterminée. Dans lès-
expressions données de. la/onction, cette indétermination se manifeste en
ce (pe, pour x == c, ces expressions cessent d'avoir un sens.


