WEIERSTRASS
Mémoire sur les fonctions analytiques uniformes. Traduit par E. Picard

Annales scientifiques de I’E.N.S. 2¢ série, tome 8 (1879), p. 111-150
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1879_2 8 111_0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1879, tous droits réservés.

L'acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique I’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1879_2_8__111_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

MEMOIRE

SUR LES

FONCTIONS ANALYTIQUES UNIFORMES,

Pan M. WEIERSTRASS (*).

(Traduit par M. E. Picarp.)

CHAPITRE PREMIER.

INTRODUCTION.

Parmi les fonctions uniformes d’une seule variable, les fonctions
rationnelles forment une classe 4 part que nous définirons par leur
propriété caractéristique.

Nous dirons qu’une fonction uniforme f{«) de la variable complexe 2
est réguliere dans le voisinage d’un point @ si, pour (outes les valeurs
de  comprises a l'intérieur d’un cercle ayant le point a pour centre
et un rayon suffisamment petit, la fonction est développable en une
série de la forme :

A+ A(x—a)+ Az —a)+...,

les coellicients A,, A,, ... étant des constantes.
Dans le cas ol le point a serait & Pinfini, on devrait remplacer

1
X — oo par —-
> P x

(*) Le Mémoire de M. Weicrstrass a paru dans les Abhandiungen (1876) de I'Académice
des Sciences de Berlin. Il a semblé qu’il y aurait un grand intérét & répandre les résultats
importants contenus dans le travail du grand analyste. Je suis heureux d’ajouter que cette
traduction a ¢té revue par M. Weierstrass, qui a méme, en quelques points, modifié le
lexte primitif de son Mémoire. E. P.
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Tout point @' dans le voisinage duquel la fonction f(«) n’est pas
réguliere sera dit point singulier de f(x), et nous distinguerons deux
espéces de points singuliers: si I'on peut trouver une puissance entiere
et positive m de (x — a’) telle que le produit (x — a')" /() soit régu-
lier dans le voisinage de a’ et ne s’annule pas pour @ =a’, ce point
sera ditun pdle de la fonction; dans le cas contraire, nous dirons que @’
est un point essentiellement singulier.

D’apres ce qui précede, on pourra dire que la fonction f(x) a une
valeur délerminée pour x =a, non-seulement lorsqu’elle est régu-
litre dans le voisinage de ce point, mais méme dans le cas ol @ est un
pole, car, dans I'un et P'autre cas, on aura, pour des valeurs de =

sullissmment voisines de a,
flz)= (2 —a"[A+A{z—a) +...],

m étant un nombre entier et A, n’étant pas nul. Si m > o, la fonction
sera donc infiniment grande pour une valeur infiniment petite quel-
conque de (« — a), condition indispensable pour que l'on puisse
éerire f(a) == .

De plus, dans le cercle de convergence de la série ci-dessus, la
fonction n’a que le point singulier @ si m est positif et clle n’en a pas
si m est négalif ou nul. Par suite, si ’on peut démontrer que dans le
voisinage d’un point donné a,, et 2 une distance moindre qu’une
quantité donnée quelconque, il existe des points singuliers de f(«)
différents de a,, on pourra affirmer que «, est un point essentielle-
ment singulier de f(x).

Ceci posé, la classe des fonctions rationnelles d’une variable « peut
étre définie comme comprenant I'ensemble des fonctions uniformes
de  n’ayant que des poles.

Je me dispense de démontrer qu’une fonction rationnelle, dans le
sens habituel du mot, n’a que des poles, et je passe & la démonstration
du théortme inverse. Nous supposons donc que /() soit une fonction
uniforme n’ayant dans toute I'étendue du plan que des poles. Dans le
voisinage d’un point quelconque a, la fonction peut, par suite, sc
mettre sous la forme

(2 —aj™[As+ A2 —a)+ Az —a)+...].
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Soit d’abord @ = o ; dans I'intérieur du cercle de convergence de la
série précédente, il n’y aura d’autre point singulier que x = si m
est positif, et il n’y en aura aucun si 7 est nul ou négatif. Tous les
points singuliers de f(), & 'exception de # = oo , sont done renfermés
dans un espace fini. Mais il ne peut en exister qu’un nombre fini, car,
dans I'hypothese contraire, il y aurait certainement au moins un point
singulier ayant dans son voisinage d’autres points singuliers & une
distance moindre qu'une quantité donnée quelconque, et ce point ne
pourrait étre, comme on I’a vu plus haut, un pole de f(x).

Considérons en premier lieu le cas ou /(«) a seulement un pole &
I'infini; la fonction pour une valeur finie quelconque de « peut étre
représentée par une série convergente de la forme

(e) Av+A z+ A2+ .05

d’autre part, il existera un nombre m, positif ou nul, tel que la

m--1 . .
valeur de <é> S () soit infiniment petite pour une valeur infinie

quelconque de x, puisque le point & I'infini est un pole de f(x).
Mais, d’aprés un théoreme connu, cela ne peut avoir lieu que si
tous les coefficients de la série («) dont l'indice est supérieur i m
sont nuls. Donc la fonction f(«) est une fonction entiere de x.
Considérons en second lieu le cas ol la fonction aurait un nombre
r de poles a,, a,, ..., a,, tous situés a distance finie
Soit my le plus petit nombre tel que le produit (x — a;)™ /() soit
régulier dans le voisinage de ;. La fonction

(x —a)™ (2 — a)™. ..(x — a)" f(x)

est donc régulitre dans le voisinage d’une valeur finie quelconque
de z; c’est done, d’aprés ce qui précede, un polynome G(x), et I'on
aura

G(x)

(z—a)m... (x —a )™

Slz)=

ce qui démontre le théoreme.

Les considérations précédentes nous font pressentir le role impor-
tant que joueront, dans I’étude et la classification des fonctions uni-
formes transcendantes, leurs points singuliers essentiels.

~

Ann. de U’Ec. Normale. 2¢ Série. Tome VIII. — AvriL 1879. 19



114 WEIERSTRASS .

Sans entrer dans une discussion sur les cas différents et tres-variés
que I'on peut rencontrer relativement & ces points singuliers, je me
contenterai de considérer, dans ce Mémoire, les fonctions ayant un
nombre fini de points singuliers essentiels, fonctions que I'on doit
considérer comme se rapprochant le plus des fonctions rationnelles.

On s’assure aisément qu’il existe des fonctions ayant un nombre
quelconque de points singuliers essentiels. Mais le probleme que je me
propose de résoudre est de trouver et de présenter scus les formes les
plus simples le type général d’une fonction uniforme ayant n points
singuliers essentiels donnés.

Parmi les fonctions qui nous occupent, les plus simples sont celles
qui n’ont dans tout le plan qu’un point singulier. Si’ ce point est a
infini, on peut, comme on sait, représenter la fonction par la série

l&o—{" A]x-{"Anx’_{"‘- . .3

d’autre part, toute série de cette forme, convergente pour toute
valeur de x, représente une fonction ayant un seul point singulier, le
point » . Nous donnerons a une telle fonction le nom de fonction
uniforme enticre, ou, plus simplement, s’il n’y a aucune ambiguité a
craindre, de fonction enticre, de sorte que ’on aura a distinguer entre
les fonctions rationnelles entieres pour lesquelles le point o est un
pole, la séric se composant d’un nombre fini de termes, et les fonctions
transcendantes entieres pour lesquelles le point = est un point singu-
lier essentiel, la série se composant d’un nombre infini de termes.

Nous désignerons dans la suite par la lettre G une fonction entiere,
et, s'il 'y en a plusieurs & considérer simultanément, nous aflccterons
cette lettre d’indices différents.

La question précédemment posée trouve sa réponse dans les théo-
remes suivants :

A. L’expression générale d’une jfonction uniforme de x ayant un seul
point singulier (pdle ou point singulier essentiel) est

(a2

dout étre remplace par x.

1
xr —C
Le point ¢ sera un pdle ou un point singulier essentiel selon que G sera
une fonction entiére, rationnelle ou transcendante.

sic=®,
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B. L’expression génerale d’une fonction uniforme ayant n points sin-
guliers ( pdles ou points essentiellement singuliers)c,, ¢cs, ..., ¢, sera

(1) i"<x-l_c>

v=1

ou

&

I_H_IF'-(xl c‘}) R*(),

R*(x) désignant une fonction rationnelle qui devient seulement nulle ou
infinte aux points singuliers essentiels.

C. Toute fonction uniforme de x ayant n points singuliers essentiels
Cyy Cgy -y Cp €L en oulre un nombre quelconque de poles peut étre mise

sous les formes
n
1
Sl
xr—c,

* vzt

(1) )

2 Gn+v <‘“x _I_'”c">

y=1

ﬁG’<x —I— cv>

(2) =t R (),

H G <x —I— cv>

y==1

les numérateurs et les dénominateurs ne s’annulant a la fois pour aucune
valeur de .

Réciproquement, s¢ les fonctions enticres G,, G, ..., Gy, sont prises
arbitrairement, chacune des expressions (1) et (2) représentera une jfonc-
tion de x qui aura, en général, n points singuliers essentiels.

Il pourra y en avoir moins, et nous examinerons plus tard quelles
restrictions doivent étre apportées au choix des fonctions G pour que
ces expressions représentent des fonctions ayant n points singuliers
essentiels. Quant au nombre des poles, il n’est pas déterminé.

De ces théoremes, le premier seul était connu; celui qui est désigné

15.
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par B (1) était facile & déduire de théoremes connus. Pour démontrer
les autres d’une maniere générale, il me fallut combler une lacune
dans la théorie des transcendantes entieres, et je n’y suis arrivé que tout
récemment, apres de longues recherches infructueuses.

Une fonction uniforme de # n’admet qu'un nombre limité de zéros
et d’infinis dans toute portion du plan qui ne contient pas de point
singulier essentiel. Soit, en particulier, /() une fonction entiere; il y
aura un nombre fini de valeurs de x, ayant un module inférieur & un
nombre déterminé, pour lesquelles /() s’annulera; on tiendra compte,
en estimant le nombre des zéros, du degré de multiplicité de chacun
d’eux. Le nombre des zéros de la fonction f(x), dans toute I'étendue
du plan, peut étre fini ou croitre sans limites; dans I'un et I'autre cas,
on pourra former une suite de valeurs des zéros

A, Qyy A3y on

jouissant des propriétés suivantes :

1° Chaque zéro est inscrit autant de fois que I’exige son degré de
multiplicité; ’

2° Pour deux termes consécutifs de la suite (a,, @,.,) on doit avoir

|| 2] @] ();
3° Dans le cas ol la série ne se termine pas, on a

lim|a,|=0.
n=w
La suite ainsi formée peut s’appeler la série des zéros.
Ceci posé, deux questions se présentent :
1. De quelle maniere une fonction G(z) est-elle déterminée par la série
de ses zéros?
Il. Etant donnée une série Jouissant des propriétés 2° et 3°, existe-t-il
toujours une fonction G (x) pour laguelle cette série soit, au sens indigué,
la série des zéros?

Le premier point est facile 4 traiter. 1l y a une infinité de fonctions

(') M. Weierstrass désigne par le signe | | le module. La quantité dont on considére le
module est placée entre les deux traits.
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entieres qui ont la méme série de zéros; elles sont toutes comprises
dans I’expression
G(x)eb=),

olt G(«) désigne une fonction arbitraire supposée entiere.

La seconde question n’a pas encore été résolue. Je suis parvenu i
démontrer qu’il existe toujours une fonction G(x) remplissant les con-
ditions requises.

A Paide de ce théoreme fondamental, on peut facilement démon-
trer les théoremes désignés par A, B et C, dans le cas ol il y a seule-
ment un point singulier essentiel.

J’ai alors eu besoin du lemme suivant :

Souz
Jey It

e

o(x)=ko+ z ey

les ¢ et les k désignent des constantes. Aucune des constantes k,, k,, ...  k,
ne peut étre nulle, et toutes les quantités ¢y, c,, ..., ¢, sont differentes.

Soient Fo(y), Fi(¥), «++» Fuey(y) des fonctions uniformes de y ayant
un seul point singulier essentiel, le point « . L’expression

n-—1

S

ve=1

ou ¢ désigne une quelconque des quantités c,, c,, ..., ¢, et y la fonc-
tion ¢ (x), représente une fonction uniforme ayant les poinis singuliers
essentiels ¢,y ¢y ..., Cp; maisil y a plus, [(x) étant une fonction uniforme
ayant les n points singuliers essenticls ¢,, ¢y, ..., C,, OR pourra détermi-
ner les fonctions Fy(y), <., Fuey(y) de telle sorte que -~

f(x)="il*‘v[<9(x)] (=)

v=0

Les fonctions ¥ seront des fonctions enticres de y si la fonction f(x)W'a
pas de poles.

Ce lemme conduit & expression (B, ) d’une fonction ayant » points
singuliers.
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Il peut arriver' qu’une fonction de ce genre ne s’annule en aucun
point différent de cy, ¢y, .. ., c,. Dans ce cas, son expression sera

7
R*(x‘)HéGV(I:—E) .
v=1

Soit maintenant f(2) une fonction uniforme ayant » points singu-
liers essentiels ¢,, c,, ..., c,. Partageons le plan en n parties, de telle
manigre que, a l'intérieur de chacune d’elles, il y ait un des points ¢y,
Car « ey Coy €L que sur les lignes de séparation de chacune de ces parties
JS(x) soit toujours fini et différent de zéro. Désignons par ¢ une des
valeurs ¢,, ¢,, ..., c, et par Cla partie correspondante; il y a, parmi les
valeurs de @ situées dans C, pour lesquelles [ — ¢ | > p, p désignant
une quantité positive aussi petite que I'on voudra, un nombre fini de
valeurs pour lesquelles /(«) s’annule. Cela posé, s’il existe dans C des
zéros de /(a), ces zéros, comptés autant de fois que l'indique leur
degré de multiplicité, pourront étre rangés en une suite

Wiy Aoy woey Qny o s

telle que
( U — ¢| S| an— ¢,

et, dans le cas ol la suite ne se termine pas,
lim|a,—c|=o.
n=cuw

Alors la série
I 1 1

) e ——

2 bl -9
a,— ¢ a,— ¢ ay— C

est telle, qu'il existe une fonction G(2') dont elle est la série des zéros.

Done, en posant

, 1
X' =
x—c

9 . I . . 3 . .
la fonction G(;:T) est une fonction de 2 qui n’a d’autre point sin-
gulier essentiel que le point & = ¢, et qui s’annule pour tous les zéros
de f(«) compris dans le contour C [sif(«) n’a pas de racine dans ce
contour, on remplacera cette fonction G par l'unité]. On peut de
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. S . T .. .
méme former une fonction G’< —> qui soit relativement 3

que G( ' c) est 3 f(). o

7 —
Désignons ces deux fonctions relatives au point ¢, par

G<v><- ! >, G<"+v><-- ! >,
xr — C, X — C,

[ o3
ri=) =11 GW@{CGJ Sil2);

la fonction f; (#) aura une valeur finic et différente de zéro pour toute
valeur de x, a I'exception dec,, ¢y, ..., ¢,. Si 'on met maintenant
Jfi(x) sous la forme précédemment donnée, on obtient les expres-
sions (B, 2) et (C, 2). De la derniére on tire enfin, avec 'aide du
théoreme (B, 1), 'expression donnée (C, 1) de la méme fonction.

Les expressions précédentes d’une fonction uniforme, ayant un
nombre fini de points singuliers essentiels, peuvent étre encore modi-
fiées, pour que la dépendance entre les valeurs de la fonction et les
valeurs de la variable soit immédiatement en évidence. Dans les formes
(B, 1) et (C, 1), il est convenable pour notre objet d’exprimer chaque

I

fonction G(
‘Z‘—.«

peut, comme nous le prouverons au Chapitre II, exprimer toute fonc-
tion G(«) comme un produit d’'un nombre infini de facteurs; cette

et posons

c> sous la forme d’unec série de puissances. Mais on

L

9 . I . ’
forme des fonctions G(;——) sera tres-avantageuse pour le dévelop-
pement ultérieur des formes (B, 2) et (C, 2).

Soit a,, @, ..., a, la suite des zéros d’une fonction rationnelle en-
ticre G(), et @, une valeur qui ne soit pas contenue dans cette suite;
on a

G(z) v x—a,
Gl ~H e a

On a cherché, depuis longtemps, a étendre ce théoreme aux fonc-
tions transcendantes entitres pour lesquelles s’offraient des difficultés
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considérables. On a reconnu qu’il est, en général, nécessaire de placer

encore i la droite du second membre un facteur de la forme ) (Cau-
cuy, Exercices de Mathématiques, t. 111); mais cela méme ne suffit que

?

» et avec elle le produit Hx—a"

- , e 1
dans le cas ou la série E
ay— x Zo— An

n=1 n=1
sont convergents, ce qui n’est pas le cas général.

Dans certains cas, le produit infini serait indéterminé si ses facteurs
n’étaient arrangés dans un ordre convenable, et 1'on peut établir sa
convergence en fixant pour les facteurs un arrangement convenable;
mais, en général, cela n’est pas possible, comme on s’en assure aisé-

’ . X . . .
ment par I’exemple de la fonction fifz) 4 conduit au produit des

z\ EA x
(l—l——*), (!—l—--—-)) ey <I+—>7 sy
I 2 n

produit divergent de quelque maniere que 'on dispose ses facteurs.
Mais cet exemple va nous conduire & la solution de la question. Gauss

facteurs

a défini la fonction ITIx") par le produit toujours convergent

n-1

[ (5) (57 o M[(=2) ]

On a ainsi une fonction pouvant se mettre sous la forme d’'un pro-
duit d’'un nombre infini de facteurs, dont chacun n’est pas une fonction
linéaire entiere de , mais une fonction uniforme n’ayant qu'un zéro
et un seul point singulier, le point o .

On est conduit par cet exemple & se demander si toute fonction G(x)
ne peut étre considérée comme un produit de facteurs de la forme

(ke =+ 1)ebw@),

et c’est en suivant cette idée que j’ai été conduit & compléter d’une
maniere satisfaisante la (héorie des fonctions uniformes ayant un
nombre fini de points singuliers essentiels.

Je nomme fonction primaire de x toute fonction uniforme de cette
variable ayant un seul point singulier et n’ayant pas plus d’un zéro.
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Si 'on désigne par ¢ le point singulier, Vexpression générale d’une

telle fonction sera
1
( k +l> eh<m);

xr — ¢

- ;. N I
k et I désignant des constantes, £ peut étre nul et G<;—_—;> peut se
réduire a une constante. Il sera suffisant, pour notre objet, de consi-

’ . . . s I . .
dérer les fonctions primaires ol G<-x—~—c> est une fonction ration-

I . o .
- ot c’est aux fonctions primaires de cetle nature

que nous donnerons uniquement dans la suite le nom de jfonctions
primatres.

Cela posé, nous démontrerons d’abord qu’une fonction uniforme
quelconque ne présentant qu’un seul point singulier ne peut étre
qu’une fonction primaire ou un produit de fonctions primaires ayant
le méme point singulier. Nous pourrons reconnaitre alors, & l'aide des
expressions (B, 2) et (C, 2), comment on peut composer avec des fonc-
tions primaires, par voie de multiplication ct de division, une fonetion
quelconque du genre de celles que nous considérons.

Je termine ici lanalyse de ce travail. Dans les développements qui
vont suivre, je supposerai seulement connues quelques propositions
¢lémentaires de la théorie des séries et les propriétés de la fonction
exponentielle.

nelle entiere de

CHAPITRE 1I.

SUR LES FONCTIONS UNIFORMES ENTIERES D UNE SEULE VARIABLE.

Soit donnée une série-indéfinie

(l) ’ Ay, Az, A3y - vy

dont aucun des termes ne soit nul, et telle que

limla,|=o.

n=iom

On peut trouver, d'une infinité de manieres, une série de nombres
Ann. de ULe. Normale. 2¢Série. Tome VIII. — AyriL 1879, 16
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entiers m,, ms, My, ..., m, tels que la série

-]
I [ \™
a, \ a,

v=1
soit convergente pour toute valeur de 2. On pourra prendre, par
exemple, m, =o0, my=1, ..., my=v—1.

Posons alors )
I x \ ™
{ — - .
r(‘”) zx_av <av> ’
v=1

F(z) représentera une fonction uniforme de . Soient @ une des valeurs
de la série (1) et £ une quantité suffisamment petite; F(a+ %) pourra
se mettre sous la forme

= +P(k).
Nous désignons par P(%) une série ordonnée suivant les puissances
croissantes de k. 7z est un nombre entier positif; il est égal au nombre
de fois que @ se trouve dans la suite (1).

Dans un travail précédent (Journal de Crelle, Bd. 52, p. 333), jai
démontré qu’il existe toujours une fonction G(x) qui satisfait i I"é-

quation
dG(z)
dz

=F(z)G(=),

et telle que la série de ses zéros soit précisément
Ay Aoy evvy Qay «oes

Voici une démonstration plus simple de cette importante propo-
sition. On a, pour toute valeur de # ayant un module moindre que

'unité,
S
1—x T dr Lyt +1’
r=0 r==0
d’ou
Xt
- 2 1
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Posons

on a, sous la condition que |z | <1,

xm-T

-3
E(z,m)=e ™!

m--r

Considérons maintenant I’ensemble des quantités comprises dans la
formule

r-+m,

1

r-+m,

x
ay

quand on donne a r toules les valeurs entieres de 1 a I'infini et & v les
valeurs », n—+1, ..., oo . On voit de suite que la somme de ces quan-
tités a une valeur finie quand Ia variable « prend seulement des valeurs
dont le module est moindre que le module des termes a,, @,,, ... de
la série (). '

Cette somme est moindre, en effet, que

Z x |rtm, c 1
S 3w S
a, x
v=n r=1 . v=p l—{—
. z
. . . x R
et par suite moindre que le produit de ,;J par la série convergente-

Sz ()]

en désignant par k la plus petite-des quantités

my—+1
?

x
a,

x

Y sesw

72 11—
[/

x
I — | —
an

16
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11 suit de 12 que la somme double

w ©
1 xz r+m.,
E 2 r—+m, a.,>

v=nr=1

est non-seulement convergente, indépendamment de l'ordre de ses
termes, pour les valeurs indiquées de 2, mais que tous les termes
contenant & la méme puissance peuvent se réunir en un seul. La
somme double pourra donc étre transformée en une série ordonnée sui-
vant les puissances croissantes de a3 nous la désignerons par P(x, n).

Soit z une valeur dent le module soit moindre que les modules des
termes de la suite (1). Les séries P(x, 1), P(w, 2), P(@, 3), ... seront

toutes convergentes.et 'on aura
T - 1 x \ rtmy
Z r—+m, <a—v) ’
1r=1

n
e P =TTE (f, mv> P Jer
IT a,

v=q

g

P(z,1) —P(z,n+1)=

donce

Mais on peut développer E(is—v, mv> en une série de la forme
1+ A%z + AV . .,

convergente pour toute valeur de @, et "™ "* en une série
1+BPx + BPxr+. ..,

convergente pour toute valeur de « .de module moindre que | @,.., |,
iazz+2" LECRIC

. Désignons par g une grandeur positive telle que |a,| > g quand
v>n; le développement du produit

(1+B 2z +B7z . ) [[ 1+ APz + AP 20+ )
v=1

sera une série de la forme
I+Ax+A2+...,

dont la convergence est évidente pour toute valeur de = de module
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moindre que g. Mais, pour des valeurs suffisamment petites de x, on
a Iégalité
e Pt —y L A x4+ Ayt ...,

qui prouve que les coefficients A,, A,, ... sont indépendants de g. Par
suite, la série est convergente pour toute valeur de a; nous désigne-
rons par G(«) cette fonction uniforme entiere de .

Cette fonction s’annule seulement pour x =a,, as, . . ., @y, ...; Cest
ce qui résulte de I'égalité

G(#) = [ E(Z) m)erinnss

v=1

lorsqu’on y fait » assez grand pour que la quantité @, que 'on veut
prouver étre racine de G(«), soit comprise & I'intérieur du cercle de
convergence de la série P(x, n+1). On voit aussi que, si a entre
p fois dans la série ay, a@,, ..., G(x) pourra se mettre sous la forme

(2 —a)* f(z),
JS(x) ayant une valeur finie, différente de zéro, pour x=a.
La série a,, a,, ... est donc bien la série des zéros de la fonction
uniforme entiere G(«), définie par I'équation

1 dG(z) 1 [z\™
G(z) dx —"Zx-—-av a,)]

v=1

Mais la fonction G () n’est pas la seule fonction ayant la série (1)
pour série de zéros. Si I’on pose

G, (z) = G(x) b,

la fonction G,(x) a la méme série de zéros, G(a) étant une fonc-
tion entitre quelconque de x; inversement, si deux fonctions G(x)
et G, () ontla méme série de zéros, le quotient T}IT(}-)E’ que nous dési-
gnerons par G,(«), sera une fonction qui pour toute valeur de x aura

une valeur finie différente de zéro.
1 dG,(x) 1z . 1
LI ekl Sl B Ave , a forme
Done (%) —dr peut se développer en une série de

Cy +c-1x+c;x2—}‘--.,
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et, en posant
G(z)=c, +cx+ 502 +502°+. ..,

la constante ¢, étant telle que G,(0)=¢%, on aura

1 dGi(z) _ dG(x)
G:(z) dz ~ d=z

2

et, par suite, _
G (z) = et

L'expression G{z)e®® est done bien la forme générale des fonc-
tions entiéres ayantla méme série de zéros que G(z). Supposons main-
tenant que G(«) soit une fonction donnée entiere de «; trois cas pour-
ront se présenter :

1° Elle n’a pas de zéros; sa forme sera alors

e85,
22 Ses zéros sont en nombre limité. Elle sera alors de la forme
G, (x) PR

Go () étant une fonction rationnelle entiere de x.
3° Ses zéros sont en nombre infini. Dans ce cas, la fonction sera de

la forme
2 Gy () e85

A désigne un nombre entier positif ou nul. G,(«) est une fonction
entiere formée de la maunitre indiquée ci-dessus; elle a toutes les ra-
cines de la fonction donnée, sauf les racines nulles.

Nous avons vu que cette fonction G,(a) pouvait se mettre, sous la
forme

n
l I E(Z, m,) e-Plen+a,
a

v=1

n doit étre pris assez grand, pour que le module de x soit moindre
que |@,|, @y, .... Nous avons fixé plus haut une limite supé-
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rieure pour le module de P(x, n); il en résulte que

limP(z,n+1)=o0,

n—sw=x

k-]

. L [ \™
lim — =
n=—w av av

vy=n

si, comme nous le supposons, les nombres 7 sont choisis de telle sorte

que
2ala)
a, \ay
soit convergent.

v=1
Nous aurons done, pour toute valeur de z,

Go(x)=ﬁE(§:,mv).

y=1

car

=0,

La fonction G(«) peut, d’une infinité de maniéres, se mettre sous
la forme

les fonctions g,(«) étant des fonctions rationnelles cntigres de x s’an-
nulant toutes pour z=o.
Si nous posons alors

’.=’"V

gla)=F(=)+ Y1 (2

r=1

il viendra
G(z)=Cxzx H [(1 — ?f') efv(”J ’
v=1

ou C désigne une constante. Cette formule est relative au troisieme cus.
Dans le premier, on aura

G(z)=C[J &=,
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et dans le second, en désignant par a,, @, ..., @, les racines diffé-
rentes de zéro, on pourra écrire

G(z)=C2[] [(x - ;) eévm] T .

y=1 y=m+1
Nous avons donc le théoréme suivant :

TaEorEME. —- Toute fonction uniforme enticre de x peut se metire sous
la forme d’un produit de facteurs primaires

(kz + 1) est

k et { étant des constantes et g(x) une fonction ratwnnelle enticre s an-
nulant pour x =o.

Jajoute une remarque importante. On dit qu'une série est absolu-
ment convergente quand la convergence est indépendante de I’arran-
gement des termes.- Si chaque terme d’une série est fonction de o, on
dit que la série est uniformément convergente dans un contour C
lorsque, étant donnée une quantité ¢ aussi petite que 'on voudra,
on pourra déterminer un nombre » assez grand pour que la somme
des n premiers termes de la série differe de la somme de cetle série
d’une quantité ayant un module moindre que ¢ pour toute valeur de x
a l'intérieur de C. Les mémes dénominations peuvent s’appliquer aux
produits infinis.

Cela posé, en supposant que la série

par laquelle nous avons représenté G(a), soit absolument et unifor-
mément convergente pour toute valeur de x ayant un module infé-

rieur & une limite fixe prise arbitrairement, nous allons montrer que
le produit infini

C-
x
Cz* <1__- 8,(7)
I-Z
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est lui-méme absolument et uniformément convergent pour les mémes

valeurs de x.
Pour démontrer ce fait, il nous suffira de faire voir que le produit

I1E(m)
a,

v=1
est uniformément convergent dans les limites indiquées, c’est-a-dire
que, £ et 0 désignant deux quantités positives dont la premiere est aussi
grande et la seconde aussi petite que I’on voudra, on pourra détermi-
ner un nombre n tel que le module du produit d’'un nombre quel-

conque des fonctions E(g, my) » pour lesquelles v > r, differe de 1'u-

nité d’'une quantité ayant un module moindre que ¢ pour toute
valeur de « de module moindre que £. Cette condition est effective-
ment remplie si I'on suppose » assez grand pour que I’on ait

lo,|>E& si v>n,
car nous aurons alors, pour toute valeur de « de module moindre
que &,
2 1 o\ r+m,,
- Z re-m, (J“)

iz o= “
E(‘—,m.,): e r=t

a,

Donc, en choisissant un nombre quelconque de ces fonctions ct
désignant par ¢ " leur produit, le module de F(x) sera toujours

2 2 I
r~- m,

vzn 1 =1

rem,

’

¢
a,

. . . ' . !
expression qui, comme on I'a vu précédemment, tend vers zéro avec- -

La proposition est donc établie.

J’ajouterai encore que les fonctions exponentielles qui entrent dans
les fonctions primaires de G(«) ne sont pas entierement déterminées.
Ln effet, soient g, (x), g5(x), ... des fonctions rationnelles entiéres

dnn, de I’Ec. Normnale, 2¢ Série. Tome VI, — AvriL 1879. 17
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de  telles que I'on ait pour une valeur quelconque de »

Y gilz)=o,

y=1

fonctions que I'on pourra choisir d’une infinité de manieres; I'expres-
sion de G(«) ne changera pas de valeur si, dans chacun des facteurs
primaires, on remplace g, () par gy(x) + g.(z).

Il est évident, d’autre part, qu’on obtient ainsi toutes les manieres

de représenter G(x) par un produit de facteurs primaires.
Remarquons enfin que, si pour un nombre positif déterminé 1. Ia

NIREG . . ) .
sommez 'El a une valeur finie, cas qui se présente fréquemment,

v=1

notamment-dans la théorie des fonctions elliptiques, on pourra sup-
poser égaux & w.—1 tous les nombres m,, m,, ... qui entrent dans les

fonctions B( =2, m, ) (*).
a,

GHAPITRE IIL

FONCTIONS UNIFORMES DE & AYANT UN SEUL POINT SINGULIER ESSENTIEL.

Soit f(«) une fonction uniforme de « avec un seul point singu-
lier essentiel, le point o . On peut, dans le cas ol elle possede un
nombre quelconque (fini ou infini) de pdles, trouver une fonction

entiere G,(«) qui ait la méme série de zéros que la fonctlion 7(1;0—) Le
produit G,(x). f(«) est alors une fonction entiere de @ que nous dési-

gnerons par G,(a), et I'on aura

fle)=gaz].

Les deux fonctions G,(x) et G, () ne s’annulent pas en méme temps.

(") Lo théoréme établi dans ce Chapitre a été démontré pour la premiére fois par
M. Weierstrass dans son Cours, & I'Université de Berlin, en 1874.
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Inversement, toute fonction f(x) de cette forme est une fonction uni-
forme de  ayant un seul point singulier essentiel, le point = , si les
deux fonctions G, et G, ne s’annulent pas ensemble, et que 'une d’entre
elles au moins soit transcendante.

Soit maintenant f(«) une fonction ayant un seul point singulier ¢;

. I . . ,
si'on pose #'= —— f(«) devient une fonction de 2" ayant comme

point singulier le point infini, et I'on a

I
z)=0G
fla)=6(52);
G étant une fonction entiére rationnelle ou transcendante suivant que
le point x = ¢ est un pole ou un point essentiellement singulier. Enfin,
I’expression générale d’une fonction uniforme ayant comme point sin-
gulier essentiel le point # = ¢ et un nombre quelconque de poles est

1
G <x—c>

les fonctions G, et G, ne s’annulant pas pour la méme valeur de z, ct
'une d’elles au moins étant transcendante.

CHAPITRE 1IV.

LEMME.

Soient F(y) une fonction de y ayant un seul point singulier essen-
tiel, le point =, et ¢ («) une fonction rationnelle de degré n qui
devient infinie pour n valeurs différentes c,, ¢, ..., a3 la fonction
F(y) devient, quand on pose y = ¢(«), une fonction uniforme de x
ayant les » points singuliers essentiels c,, ¢, ..., ¢,. On reconnait de
suite que 'on ne peut obtenir de cette maniere toutes les fonctions

7.
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ayant n points singuliers essentiels; mais il est possible, comme jo
P’ai énoncé dans le Chapitre [ et comme je vais le démontrer mainte-
nant, de mettre toute fonction uniforme de  ayant » points singuliers
essentiels ¢,, cg, ..., ¢, sous la forme

n—~1

ZF x_c),

v=0

c représentant une quelconque des valeurs ¢, ¢gy - .., C,.
Supposons d’abord qu’un des points singuliers de /() soit & l'in-
tini. Nous poserons

o(2)=ly+ kiz+ TIL‘J NI ;’i‘g
aucune des constantes £,, £,, ..., £, ne pouvant étre nulle.
Etablissons entre x et une autre variable y la relation y=g¢(z); &
chaque valeur finie de y correspondront » valeurs finies de x, diffé-
rentes de ¢y, ¢, ..., C, que DoOUs désignerons par xy, Z, ..., Xy
On pourra, si I'on fait d’abord abstraction de ces valeurs spéciales
de y, en nombre fini, pour lesquelles il se trouve des valeurs égales

de z,, @,, ..., @,, trouver n fonctions F,, F,, ..., F,_, de y telles
que
vz=n—1
Fa=f(z) pourz=u=z, ..., .
v=0
En posant
Mz)=(x—2)... (2 —z)=2"+ X2 +...+ X,, N{z) == ﬂ}?,
[¢
on aura

y=n—-1

R

=2+ (B X e (P e X2 X
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done
x
FN- _ =
‘ M(z,)’
v=1
z, flz,
Fu—»l—’-‘xl 2 ! -"""If.( \’
I ( II ()
v=1
x,. -2'3 f
Fuy= X Z T'(z,) 2 Il’ 11'
v==1 V51

fox, NSl e )
I, --«X,,_lzll,(m‘)—i—...—{ Wz

ve=1 v=1

Il faut maintenant montrer que ces expressions Fo, ¥\, ..., F,_, sont
des fonctions uniformes de y, avec le point % ‘comme seul point sin-
gulier essentiel.

Si 'on pose
(&= ey ney (2= ) = (2],

b(#)lo(z) —y] =kl (=),

Q’ott I'on conclut que X,, X,, ..., X, sontdes fonctions linéaires entieres
dey. Les expressions

on aura

b

¥ ) y' ()
& i I ()
dans lesquelles les quantités x,, x,, ..., #, entrent symétriquement
comme dans X, X, ..., X,, ont aussi une valeur déterminée unique
pour chaque valeur de y, a I’exception, bien entendu, des valeurs de y
que nous avons exclues; mais il ne résulte pas de Ia que, dans le voi-
sinage d’'une valeur & de y, elles puissent, apres avoir été multipliées,
s’il est nécessaire, par une puissance entiere convenable de y — &, étre
développées en une série ordonnée suivant les puissances croissantes
de y—b: c’est ce point que nous allons maintenant démontrer.
Prenons d’abord b de maniere que les racines a,, a,, ..., a, de
Péquation ¢ ()= b& soient toutes distinctes. Alors ¢’(@,) n’est pas nul,
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ét Dégalité o(a)=y peut s'écrire, pour une valeur de 2 voisine
de a,, ‘
o'(a)(z —a)+19"(a) (2 —af+...=y—;
et 'on a, pour de petites valeurs de y — b, en désignant par @, la racine
voisine de a,, /
= a4 (y— b Py —b) (1)-

Comme IT"(a,) n’est pas nul, et que @, n’est pas un point singulier

essentiel de la fonction f(«), on peut écrire
z, " f(x)

—I—I‘_(_xj)*:(x;”_av)_mv-ﬁ(x”“av) pouri=r1, 2, ..., n,

m, étant un entier nul, ou positif suivant que a, est un point ordi-
naire ou un pdle de f(x). Si m est le plus grand des nombres m,,
My, .., M,, ON aura '

2

!

vzl
Considérons maintenant le cas ol I’équation ¢(x)=>0 a des racines
égales. ‘
Soit @ une racine multiple de Pordre p.; ¢(«) et ses p—rx pre-
mitres dérivées s’annuleront pour #=a. On pourra, dans le voisinage
de x =a, écrire '

1 T
— @) — () — )t e = —
y!<pu(a)(x a)w—q—(H_*_”!cp (a)(z — a)r+' + i 1{,
et, en posant
1
ptlr=011_
e®a) 7

les p racines qui deviennent égales & @ pour y =104 pourront étre
représentées par une série de la forme a+ 4 P(n), P(4) ne s’annulant
pas pour n =o.

2 i

Fixons une des . valeurs de v et posons e=e¢ *; les p.racines seront

(‘) L'expression P(x) représente d’une maniére générale une série ordonnée suivant les
puissances croissantes de x.
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données par les formules
z=a+nP(n), zv=a-+eP(en), ..., zy=a+e""nPe* 7).

D’autre part, I’équation II'(x) =o admettant, pour y = b, la racine
x=a comme racine multiple de I'ordre p. —1, on aura

H’(x,) = (5-1-:-0)P—IF(E~J—1.H), pour v=1,2,..., 0,

P(¢"~'v) ne s’annulant pas pour u=o.
On a en outre, dans le voisinage de x = a,

flz)=(z—a"[Ai+A(x—a) +...];.

donc
V=L x:)\—i /’( xv) v _:.1’|I. )
RSN Pl Bl et vton P(R) [ g—1+ V.
E W(z) " ZE n PO e=tn)
vz v=1

L’expresswns ¢@=% étant nulle quand I'entier £ n’est pas multiple
auzed
vz

de 2, il en résulte que

T

O 2 f () . .
—“vﬁ‘;'(‘;c:)" =(y—=20)" POy - b).
RS |
Donc, si 'équation ¢ () =5 a rracines distinctes a,, @y, ..., g .-,
a,, et si py et my ont relativement & a; la signification qu’avaient p.
et m relalivement & @, on aura, pour de petites valeurs de (y — &),
== k==1r

NEAAC

% A
(e ZZ(Y— b= Py — b),

UE=S ] h=
et enfin, en désignant par m le plus grand des nombres m,, m,. ..., m,,
v==n
ANEAPACD)

(}"" b) ——ﬂ'(.’l',) = PO‘)(.Y—— b)’

vzt

ce qui montre que la formule trouvée précédemment, dans le cas oit
I’équation ¢ () =5 a toutes ses racines distinctes, est vraie dans tous
les cas. Il est donc démontré que toutes les sommes entrant dans les
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expressions de Fy, F,, ..., F,_,, et par suite ces quantités elles-mémes,

sont des fonctions uniformes de y n’ayant d’autre point singulier essen-

tiel que le point oo . Dans le cas ol la fonction f(«) n’a pas de pole,

tous les nombres m sont nuls, et Fy(y), ..., Fn—(y) sont des fonc-

tions entieres de y. '
D’apres la définition des fonctions F,(y), on a

v=n—1

¥ R(ple=fl=)

si pour une valeur finie quelconque de y, a satisfait & I'équation
o(x)=y. Done, en remplagant y par ¢(x), on aura pour toute valeur
de 2, a I'exception de c,, ¢, ..., ¢, et 0,

fla)= Y Flo(a)a.

Nous avons, dans ce qui précede, supposé que la fonction f() avait
pour points singuliers essentiels ¢, ¢,, ..., ¢, et le point o . De cette
maniere, & des valeurs finies de ¥ correspondaient toujours des valeurs
finies de 2. Supposons maintenant que les points singuliers de f(«) soient
tous & distance finie : désignons-les par ¢,, c,, ..., c,; nous poserons

r=c+ %;f(x) et ¢ () deviendront des fonctions de z, f(z) et 5(z);

on aura
—— K Yz
) =K +Fz4+ —2r ... n
CP( ) 0 1 Z—C’, +Z-—-();,’

les &’ et les ¢’ sont des constantes; ¢, Cys ..., C, et le point o seront

les points singuliers essentiels de f(z); done

y=n—1

fa= Y, e #,

et, par suite,
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. CHAPITRE V.

DES FONCTIONS UNIFORMES DE 2 AYANT UN NOMBRE FINI DE POINTS SINGULIERS
(POLES OU POINTS SINGULIERS ESSENTIELS ).

Une fonction rationnelle f(«) peut se mettre sous la forme

EG<;£Z%

vz

€1y Cay --+, C, étant les points singuliers, et G, G,, ..., G, étant des
fonctions rationnelles entiéres. Nous allons montrer maintenant que
toute fonction uniforme de «, f(x), ayant un nombre fini de points
singuliers, pcut se mettre sous la forme

n
- 1
G,{ ———)>
x — ¢,
e

les symboles G désignant, suivant notre convention, des fonctions
enlieres; la fonction G, sera transcendante ou rationnelle suivant que
le point @ =¢, sera un point singulier essentiel ou un poéle de /().

Supposons d’abord que f(x) n’ait que des points singuliers essen-
tiels. On pourra mettre /() sous la forme (Chap. IV)

=1

v= 0

les fonctions F,(y) étant des fonctions entieres de y, de Lelle sorte que

les quantités F,, étant des constantes.
Pour toute valeur de 2 — ¢, d’un module suflisamment petit, on a
o () = d Pl —c);
¢(#) = K
Ann. de ’Ec. Normale. 2* Série. Tome VIII. — AvniL 1859. 18
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done

F,[o(x)] :EFv,x(x — o) Pz —el)y

A=0

Pz — a):EAM(x— i)
w=20
Folo(2)] 2 [EFHA“‘ x — c.)*"*r‘]

=0

et, en posant

on a

La somme double qui forme le second membre de cette égalité reste
convergente quand on y remplace chaque terme par son module. En
effet, si la série P(x—¢,) converge pour toute valeur de z—c, de
module moindre que p, on peut déterminer une grandeur posilive g
telle que chaque coefficient de P(z—¢,) ait un module moindre que
le coefficient correspondant dans le développement de

A 5
x - ¢,

g
donc, en posant {x——c, | =Z%et en supposant £ < s, on aura

1—

et, par suite,

©

EZH‘VUMF (x—c) M‘LI/EIF\H[gX&"*( _%)—1.

2=0

Donc la somme double par laquelle F,[¢(2)] se trouve exprimée est
absolument convergente, et I’on peut alors, dans cette expression,
grouper (ous les termes contenant —c¢, & la méme puissance; et

I’on a
- ¥
z) ::Z C'(-])(.x _I_ C‘;> + P (x—¢),
k=1

pour toute valeur de # — ¢, de module moindre que p.
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. 1 k

La serleEC,E"(:—v-—J) » convergenle pour des valeurs quelconques

- I
k=1 .

de

I . o I .
» est une fonction entiere de que nous pouvons repre-
— ¢y x — ¢
I , .
senter par G, <3{_Z> » et 'on peut écrire
- b

1 \

s . (s 1 4 .y
c¢’est-a-dire que la différence f(x)— G,(—x——c—\) est réguliere dans le
. . - l/
voisinage du pointe,.

v

Formons de méme la fonction G, (;—l———> telle que la différence

S(x)—G, <x~i—c—) soit réguliere dans le voisinage du point c,. Alors la

flz) 42& (x i c.,>

sera uniforme et réguliere dans toute I'étendue du plan; elle ne pourra
étre qu’une constante, et I’on aura

différence

v==n

__C-+-2G< _c>

y=1

ou, en faisant entrer la constante C dans les fonections G,

v=n

oS ()

X — C

Supposons maintenant que f(x) ait m points singuliers essentiels
(€1 Cay .ty Cp) €t n—m pOles (Cppuys + v, Cq)3 v désignant un des nom-
bres m—1, .... n, et x élant supposé dans le voisinage de c,. f(z) peut
se meltre sous la forme

(2 — ) [Cy+ CY(x —e) 4. . ]
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Posons

h=m,—1

v); \ I
C,(')‘\-T —¢, /i"""l""f:: G.\l - >
S k x —c,
k=0

et

v=n

» \ { 3 ~ / 1
)= [flz] — E S e &
v=m-1
on voit quef, («) sera une fonction uniforme de  ayant m points sin-
guliers essenliels ¢, ¢s, ..., ¢,n, Mais n’ayant pas de poles, et qui pourra,
par suite, se mettre sous la forme
m

Yo (i)

v=1

on aura done aussi dans le second cas

avec cette différence que, parmi les fonctions entieres G,, il y en aura
seulement 7z de transcendantes.

Nous venons de démontrer la formule désignée par (B, r) dans le
Chapitre T (*).

CHAPITRE VI

DES FONCTIONS UNIFORMES DE & AYANT 72 POINTS SINGULIERS ESSENTIELS ET QUI
POUR TOUTE AUTRE VALEUR DE & ONT UNE VALEUR FINIE ET DIFFERENTE DE ZERO.

Soit f(2) une fonction de cette espece; on a, dans le voisinage d’un
point ordinaire x =a,

flz)=A -+ A(z—a)+A(z—a)+ .., ol Ay2:0;
donc
vodf(x)
'm _—(Z;__-“" l‘(x—--a).

(") 1l est presque inutile d’ajouter que, en s’appuyant sur quelques théorémes que I'on ne
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Si le point o n’est pas un point singulier, on aura, pour  trés-grand,

N A A
f{x;r:Ao—%—;‘ + =
done
1 df(x) 1 p(l
flz) dx Tz \=x
. af , . , . . '
La fonction J—,.-(-‘E Z[f:) n’a, par suite, d’autres points singuliers que

les n points singuliers (¢, c., .. ., ¢,) de la fonction /(). On peut done
la mettre sous la forme

les fonctions G, ne contenant pas de terme constant.
Supposons que ¢, ne soit pas a U'infini et que %, soit le coelficient

| , . )
de - dans G,; on peut écrire G"(x c) sous la forme
- Cy - Gy
k., d — S
S
xr—c, dx Z - Cy
ol G;(x_(;) représente une fonction entiere de ——» sans terme

constant. Dans le cas ol tous les points singuliers sont & distance finie,
si 'on donne & « une valeur telle que || >|¢,|,|c.l. ..., ]c,), on

aura
¢ n n
\' I 1 1 1
C+ Y6 (g ) =C+ Yk + =P (5):
xr— ¢, x x* z
%1 y=1
on devra, par conséquent, avoir

v=n
C=o0 et 2/&:0,‘

v==1

démontre pas habituellement dans les éléments de la théorie des fonctions, on aurait pu éta-
blir plus bridvement I'expression donnée ci-dessus; mais je n’ai pas voulu passer sous
silence le lemme précédent, parce que, indépendamment de 'usage que 'on peut en faire,
il fournit une expression générale et remarquable des fonctions considérées.
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et 'on a

i =£ 8w ()t

v=1 v=1

Supposons maintenant qu’un des points singuliers, ¢, par exemple,
> par G, (x).

d 5 \
Nous poserons C+G,(z)= —G.(x), en supposant Ga(0)=o, et
I'on aura encore, dans ce cas,

soit 4 'infini; on devra remplacer G,,<

n—1

A

V=

Nous allons montrer d’abord que, dans les deux cas, les quantités £,
sont des nombres entiers. Soient p une conslante et = une variable
réelle. Posons

Z= 0.~ pe,

). désignant dans le premier cas un des nombres 1, 2, ..., n, et dans le
second un des nombres 1, 2, ..., (n—1) seulement.
Si le module de p est suffisamment petit, la somme des quantités

Je, dx,
&, beul se mettre sous la forme

/l‘;.l'(l’r - dP(.Z‘-—— 6'7,);

done
L odfle) _d N (o1, d I
fle) " dr T &k “(x —¢ > + g PlE—a)
wz==g
2 (T(-‘;—__—-‘—)-f-f’(x-—t,}
et, par suite, en écrivant F(x) = ¢*=* ,

f@:) = UF () v,
olt C ne dépend pas de .
SiT'on remplace dans celte égalité = par t + 2m, . ne changera pas;
done

e: kymi s

y

par conséquent £, est un nombre entier.
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Posons maintenant

ol e =0 ou I suivant que ¢, a ou non une valeur finie;

y=n—=t

LA LT
R(z) dxr — 2 z—c,’

v=1

donc, en disposant convenablement de la constante C,,

v=an -
flz)=R(z H e
CE=Y

Dans le cas ol tous les points singuliers de f(«) sont & distance
finie, 2%, = o; donc la fonction R*(x) ne devient ni nulle ni infinie
pour = =o0; c’est une fonction rationnelle de « qui a une valeur
finie et différente de zéro pour toute valeur de = qui ne coincide pas
avec un point singulier de f(«); pour n =1, elle se réduit a une con-
stante. Nous avons donc la forme (B, 2).

Inversement, la forme précédente représente toujours une fonction
de x ayant les points singuliers ¢,, ¢,, ..., ¢, et ne devenant ni nulle
ni infinie pour toute autre valeur de .

On peut encore faire la remarque suivante : s'il est démontré qu’une

fonction uniforme de x, /() et son mverseﬂx)a ne peut avoir d’autres

points singuliers que les points ¢, ¢s, ..., ¢4, 5ans qu'on sache si ces
points sont ou ne sont pas des points singuliers, on aura

n-—v

7 =t Yo () =Yets ZG (z“—"'cz)’

vzzl ve==1

Dans ce cas, les fonctions G, (@) peuvent étre nulles.
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CHAPITRE VIIL

FONCTIONS UNIFORMES DE & AVEC 7¢ POINTS SINGULIERS ESSENTIELS
ET UN NOMBRE QUELCONQUE DE POLES.

Nous avons expliqué (Chap. 1) comment, & I'aide des propositions
démontrées dans les Chapitres II-VI, on pouvait arriver aux expres-
sions (B, 2), (C, 1) et (C, 2) d’une fonetion uniforme de = ayant
n points singuliers essentiels. Il nous restera peu de chose a ajouter.

Si la fonction /() n’a pas de zéro, les fonctions désignées ( Cha-
pitre I) par G™ doivent étre toutes remplacées par I'unité. Sielle a des

, . o, . . e I
zéros en nombre limité, on peut choisir les fonctions G‘V)<;—~~---->7

—
dans ce cas rationnelles, de différentes manieres. Le plus simple sera
de déterminer une de ces fonctions de maniere qu’elle ait les mémes
zéros que f(x) et de prendre toutes les autres égales & I'unité. Dans le
cas enfin ou f(«) aura une infinité de zéros, il y aura certainement
parmi les points singuliers essentiels un au moins (nous le désignerons
par ¢,) dans le voisinage duquel la fonction aura une infinité de zéros.
Soit ¢, un des autres points singuliers essentiels, et désignons par G,
la portion du plan pour laquelle | £ —¢,| Sp.

On peut choisir p suffisamment petit pour que C, contlienne seulement
le point singulier essentiel ¢,, et des zéros dans le cas seulement ot il
y en aurail une infinité dans le voisinage de ¢,. Nous supposerons, en
outre, p tellement choisi, qu’il n’y ait pas de zéros sur le contour de
¢,- Nous désignerons par G, la partie du plan qui reste en dehors des
contours ¢,, g, +.., ¢,. La fonction désignée par G™ devra étre rem-
placée par I'unité sile contour C ne contient pas de zéros. En procé-
dant de cette maniere, on arrive 4 avoir le moindre nombre de fonctions

1 , - . , . ,
G (;:) dont 'ensemble des zéros coincide avec la série des zéros

de f(x).

Sila fonction f(«) a, comme nous 1’avons supposé au Chapitre V,
n points singuliers (poles ou points singuliers essentiels), (rois cas
seront a distinguer.
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Les points singuliers ¢,, ¢,, ..., ¢, sont tous des points singuliers
essentiels; alors

fla)= InIGw <x a Cv> Sil#)s

v=1

la fonction fi(«) jouissant des propriétés étudiées dans le Chapitre
précédent et pouvant, par suite, se mettre sous la forme

R o R
(o) I o~ ).

v=1

Parmi les fonctions G, 1l peut y en avoir, comme nous P’'avons re-
marqué dans le Chapitre précédent, qui se réduisent  zéro.

Sil'on pose
— 1
) Gy (
Gor >e (7==) G( i )
x—c, z — ¢,

w=n

on aura

£l =TI & (3= )-®a).

U1

Supposons que f(x) ait m points singuliers essentiels ¢, ¢, ..., ¢y
et n—mpoles ¢y, ..., c,; soit d’autre part, pour vy =m +1,..., n,
m,le plus petitnombre entierpositif pour lequel le produit(z —¢,)™ /(z)
ait une valeur finie pour = ¢,. Si 'on pose

n

f(z)=f(x) H <x—:cv>mn

PR e |

la fonction f(x) aura m points singuliers essentiels ¢, ¢as oty €y
mais n’aura pas de poles; f(z) sera donc encore de la forme

I *
. H(‘,y(x__ L> R* ().

P22

Enfin, sans qu’il soit nécessaire d’insister davantage, sl ¢,, ¢y, ...,Cs
Ann. de UEc, Normale. 2¢ Série. Tome VIII.— Mar 1879. 19
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sont tous des poles, f(x) prendra la forme

]_—[G<x _’_c.’>,

v=1

1

G, étant une fonction rationnelle entiére de »du degré m,, si

v

m, estle degré de multiplicité du pole c,.

Donc, en résumé, la formule (B, 2) se trouve démontrée dans toule
sa généralité. Rappelons que la fonction rationnelle R* () ne peut étre
nulle ou infinie qu'aux points singuliers essentiels de f(); de plus,

. I 7o .
aucune des fonctions G"(ﬁ)’ quand elles ont été formées de la

maniere indiquée, ne s’annule aux points ¢,, ¢,, ..., ¢, et ne se réduit
a une constante. Inversement, la formule précédente représente
toujours une fonction uniforme de x, ayant 7 points singuliers si les
fonctions G,(x) et R* () sont assujetties aux conditions indiquées.

Soit maintenant /() une fonction uniforme de x ayant n points sin-
guliers essentiels ¢, ¢,, ..., ¢,. On formera, comme il a été indiqué
dans le Chapitre I, les fonctions

1 1
Gn+l — ] MR G’?n b
x— ¢, Z — Cy

. . \ 1 s / \
en opérant relativement 3 g7) comme on a opéré I'égard de f(x)
JA :
1 1 (")
pour former G, 32003 Gy .
xr — C, X — C
On aura alors
n G(v)( !
\x — ¢,

f(«’v)”—‘V];Ii S (__,__) Ji(=),

— ¢

Jfi(x) étant une fonction de @ qui appartient a la classe étudiée dans l¢
Chapitre précédent et que 'on pourra, par conséquent, mettre sous la

(') II est a remarquer que les » portions du plan peuvent étre différentes dans la forma-
tion des fonctions G, G,, ..., G, et des fonctions G, ,, ..., G,,.
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-
~J

forme indiquée ; par suite, on peut écrire

ﬁG”(x _f c>

S(z) === R ().

e (=)

wr=1

_(’est 1a forme désignée par (C, 2). . :

Remarquons que les fonctions G, G,, ..., G,, sont formées de telle
sorte que deux quelconques d’entre elles ne s’annulent pas pour la
méme valeur de x et qu’aucune d’elles ne s’annule aux points
Ciy Cay + vy . Tout facteur du dénominateur qui n’a pas un nombre
infini de zéros est une fonction rationnelle; on peut étre assuré, dans
ce cas, que la fonction correspondante du numérateur est une fonction
transcendante.

Inversement, il est clair que ’expression précédente représente tou-
jours une fonction uniforme de x ayant n points singuliers essentiels
€1y Cyy «o vy €y 81 les fonctions G(z)" et R*(«) jouissent des propriétés
qui viennent d’étre indiquées.

La fonction R*(z) peut se mettre sous la forme

» 1
G‘ (x— c-,.)
e
G <x — c§.>

ol ¢, représente une quelconque des quantités ¢, ¢, ..., ¢,. Les fone-

tions G, et G, sont des fonctions rationnelles entieres de ~, sans

A

facteur commun. L'expression géncrale d’une fonction uniforme de
avec n points singuliers essentiels ¢, ¢y, ..., ¢, peut donc aussi élre
mise sous la forme

I:[ G, (x j—n,)
! 1
H G <x~— c.,>

v=1

,

19.
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ot les fonctions G, Gy, . ., G, ont les mémes proprictés que plus haut,
avec celte modification que cependant un fucteur du dénominateur et
le facteur correspondant du numérateur peuvent s'annuler pour les points

CiyCay ovay Cye

Cette seconde expression de /() peut se développer maintenant de
deux manieres différentes.
Posons

ol

\

filw) =TT 6 (522)" o) = 16 =)

v
v v=:1

On peut développer f, et f, (Chap. V) de la maniére suivante :

filz)=A+ E i Auolz— ),

wz=i p=l

W
filz) =B Z PR MEETAS

v=1 p=1

Les coefficients A, B, A,,, By, sont des constantes, et les séries sont
convergentes pour toute valeur de  différente de c,, c,, ..., ¢,. Nous
arrivons ainsi a I’expression (C, 1) du Chapitre I.

On peut effectuer un développement d’une autre nature. Nous avons
va en effet, au Chapitre II, que toute fonction entiere pouvait étre
développée en un produit de facteurs primaires si elle n’est pas
elleméme une fonction primaire. Développons de cette maniere
G,, Gy, ..., G,; alors chacune des fonctions f,(x) et f,(x) se trou-
vera exprimée par un produit toujours convergent de facteurs pri-
maircs (rationnels ou transcendants) et tels, que le point singulier
de chaque facteur est en méme temps un point singulier essentiel de
JS(x). Nous voyons donc que toute fonction uniforme de x ayant
n poinls singuliers essentiels et un nombre quelconque de poles peut,
4 'aide d’opérations arithméliques, étre composée avec des éléments
qui sont les fonctions les plus simples de méme nature. Il nous reste &
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¢tudier comment une telle fonction se comporte dans le voisinage d’un
point singulier essentiel.

CHAPITRE VIII.

VALEURS DE LA FONCTION DANS LE VOISINAGE D’UN POINT SINGULIER ESSENTIEL.

Soit f(«) une fonction uniforme et entiére de «; on sait qu'il y a
des valeurs infiniment grandes de « pour lesquelles la fonction devient
aussi infiniment grande : en d’autres termes, soient @ et & deux quan-
tités positives queleconques. On peut toujours trouver parmi les valeurs
de x de module supérieur & @ des valeurs pour lesquelles le module
de f(x) soit supérieur & b.

On peut dire la méme chose de toute fonction uniforme de 2 pour
laquelle le point oo est le seul point singulier essenticl. L'expression
générale d’une telle fonction est (Chap. III)

G,fx/

G(z)

Nous avons deux cas & distinguer : si le dénominateur est une fone-
tion transcendante, la fonction s’annule pour une infinité de valeurs
de a; parmi ces valeurs, il y en a nécessairement dont le module sur-
passe une quantité donnée quelconque, et dans le.voisinage d’une telle
valeur f(x) est infiniment grand; mais, si G,/ ) est une fonction ration-

nelle, on peat mettre L{( ))sous la forme
5:-“—(1 + Gylz),
2

G;(x) étant une fonction rationnelle entiere de degré momdlc que
(x)
Gox)
étant infiniment pcllt pour toute valeur infiniment gl'ande de x, on voit
que, dans ce cas, ce qui a été dit précédemment subsiste.

Gy(), et G, () unc fonction transcendante entiere. Le quotient
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Soit maintenant f{x) une fonction wniforme ayant un nombre fini
de points singuliers essentiels. Le point ¢ étant un |de ces points sin-
guliers, on peut, d’aprés le Chapitre précédent, metire celle fonction

sous la forme
N I
o[-}
X -

. I
G (x - c)

F(a) désignant une fonction réguliere dans le voisinage de ¢ el ne
S ‘mnulant pas pour z=c.

Si g et R désignent deux quantités positives, la premlere aussi petite
et Ja seconde aussi grande que 1'on voudra, on aura, pour les valeurs
de  telles que' | o —c| <p,

=) [>R.

Y . . I
Considérons maintenant la fonction J—ﬂm—T)a (; etant une constanle

arhitraire, on aura, pour toute valeur de x telle que |z —e¢| < p.

.;T(QT)'I'_“_‘C*>R ou [f(m)._C}<I’{.

Donc f{z) présente, dans le voisinage du point singulier ¢, la parti-
cularité suivante : elle peut s approcher autant que I'on voudra d’une
valeur quelconque el n'a pas pour x =c de valeur déterminée. Dans les
cxpressions données de la fonction, cette indétermination se manifeste en
ce (que, pour x =c, ces expressions cessent d’avoir un sens.



