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TEMPS DE VIE ET COMPORTEMENT EXPLOSIF
DES SOLUTIONS D’EQUATIONS D’ONDES
QUASI-LINEAIRES EN DIMENSION DEUX, I

Par SeErRGE ALINHAC

ABSTRACT. — For a general quasi linear wave equation in two space dimensions and Cauchy data of size e, we
give a precise lower estimate for the lifespan of the smooth solution and show how the second order derivatives
of the solution display a “blow up behaviour” when approaching this time.

REsuME. — Pour une équation d’onde quasi-linéaire générale en dimension deux d’espace et des données de
Cauchy de taille €, nous précisons une borne inférieure du temps de vie de la solution réguliére et montrons le
comportement explosif des dérivées secondes de la solution a 1’approche de cette borne.

Introduction

Dans ce travail, nous considérons des équations d’ondes quasi-linéaires en dimension
deux d’espace.

Nous supposons les données de Cauchy C§° et de taille ¢, et étudions le temps de vie
T. et le comportement de la solution u du probléme.

1. Cette situation a été treés étudiée (voir une bibliographie dans Hormander [4], par
exemple). John et Klainerman ([5], [6], [7], [9]) ont obtenu des bornes inférieures de 7,
ainsi que des bornes supérieures dans le cas particulier ot I’équation et les données sont
invariantes par rotation. Hormander ([3, [4]) a établi une estimation plus précise de la

A
forme T, > —20 +ol| =
€ €
invariant par rotation).
Nous prouvons ici (théoreme 1.1.1) I’estimation

, ou Ag est une constante explicite (avec égalité dans le cas

> ’—4—?’+2—A°A1 _ L

1;
g2 € el=v

_ T

pour un certain v > 0, ol A; est une constante explicite, avec bien entendu, dans le cas

A2 A
0 4 gL +0< L ) (théoreme 1.1.2).

g2 € gl-v

invariant par rotation, T, =
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226 S. ALINHAC

De plus, nous établissons le comportement de la solution et de ses dérivées lorsque
t — T, montrant en particulier une dégradation effective des dérivées secondes (celle qui
« doivent » exploser) a P’approche de 7. (corollaire 1.2) :

C

A2 AGA
Dyt
3 3

IV2ullp= > (t <T.).

Remarquons qu’il ne s’agit pas ici d’une preuve de I’ « explosion » des dérivées secondes,
car on ne permet pas au dénominateur d’atteindre zéro. Néanmoins, la taille des dérivées
2

secondes, qui est de ’ordre de €2 pour t < — (A < Ay), croit ici jusqu’a dépasser ¢.
€

Nous pensons que ce « comportement explosif » est le signe que la constante A est
la valeur correcte de lim €27, dans tous les cas.

2. La méthode de la preuve est celle introduite par Hormander ([3], [4]). Elle consiste
a calculer une solution approchée u, du probleme de Cauchy considéré, puis a estimer le
reste & = u — u, a I'aide d’inégalités d’énergie pour I’opérateur linéarisé sur u,.

La construction de wu, doit étre ici tres fine, et fait I'objet d’un travail séparé [1]
dont on rappelle les résultats essentiels au paragraphe 2. Elle utilise des techniques dites
« d’optique géométrique non linéaire » (cf. Majda [11] par exemple), et fait jouer a des
solutions appropriées de 1’équation de Burger (en les variables d’espace o = |z| — ¢ et de
temps T = ev/t) un rdle fondamental.

Dans ce contexte, la constante Ay dont on a parlé plus haut n’est autre que le temps
de vie (en variable 7) de ces solutions de I’équation de Burger. Alors que dans les
travaux précédents (a I’exception de la tentative de John [8] dans le cas beaucoup plus
délicat de la dimension trois) on se limitait & une zone 7 < A < Ag (sans contrdle des
constantes lorsque A < Ayp), nous nous approchons ici résolument du temps d’explosion,
en permettant Ao — 7 = o(e).

Au niveau des inégalités d’énergie dans une bande ¢y < t < T, la difficulté réside dans

T

le fait que / ||V2u|| L~ (t)dt n’est pas bornée pour T' < 7. ; il faut donc, en reprenant
to

le calcul standard avec un poids bien choisi, étudier de prés les termes quadratiques en les

dérivées de u. Cette démarche fait ’objet du paragraphe 3.
Au paragraphe 4, on compléte les preuves des théoremes 1.1.1 et 1.2, tandis que le
paragraphe 5 traite du cas invariant par rotation.

1. Généralités et résultats

1.1. NOTATIONS ET PREMIERS RESULTATS.

a. Dans R?, on note (zo,z1,2) les variables, en utilisant souvent la notation commode
xo =t, £ = (21, 22) ; les coordonnées polaires en (z1,z2) seront alors notées (r,w), avec
r=(z34+23)Y% 21 =rcosw, Ty = 7 Sin w, Wy = COS W, Wy = Sin w, 8, = &1 — T20,.
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EQUATIONS D’ONDES QUASI-LINEAIRES 227

Pour une fonction f(z,t), on notera par abus

1/2
flo=( [1@0Pds) e il =sup a0

les normes L? et L™ de f a t fixé.
On considére 1’équation des ondes quasi-linéaires a coefficients réels et constants

(1.1.1) Fu — Dpu+ g 0pudu =0,

. o . 0
ol la sommation est étendue aux indices 0 < 4,7,k < 2, 0y = oy gfj = g}“,-, gk, =0,
Tk

A, =02+02et0=082-A,.
Parfois on notera (1.1.1) sous la forme abrégée

(1.1.1Y O u+gi; (Vu)du=0,
ol

2
Vu=(0ou, dru, du),  gi; (Vu)=gi; 0)+ > gk deu,

k=0
avec g;; (0) = 0 sauf pour ¢, j > 1 ol g;; (0) = —b;;.

Avec wg = —1, on définit (comme dans [4])
(1.1.2) gw) = gfj Wi Wj W

On suppose données des fonctions u®(z, €), u! (z, €), réelles de classe C* dans
R™ x [0, &g [, supportées dans |z | < M, pour lesquelles on a
u(z, ) = eu () +ug (2)+, -+, u'(z, €) =euj(2) +euz(a)+---
On considere, pour € > 0, le probléme de Cauchy
(1.1.3) 8t2u+g,~j (Vu)afju=0,
u(z, 0) = ul(z, €), dru(z, 0) =ul(z, €).

On note T, le temps de vie de la solution C* de ce probleme.

b. Quelques rappels.

Mentionnons brievement les définitions de deux fonctions R et L qui jouent un rdle
essentiel dans la suite, et qui sont discutées en détail dans [1].
e On note u; la solution du probleme (linéarisé en 0)

(1.1.4) Ou; =0, wu(z,0)=1ud(z), 8 u(z, 0)=uj(z).
Il est bien connu (cf: [3]) que

R(r—t, w)
(1.1.5) Uy ~ T (’f' — 400, T — t z —-cte),
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228 S. ALINHAC

pour

(1.1.6) R(O’, w) = (s, w, u%) - asé(sv w, u(l))} ds,

75 Jo s

R (s, w, v) désignant la transformée de Radon R (s, w, v) = / v (z) dx de v.

e On note us la solution du probléme

(1.1.7) O us -l-gfj Ok U1 (93]- u; =0, us(z, 0)= ug (z), Oruz(z, 0) = ul(z).

On montre dans [1] que

L(r—t, w)

ri/2

(1.1.8) Uy — 9(w) (05 R)? ~

5 (r — +oo, r—t > —cte),

pour une certaine fonction L de classe C*°.
Nous avons coutume d’appeler R et L de facon imagée les « premiers » et « deuxi¢mes »
profils de wu.

Nous faisons maintenant sur R et g I’hypothese de non dégénérescence suivante :
(ND) 11 existe un point (0¢, wp) et un nombre x > 2 tels que

(i) —9(wo) 82 R (00, wo) <0

(ii) VA, IC>0 avec,pour |o—og|+|w—wp| < A,
—g(w) 92 R (0, w) > —g(wo) 3 R (09, wo) + C (|0 — 0o | + |w — wp )"

e Nous posons alors

(1.1.9) Ay = !

B " g(wo) 92 R (00, wo)’
(1110) A1 = —Agg(UJO) 63.[4(0’0, wo),
et
(1.1.11) T = T (€) = Ao + € A1
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EQUATIONS D’ONDES QUASI-LINEAIRES 229

c. Les théoremes.
Notre résultat principal, qui sera précisé en 1.2, est le théoréme suivant.
THEOREME 1.1.1. — Sous I’hypothése (ND), il existe v > O tel que le temps de vie T. de

la solution classique u de (1.1.3) satisfasse, pour £ > 0 assez petit, a

A2 AgA, 1

(1.1.12) T. > — +2 - =
€ € eV
~ A2 Ag A 1
On notera dans la suite 7. = —22 N, Pl S 17—, - Nous croyons qu’en fait
€ €
A2 Ag Ay 1 . ) . .
T. — - — 2 — =0 - ) sans savoir le prouver. Néanmoins, comme d’habitude
€

dans ces questions, une procédure due a John [6] (cf. aussi [3]) permet de conclure dans le
cas « invariant par rotation » ¢’est-a-dire pour une équation de la forme 92 u—c? (u;) A = 0
[on a alors g = 2¢/ (0)]. L’hypothése (ND) doit étre alors remplacée par

(ND)" 1l existe un point o et un nombre x > 2 tels que

(i) 992 R(09) <0,

(ii) VA, 3C>0 avec, pour |o —og| < A,
—g02R(0)> —g0>R(00)+Clo— oo |~

TueoreME 1.1.2. —  Supposons [équation (1.1.1) de la forme particuliere
02 u — % (us) Au = 0, et les données de Cauchy dans (1.1.3) invariantes par rotation.

La solution u est alors invariante par rotation et, sous I’hypothése (ND)' il existe v > 0
tel que

2 A 1
(1.1.13) T€=—49+2A—0—1 +0< )
13

52 gl—u

d. Remarques

e On aurait pu choisir en (1.1.1)" des fonctions g;; quelconques sans rien changer
aux résultats; en effet, les termes de type Oru Oy u afju etc. sont négligeables pour
I’approximation requise en (1.1.12), (1.1.13).

e On trouvera dans Hormander [4] I’estimation

A? 1
(1.1.14) T. > ;29 +o0 (25)

ainsi qu’une bibliographie détaillée sur I’équation d’onde quasi-linéaire (1.1.13), étudiée
originellement par Klainerman et John ([5], [9]).

Le présent travail vise a préciser (1.1.14) et & montrer la dégradation effective de la
solution 2 I’approche du temps 7.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



230 S. ALINHAC

Ce point est I’objet du théoréme 1.2.
1.2 SOLUTION APPROCHEE ET ESTIMATIONS DES RESTES.

Dans [1], nous construisons une solution approchée u, du probleme (1.1.3) par des
méthodes « d’optique géométrique non linéaire ». Nous introduisons & cette occasion un
« temps lent » 7 = ¢ /£. Sans entrer ici dans les détails de la description de u, (dont une

partie sera rappelée au paragraphe 2), notons, pour cette solution u,, u = u, + .
2

Pour tout A, 0 < A < Ay, on a précisé dans [1] le comportement de @ pour 0 < ¢ < —
. €
et 0 < € < g4. Nous fixons dans la suite A, 0 < A < Ay.
Le théoréme suivant précise les estimations de 4 dans les différentes zones du cone de
2

lumiere pour = <t< TE.

THEOREME 1.2. — Le nombre v > 0 étant celui intrzgluit au théoréme 1.1.1, il existe y > 0
(avec p > 5v) tel que, pour tout 0 < A < Ag et = <t<L T, onait:

A. Dans le domaine —Cy < r—t < M,

5

€
. y < —_—
® Vil < C (Te —7)2 1
&5
V2o + | VOt < € —
(e =7)2~
5
3 . 2 . 2 . €
[VZ2ulo+ |V 8wu|0+]V8wu|oSC————————(T*_T)s_ﬂ.

gb—n
(e —7)E=1’

[[V24llo+ || VO, ullo < Cy

(i) Pour tout n > 0, ||Villo < Cy
6—n

B. Dans le domaine r — t < —CY,
1) |Vd|0§0623/9|10g5l,

.5
|V2u|0+|V8wu|0§C<523/9|loga|+ —6—7'),
(e —T)27H

5
|V3u|o+|V28wu|0+|Vaf)u|0 SC(623/9llogsl+ 6—)

(Ta —T)5—H
6—7
(ii) Pour tout n > 0, ||V |lo < Cy, (5293—'1.{. ~_5T)’
(T —T)27H
6—-7
2 . 23 _ €
V=l + 1|V o, tllo < Cy (69 ”W)’

Ces estimations, combinées a la description de u, donnée au paragraphe 2 (cf. aussi [1]
pour plus de détails), permettent de se faire une bonne idée de u. En particulier, nous
obtenons le corollaire suivant, qui décrit la dégradation effective de V2 u lorsque t — T..
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A? -
CorOLLARRE 1.2. — 1[I existe C > 0 telle que, pour = <t £ T, on ait
1 e? 9 e?
< Viullo £ C .

Cri—1 Te —

2. Quelques précisions sur la solution approchée u,

Pour la commodité du lecteur et la suite de la preuve, nous rappelons ici bri¢vement
quelques propriétés de la solution approchée u, construite dans [1].
On notera, dans tout ce qui suit (en accord avec le lemme 6.5.1 de [1]),

F=7(e)=Tu(e) = Ce™/" 1 —Ce?|loge|,
C étant choisi assez grand.

2.1. LA SOLUTION u,.

Nous distinguons deux domaines D; et D, :

o D, est défini par A <7 < 7, —=Cyp < r —t < M, pour un Cy assez grand; c’est la
partie « extérieure » du cone de lumiere, oll I’analyse est la plus délicate.

e D, est défini par A < 7 < 7, r — t < —Cp; c’est « I'intérieur » du cone.

Dans D;, u, et ses dérivées en 0., J;, 0, vérifient

2.1.1) |82 07 0F u, | < Ce2

Dans D., u, peut étre décrite de la fagon suivante : soit S (o, w, 7) la solution du
probleme de Cauchy

2.1.2) 0, 8 — g (0,8)2=0, S(o,w, 0)=R(0,w)+eL(o,w).

Pour une certaine fonction C* F4 (0, w) (construite dans [1]) qui vérifie
Fs(o,w)=S(0, w, A) + 0(62 |loge ),

on note F' (o, w, 7) la solution de

2.1.3) 8, F — % 0, F)2=0, F(0,w, A)=F4(0, w).

La solution u, est alors de la forme
I

ua— m(F(T_t, UJ, 7')+52G(7'_‘t, w’ T))?

oll G est un deuxieme terme que nous n’expliciterons pas ici.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



232 S. ALINHAC

Dans D., les estimations suivantes sont prouvées aux lemmes 6.3.4, 6.3.5 et 6.5.1 de [1]:

() el 4] Ve twtia] < Ce?,
(i) Pourk > 2,
A 2
oo lo ool ua | <C———,
- (7~' — T)T“E
la|+i+I<k
€
2.1.4) (i) || ij Uq (z, t) — 17z Wil F'(r—t, w, 7)o
4
€
<Cc__=
s¢ (7 —T)8/2°
M C I 1
L(IV) e < {lgF"lo < s +C.

Ici comme dans la suite, on note 9, F' (o,w,7) = F' (0,w,7), 8% F (0,w,7) = F" (0,w,T)
etc.

2.2. LA PRECISION DE L’APPROXIMATION.
A2
Elle résulte des estimations de u — u, (en t= = etde J, = Ou, + gfj Ok Uq 8% Ug
(pour A < 7 < 7). L’approximation u, construite est en fait bien meilleure dans D,
que dans D;, comme le montrent les estimations suivantes, prouvées aux paragraphes 5
et 6 de [1]:

Dans D¢, on a, pourunv; > 0,
7

€
: <o &
(1) l Jll ‘0 = C (7~. _ ,7.)3—1/1 ) .
@2.1) V() [VIalot|0dalo<C—"
(F—71)z ™ ,
2 2 < —E__
\(111) |V Ja|o+|3wJa|o+|ana|0—0(7:_7.)6—:/1‘
222) Dans D;, ona |93 8] 9., Julo < Ce®[loge|.

2.2.3) Pourt = A, ona

dans D;, |02 870 (u—ug)|o < Ce®/?log €|,
dans D., 8287 8% (u—1u.)|o < Ce".

3. Les estimations de u — u, au bord du cone de lumiére par la méthode d’énergie

3.1. QUELQUES GENERALITES SUR LA METHODE DE LA PREUVE.

2
Nous nous proposons d’évaluer &4 = u — u, pour 7 = € VE>Alt>ty = — |1 Ua
€
étant la solution approchée de (1.1.3) construite en [1], dont on a rappelé au paragraphe 2
quelques propriétés essentielles.
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On écrit (1.1.1) sous la forme
(3.1.1) Li=00+ g5 0kugl; i+ gl 97 ua Ot = —J,.

L’opérateur L est essentiellement le linéarisé sur u, de 1’équation de départ.
.. v .
Choisissons v, > 0, v < PR < Zl Nous supposerons que la solution u de

(1.1.3), pour € assez petit, existe et est réguliere dans 0 < t < Ty, pour un T vérifiant
(3.1.2) A<erTy < 7(e) — et
Définissons un domaine D, par
C
t_(l_CIEZ)TSC27 r+t< _23) TzAa
€

ou C; > 0, C3 > 1, et Cs telle que Deﬂ{r—t < M} c D..

On a | Vu,llo £ Cye?, et Pon choisit C; >> Cy.

Pour établir des inégalités d’énergie, il est nécessaire de faire des hypotheses a priori
sur u; choisissons un v3 > 0, v3 < v; — 4 5, et supposons que pour ¢ assez petit, il existe

A2
T, =ty < T < Ty avec, pour t, <t < T,

=
~ 6—v3
(3.1.3), DansD., ||Vl < ——,
(F=-1)z—™
6—!!3
. . 3
I V2allo + 119, Vallo < o
6—v3
(3.13), Partout, || Vallo<edt? 4 ——
(T—-m)2—m
EG—V;;

2 . . 23 _,,
[VZdllo + 1|0 Vi ]o <€ 7™ + Gorpn
BZ
D’apres les résultats de [1], un tel T existe, par exemple T = —-, B > A, B proche de

A. Remarquons qu’on a alors [grace a (3.1.2) et aux choix de v, vs]

B 6—v3

(3.1.3), Dans D, |[Vulo<Ce®>+ ~€—7— < Cé?,
(f—-71)z ™™
2 6—113 2
9 € € 5
< £C ,
HV u”0+“6wvu”0—ci__~7_ (7';_7_)5_,,1 = 7~__7_
(3.1.3); Horsde D, ||Vullo < Cé?,
6—v3
2 2
I VE3ullo+ 110, Vullo < Ce +(—7~_‘_—7_)5__,,1-

Remarquons que, grace a (3.1.3),, De N {to <t < T} est un domaine d’influence pour L,
pour des données de Cauchy prescrites sur 7 = A.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



234 S. ALINHAC

Dans ce paragraphe, nous établissons des inégalités d’énergie pour 1 et ses dérivées
dans D, N {to £ t < T}. Par induction sur T, nous en déduisons que (3.1.3), est en
fait valide pour ¢t < Tp.

Au paragraphe 4, nous établirons des inégalités d’énergie dans toute la bande £y < t < T.
Par induction sur 7', nous en déduirons la validité de (3.1.3), pour t < Tg.

Grice au théoréme d’existence locale, par induction sur Ty, nous obtenons alors (1.1.12).

3.2. LES EQUATIONS SUR LES DERIVEES DE 1.

On aura besoin des équations vérifiées par V u, 9, u, V2u, 9,V u et 82 4, que nous
établissons maintenant.

LEMME 3.2. — Les équations sur les dérivées de v s’écrivent :
@) L0+ gf 0fuou=—{0 Jo + g 0% ua O i} = Fy.

(i) L0 == {0y Jo+ g5 (80 Ok w) 870+ g5 Op u [0, 8]0
+ g 0., 0% uaaku+g”8 Uq [0y, O] 0} = F,.

(iii) £32, U+ ng oA u 82” U+ g,] 3q,k u82 w4+ g,] 8qk uf)]l U

_{ ql Ja + g” 8qlk Ugq 3 U + g” az]l Ug aqk m
+ QZ agz] Uq 8]%1 U + gl] Bqlij Ugq 8/5: u} = ql'

(V) L8080+ gl (82, 8, 1) 8% i+ gl 0% udZ a4
= {010, Ja + g (00, Ok u) O ]lu+gmaku[aw o2 6y i
+gijaijluaak8 u+9ij (01 0., Ok uq) 02 u+g”8,ku[aw,aj]u
+ g% (0 02 a) Oy 1 + gl 07 wa [0, k] 01 11 + gl (81 0., 0 ua) O s
+ 955 8551 ua [0, k] 0} = Fio.

(v) LO%u+glolo,udlu=—{02J,+2g (0,0 u) 80,1
+ g% 0% uld., 9] 0. u+gg;6kua 0., 0%]
+gfj (80 02 ua) Or O, u+g” % Uq [Ou, Ok] Dt
+ 9% 8. Bwuaa O U+ g5 0% uq O,y [0, O] U
+gij (02 Ok ug) ~u+2gi]- (8. Ok u) [Ous Bizj]zl
+gi] (02 32 Uq) 8ku+g” 0. 32 Ug [Ouy Ok U} = Fe.
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Preuve. — a) En dérivant (3.1.1), il vient

-0y J, =gfjafku62 u+g” (9,” Uq Ok U+ L O .
b) Comme Lu = Ot + gf; O udf i+ gf; 0F ua Op 1,

By L= Ly 0+ gl (8., 0k u) D ..u+g§;aku[aw, ALY

—f—g,]a 0%  Ua Bku-l»gzJ Uq [0,y Ok] 1.
¢) On a ensuite
—831 Jo = gfj 32119 U 82 U+ g” op, u@fw U+ g” Bql” Ug Ok U

+ gz,'cj alij Uq 32k u+ gz] aqk “8211 U+ gu qw ua Dyt + £ 8

d) 618w£ﬂ=gfjal2ku8 O u+gl]a,”uaaka U+ L0 0,0
+ 95 (810, Ok u) 821 + g7 (0, Ok w) 83 i + g Off w [, OZ] 0
+ g5 Ok u (0., aij]alu+gija,a 02 uq Ok U + gl 0. 02 ua Oy
+ g“ 8], Uq [8w, Bk] u—+ g” ua [aun Bk] 8, u.

Notons pour mémoire les formules [0y, 0,,] = s, [02, 0,] = —04, [6?, O,] = 20, s,
02, 8,] = —28, By, [0 02, D) = B2 — 2.
) 0L Li=LOZUu+2gL (8., 0k u)d} 8, u—l-gnaku[ , 020, 1
+g1]8 0% i Ua O O, u+g” ua[aw,ak]a U
+gij(828k'u) 02 u+ 29 0, Ohuld.,, 03] u + gf; Ox ud, [D., OF] i
+gw 02 0% ug O +g” O, 3”ua8 O U +g” Oy 3% Uq [ Ow, Ok U

w “ij

+g”3 Ug Oy [0, Oklu. O

3.3. L’INEGALITE D’ENERGIE POUR L.
La fonction F' étant définie par (2.1.3) on pose
3 B—=t_ F'
d= 7 F'(r—t w, 1), et a=e ATV
oll B > 0 est une (grande) constante et ¢ (r — t, w, 7), 0 < ¢ < 1, est une troncature
2

A
convenable fixée telle que 1 gd > 0. Rappelons que t, = - A ayant été fixé,

0 < A < A
On a alors I'inégalité d’énergie suivante :
1
LemMmE 33. — Posons E (t, v) = E (t) = 3 / a((8:v)? — gij (Vu)8;v 9;v)dz. 1l
existe une fonction Cy(n > 0) et pour tout B > 1, une fonction ag > 0, vérifiant
T
/ ap (t)dt < C (1 + B) telles que, pour tout A < 10 on ait
t

0
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1 /T
(3.3.1) 3 /to angd{(B—Cn)Z(ainiaw)z

i>1

+2(,\— % —n) (8tv)2}dxdt+E(T)

T
§E(t0)+/ alvd,vdzrdt
to

+/tT {aB (t) + \/_—t(?—_T)}E(t)dt.

Rappelons que le domaine considéré ici est D.n {to <t < T}.

Preuve. — a) On a

1 1
02 v, Opv = 3 0y (a(0yv)?) — 3 (0: a) (8, v)?,

0 (0,901 (9, )?) — 3 i (ager) (300,

DN =

2
Joi O;3 Vg Or v =

1
Z 9ij Bizj vadiv = Z 0; (agi; 0; v Oy v) — 3 O (Z ag;; 0; v 0; v)
6§21
1
—(8:0) (Y 9 (agi;) 5 v) + 5 > 0: (agi;) 0iv 05 v.
Donc, avec a = Adg,

(3.32) Lwvab;v+ GTOZ ((0yv)? — Z 9i; 0; v 0;v)

i,j>1
= 0 {g ((0pw)? — Z 9ij 0; v 0; v)}
i, j>1

+ Z 0; {agoi (0 v)2 + Z agi; ;v oy v} + Q (Vv),

i>1 =1
ou

— 2 1 0 02 ao

Q(Vv)=—(0:v) [5 (Ora)+ ; 0; (agoi) — agy; 055 ta — >

1
+ 3 Z [0: (agi;) — aa gi;] O;v 05 v — Z 0; (agi;) 0j v Oy v

4,521 i,521

+ Z agfjafj Ug Ok v O V.
E>1
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Dans @, séparons les termes qui contiennent une dérivée de a des autres :

1
+ 5 Z (8ta)gij8iv8jv

i,j>1

Q (V ’U) = — (at ’U)2 |% (8t (1,) + Z (81 a) Goi

i>1

— Z (0; a) gij 0jv0iv+a [(at U)2 (% + g?j 83] Uq — Z 0; (gm;)>
4,521 i>1

1
+ 3 > [0 (agi;) — agi) Bivdjv— > 8:(gi) 850D,

i,5>1 4,521

+Z gfjafjuaékvﬁtv} = Q1 +a[Q2]

k>1
b) Explicitons Qg :

a
Q2 (V)= (0 1;)2 (5 + g?j afj Ug — Z gfi o2, u)

i>1

1
+ D) Z [gfjataku—agij]aivajv

3,521
k 52 k o2
- E gijakiuaj'u@tv+z 9i; 05 Ua Ok v Oy v.
4,521 k>1

Compte tenu de (2.1.4) et (3.1.3),, on a

‘3-2~u—iw'w-F”' <C et +C e =B (1)
i /2 i 0= (F-1)2 (F — 1)pm
On peut donc écrire
!
Q2 = (0yv)? <§ +g?j wiw;d — Z gk wiwy, d)
i>1
1
— 5 Z [gfjwkd—l—agij(O)]aivajv
i, i>1
- Z gfjwiwkdajvatv-l-z gfjwiwjd(?kv v+ Qy = dQY + Q,
4,321 k21

Q21 <CBMH) Vol

¢) L’équation (2.1.3) implique que —g F’ est solution de 1’équation de Burger. Les
hypotheéses (ND) de non dégénérescence faites sur R montrent qu’il existe une fonction
de troncature 1 (o, w, 7), indépendante de e, telle que, sur supp ¥, |g| > cte > 0, et
gF" > cte > 0 : la fonction 1) est concentrée prés des caractéristiques de 1’équation de
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Burger le long desquelles I’explosion a lieu au plus t6t, c’est-a-dire & peu prés au temps
T« (€). Sur supp (1 — 9), V2 F est bornée, et n’explose pas pour 7 — T, (¢).
d) On écrit donc

Q2:¢ng+Q2v
ol Qy = (1 —v)dQY + Q, vérifie
|Q2| < C V[ (2 + B (1)).

Nous faisons apparaitre maintenant les variables 9; v + w; 9; v dans Q9, pour une raison
qui sera claire au paragraphe e) :

1
QB ==5 D lohwnt+ gl (@iv+ wi0v) (v +w; 0 v)

i,5>1
+'Z gfjwiwj (Okv+wrOrv)Orv+ Mg Z(Biv+wi8tv)wi8tv+qg (0, v)?,
k>1 i>1

o = (- 3) o)

e) Analysons Q.

Compte tenu du choix de a et de g,; (0) = 0, on trouve

1 1 ¢ ,
a——B—Ql =3 mgat(¢F){—(6tv)2+ Z 9ij O;v0; v}
i,5>1
F' d ~
—_ Z s@i <'¢]1—/29) gijﬁjvatvz —,(ég—— z(aiv+wiatv)2+Q1,
i,5>1 r i>1
avec

|Q1| < C|Vv|252.
f) Finalement,

aB1ygd

Q(Vo) = =

> @iv+widhv)’ +aBQi+apdQs+aQ,

i>1

_a ‘ a4 L

= 21pgd{B ;(31v+w18tv) + p

> (g wi 4+ A6i5) (850 + w; 8y ) (950 + w; B, v)

i,5>1
+gZgfjwiwj(akv+wk6w)3t'u+2/\Z(&v-&-wiatv)wiatv

k>1 i>1

+2()\— %) (Bt'u)Q} +aBQ;+aQ,.
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Pour tout n > 0, il existe C, telle que

Q(Vv) > gv,bgd{(B—C,,) Z(Biv+wi8tv)2+2<)\— % —n) (Btv)Q}-I-Q,

avec |Q| < Ca|Vul2(e? + B(t) + Be?).
g) En intégrant (3.3.2) dans D., on trouve

aAdg
2

E(T)—E(t0)+/ gd}gd{ }5/a£v6ﬂz+/ [(0yv)? — gi; 0; v 0; v] dx dt

+C / | Vo2 ((1+ B) e + 3 (1)) do dt.

T
La derniere intégrale est majorée par C/ (1+ B)e?+ B(t) E (t)dt.
to

Dans I’avant-derniére, on a

4
_ & pw € .
d= t1/2F +O(7~'—7’)’

grice a (2.1.4) (iv),

/ a)‘2d9[ ]dxdtS/tOT ﬁ’\_ﬂE(t)dH—C/: (52+ %6_47_>E(t)dt-

4
Finalement, on obtient (3.3.1) avec ap (t) = C((1+ B)e* + 3(t)) + C -
F_

T 2 54_V3

€
. ap (t)dt < C’B+C(7~_ — e +C(7~_ — < C(1+4B)carvs < vi—4vatri v,
par hypotheése. U

, et

3.4. ESTIMATIONS DE % ET DE SES DERIVEES.

3.4.1. Estimations des seconds membres
Les estimations de J, ont été rappelées en (2.2.1); il suffit donc d’examiner les termes
supplémentaires dans les seconds membres des équations établies au lemme 3.2.

Avec les notations du lemme 3.2, nous avons, en posant § =

T—T

a) |Filo <Ce™62~ 4+ Ce26% |Vl
b) |F,lo<Ce 63 +Ce?6|V2alo+ Ce®8% | Vil
¢) | Fylo < CeT85 " 4 0?62 | V2a)o+Ce26 | Vi
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d) | Fulo<Ce™ 65 +Ce26| V3o + Ce? 6% (| V2o + |0, Vo)
+Ce 64|V

e) |Flo<Ce™65 ™ +Ce?8|V2a,ulo+ Ce?6% (|V2ilo+ |8, Vi)
+C28 Vil

3.4.2. Le lemme de Gronwall.

La forme du lemme de Gronwall adaptée au lemme 3.3 est la suivante :

LEMME 3.4.2. — Soit ¢ (t) > O telle que, pour tout t > 0, on ait

o (1) 50+/0 a(S)sv(S)d8+/0 B(s) o (s)2 ds,

pour une constante C > 0 et des fonctions «, § > 0. Alors

o ()2 <V VR + VR / jh_(()_)d

ou h(t) = efo (o) de
Remarquons que dans I’application au lemme 3.3, « (s) est de la forme
€

a(S):aB(S)'FAm,
T .
avec / ap (t)dt < C, en sorte que
to e -
/ oz(t)dt:/ ap (t)dt+2Xlog (7 — C) —2Alog (7 — 7),
to to

et

342 —C—(T:i—r_)’\ < Vh(t) < (—~—C—

F—T)

Dans les paragraphes 3.4.3-3.4.5, on va appliquer le lemme 3.3 aux diverses équations
du lemme 3.2. Comme ces équations comportent des termes d’ordre inférieur additionnels,

1
I’application du lemme 3.3, aprés analyse de ces termes, conduit a choisir A > > A>

5
ou A > 3 selon les cas.

Les choix de 7 dans chaque cas sont faits en conséquence, d’ou les valeurs de C);, puis

B, dont dépendent les constantes des diverses inégalités.

Rappelons d’autre part que, selon (3.1.2), dans le domaine considéré, 7 — 7 > gl*»2,
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3.4.3. Estimation de |V 1 |o.

LEMME 3.4.3. — On a, dans f)e,

5
€
343 il < C i
( ) |Vu|0_C(7~__7_)2_V1

1
Preuve. — On applique simplement (3.3.1) pour v = @, A = 3 +n, n > 0 petit,
B = C,; on trouve

T
|vu|0§ce75%+"+0575*/ dt <Cefe ™. O

w G-

3.4.4 Estimations de | V%l et |V 8,4 |o.

LemME 3.4.4. — On a, dans f)e,

ed

(3.4.4) V2o +| Vo, <C

(F—71 Fov
Preuve. — a) On doit tenir compte des termes d’ordre inférieur présents dans 1’équation

qui gouverne 0, u.

On écrit d’abord (3.3.1) pour v = gy u, [ = 0, 1, 2, avec les mémes a et A (2 choisir).
On obtient

(345) > E(T, d4)
l

1 T
; §/t al/Jdg{(B—Cn) S S (@:0ri + wi 0,00

0 1 i>1
1 -\ 2
+2 ()\— 5 —n) ;(ata,u) }dmdt

T
52E(t0,a,u)+/ { }ZE(t,a,u)dt
l to l

T T
+ Z {/ aFlc’)tB,ada:dt—/ ag%@ﬁ,u&fjuataludwdt}.
1 to

to
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T
e On écrit les termes / atdg { }drdt au membre de gauche de (3.4.5), qu'on

tO . ~AY 2
appellera par abus « les termes d’énergie contrdlée », sous la forme

(B—Cy) > (8:0stt+ w; 07 11)?

i>1

1
+2 </\— 2 “77> (87 w)® + (B - Cy) Z (0; Ot + w; 0, Oy u)?

i, 1>1

1
+2<A— 3 —n) Z[(8t8lu+w,afu)2+wf(afu)2—2wla$u(atalu+wlafu)]

1>1

=B-C) Y (aia,a+w,-atalu)2+4<x— 1 ~n) (92 10>

2
i>1,1

1
+2<)\— 5 -n> 3 [0 00 + w1 02 ) — 2wy (87 ) (85 Or it + w, 07 )]

I>1
>4 /\—l——’ w2+ (B-0C, —C, 0; 01 1 0, O 1)?
Z 3 n—n (tu)+( n n’)Z(zlu+wztlu)~
i>1,1
e Par ailleurs, on a
0,0;1=0,0;u+wj0fu—w; 070 (j>1),
et

020 =070 4 w; 0,01 — w; (8,0 1+ w; B} ) + wiw; 87 0 (i, j > 1).

k.

Les « termes quadratiques additionnels » agf; 0% u 9% 4.8, 8, @ [au membre de droite de

(3.4.5)] peuvent donc s’écrire, modulo des termes contrdlés par
C(E®+a1()D E(t di)
!
[comme dans la preuve de (3.3.1)],

¥ agl T—f——wkaF"{—wiijl (82 @)2 + 57 % (02 i+ wi 0, 0y ) (B, O+ wy O 1)

/2
+ Y * (07 ) (8 + wi 0, 0, )}
Le premier terme vaut
—ad (0 4)? Z 9% wiwj wpwi = —2atpdg (7 )%,
tandis que les divers termes dans les sommes sont majorés par

pald|(Cpr D (81 + wi8:0; i)’ + 0" (87 0)°).

i>1,j

e Au total, comme dg = |dg| > C'|d| sur le support de ¢, on obtient, pour tout A > g ,
pour des choix convenables de 1, n’, n”, puis de B, I'inégalité
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Y E(T, di) <) E (to, 0r1)
l l

T €A 2 .
[ ot 2 ro@ e (t))}(; B(t, i) de

+Z / a F, 8, 0, 1 dzx dt.

o Le lemme de Gronwall donne alors, puisque Z |Filo < Ce™6 5

T
Ivz’[l’IOSCE75)\+CE75>‘\/ T—dg‘_ 50656;———1/1.
to (T - 7')5_”1—>‘

b) Pour estimer V 0, %, on applique 'inégalité d’énergie a L0, u = F,,. D’aprés a)
et 3.4.1. b)

|F o< Ce™ 63 4 063 4 063 < Ce”68™,
1

57

|VO,ulo < Ce" 6 +Ce™ 8

d’ou, pour A >
T

S SO R Y S
W FonEn
3.4.5 Estimations de | V3 |y, | V20, 1o, | V 8% 4 )o.

LEMME 3.4.5. — On a, dans De,

&5
(f—7)85—2°

Preuve. — a) On procéde avec 1’équation sur 83, 1 exactement comme au lemme 3.4.4
a). inégalités d’énergie avec v = 924, 8, u, (I = 1, 2), 82, w, (g, 1 > 1).

(3.4.6) | V3o + | V20t + |V ulo < C

e Les « termes d’énergie contrdlée » sont :

. . 1 .
(B-C) S @.0ti+wdbi +2(A- 3 —n) @0

i>1

. . 1 ,
+(B=Cy) Y (aiazatuwiaza,u)uz(/\— 5 —n) > (87 o)

i,1>1 1>1

' 1
+(B-Cy) > (aiag,wwiatag,a)uz(x— 5 —n) > (807w
i,q,12>21 q,1>1
On écrit

838[1:1,:338[&4-&)18?’&—&)18?’&,
0y 02 = 0, 0% 1+ wy 07 8y — wy (07 By + wy 85 ) + wy w; B
By =082 U+ w; 8,02 U — w; (8, 0% i + w, OF By i)

+wiwq(afa,u+w,af 0) — w; wyw; 05 1,
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et 'on obtient la minoration

()\— 1 —n> 1+Zw,+ Z w2 w}) (87 )?

>1 q,1>1

+(B—=Cy=Cp) > (3:i0%1+wid,0%10)
i>1,q,1
e Les « termes quadratiques additionnels »

—agfja,’j’,uagijuatag,u ag”a2 w0, k,uataglu agwaqkuaﬂuataq,u

s’écrivent, modulo des termes contrdlés par C (e2 + o (t)) Z E (t, 87 ) (parmi lesquels

q,1
le deuxi¢me terme de la somme),

—a’lpd{ gz_]wlw]wkwl gz]wzw]wkwl 2}(83“’)2
+apd{ ) *(0; qlu+w,~at 924 (05 0% 1 + w; 8, 92, 1)
+ > %87 0) (8 02 i + w; 0, 0% 1)}

Le premier terme vaut 6a1dg (93 4)? tandis que les seconds sont majorés par
pald|(Cor D (8041 + w; 8,04 w)? + 1" (83 0)?).

i21,4q,1

e Au total, on obtient, pour tout A > g, avec | Fylo < Ce” 65,

V30| < Ce™6* 4+ Ce™ 6 /T J————

W G

b) Pour estimer V29, 4, on procéde comme en a), et on trouve que I'inégalité a lieu
pour \ > g Comme | Fy, |p < Ce7 8571, on obtient (3.4.6).

< Ce® ™,

1
c) Enfin, X > 3 suffit pour I'inégalité portant sur 92 4. [J

3.4.6. Conclusions pour le domaine D..

Les estimations d’énergie (3.4.4) et (3.4.6) permettent d’obtenir, grice aux injections de
Sobolev en coordonnées polaires, les estimations

gb-n

[Vilo<Cy (—ﬁ;pg

(3.4.7) o

2
I9%illo + 11V 0l < Cy o=y
pour tout > O [la perte arbitrairement petite vient du fait qu’on est dans le cas limite de
H' (R?), et qu’on doit interpoler avec des estimations éventuellement moins bonnes].

Tant que T est tel que (3.1.3), a lieu dans f)e pourt < T, De est un domaine d’influence
et on obtient en fait les estimations (3.4.7). Celles-ci impliquent a leur tour

IVilos £ —0 | Vall+ VAo £ —r
| SN CErEr=r S F-n
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V3

2+ %] ’
Par induction sur 7', on en déduit que (3.1.3), est valable pour ¢t < Tj.

pour € assez petit, pourvu que 7 <

4. Les estimations complémentaires de

4.1. On va maintenant prouver la validité de (3.1.3), pour ¢ < T,. Notons que la preuve

des théorémes 1.1.1 et 1.2 sera alors complete, car cela montre que la solution u existe

A2 240A; 1

pour €/t < 7 (e) —eltv2 c’est-a-dire t < = + =T pour 0 < v < vy

1—-v
€ €
et ¢ petit. De plus, toutes les estimations d’énergie restent valables.

Enfin, comme 7 — 7 > ¢'**2, on a

Te—T=7F—T+Ce”" 14+ Cc?|loge|<F—T4+eF2<2(F-7)<2(rs — 1),
ce qui permet de formuler les estimations plus agréablement & 1’aide de 7. — 7.
4.2. ESTIMATIONS DANS UNE BANDE to < t < T.

LEMME 4.2. — Pour tg < t < T, on a, sous [’hypothése (3.1.3),,

@ |Vl < Ce®P|log ¢,

5
(i1) |V2’[Llo+lvaw1l]0SC(&‘%/QHOg €|+ —j8_7>,
(F=7)z™n

5
(iii) |V3u|o+ivzawulo+lvaiulosc(s"’?’/gllog el+ (—T—_—ET)T>

Preuve. — On utilise cette fois la méthode standard d’inégalité d’énergie, c’est-a-dire
celle pour laquelle a = 1.
Nous distinguerons les domaines D, et son complémentaire dans le cone D;.

a) Comme, en période III dans bh on a (prop. 4.3 de [1]) l&;i twJa lo < Cée®llog €],
les estimations des seconds membres Fj, Fy; etc. sont maintenant les suivantes :

. | Jolo < Ce|log e| +Ce™ 83,

. |Filo < Ce’llog e|+CeT 637" 4 Ce?| Vi,

. |F.lo < Celllog e| + Ce™ 637 4+ CB| V2 alo,
86—1/3

<1 ) _ 2, & -
ol 'on a noté ((t) = e® + Gorpn
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* |Fulo < Ce’|log e|+ Ce" 6% + Ce? | V2o,
o |Fulo<Celloge|+Ce 8™ +CB|Vulo+ Ce®(|V2ilo+|Va,il)

[ ] |F3[0 SC€5|10g €l+06756—ul +Cﬁ(|V28wu|0+|V2u|o+|V8wu|0)

On a utilisé ici les estimations d’énergie déja établies dans D..

b) Dans le calcul de Lu0;u, il apparait des termes quadratiques majorés par
C(|V2u|+|V?u,|)| V4i|* on écrit alors, en séparant D; et D,,

T T
/(|V2u|+|V2ua|)|ViL|2d:cdt§C’ B(t)E(t)dt + Ce'? / (;._—%5—_7
to - !
10

toT
gc/ B()E (t)dt + C —

(F =)t
On obtient donc

10

zuﬂSEa@+/TuuuW%ww+0/TMﬂEmﬁ+c~ :

A F=mr

T
Le lemme de Gronwall implique alors (car / B(t)dt < C>
to

5 T
CEY*(T) < EY? (t,) + S +/ | Ja o dt

G
5
50623/9“0g51+(?__7_)'2__,,1“"063“(%5'
C £ <C 23/91 C e
TC G SO o e[+ C

¢) Pour I’équation £ 8; 1 + gfj O udi;u = Fy, on calcule L0, 1, ce qui fait
apparaitre des termes quadratiques majorés par C (| V2 u |+| V2 u, |) | V2 4 |?. En procédant
comme en b), on trouve

ed

| V24 < C e log e+ C ———.
(F=m7)z™=

Il en va de méme pour les autres équations : les bornes trouvées sont les sommes des

bornes « extérieures » déja établies et des bornes « intérieures ». [
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Pour conclure, nous avons besoin d’une estimation supplémentaire dans un domaine
« central » D,., défini par

A2
1-Cre’)r+t< €—§(1+7).

e Remarquons que si C; > 0 est assez grand, D, est un domaine d’influence pour L; si
Ao— A > 0 est assez petit et que 1’on choisit v > 0 petit, on a tout simplement u, = 0 dans
D.. Les inégalités d’énergie dans D, pour 1’équation (1.1.1) montrent qu’alors, dans D.,

|V1l|0+|V2u|0+|V8wu|o+|V3zl|g+|V28wa|0+|V83ulo 30823/9|10g €|,
ce qui implique, comme en (3.4.6),

I Villo+ | V2allo+ |0 Vo= Cpe™ " (1> 0arbitraire).

e Par I'argument de 3.4.6, les estimations du lemme 4.2 impliquent dans la bande
to <t < T, hors de D,,

6—n
IVl < c(—+ ; ————)

(7 —7)z—v1tn

6-n
2 . . 2349 &
[ VEallo + 1 Vouillo < 67(59 "+ (?7f7§3:;715)'

e Au total, partout dans la bande ¢y < t < T,

eb—m
(7 —-T)%_V1+"’
g8

(f' — 7-)5_V1+7I !

[Vilo<Ces"+C

V2o + | Vo, allo <CeT™+C

. 1% . N
Pourvu qu’on ait n < 2 et ¢ assez petit, cela implique
2 + Vo
1 = 1 gb-vs
Vallog< ze9 ™ 4 —
|| ||0 2 2 (7~' _ T)_;__Vl ?
1 2 1 gb-vs

Par induction, on en déduit que (3.1.3), est valable pour ¢ < Tj. Cela complete la
preuve du thécgéme 1.2. Pour obtenir le corollaire 1.2, il suffit de remarquer en outre que
| F" |lo > ——, d’apres (2.1.4), (iv).

~ 9
T—T
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5. Le cas invariant par rotation
11 suffit de prouver ici la majoration de 7.

On va en fait donner une estimation un peu meilleure.

PROPOSITION 5. — Dans le cas invariant par rotation, on a, pour € assez petit,

A2
<2 +2AoA1

+ C|log €.

Preuve. — Les étapes de la preuve sont classiques (voir John [6], Hérmander [3] ou
Alinhac [2]), et nous les résumons rapidement.

1. On pose v = r'/2u, puis 94v = c(wa — wy), 0%2.v = wy + wy. Avec
L, = 0; +¢08,, Ly = 0; — c0O,, on obtient facilement, en dérivant 1’équation
0
02v — c? (Tlt—;;) (va-l— 4—7J772—) =0,
cc ucc oru)c -
(51) Ll wy + ;—1-/—211)1 (’l,Uz—’lUl)-{— 872 (w2—w1) ( t ) (3w1+'ID2)
c 2v dudiu
* W(f’“" 7)‘ e =0
cc ucc Oy u)
(5.2) Lowy + T—l—/—ng(wz—wl)— 87(w2—w1)+ @u)e ) (Bws + wy)
__© 31,_.22 dudiu _
8r2 \ " T 875/2

2
2. On suppose que la solution u existe pour ¢ < T pour un T' > R notant R
2
la bande comprise entre les deux caractéristiques de L, issues, au temps to = = des

points 7 = to + M et r = to — C (C >> |0¢]), on pose

= sup /|w1 r, 8)|dr,

to<s<t

Ut)= swp (19rul+|dul),
to<s<t, R

V()= sup |w2l
to<s<t, R

Observons que, comme u — U, et ses dérivées sont O (¢®) pour t = ¢, et
€
Ua = 375 (F(r—t,w, 1) +e*G(r—t, w, 7)),
on a wy = O () a cause de (2.1.3). Soit donc Cj une constante assez grande pour que

J(to) S CO g, U(to) S CO 82, V(to) S Cg 65.
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Nous allons montrer, par induction sur le temps, que

(53) J(t) < 200 g, U(t) S 301 CO 62, V (t) S 401 Cng 65,

ou C; > 1, Cy > 1 sont des constantes numériques.
a) Pour ce faire, on note que

d (wy (dr — cdt)) = [L <3rv— 2_11) _ dudiu

8r2 T 8rd/2

, uc Oru , uc Oru
— - — | - — —5— || dr Adt
e <8’r2 4r> c (87‘2 41”)} "
On obtient alors comme dans [3] la majoration

/|w1(r,t)|dr§/ le(r,t0)|dr+/ [[ ]]drdt,
R R
soit
/|w1(7", t)|dr§00€(1+0(6))§gCoa pour ¢ petit.
R

b) Pour estimer U, on note que

2c? uc?  cOu
L20iu = IRVERE + 2; ’
—2cwy Ot coru uc
Leow= =5 =5, -~ Y2

En intégrant vers le passé le long d’une caractéristique C' de Lo issue d’un point (7, t),
on trouve

|8Tu|+|8tu|§C1€/ |wy |+ CCoe*.
c

Par le méme argument qu’en a), on prouve

3
/ lw1|§—005,
c 2

U(t)s 010052+CCO€4§20100€2

N w

pour € assez petit.
¢) Enfin, en intégrant comme en b) le long de C et en utilisant (5.2), on trouve

7
|w2|S301020385(1+0(€))§ -2—010200265

pour € assez petit.
On en déduit que (5.3) est vrai pour ¢t < T.
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3. A cause de (2.1.2), la fonction —g 0, S est solution de ’équation de Burger avec
—90,8(0, 0) = —g(R' (o) + e L’ (0)) (ci, ¢(0) = 1, g = 2¢/(0)). Notons oy (¢)
I’abscisse de I'intersection de la caractéristique issue de o avec 7 = A. On a alors

1 1 ,
05 (@A)~ g@ (o) teli(o)y o (& ATOED.

Les estimations sur u, et u montrent que w; (1, t) = e F” (r — t, 7) + O (¢*); on en
A? A2
déduit w, (ao (e) + = 5_2) =e8" (00 (e), A) + O (3 |log ¢|), par définition de F.

Considérons alors (5.1) restreinte a la caractéristique (r(t), t) de L; issue, a
2 2

t =to = —5, dupoint r = 09 (e) + — : c’est une équation différentielle pour la
€

fonction w (t) = wy (r (¢), t) de la forme w’ (t) = ao (t) w? + a; (t)w + a3 (t), ou les
coefficients peuvent étre estimés, griace a (5.3), par

ap = % +0 (%), lai] = O (), laz | = O (€°).

Le lemme 1.3.2 de [4] s’applique alors et donne

(14 0 (¢%)) /tt ag (s)ds = (1+ 0 (2)) [20' (0) (\/E— é) +0(5)]

1
< €8 (00 (e), A) + O (e3|loge])’

dot 7 < 7, (¢) + O (e%|log ), ce qu’il fallait démontrer. [
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