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ETATS COHERENTS, THEORIE SPECTRALE
ET REPRESENTATIONS DE GROUPES NILPOTENTS

PAR P. LEVY-BRUHL &t J. NOURRIGAT

ABSTRACT. — We prove that the number N () of eigenvalues less than A of the image under a unitary irreductible
representation 7 of the sublaplacian A of a stratified nilpotent Lie algebra & verifies, with a constant C' > 1
depending only on &:

1/CNo (A/C) = N (A) £ CNo (CA)
where No (\) = p{l € o (m), |||l]ll £ A%}, o (7) being the Kirillov orbit of x, x the canonical measure on
the orbit, and ||| - ||| homogeneous norm.

We also obtain an “approximate diagonalization” of the image under = of an homogeneous operator on &, and use
it to give a proof of conjectures, formulated in the book of Helffer and Nourrigat, about limit sets of representations.

The tools in the proof are the Wick calculus, and a construction of coherent states associates with the
representation 7.

0. Introduction

Les travaux de A. Melin [15] et D. Manchon [13] associent, a toute représentation m
d’un groupe nilpotent, un calcul pseudo-différentiel qui fournit ’inverse approché [15],
ou les projecteurs spectraux approchés [14], de I’image par 7 de certains opérateurs
invariants sur le groupe. Une catégorie d’opérateurs reste cependant exclue de ces calculs :
il s’agit de ’image d’un opérateur homogene P, invariant a gauche, tel que 7 (P) vérifie
une «estimation L? maximale» sans que P lui-méme soit hypoelliptique sur le groupe.
Comme le montrent les articles [20] et [21], ces opérateurs servent pourtant dans la preuve
d’estimations sous-elliptiques, et il semble donc utile de construire un calcul qui leur
soit applicable.

A défaut de pouvoir utiliser facilement un calcul pseudo-differentiel, nous proposons,
pour I'étude des opérateurs 7 (P) évoqués ci-dessus, d’adapter le classique «calcul de
Wick ».

Dans le cas du groupe commutatif G = R™, notons Y7, - - -, Y,, une base de son algebre
de Lie G et, pour tout A > 0, considérons la représentation 7 de G dans S (R™) définit par :

0

(0.1) (V) = 271 o

(1=jsmn).
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708 P. LEVY-BRUHL ET J. NOURRIGAT

Le calcul de Wick est tres classique dans ce cas. On choisit une fonction ¢ € S (R™) dont
la norme L? est égale, par exemple, a (27)~™/2, et on pose, pour tout (y, 1) € R?" :

02) Pyna (2) = A2 € Ch (A (2 - y)).

Pour simplifier, posons z = (z, £), w = (y, n), et dz = dxd{. Pour toute fonction
f € L? (R™) et pour tout A > 0, on peut écrire, au sens faible :

09 = [ Gobvade e P = [ G dP e

R2n

L’inégalité suivante joue un role essentiel : il existe M > 0, indépendant de z € R?"
et de A > 0, tel que:

0.4) [ @, bunlldw S M, ¥z e R VAo
R2n

Grice 2 (0.3), on voit que, si a(z, A) est une fonction mesurable, bornée sur R* x R,
I’opérateur A, défini par :

Mf= [ ala A, ) bunds

est uniformément borné dans L? (R"). La fonction a(z, A) est appelée le «symbole
d’anti-Wick» de l'opérateur A,, les fonctions ., sont des «paquets d’ondes» [2],
ou des «états cohérents» et, pour certains choix particuliers de la fonction %, la fonction
T f(z,A) = (f,.») est liée 2 la transformée de Bargmann, ou de Fourier-Bros-Iagolnitzer
[25], def.

La construction d’états cohérents vérifiant (0.3) et obtenus, a partir d’une seule fonction
1, par une famille d’opérateurs unitaires li€s a la représentation étudiée, a été étendue
a de nombreuses situations par Perelomov [23], Unterberger (cf. par exemple [26]), et
Ali-Antoine-Gazeau [1]. Signalons que la notion d’«états cohérents» différe de celle des
ondelettes, adaptée au cas des groupes nilpotents par Lemarié [9].

Dans la section 1, nous montrons que I’existence d’une famille d’éléments (1), ) dans un
espace de Hilbert H, dépendant de maniére mesurable d’un paramétre z dans un espace
mesuré Z, tels que la norme de 1), soit une constante K > 0 et tels qu’on ait, pour tout
f € H, les égalités (0.3), peut avoir des conséquences en théorie spectrale. En effet, si
un opérateur autoadjoint positif P de domaine D (P) C H vérifie les inégalités suivantes,
pour tout f € D(P):

©5) / s $)Pd(2) < (PF, £)+ M-

©.6) (Pf, ) < /Z SN, 9.)12d(2).

[od s(z) et S(z) sont des fonctions positives mesurables sur Z], et si S(z) est une
«fonction poids» au sens suivant :

4° SERIE — TOME 27 — 1994 — N° 6



REPRESENTATIONS DE GROUPES NILPOTENTS 709

sup (8 (2), 5 (w)) )"
on [ (SREEZEN N, w4, iz

(ot A est une constante), alors le nombre N (\) de valeurs propres de P, répétées selon
leur multiplicité, qui sont inférieures a A, est encadré par la « formule de Weyl » suivante :

(0.8) N\ <L2K’mes{z€Z,s(z) 47}

2
0.9) NS £KZ)—mes{;,«ez, S(2) < ¢ (4, K)\)

[ol ¢ (A, K) est une constante qui ne dépend que de A et K. On trouvera dans la section 1
un énoncé précis, ou I’hypotheése (0.7) est affaiblie. La preuve repose sur la construction,
a 'aide du calcul de Wick, de projecteurs spectraux approchés.

Dans la section 2, nous construisons les états cohérents analogues a (0.2) lorsque, au lieu
de ) définie en (0.1), on est en présence d’une représentation 7 d’un groupe nilpotent,
induite a partir d’une représentation scalaire d’un sous-groupe. Dans les sections 3 a 6,
nous établissons des inégatlités analogues a (0.4), (0.5), (0.6) et (0.7). On en déduit dans
la section 7 un encadrement du N (A) pour 1'image par 7 du sous-Laplacien de Kohn,
lorsque 7 est irréductible (1I’énoncé précis, et les hypothéses sur G, seront rappelées au § 7).
Ce résultat, annoncé dans [10] et [11], a été démontré par une méthode plus technique
avec A. Mohamed [12].

Dans les sections 8 a 12, on utilise le calcul de Wick pour prouver une propriété qui, dans
le cas d’une algébre de Lie commutative G de dimension n, signifie simplement que les
fonctions polynomiales sont continues sur R™. Dans ce cas commutatif, pour toute forme
linéaire | € G*, notons ; la représentation unitaire irréductible du groupe exp G telle que :

(0.10) m(X)=i(X), VXed.

La continuité des applications polynomiales signifie que, pour tout élément P dans 1’algébre
enveloppante universelle U (G), I’application | — m; (P) est continue. (Comme d’habitude,
on note de la méme maniére une représentation du groupe et de son algébre de Lie.) En
particulier, si P est réel, homogene de degré 2m, et si (I,) (v € N) est une suite dans

l, - . .
G*\{0} telle que T tend vers une limite [ € G*, alors 7; (P) 2 0 si, et seulement s’il
existe une suite (s,,s telle que :
m, (P) +&,|l,]*™ 20 et g, —0.

L’extension au cas d’une algebre de Lie nilpotente G va sembler maintenant naturelle.
Auparavant, précisons la terminologie et les notations employées dans tout ce travail.

Pour toute forme linéaire [ € G*, notons 7; la représentation unitaire irréductible du
groupe exp G que la théorie de Kirillov [8] associe & . Rappelons que 7; est réalisée dans
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710 P. LEVY-BRUHL ET J. NOURRIGAT

L? (R*®), o k (1) est un entier dépendant de I. On dit que G est « graduée » si elle admet
une décomposition en somme directe de sous-espaces G; (1 < j < r) tels que

(0.11) (Gj, Gk) C Gjtk

(en convenant que G; 1 = 0 si 7+ k > r). Pour tout ¢ > 0, on note 6; I’'unique application
linéaire de G dans G telle que §; X = t? X si X € G; (1 £ j < r). On dit que G est
«stratifiée» si elle est graduée et engendrée, comme algebre de Lie, par le sous-espace
Gi. On note (g, 1) — g-1l(g € exp G, | € G*) I'action coadjointe de exp G dans G*.
On définit une relation d’équivalence ~ dans G* en écrivant | ~ I’ s’il existe g € exp G
ett>0telsquel =6g-1

(0.12) I~nll & U'=6g-L

Comme dans [7], on appelle «ensemble limite » d’une suite (I,) (v € N), et on note L,
I’ensemble des formes linéaires [ € G* qui sont valeur d’adhérence d’une suite équivalente
a (I,). On note U, (G) 'espace des éléments P € U (G) tels que §; P = t™ P, et on
note (A;m,) une base de U, (G).

La continuité des applications polynomiales est généralisée, dans le cas nilpotent, par le
théoréme suivant (prouvé dans la section 12).

THEOREME 1. — On suppose G stratifiée. Soit P un élément de Uy, (G), formellement
autoadjoint. Soient (l,) une suite dans G*, et L 1’ensemble limite associé. Alors, il y a
équivalence entre :

1.0On a (m (P) f, f) 2 0 pour tout | € L et pour tout f € S(R¥®),

2. 1l existe une suite (e,) tendant vers 0, telle que :

0= (m, (P)f, f)+e Z 71, (Ajm) £I1?

pour tout v € N, et pour tout f € S (RF®)),

Ce théoreme contient celui de [19] lorsque G est stratifiée, et aurait pu se prouver
avec les techniques de [19], mais la méthode présentée ici apporte une simplification
certaine. On utilise le calcul de Wick pour construire une «diagonalisation approchée »
des opérateurs 7 (P) (cf. section 11). Cet objet est défini, dans un cadre beaucoup plus
général, par Fefferman et Phong (cf. [3]), mais sans indication précise sur sa construction.
Le théoreme 1 admet le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2. — Soit F' un sous-ensemble fermé dans G*, stable par la relation
d’équivalence définie en (0.12). Soit P un élément formellement autoadjoint de
Usm (G) (m 2 1). On suppose que, pour tout I € F\{0}, il existe une constante c(l)
strictement positive telle que :

(m(P)f, H)Ze®) Y lIm(4m) fI?,  VfeSERD)
J
Alors la constante c(I) > 0 peut étre choisie indépendante de | € F.
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REPRESENTATIONS DE GROUPES NILPOTENTS 711

En effet, les hypotheéses du corollaire entrainent que ¢ ( - ) est constante sur les classes
d’équivalence de la relation (0.12), que, si (I,) est une suite dans F, I’ensemble limite £
associé est inclus dans F) et le théoréme 1 montre qu’on a :

limsup ¢(l,)™! =sup c(I)~".
v — 0o leL

Il est prouvé dans le livre [7] avec B. Helffer (p. 172-176) qu’alors la fonction ¢ (I)~!
est bornée sur F. Dans ce livre, des énoncés proches du théoréme 1 et du corollaire 2
étaient conjecturés.

Nous remercions A. Unterberger pour d’utiles discussions.

1. Etats cohérents et théorie spectrale

Dans ce paragraphe H désigne un espace de Hilbert séparable, muni d’une famille 1,
d’états cohérents : z appartient & un espace Z muni d’une mesure positive dz, et par
définition il existe K > 0 tel que pour tout f de H :

(1.1) l¥.|| = K, =z — 1, est mesurable de Z dans H

(1.2) f= /(f, ¥,) 9. d(z) au sens faible.

D’autre part P est un opérateur auto-adjoint positif dans H de domaine D (P), a
résolvante compacte. Soit C un «core» de P. [{ f, P (f) } est dense dans le graphe de P].

On suppose que pour tout z, v, appartient 2 D (P).

On peut alors obtenir un encadrement du nombre N () de valeurs propres de P
inférieures a .

THEOREME 1.1. — On suppose qu’il existe une fonction mesurable de z, s(z) 2 0, telle
que :

Pour tout v > 0, mes{z € Z, s(z) S r} est finie

(1.3) /S(z)l(f, ¥:)I?d(z) < (Pf, £)+ M|, pour tout f de C.
Alors
(1.4 N\ S2K?’mes{z€ Z, s(z) S4)}.

S’il existe de plus une fonction mesurable S (z) > 0, telle que :

(1.5) Pour tout r > 0, mes{z€ Z, S(2) Sr} <oo, et |Py,| est borné sur cet
ensemble.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



712 P. LEVY-BRUHL ET J. NOURRIGAT

(16) (P, NS [ S@IS, v)P () pour tout § de D(P).
1 S (2) *
(17) 3a 2 0,3C > 0, avec : /(R(z, W)+ (s, o)|d (w) < C(—T> . oi
R(z, w) = (sup (S (2), $(w))/inf (S (), S(w)).
Alors, pour tout T positif, il existe R positif, ne dépendant que de K, o et C tel que :

(1.8) N(R)) 2 K?*/2mes{z€ Z, S(2) ST}

Dans les applications, on fera en sorte que (1.7) et (1.8) fournissent des inégalités
comparables. On sera aussi a construire s et S dépendant du réel A.

La démonstration du théoréme 1.1 utilise deux lemmes abstraits inspirés des projecteurs
spectraux approchés introduits par Shubin (24).

LemME 1.2. — §’il existe une famille d’opérateurs auto-adjoints B positifs tragables
de H tels que :

(1.9) P+4AB, 23)\Id.
Alors on a:
(1.10) N (A) £ 2tr By.

Démonstration. — Soit ¢; une base orthonormée de fonctions propres de B), de valeurs
propres associées a;. Soit E le sous-espace fermé engendré par les ¢; avec a; 2 1/2,
et F l'orthogonal de E). On a: codim F = dim E) £ 2tr By. Pour f dans F), on a
(Bx f, f) £ 1/2||f||?>, donc pour f dans Fy N D(P):

BAIFIZ S (PS, /) +4X(Bxf, £) S (PF, ) + 2% soit (Pf, ) 2 AlIfII%.
D’apres le principe du minimax on a donc :N (\) £ codim F}.

Application a la majoration de N (X). — Soit wy = {z € Z, s(z) £ 4 }. On définit
I’opérateur B par 1’égalité, au sens faible :

-Bz\f= (f’ ’l/Jz)d)z d(Z).

L’ opérateur ainsi défini est auto-adjoint, positif, tragable d’apres le lemme suivant :

LeEMME 1.3. — Soit Q, une famille d’opérateurs tracables d’un espace de Hilbert séparable,
dépendant mesurablement d’un parameétre s appartenant a un espace mesuré dont la mesure

est notée ds. On note || ||y la norme trace. Si l'intégrale |[||Qs||1 ds converge, alors

/ Qs ds défini au sens faible, est tracable et : tr / Qsds = / trQ,ds.

4° SERIE — TOME 27 — 1994 — N°® 6



REPRESENTATIONS DE GROUPES NILPOTENTS 713

Alors tr By vérifie :
(1.11) trBy=K’mes{2€ Z, s(z) £4)}.
De plus 41 (1 = )1, /) =47 [ (1, 0)Pd(2) S [, 9P d(2)

L’inégalité (1.9) se déduit alors de (1.3), et (1.4) résulte de (1.10).

LeMME 1.4. — S’il existe une famille d’opérateurs auto-adjoints B, positifs tracables,
0 < B} £ 1d, tels que pour un certain C > 0 et tout f de C :

(1.12) D (P) contient I'image de B}, et (PBS f, B f) £ CA||f||*

et une famille d’opérateurs auto-adjoints positifs tragables 0 < Ay < Id, avec :

(1.13) 3tI‘A)\ é 4tI‘(B§\ A)\ B;\)
Alors :
(1.14) tr A\ S 2N (4C)N).

Démonstration. — E et F\, ¢; et o; sont définis pour B} comme pour B) au lemme
(1.2). On a alors :

tr(By Ay BY) = Y (BLAxBioj, &) = D (AxBi¢y, Bigy) = > o? (Ax ¢y, ;)

BtrAy Sdtr (B{ANB) <4 Y of (Axdy, )+ D> (Axdy, ¢5).

a;21/2 aj<1/2
Puisque 0 £ «a; < 1, et par définition de tr Ay, on en tire :
3tr Ay £ 4 dim E) +tr Ay, soit dim E) 21/2tr Ax. De plus pour f € E,,
(PBS f, By f) £ CAfI> £ 4C)||Bj f||* - B étant un isomorphisme de E), le
principe du minimax fournit (1.14).

Application a la minoration de N (X). — Soit Q,. » = {z € Z, S(z) £ r A }. On définit
comme précédemment des opérateurs auto-adjoints positifs tragables par :

By, f= L (F ). d (2)
et : ’
A f = /Q (F, ) 9 d(2).

Alors tr A,y = K2mes (£2,,,).
Montrons (1.12). L’assertion sur le domaine résulte de (1.5) et de I’hypothese initiale sur

les états cohérents. On applique (1.6) a By , f, et on remplace (Bj ) f, ¥.) par son
expression pour obtenir :

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



714 P. LEVY-BRUHL ET J. NOURRIGAT

(PBx f, Baxf) < / IFy (2)2d(2),

avec

Fy(z) = /Q (S ()2 (s, $u) (oo £)d (w) = / T (2, w) Gy (w) d (w),

ol on a posé :

Gr (W) = (Yu, ) Lag, (w) (8 (w))*+/2

et

T (z, w) = 5 (2)* (2, Yu) (S (2)/8 (w))* /2.
11 résulte de (1.6) que les intégrales suivantes sont majorées indépendemment de z, w et
A\ /|T (2, w)|d (w) et A* /IT (2, w)|d (2). Le noyau A* T' définit donc un opérateur

borné sur L?, et I'inégalité (1.11) en résulte en utilisant (1.2), avec C de la forme Cy R2*+1,
On choisira 2 la fin la valeur de 7 et R et on note seulement A, pour A, , et B’y pour
By - On peut écrire :

B’AA,\Bﬁ\f=///K,\(z, £, w) L oo (f) d(2) d(2) d (w),

avec :
Lz,t (f) = (f’ ¢z)¢t et Ky (z,t,w) = ("/’zad}w) (¢w’wt) 1Qr,)\ (w) 191{,,\ (z) 19}1,,\ (t)
D’apres le lemme 1.3 on a donc, puisque tr L, , = (v, ¥,) :
tr B;\ A)\ B;‘
= /("J)t, 1/12) ("l’z’ "/Jw) ("pwa "/)t) 19r,,\ (w) ]‘QR,A (z) 193,,\ (t) d (z) d (t) d (w)

Mais d’autre part, K2 = ||[9,]12 = [ (%1, ¥.) (%2, Yw) (Yuw, ¥:) d(2) d(t).
D’ou

tr Ay = K> mes (Q,5) = /(¢t, ¥2) (Vzs Yu) (Yu,s ¥1) Loy (w) d(2) d(t)d (w).

Donc :

|tI‘A)\ — tr B;\ A)\ B;\l

§2/I(¢t, ¥2) (V2 Pu) (Pu, ¥)l1a, , (w) Loy, (1) d(2)d(t)d(w)

4° SERIE — TOME 27 — 1994 — N° 6



REPRESENTATIONS DE GROUPES NILPOTENTS 715
ltl‘ A,\ —tr Bi A)\ B;\I
2K [ 1020 ) (o $0)l T, (0) 1y, (1) () A0 d ().

On majore 2 1'aide de (1.7) les intégrales /|(1/;z, Yw)|le, (w)d(z) par (const)-r,

et les intégrales [ |(vw, ¥¢)|1la, , (w)1la; , (t)d(¢) par (const) - r* (r/R)* on fait le

produit de ces inégalités, et on intégre en w € 2, x, ce qui donne (1.13) en choisissant
r/R assez petit.

2. Etats cohérents associés 2 une représentation induite

Dans toute la suite, on désigne par G une algebre de Lie nilpotente, et par r son rang
de nilpotence. On suppose qu’on a muni G d’une structure euclidienne, choisie une fois
pour toutes. A partir de la section 7, ’algebre de Lie G sera supposée «stratifiée» (cf.
Introduction).

Rappelons que, si 7 est une représentation du groupe exp G induite a partir d’un caractere
d’un sous-groupe, il existe un entier n = 0 tel que (2 une équivalence pres), la différentielle
de 7 (notée aussi 7) soit réalisée dans S (R"), et que, pour tout X € G, 7 (X) est un
opérateur différentiel de la forme suivante :

0 0

0
+"'+An(x1a Tty Tn—1y X)gx—'i"LB(fL', X)

ou les A; et B sont des polynémes réels, de degré < r, ne dépendant que des variables
indiquées. Si n = 0, 7 est une représentation scalaire, comme en (0.10).

On pose, pour tout y € R™ :

@) Vg ={X€G A(X)=- =A@ X)=0} (1Zj<n)

Le sous-espace V; (y) ne dépend donc que de yi, - - -, y;—1. L’hypothése que 7 est induite
a partir d’'un caractere d’un sous-groupe entraine que V;(y) est une sous-algébre de
codimension 1 dans V;_; (y), et, par conséquent, n < dim G. Dans toute la suite, on
écrira simplement que «7 est une représentation induite dans S (R™)» pour résumer tout
ce qui précede.

Nous allons maintenant généraliser la définition (0.2) des états cohérents, d’abord pour
A = 1. (Le parametre A sera réintroduit dans la section 7.) En omettant le paramétre
A = 1, I’égalité (0.2) s’écrit

(2.3) Yyn = Uyn ¢ ol (U;n H)= et (T, ) (1)

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



716 P. LEVY-BRUHL ET J. NOURRIGAT

ot T, est la translation (T, f)(t) = f(t + y). Examinons d’abord ce que devient T,
dans le cas nilpotent.

Le lemme suivant est facile a vérifier.
~ LEMME 2.1. — Soient m une représentation induite, et V; (y) les sous-algeébres définies
en (2.2). On peut trouver, pour tout y € R", des éléments X; (y)(1 £ j £ n) de G,
de norme 1, tels que X (y) soit dans V;_1 (y), et orthogonal a V; (y), pour la structure
euclidienne de G (on a posé Vo = G). De plus, X, ne dépend pas de y, X; ne dépend que
de yi,---, y;j—1, et cette dépendance est C™.

Pour tout y € R, on définit un opérateur T, dans S (R™) en posant, pour tous
feSR)etteR:

2.4) (T, ) (t) = (etr™ Kn ) . .. et (X2 (1) ptim (X1 (v)) ).

Examinons maintenant la forme de cet opérateur 7},. Pour tout X € G, on note e™ (X)
I’image, par la représentation du groupe exp G dont 7 est la différentielle, de 1I’élément
exp X. On note aussi 7°(X) le champ de vecteur dans R™ qui est la partie principale
d’ordre 1 de I’opérateur  (X). On note s — 7 (z, s X, 7) (z € R", s € R), od 7 (z, s X)
s’il n’y a pas de confusion, le flot issu de = du champ de vecteur 7° (X). On note { la
loi de composition définie sur G par la formule de Campbell-Hausdorff. Rappelons qu’on
peut écrire, pour tout X € G :

(2.5 (€M f) (2) = x @ f ( (2, X, 7))

ol ¢, () est un réel qui s’exprime de maniere polynomiale, de degré < r, par rapport
aux coordonnées de = € R™ et a celles de X € G.

LeMME 2.2. — On peut écrire :

26) (Ty £) (8) = O £ (6, (1)

o p, est un polyndéme a coefficients réels sur R™, et 0, un difféomorphisme polynomial de
R™, tel que 6, (0) = y, dont les composantes 8; sont de la forme suivante :

(27) 0]‘ (t) :(ljtj+Pj (tl, ety t]'_l)

ou les P; sont des polynomes, ne dépendant que des variables indiquées, et les a; sont
des constantes non nulles. De plus, il existe un entier N (1), ne dépendant que du rang de
nilpotence r, tel que les degrés des polyndémes P; et @, soient < N (r).

Démonstration. — Posons :

(2.8) Xy, t)=(tn Xn (@)l - §(t1 X1 (¥))-
11 résulte de (2.4) et (2.5) que:

(Ty ) (8) = (" @D f) (y) = eox w0 @ (7 (y, X (y, 1))
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On peut donc écrire (2.6) en posant :

2.9 oy () =ex@n W), by(t) =7 X(y 1)

On voit que ¢, (t) est un polyndme réel, dont le degré est bien majoré par un entier N (r),
et que 8, (§) = 7 (y, 0) = y. Posons, pour tout k = 1, ---, n

z® &) =7y, tn Xu (W) - #1x X& (v))
En utilisant le fait que X (y) est dans V4_; (y), on montre, par récurrence décroissante
surk=mn,n—1,---, 1, que les composantes de z*) (¢) sont de la forme suivante :

s (t)=y; s j<k
o () = g + ar i

®) (4 = s +a.t: + PP et i j>k
z 0 (t) = y; +ajt; + ¥ (try -+, tj-1) si j>

ol a; = A; (y, X i (y)) # 0, et ol les Pj(k) sont des polyndmes réels, ne dépendant que
des variables écrites, et dont le degré est majoré par un entier qui ne dépend que de r.
Lorsque &k = n, le lemme est démontré.

D’apres (2.7), le jacobien de 6, est constant. Sa valeur absolue sera notée J (y) :
(2.10) J(y) = |det (8,)'].

Afin de bien paramétrer nos états cohérents par les points (y, n) de T*R”, nous
associons, a tout opérateur T' de la forme suivante :

(TF)(t)=e*Df(8(1)
(ol ¢ est une fonction réelle et 6 un difféomorphisme), une application symplectique x
dans R, telle que 1’égalité x (z, &) (¢, T) soit équivalente a :

@2.11) z=0(), 1= ()+Z 89’“ (1<j5<n).

Dans toute la suite, on notera

(2~12) (*'L" E) - Xy ((L’, 6) = (uy ('7")7 Uy (SU, 5))

I’application symplectique ainsi associée a 1’opérateur T,. Les égalités

(2.13) uy () =1t et vy (z, &) =7
sont donc équivalentes (si ¢, et 6, sont comme dans le lemme 2.2) a :

(2.14) z =0, (t)

8 86 .
(2.15) 7= “””<>+Z f&  (1Sjsw).
En particulier, u, = 6! et uy (y) = 0.
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En s’inspirant de (2.3), on pose maintenant, pour tout f € S (R") :
(2.16) Ugo ) (8) = T (y)!/2 e ©01(T, £) (1),

D’apres (2.6) et (2.16), cet opérateur Uy, est unitaire : son adjoint sera évidemment noté
Uyy. Notons x,, I'aplication symplectique associ€e a I’opérateur unitaire Uy,. On a :

(2.17) Xyn (z, &) = (uy (z), Uy (z, §) — Uy (y, m))
et en particulier, xy, (y, 7) = (0, 0).
On choisit une fonction ¢ € C° (R™) telle que ||4|| = (27)~™/2. Dans la suite, le

support de ¢ sera choisi dans un voisinage assez petit de 0.

Nous définissons la famille d’états cohérents 1,, associés a la représentation induite
T par :

(2.18) Yyn = Uy,  V(y, n) € R*™,

THEOREME 2.3. — On a, pour tout f € L*(R") :

@19 f= [ (f Yum)dpmdydn et |fII* = /R%I(f, Yun) | dy dn

R2n

Démonstration. — Démontrons la seconde égalité. (La preuve de la premiere est identique).

D’apres la définition de Uy, on a:

(fs byn) = (f, Upn¥) = Uy, £, ) =/ e~ T (y)M2 (T, £) (1) 4 (t) dt.

R
Cette intégrale est la transformée de Fourier, au point v, (y, 1), de la fonction :

9y (1) = J ()2 (T, ) () % (B).

Par conséquent :

I:= /R” |(f, Yyn)|* dydn = /Rzn |3, (vy (y, 0))|? dy dn.

D’aprés (2.13)-(2.15), I’application (y, n) — (y, vy (y, 1)) est un difféomorphisme global
de R?", dont le jacobien a pour valeur absolue J (y) [défini en (2.10)]. Par conséquent :

I = /Rzn [g (U)|2J(y)—1 dy dv = (27[-)" /RZT1 lgy (t)|2.](y)_1 dy dt

=@ [ 5 f e OF
Puisque ||| = (27)~™/2, le théoréme résulte facilement du lemme suivant.

LEMME 2.4. — On a, pour tout f € S (R™) et pour tout t € S (R™) :

.20 IRCHCRER
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Démonstration. — Soient (yi, - -, y;j—1) fixés. Posons X = X (yq, ---, yj-1). D’apres
(2.5), on peut écrire, pour tout g € S (R™) et pour tous s, z;, ---, T, réels :
(esw(X) 9) (Y15 + s Yio1s Tjy -+, Tn) = ei@(z)g (Y1, -+ Yj-1, T;

+Pj(3)a "'axn"'Pn(xj’ sy Tn-1, 3))

ol ® est une fonction réelle, et les P; ne dépendent que des variables écrites (de maniere
polynomiale), et de yi, - -+, y;—1 (de mani¢re C*). On a utilisé le fait que X est dans
Vj-1(y), c’est-a-dire que A; (y, X) =--+ A;j_1(y, X) = 0, d’oit la forme particuliere du
flot 7((y1, - -, Yj—1, Zj, *+*» Tn), X). On en déduit que

/ |(et"(X)g) (yla ety Yi—-1, Ty o, .’1,‘n)|2d.’1/'j d’ll""
Rn

= R |g(y1a oy Yi—-1, xn)|2d$j dil'n.

Par une récurrence facile, on en déduit 1’égalité (2.20).

3. Forme locale des représentations

Dans 1’écriture explicite (2.1) d’une représentation induite 7, les coefficients des
polyndmes A; (-, X) et B(-, X) (X € G) ne sont pas supposés vérifier une quelconque
majoration. Le but de cette section est de montrer qu’au contraire, les coefficients analogues
pour les représentations déduites de 7 par les transformations unitaires U, de la section 2
vérifient certaines majorations précises, oll les constantes sont indépendantes de , y et 7.
Ces majorations sont analogues a celles qui définissent les classes de symboles du calcul
pseudodifférentiel usuel.

Soit 7 une représentation induite. En tout point (y, ) € R?", soit Uy, I’opérateur
unitaire défini en (2.16). On associe a m une autre représentation o, €n posant :

3.D Oyn (X) = Uy, 7 (X) Uyy

pour tout X € G. Pour tout X € G, le symbole de o, (X) se déduit de celui de 7 (X)
par I’application symplectique x,, définie en (2.17) :

(B2 m(X)(z, &) = oy (X) (uy (2), vy (2, §) — vy (3, M) = Ty (X) (X (2, §))

et, en particulier, 7 (X) (y, ) = oy, (X) (0, 0). D’apres la construction (2.6), (2.16) de
Uyy, 0yy (X) est d’'une forme analogue a (2.1) :

n . a .
(3.3) o (X) =Y 4;(t, X) 5 HiB(t )
j=1 ’

ol les coefficients sont des polyndmes de degré < r, et ol fij ne dépend que de
ty, oo ti-1e
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THEOREME 3.1. — Avec les notations ci-dessus :
1. En notant X; = X; (y) les éléments du lemme 2.1, on a :

(3.4) fik (t, X]) = 6jk et B(t, XJ) = Uyj (y, 77) si t1=:--= tj_l =0.

On a noté vy; (y, n) la j-iéme composante de vy (y, n). En d’autres termes :

(3.5) oyn (X;) (@, 1) =i (15 + vy; (y, M) si t1=--=tj_1=0.

2. Pour tout X € G, de norme < 1, les coefficients des polynomes fij (t, X) (qui sont
de degré < r), sont bornés par une constante qui ne dépend que de G.

3. Soit (Y1, ---, Y4) une base orthonormée quelconque de G. Pour tout multi-indice de
dérivation «, et pour tout X € G, on peut écrire :

d
(3.6) O g (X) (8, 7) =D 04y () (£ 7) Qp (1)

p=1

on les polynomes Q, (t) dépendent de y, 1, =, o et X, mais ont leurs degrés et tous leurs
coefficients bornés indépendamment de y, n, © et X, pourvu que || X|| < 1.

4. On peut écrire, pour tous X € G et (y, n) € R?" :

d
3.7 oy (X) (0, 7) = ayn (Yp) (t, 7) By (2)

p=
on les polynémes R, (t) ont les mémes propriétés que les Q) (t) du point 3.
Démonstration. Point 1. — D’aprés la définition (2.4), on voit facilement que, pour tout
feCeR:
0
ot;
D’apres les liens (2.16) entre Ty, et Uy, on en déduit que :
of .
(o (X5 @) ) ) = 5 + vy (9, 1) £ (1)
7

sity =---=t;-1 = 0. Les égalités (3.4) ou (3.5) s’en déduisent.

(Tyf)(o’ ""Oa tja "'atn)z(Ty”r(Xj(y)f)(O’ -, 0, tja "’atn)'

Points 2 et 3 (pour t = 0). 1. Tout élément X de G de norme < 1 s écrit :

(3.8) X=3 NX;@)+Y

j=1
ot Y € V,(y) et Zx\f < 1, car les X; (y) forment un systtme orthonormé, et sont
j=1

orthogonaux 2 V,, (y) [voir (2.2)]. 1l est clair que A (0, Y) =0 (1 < k < n) car on a
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Ak (y, Y) = 0(1 £ k £ n) par définition de V, (y), et car la propriété, pour un champ
de vecteur, de s’annuler en un point, est invariante par difféomorphisme. On déduit donc
de (3.8) et (3.4) que:

(3.9) |4;(0, X)| = |\ €1 si Xeg, |IX|| 1
2. Montrons, par récurrence sur j, que pour tout X € G, de norme < 1, on peut écrire :
] - :
(310) &;O'yﬂ(X)(t, T)=Zcpay,,(}’;,)(t, T) S1 t1="'=tj._1:0

1

ol les ¢, sont bornés par une constante qui ne dépend que de G. Supposons 1’analogue
de cette égalité démontrée pour tout entier < j — 1. Les égalités (3.4) montrent que, si
t, = - —tJI—OCtSi”X”<1'

B‘Z iy ()t 7) = 03 (K5, XD) (6 7) 4 3 a0, X) om0 () 1, 7).

Il suffit de décomposer [X;, X] sur la base des Y,, de remarquer que
|An (0, X)] £ 1 d’apres (3.9), et d’appliquer I’hypothése de récurrence aux fonctions

5 0w (X;) (¢, 7) (a < j), pour démontrer 1’égalité (3.10).
«

3. Une nouvelle récurrence nous permet d’en déduire que :
d
@3.11) O oy (X) (0, 7) = Z C(p,a)Tyn (¥p) (0, 7)
1

avec d’autres constantes c(, ), bornées par une constante qui ne dépend que de G. Le

point 3 est démontré pour ¢ = 0. On déduit de (3.9) et (3.11) que :
d

33

1

165 Ax (0, X)| =

C(p,a)

Le point 2 est donc démontré.

Pomt 4. — Montrons, par récurrernce sur j, qu’on peut écrire, avec les notations ci-dessus :
312 0y (X)(0, -+, 0, tjpa, +v, tay T) = Z oy (%) (t, 7) By (t)

oil les polyndmes R, (¢) ont leurs degrés et tous leurs coefficients bornés indépendamment
des parametres, pourvu que ||X|| < 1. Supposons cette égahté démontrée pour I’entier
j — 1. La formule de Taylor nous permet d’écrire :

ayn(X)(O)"'aOatj+la"'a ’7') Z( t)aaa y'I(X)(O "'vtmT)'

a=0

L’égalité (3.10) (appliquée « fois pour le terme d’indice o de la somme), nous permet
d’écrire (avec des constantes c,, uniformément bornées) :

r

Uy'n(X)(Oa""Oatj+17"';tn,7')zz ( Zcpadyn(Y)(O --,tn,'r),

a=0 p=1
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L’égalité (3.12) se déduit facilement de I’hypothese de récurrence et de 1’égalité ci-dessus.
Lorsque j = n, le point 4 du théoréme est démontré.

Point 3 (pour t quelconque). — On peut écrire, en utilisant I’égalité (3.11) :

B8
0 0y (X) (b, 1) = 3 % 82+ 5, (X) (0, 7)

1BISr
&
=D 57 2 et 9 (1) (0, 7).
N 1
Le point 3 du théoréme se déduit de cette égalité et du point 4.
Posons :
(3.13) p(y,mym) = sup |« (X)(y, n)l
Xeg, 1 X121
Si (Y3, --- Yy) est une base orthonormée quelconque de G, on peut aussi écrire, de
maniere équivalente :
d
(3.14) p(y, m, )* =Y _ 1w (¥5) (v, m)I>.
—

THEOREME 3.2. — Il existe C' > 0 tel que, pour toute représentation induite T, pour tout
(y, n) € R?", pour tout X € G tel que || X|| < 1, et pour tout multi-indice de dérivation
(a, B), on ait :

(3.15) 107 87 04y (X) (0, )| £Cp(y, m, M) (la] S, |6 S1).
Démonstration. — D’apreés (3.2), on a, si || X|| S 1:
|oyn (X) (0, 0) = |= (X) (y, M| =p(y, n, 7).
L’inégalité (3.15) s’en déduit si § = 0 en utilisant le point 3 du théoréme 3.1, puisque

les |@Qp (0)| sont uniformément bornés. Lorsque |3| = 1, cette inégalité résulte du point 2
du théoréme 3.1.

ProposITION 3.3. — Il existe C > 0 et N > 0 tels que, pour toute représentation induite
., pour tous (z, £) et (y, m) dans R2", on ait [avec les notations (2.12)-(2.15)] :

(3.16) p(z, & m) SC 1+ |uy @)DV (0 (y, m, ) + |vy (2, &) — vy (y, 7))

(3.17) p(y, m, ™) S C(|lvy (2, &) —vy (y, | + (L+ |uy (2)|Vp(, & ).

Démonstration. — Soit Y7, --- Y; une base orthonormée de quelconque de G. On a,
d’apres (3.14) et (3.2) :

d
p(z, &, 7")2 = E |0'y17 (Y;) (uy (), vy (z, §) — vy (v, "7))'2'

i=1
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De méme :

d
p(ys m, ™7 = loy, (¥) (0, 0)%.
Jj=1

D’apres les points 2 et 4 du théoréme 3.1, il existe deux constantes C > 0 et N > 0, ne
dépendant que de G, tels que pour tous y, 7, t et 7 dans R™, on ait :

loyn (Y5) (0, 7) = ayy (¥5) (0, 0)] = CIr]

d
loyn (¥3) (0, )l £ C L+ )Y D loyn (¥) (¢, 7).
pr=1
D’apres la formule de Taylor, et du point 3 du théoréme 3.1, appliqué en ¢ = 0, on peut
aussi écrire :

d
l7yn (Y3) (1, )] S C (L4 DY Y loyn (%) (0, 7).
p=1
La proposition se déduit facilement de ce qui précede, appliqué a ¢ = u,(z),
T = Uy (.’L‘, ‘5) — Uy (y’ "7)
Il résulte des théorémes 3.1 et 3.2 que, si P est un élément de degré < m de I’algébre
enveloppante U (G), (par exemple un élément de U, (G) lorsque G est stratifiée), on peut

écrire, pour toute représentation induite 7 de G dans S (R™) et pour tout z € R2" :

(3.18) o.(P)= Z Gagp (2, T)t* D?
latBIEm (r+1)

ol les coefficients a,g (z, w) vérifient :

(3.19) laas (2)] SC(1+p(z )™
avec une constante C indépendante de z et .

Nous utiliserons plus tard la proposition suivante. Rappelons que Y7, ---, Y; désigne
une base orthonormée quelconque de G. Pour toute suite a = (ai, ---, a,) d’entiers

compris entre 1 et d, et pour toute représentation 7, on pose :

(3.20) 7 (Y*)=n(Ys,)o -om(Yy,) et la] = gq.

PRrOPOSITION 3.4. — Avec les notations ci-dessus, on peut écrire, pour tout X € G, pour
tout entier m 2 0 et pour tout f € S(R™) :

(3.21) P ™" FE) = D Gapy 0y (Y) (P D] £) (1),
IﬁlﬂrélgN

ou les constantes anp dépendent de y, n et w, mais sont bornées indépendamment de ces
parametres, et ou I’entier N ne dépend que de G et de m.
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Démonstration. — 1. Pour m = 1. D’apres (3.14) et (3.2) on peut écrire :
d d

322) ply,mm) = a(y,nmr;)(y, )= a;(y n 7)oy, (¥;)(0,0)

j=1 =1

ol |a;(y, n, m)] £ 1. D’apres le point 4 du théoréme 3.1, on peut écrire :

(3.23) oyn (¥5) (0, 0) = Z oyn (Yp) (¢, 0) Rjp (2)

p=1

ot les polyndmes R;, (t) ont leurs degrés, et tous leurs coefficients bornés indépendamment
de y, n et w. D’apres (3.3), on peut écrire :

n 9
(3.24) ayn (%) (8, 0) = oyn (V) = Y 45 (¢, V) (1) T
j=1 7

Comme les A; (¢, Y,) (t) sont des polynomes de degré < r, dont tous les coefficients sont
uniformément bornés d’apres le point 2 du théoréme 3.1, on déduit de (3.22), (3.23) et
(3.24) T’analogue de 1I’égalité (3.21) pour I'entier m = 1.

2. Récurrence. On utilise les égalités suivantes (ot 1 S jSnetl Sk d):

(3.25) [t5, oun (V)] = —4; (8, Vi)
d
(3.26) [Dy;, oyy (Ye)] = ! Z Qp (t) oyy (V).
p=1

Comme d’habitude, on note de la méme mani¢re une fonction et I’opérateur de
multiplication correspondant. L’égalité (3.25) résulte de 1’expression (3.3) de 1’opérateur
oyn (Yi). L'égalité (3.26) résulte de (3.6). Comme le degré et tous les coefficients des
polyndmes @, (t) et A; (¢, Yi) sont uniformément bornés, on voit que le composé d’une
expression analogue au membre de droite de (3.21), pour ’entier m — 1, et d’une expression
analogue pour ’entier 1 (placée a droite), est une expression analogue pour l’entier m.
La proposition est donc démontrée.

4. Ktats cohérents et espaces de Sobolev

Nous allons encadrer la norme des espaces de Sobolev naturellement associés a une
représentation induite 7 & 1’aide de la transformation en états cohérents définis en (2.18). La
minoration de la norme de ces espaces sera traitée dans cette section, et la majoration 2 la fin
de la section 6. Une équivalence de norme ne sera obtenue qu’avec la « décomposition de
Littlewood-Paley » de la section 10 (cf. P. Gérard [5] pour les états cohérents classiques).
On notera souvent z = (z, £) ou w = (y, 1) la variable de R?", en posant dz = dz d¢.

ESPACES DE SOBOLEV INHOMOGENES. — Rappelons que Yj, ---, Y; désigne une base
orthonormée quelconque de G. Pour tout entier m = 0, et pour toute représentation
induite 7, on définit ’espace de Sobolev H,,, suivant [avec la notation (3.20)] :

Home = { f € L2(R™), 7 (Y®) f € L2 (R")sila| < m}.
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Cet espace est muni de la norme

AN = D e (V) £II

le|gm

PROPOSITION 4.1. — Pour tout entier m 2 0, il existe C,, > 0 tel que :

[ e w20 = < i

pour tout f € S (R™) et pour toute représentation induite .
Démonstration. — D’apreés (2.18), on a, pour tous (y, 7) € R>" et f € S(R") :

(f? T/)yn) = (U;;n f? ,‘/))'
On déduit de la proposition 3.4 que :

P ™™ (f Yyn) = D Gapy  (Upn fr 04y (Y*) (t° D} )
SN

ou les constantes a,g, sont bornées indépendamment de y, n et w. D’aprés (3.1), on a :

Uy f 04 (Y) (¢° DT 9)) = (=1)* (x (Y*') f, Uy (#* D} 9))
ol o = (ay, -+, 1) sia = (a1, -+, ag). La preuve du théoréme 2.3 montre que :

(0 £, Uy (07 D) dyn = (2l (V) I 1 D7 P

La proposition s’en déduit facilement.

EsPACES DE SOBOLEV HOMOGENES. — On suppose maintenant que 1’algeébre de Lie G est
stratifiée (cf. Introduction), et on désigne par X3, ---, X, une base du sous-espace Gj.
Pour tout entier m 2 0, et pour toute représentation induite 7, on définit [avec des notations
analogues a (3.20)] I’espace de Sobolev H,,, suivant :

Huyn={f € L*R"), 7(X*)f€L*(R") si |o| Sm}

muni de la norme :

@.1) 1£l7e = D llw (X*) £

la|Sm

PROPOSITION 4.2. — Pour tout entier m 2 0, il existe C,, > 0 (ne dépendant que de
G), tel que :

“2) / p(z, WP\(f, )P dz < Collfr-
R2n

Pour tout f € S(R"™), et pour toute représentation induite .

Démonstration. — Lorsque m est un multiple de 7 (m = kr), I'inégalité (4.2) est une
conséquence directe de la Proposition 4.1 puisque :

Al < ClAllzrn-
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Autrement dit, si m est un multiple de r, ’application T qui, a toute fonction f, associe
la fonction T f définie par (T f)(z) = (f, v.) est continue de 1’espace H,,, dans
I’espace W,,, des fonctions g telles que p (z, 7)™/" g (2) soit dans L? (R?"). De plus, ces
espaces étant munis de leurs normes naturelles, la norme de T : H,,, — W,, est bornée
indépendamment de w. N.Moukadem [17] a montré que, si 1 < k < m — 1, I’espace
Hy. coincide avec 1’espace d’interpolation holomorphe de Stein [H,,,, L2 /m, que leurs
normes sont équivalentes, et que la constante dans ’inégalité qui exprime 1’équivalence
des normes peut étre prises indépendante de 7. (Le résultat de [17] n’est pas publié, mais
on en trouvera un résumé dans [7], et les arguments sont inspirés de Folland [4].) Comme
les résultats analogues sont classiques pour I’espace L? avec poids W,,, I'inégalité (4.2)
s’en déduit, pour tout entier m, par interpolation.

5. Distance sur R™ associée a une représentation

Il nous faut évaluer I’éloignement de deux points x et y de R™ selon la représentation
induite 7 étudiée, en vue d’étendre 1’inégalité (0.4) et de construire certains symboles
utilisés dans la preuve du théoréme 1.

Pour toute représentation induite w, pour tout point z € R", on a défini dans la
section 2 un difféomorphisme 6, tel que 6, (0) = z. La fonction suivante mesure donc
bien 1I’éloignement de deux points = et y R™ :

(.1 p(z,y)= 107" ()| = |u= ()l
mais ce n’est pas une distance.

Pour tout X € G, notons 7% (X) le champ de vecteur partie principale de 1’opérateur
7 (X). Si 7 est induite, on sait que, pour tout z € R™, I’application

G3X - n°(X)|, € T,R"
est surjective. On définit donc une forme quadratique g, sur 7, R™ en posant
(5.2) g (v) =inf {||X]%, X € G, 7°(X)|. = v}, Vv eT,R".

Notons é (z, y, w) [ou § (z, y) s’il n’y a pas de confusion] la distance riemannienne sur
R™ associée au ds? ainsi défini (cf. Nagel-Stein-Wainger [18]).

PROPOSITION 5.1. — 1 existe deux constantes C > 0 et N > 0, telles que, pour tous t et
y € R™ et pour toute représentation induite ©, on ait :

(5.3) §(z, y) £C(p(z, y) +p(z, y)V)

(5.4) p(z,y) SC(6(z, y)+6(x, y)V).

Rappelons que 7 (z, s X, 7) désigne le flot du champ de vecteur 7° (X) issu de z € R™.
Dans la preuve de la Proposition 5.1, nous utiliserons la fonction suivante :

(5.5) p(z, y)=inf{||X|, Xe€G,y=7(z, X, m) }.
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La preuve de la proposition 5.1 se fera en 4 étapes.

1" étape. — Montrons que :

(5.6) p(z, y) SC(p(z, y)+p(z, y))

Par définition, il existe ¢ € R™ tel que |t| = p(z, y) et y = 6, (¢). D’apres (2.9),
il s’ensuit que y = 7(z, X (z, t), m), ou X (z, t) est 'élément de G défini comme
en (2.8) au point z. D’apres la formule de Campbell-Hausdorff, il existe C tel que
X (2, )Il = C (|t + |t]") = C(p (z, y)+p(z, y)"- D’apres (5.5), p(z, y) < [|X (=, )|
et I'inégalité (5.6) s’en déduit.

2¢ étape. — Montrons que :
.7 p(z, y) S C(p(z, y) +n(z, »)V).

Soit a = p(z, y). Il existe Y € G, de norme a, tel que y = 7 (z, Y, 7). D’apres (3.1)
et (2.16), le champ de vecteur partie principale de o,¢ (Y) est indépendant de £. Notons-le
%(Y) : c’est I'image de 7°(Y) par le difféomorphisme 6,. En transportant 1’égalité
y = 7(z, Y, ) par le difféomorphisme 6, on en déduit que 67! (y) = 7(0, Y, o2).
D’apres le point 2 du théoréme 3.1, on peut écrire :

0 0
0
Y)=A; — + -+ Ap (f1, -+ tnoy) —
o, (Y) 13t1+ + A, (1 1)81}"
ol les A; sont des polyndmes de degré < r, et, puisque ||Y|| = a, tous leurs coefficients sont
bornés par C a, odt C ne dépend que de G. On en déduit que |7 (0, Y, 02)| £ C (a +a®)
(avec d’autres constantes C et N), d’ou I'inégalité (5.7).

3¢ étape. — Montrons que 6 (z, y) < u(z, y).

Pour tous z et y € R™, il existe X € G tel que y = 7 (z, X, 7) et || X|| = p(z, y). La
courbe z (s) = 7 (z, s X, 7) vérifie z (0) = z, 2z (1) = y et

2’ (s) = 7 (X))o (o)-

Par conséquent, g, (s) (¢’ (s)) < || X|| = p(z, y). D’aprés la définition d’une distance
Riemannienne, on a bien 6 (z, y) < u(z, y).

4¢ étape. — Montrons qu’il existe C > 0 et N > 0 tels que:

(5.8) w(z,y) < C6(z,y)+6(z, y)Y)

Nous utiliserons les notations suivantes (¢f. Goodman [6]):
l1—e™™ U

5. E = B =

59 (=", B=——

et le lemme suivant:

LEMME 5.2. — Soit t — X (t) une application continue de [0, T| dans G, telle que
[IX #®)|| £ 1 pour tout t € (0, T]. Alors, il existe une application t — Y (t) de classe C*
de [0, T'| dans G, telle que:

(5.10) Y(#)=B@d(Y ()X () e Y(0)=0.
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1l existe une constante C, et un entier N, ne dépendant que de G, telle que :

(5.11) IV ()| £ C(t+tV).

Soient T une représentation induite, et x un point de R™. Soit y (t) = 7 (z, Y (t)). Alors:

(5.12) Yy =" (X®)lyw y(0) =z

Preuve de la 4¢ étape. — Soient z et y € R™, et T = § (z, y). 1l existe donc une courbe
z (t) dans R™, et une courbe X (¢) dans G (0 St S T), tellesque z (1) =y, || X (¢)|| £ 1
et:

(5.13) ) =1"X®))ewy z(0)=z.

Soit Y (t) une courbe dans G vérifiant (5.10), et soit y (¢t) = 7 (z, Y (¢), 7). Les courbes
z (t) et y(t) sont solutions du méme systtme différentiel (5.12), ou (5.13) et, par
conséquent, z (t) = y (). En particulier, y = 7 (z, Y(T), 7), et [|[Y (T)|| £ C (T + TV).
Par conséquent, u(z, y) < C (T 4+ TV), ce qui prouve (5.8) et achéve la preuve de la
Proposition.

Preuve du Lemme. — On peut trouver une base Zi,..., Z; de G telle que, si on note
V7 le sous-espace engendré par Z;,..., Zg, on ait [G, V7] C VI*1. (Une telle base se

construit facilement a 1’aide de la suite centrale descendante). Pour tous éléments X et
d

Yde G, Y = Z y; Z;, on peut écrire:
j=1

d
B(adY)X = P;(y1,-r yi-1, X) Z;

i=1

ol P; est un polyndme de degré < r qui ne dépend que de y;, ..., y;—1 et des coordonnées
d

de X (P; ne dépend que des coordonnées de X). Une fonction Y (t) = E y; (£) Z; (t)

Jj=1
sera solution du systeéme (5.10) si:

(5.14) Y () =P (g1 (t), -y yj—1 (1), X (1)) 9;(0)=0  (1=j=d).

Ce systtme admet une solution unique, qui vérifie la majoration (5.11). Si y(¢) =
7 (z, Y (t)), nous allons maintenant montrer, avec la notation (5.9), que

(5.15) Y () =7 (E(adY (1)) Y’ (£))ly -

En effet, on a, pour tout réel h :
yt+h)=7(@,Yt+h)=1((y@®), =Y @), Y({t+h)
=7(y (), (=Y @)#Y (t +h))
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ol # désigne la loi de Campbell-Hausdorff. Comme (-Y (¢))#Y (¢ + h) s’annule pour
h =0, on a: v

5.16) ()= (55 (<Y OFY €+ Blamo )y

On a évidemment:

GAD (Y Y (o Blamo = = (<Y (VY (1) + hY (0))lao

Une formule classique (¢f. Goodman [6], page 40), montre que, pour tous ¥ et Y’ dans
G, on a:

(5.18) Zldﬁ (=Y)#(Y +hY')|p=0 = E(adY)Y".

L’égalité (5.15) se déduit facilement de (5.16), (5.17) et (5.18). D’aprés la définition
(5.9), on a E(u) B (u) = 1, et (5.12) se déduit donc de (5.10) et (5.15). Le lemme et
la proposition sont démontrés.

Pour tous z € R™ et a > 0, notons V (z, a) I’ensemble des y € R™ tels que
p(z,y) =101 (y)| = |ux (¥)| £ a. Les deux corollaires suivants se déduisent facilement
de la proposition 5.1.

COROLLAIRE 5.3. — [l existe K > 0 et N > 0, ne dépendant que de G, tels que:
Viz,a)NV (y,a) #F=>y e V(z, Ka),

yeV(z,R)=>z€V(y, K(R+R"))
pour tous © € R",y € R*, R > 0 et a €]0, 1].

COROLLAIRE 5.4. — On note B (x, , R) la boule de centre x et de rayon R pour la distance
6(., ., ), wy la mesure de la boule unité dans R", C la constante de la proposition 5.1, et
J (z) la constante définie en (2.10). Alors, on a, pour tout x € R™ :

mes B (z, 7, 1) £ J (z)w, (2CO)"

mes B (a:, , —;—) 2 J(z)w, (10C)™".

6. Produits scalaires des états cohérents

Le but essentiel de cette section est d’adapter au cas nilpotent 1’inégalité (0.4) de
P'introduction. Les résultats principaux sont les propositions 6.3, 6.7 et 6.8.

Pour toute représentation induite 7 et pour tous points (z, £) € R?™, on va d’abord
étudier I’opérateur U, ¢ de la section 2 et le difféomorphisme symplectique x,¢ de R2™
qui est associ€ a Uy, [et qui est défini en (2.17)].
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PROPOSITION 6.1. — Avec les notations ci-dessus, on peut écrire, pour tous (.r., £) et (y, n)
dans R?™, et pour tout f € L*(R™) :

(6.1) ( :& Uyn f) (2) =cwyei®zsy"(t)f(0wy (1))

o, avec les notations de la section 2, 0., = 0;' 0., cpy = |det 0, |"/2, et yeyy est
un polynéme a coefficients réels. Il existe un entier N (1), qui ne dépend que de r, tel
que les degrés de ®,¢ ., et des composantes de 0§, soient < N (r). De plus, si on pose
to = uz (y), on a:

(6.2) d®z¢yn (to) = vz (y, 1) — vz (2, §).

Démonstration. — La premiére affirmation résulte de la forme (2.6), (2.16) des opérateurs
Uz¢ et Uy,. Lapplication symplectique x associée a I’opérateur U, Uy, comme en
(2.11) vérifie x (s, o) = (t, 7) si et seulement si

0P, t "L 9 (0, )
(63) s=04,() e 1= Mjuz—(—y—)iak (1<j< ).
ot; — ot;
Or cette application est égale & X = Xz goX, ,1,, et cette égalité, prise au point (0, 0), nous
permet d’écrire:
(6.4) X (0, 0) = Xz (y, 1) = (U2 (¥), va (¥, M) — va (2, §))
L’égalité (6.2) résulte de (6.3) et (6.4) (rappelons que u, = 0 l).

LEMME 6.2. — Pour tout R > 0, il existe C (R) > 0 tel que, pour toute représentation
induite T, pour tous points (z, £) et (y, n) de R%™ tels que x € V (y, R), et pour tout
multi-indice de dérivation a, on ait:

(6.5 |67 0y (0)] = C (R)

(6.6) |08 @2eyn (0)| = C(R)p(y, m, ) si ol 22.

Démonstration. 1" étape. — Soient o, ¢ et oy, les représentations associées, comme en
(3.1), aux points (z, £) et (y, ). On peut écrire, pour tout X € G :

gee (X) =Y Aalt, X)%HB(::, X)

a=1
n . a .
ayn(X) =" Aal(s, X)5—+iB(s, X)
a=1 o

ol les polyndmes A,, A, B et B sont de degré < r. D’apres le théoréme 3.1, (point 1)
appliqué au point (z, ), il existe des éléments X3, ..., X,, de norme 1 dans G (dépendant
de z), tels que, si t; = ... = t;_1 = 0, on ait:

(67) Aa (t, X]) = 6ja et B(t, XJ) = VUzj (.’L’, f)
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(On a noté v; (z, £) la j-ieme composante de v,, (z, ). D’apres le théoréme 3.2, appliqué
au point (y, n), il existe C > 0, ne dépendant que de G, tel que ces mémes éléments
X vérifient:

(6.8) 07 A0, X,)ISC et 187 B(0, X;)| < Cp(y, n, 7).

Posons A = U; Uy, et sous-entendons les indices z, &, y et 7 dans les fonctions ® et 6;
(de sorte que § = 0,,). Rappelons que, pour tout X € G :
0z¢ (X) A= Aoy, (X).

On en déduit que:

00X =3 4,005
- = o0
BOW, X)=BGLX)+Y A4 %) 22

=1

En appliquant ces égalités aux éléments X, on obtient, en utilisant (6.7):

o0 ~
(6.9) a—t’f (t) = A (6 (1), X;)
]
od -
(6.10) o (O =BO), X;) = va; (x, €)
J
lorsque ¢, = ... = t;—1 = 0.

2¢ étape. — Montrons, par récurrence sur k, qu’il existe C' (R) > 0, ne dépendant que
de G et de R, tel que, si z € V(y, R) :

(6.11) sup (81 (¢), .., Ok (2))] = C (R).

[tIs1

Supposons qu’une telle inégalité soit vérifiée pour ’entier k — 1, avec une constante C (R).
D’apres (6.8), il existe C’ (R) tel que:

Iz‘ik (31,..., Sk—1, X])l é C, si l(Sl,..., Sk_1)| é C(R)
Par conséquent, si |t| < 1, on a |4y (6 (¢), X;)| £ €', donc, d’apres (6.9):

90y,

(6.12) a_t]

(07 -0, tja ooy tk—l) é o (1 g .7 § k’ !t| é 1)

[Rappelons que les composantes de 6 (t) sont de la forme (2.7)]. L’hypothése z € V (y, R)
signifie que

(6.13) 071 (z)] = 16, 6. (0)] = 6 (0)| £ R.
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On déduit de (6.12) et (6.13) que |6, (¢)] < C” (R) si |t| £ 1, ce qui prouve (6.11). On en
déduit (6.5) si on note que les composantes de 6 sont des polyndmes de degré < N (7).

3¢ étape. — Soit C (R) la constante de la deuxieéme étape (pour k = n). D’apres (6.8),
il existe C’(R) > 0 tel que:

B (s, X;)| £C'p(y, m, 7) sils| S C(R).
Par conséquent, la deuxi®éme étape (pour k = n) entraine que:
1B(O(t), X;)| £C'p(y,m,m) sift| L.

D’apres (6.10), qui est vraie si t; = ... = t;_1 = 0, on en déduit que, si |t| £ 1:

od

5t-—' (0’ vy 0? t]’ cey tn) + 'U-T (x’ E) § C/p(y’ ,’77 7r)'
3

L’inégalité (6.6) s’en déduit facilement.

ProPOSITION 6.3. — 1. Pour toute représentation induite ™, posons:
V (R, ) ={((=, &), (v, m)) eR*", p(y, m, ™) S R,

ue (U)] + |ve (z, €) — va (y, M)| S R}

Alors, pour toute fonction v fixée dans C§° (R™), et pour tout R > 0, la fonction U 2eUyn ¥
reste bornée dans S (R™) quand le couple ((z, £), (y, n)) parcourt V (R, =), et quand =
parcourt ’ensemble des représentations induites dans S (R™).

2. Posons aussi:
W (R, m) = {((z, €), (y, m) €ER*", p(y,m, 7) £ R, |uz (y)| £ R}.
Alors, pour tout R > 0, il existe C (R) > 0 tel que:
Xz © Xy (8, 0) = Xeg © Xy 5 (0, 0)] £ C(R) (1 + o))

pour tout point (s, 0) € R2™ tel que |s| < 1, pour tout (z, &, y, n) € W (R, ), et pour
toute représentation induite .

Démonstration. — Lorsque (z, £), (y, n) et = varient comme dans le point 1, le corollaire
5.3 montre qu’il existe R’ tel que z € V (y, R'), et le lemme 6.2 montre que tous les
coefficients des composantes du diffeomorphisme 6., restent bornées, et qu’il en est de
méme du difféomorphisme inverse. La « phase » qui apparait dans 1’expression (6.1) est
un polyndme de degré < N (r), et 1’égalité (6.2) [resp. les inégalités (6.6)] montrent que
les dérivées d’ordre 1 (resp. d’ordre supérieur) de cette phase au point ty = u, (y) (resp.
a Vorigine) restent bornées. Comme |to| < R, les dérivées de tout ordre = 1 de cette
phase restent bornées sur tout compact. Il en résulte que le jacobien c., reste borné, et
que la fonction U, Uy, % est supportée dans un compact fixe K de R™, et la premiére
affirmation résulte facilement de ce qui précede. La deuxiéme affirmation se démontre de
méme, compte tenu de I’écriture (6.3) de I’application X, ¢ o X;%'

Le théoreme suivant est classique.
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THEOREME 6.4 (DE LA PHASE NON STATIONNAIRE). — On considere deux familles de fonction a
et px, C™ sur R", dépendant d’un paramétre )\ dans un ensemble A. On étudie ’intégrale :

1) = / oy (z) €9 @ dg.

On fait les hypothéses suivantes:

(H1) les fonctions ay ont leurs supports dans un compact fixe K de R™, et toutes leurs
dérivées sont bornées (indépendamment de \), sur K.

Posons, pour tout A € A :
m(X) = inf lds @)
(H2) Les fonctions ) sont & valeurs réelles et, pour tout multi-indice o de dérivation, il
existe Cop, indépendant de X, tel que:
|0 ox (2)] £ Cam(N), VzeK.
Alors, pour tout entier N, il existe Cy > 0, indépendant de A, tel que:
| T SCh(1+mA)™,  VieA
LeMME 6.5. — Il existe a €)0, 1|, ne dépendant que de G, ayant la propriété suivante.

Pour toutes fonctions f et g dans C3° (R™), supportées dans B (0, a) et pour tout entier
N > 0, il existe Cy tel gu’on ait; :

(6.14) |(Use £, Uyn 9)l £ On (1 + |v (2, €) — ve (y, M)V

pour toute représentation induite , et pour tous points (x, £) et (y, n) dans R?™ tels que:

(6.15) lve (2, €) — v (y, M| 2 P (y, 1, ™).

" Démonstration. — D’apres la proposition 6.1, on peut écrire:

(6.16) (Umf f Uyng):(fs U::E‘Uyng)zv/‘ eiéze_y"(t)amy (t)dt
R
Oll gy () = Cay [ (1) G (Ozy () et O @y, est la « phase » de (6.1).
Montrons que les hypothéses du théoréme de la phase non stationnaire sont satisfaites,
a condition de choisir a assez petit [le parametre est ici (z, &, y, 1, 7)].

1. Les fonctions a,, sont supportées dans B (0, a) C B(0, 1).

2. Avec les notations de la section 5, la fonction U, f est supportée dans V (z, a)
tandis que U, , g est supportée dans V (y, a). D’apres le corollaire 5.3, 1'intégrale (6.14)
est donc nulle sauf si z € V (y, Ka) :

6.17)  (Use f, Uy,,g);é():>x€kV(y,Ka)CV(y, K) ot yeV(z, Ka)

ou K ne dépend que de G. D’apres le lemme 6.2, les coefficients des composantes de
0., sont uniformément bornés lorsque les conditions de (6.17) sont satisfaites. Puisque
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ces composantes sont des polyndmes de degré < N (r), les dérivées de tous ordres de
6., sont uniformément bornées dans B (0, 1) quand (6.17) est satisfait. En particulier,
Coy = |det8],|'/? reste borné. Par conséquent, I'hypothése (H1) du théoréme 6.4 est
vérifiée : les dérivées de tous ordres de a,, sont uniformément bornées dans B (0, 1).

3. On a, d’apres la proposition 6.1:

(6.18) A yy (to) = vz (2, &) — vz (y, M) ou to = ug (y).

D’apres la proposition 6.2 (point 2), on peut écrire, si z € V (y, K) et si || 2 2:
|07 ®zeyn (0)] = C'p(y, n, )

ot C’ ne dépend que de G. Puisque ®,¢,, est un polyndme de degré < N (7), il en
résulte, si (6.15) est vérifié, si |a| 2 2 et si |t| £ 1, que:

(6.19) |07 Pugyn (t)] = C"p(y, m, m) < C” |ve (2, §) — va (y, M)| = C”|dPs ey (o)l

L’implication (6.17) nous permet de nous limiter au cas ou y € V (z, Ka), donc

[to| = |uz (¥)] = |67 (y)] £ Ka. Si a est assez petit, cela entraine que |to] < =, et

on déduit de (6.19) que, pour tout ¢ dans la boule unité:
|dq’x€yn (t) - d‘bmﬁyn (tO)I < c” |t - t0| |d(1)w5yn (t0)|~

Ea

La preuve de I’étape 2 ci-dessus montre que, si (6.17) est vérifié, les composantes du
difféomorphisme inverse 0;1} sont aussi des polyndmes dont tous les coefficients sont
uniformément bornés. Comme to = 6, (0), le fait que g est supportée dans B (0, a)

entraine donc que:
SUPP Gy C 0;; (B(0,a)) c {teR™, |t—to| £ Ca}

ol C ne dépend que de G. Si 'on choisit a assez petit, il en résulte que:

. 1
(6.20) inf  |d®eeyy (t)] 2 §ldq)w6yn (to)l-

tEsuppazy

Si (6.15) est vérifié, et si f et g sont supportées dans B (0, a), a étant ainsi choisi,
I’hypothése (H2) du théoréme 6.4 est donc vérifiée, d’apres (6.19) et (6.20). L’inégalité
(6.14) est donc une conséquence de la conclusion du théoréeme 6.4, et des inégalités (6.20)
et (6.19).

Dans toute la suite, la constante a € ]0, 1] est choisie pour qu’on puisse appliquer le
lemme 6.5: cette constante ne dépend que de G. On posera, pour tout réel N = 0, pour
tous réels j et k, et pour tous points z = (z, &) et w = (y, ) € R?" :

(1 + 'v:c (iII, 5) — Vg (ya 7))|)N

(6.21) R W= j '
(3,k,N) (Z w) (1 +p(z, 71'))-7 (1 +p(U), 7T))k
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LEMME 6.6. — Soient deux fonctions f et g € C§° (R™), supportées dans B (0, a), et

trois réels N, j et k tels que N 2 0, j + k = N + n. Alors, il existe C > 0 tel que,
pour tous z € RZ" :

622 L. Row G (U £, Vugldw S .

Démonstration. — Soit K une constante telle que (6.17) soit vérifiée. D’apres la
proposition 3.3, il existe une constante C; > 1 telle que, si des points z = (z, &) et
w = (y, n) vérifient y € V (z, K o), on ait:

(6.23) p(y,m,m) S CL(p(x, & 7) + vz (2, €) — v (3, M)|).

(6.24) p(.’L‘, é‘a 7l') § C'l (p (yv n, 7l') + I'Ua: (.’17, €) — Uz (ya 77)')

Pour tout z = (z, £) € R?", posons:

[u—y

A(Z) = {(ya 77) € R2na Yy € V(:I") Ka’)’ |'Ua: (ZL‘, §) — Uy (ya 77)| _S_ 2_Cf-zp(z’ 77)}
B(2) = {(4, 1) € R*", y € V (z, K ), |vs (&, €) — vz (y, 7)) 2 fapu, ).

Notons I (z) 'intégrale du membre de gauche de (6.22), et F (2, w) la fonction sous le
signe d’intégration. D’apres (6.17), on a:

I(z)= F(z, w)dw +/ F(z, w)dw.
A(z) B(2) ‘
Intégrale dans A (z). — Si w est dans A (z), on a, d’apres (6.23) et (6.24):

1 1+ p(w, 7)
< <
2C; T 1+p(z, 7) 226

et, par conséquent, puisque j+k = N +n :
R(j,k,N) (z’ w) g C’2 (1 +p(z’ 7'-))—"

ot Cy ne dépend que de G. L’application définie en (2.12) est symplectique, de sorte
que I’application:

(ya 77) - (U':c (y)’ Ve (y, 7]) — Ug (.’1), 6))

1 n
conserve la mesure, et la mesure de A(z) est donc K a (ﬁ p(z, 7r)) . Comme les
1

opérateurs U, sont unitaires, on en déduit que:

F(z, w)dw £ CG || f] |4l

A(z)

ou C ne dépend que de G.
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Intégrale dans B (z). — Si w = (y, n) est dans B (z), on a, d’apres (6.23):

(625) p(y, m, 7!') g Cl (2 C'1 + 1) ,Uw (iL', g) — Uz (y’ 77)|

D’apres le lemme 6.5, [qu’on peut appliquer malgré la constante dans le membre de droite
de (6.25)], pour tout entier M, il existe Cps tel que:

(6.26) |F (2, w)| S Cr (1 + |vz (2, €) —ve (y, )™ si we B(a).

Si M = n+ 1, on voit que:
(6.27) / (1 + |vg (2, &) = v (W))™Mdw £ C
B (z)

ot C ne dépend que de G. En effet, 'application x. . définie en (2.17) est symplectique,
de sorte que:

[t o-nwhMaw= [ [ g
B (z) |t|SCa JTeER™

D’apres (6.26) et (6.27), on peut écrire:

|F (2, w)] £ CCry1-
B (2)
La proposition est démontrée.

Nous revenons maintenant a I’étude des états cohérents 9, construits dans la section 2.
Nous supposerons que la fonction 1 qui sert a les construire est supportée dans B (0, a),
ol a est la constante de la proposition 6.5.

PROPOSITION 6.7. — Soit P un élément de degré m dans I’algébre U (G) [par exemple un
élément de U,, (G) si G est stratifiée], j, k et N trois réels, tels que j + k =m+n+ N
et N 2 0. Alors, il existe C > 0 (qui ne dépend que de G et de P, j, k et N), tel que,
avec la notation (6.21):

628) L. Borw G wl(m (P) by vl dw < ©

pour tout z € R%2™ et pour toute représentation induite .
Démonstration. — D’apres (2.18) et (3.1), on peut écrire:
(’ﬂ' (P) Y., '¢'w) = (Uz O (P) ¥, Uy /‘/})

L’écriture (3.18) de o, (P) et les majorations (3.19) des coefficients qui y apparaissent
nous permettent donc de majorer 'intégrale I du membre de gauche de (6.28) de la
maniére suivante:

nse Y I

la+B|Em (r+1)
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oll, avec la notation (6.21), on a posé:

Tp = [ Bgom,i0 (2 wl(U. (D ), U h)ldo.
En appliquant le lemme 6.6 aux fonctions f = t* Df 1 et g = 1, on en déduit facilement
I’inégalité (6.28).

PROPOSITION 6.8. — Soit P un élément de degré m dans U (G). Alors, il existe C > 0 tel
que, pour toute représentation induite 7, et pour tout f € S (R™), on ait:

@ PIEDISC [ tntem)™ I v de
Démonstration. — D’aprés la premiere égalité (2.19) du théoréme 2.3, on peut écrire :

PV D= [ (0 (0 (P ey ) G f)

= K (2, w) F (2) F (w) dz dw
Rin

en posant, avec la notation (6.21):

F(2) = (f, ¥.) (L + p(z, m))mtm/2
K (z, w) = (7 (P) %2, Yuw) R(a,a,0) (2, w), o a=

m-+n

2

D’aprés la proposition 6.7, il existe C > 0, indépendant de , tel que:
/ |K (z, w)|dw £ C, VzeR*" et / |K (2, w)|dz £ C, Yw e R*™
R2n R2n

Par conséquent:
(x(P)f, )l C / IF(z)P =C / (L +p (e, m)™"|(f, ) d.
R2n R2n

La proposition est démontrée.

7. Encadrement du N ()
Dans toute la suite, I’algébre G est stratifiée (cf. introduction). Dans cette section,
Xi,..., Xp désigne une base du sous-espace G; qui apparait en (0.11), et on désigne par
A le « sous-laplacien de Kohn »:

(7.1 A=-3"X7.

On sait que, si 7 est une représentation unitaire irréductible, I'image P = 7 (A) est
un opérateur essentiellement auto-adjoint, a résultante compacte. On note ();) la suite
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croissante des valeurs propres de w(A), répétées selon leur multiplicité, et N ()) le
nombre d’indices j tels que A; < A. Le but de cette section est de donner un encadrement
explicite de N (A).

On désigne par ||| ||| une « norme homogene » sur le dual G*. 11 s’agit d’une fonction
continue 2 0 sur G*, ne s’annulant qu’a 1’origine, et telle que |||6; I||| = ¢|||!||| pour tous
t > 0etl € G*. Le choix de cette « norme homogeéne » n’a pas d’importance pour la
suite. On choisit une fois pour toutes une structure euclidienne sur G. Il est logique de la
choisir telle que les sous-espaces G; qui apparaissent en (0.11) soient orthogonaux, puis
de choisir la « norme homogene » suivante sur G* :

(72) N = sup {# > 0, [|6; 1] = 1} = inf {A > 0, [|(6]/x I| = 1}

On a noté || || la (vraie) norme sur G*, duale de celle qui, sur G, est liée a la structure
euclidienne. La norme homogene choisie est donc la jauge de la boule unité.

Pour toute représentation unitaire irréductible w, on notera O (7) l'orbite de la
représentation coadjointe du groupe exp G dans G* qui correspond & 7 dans la théorie de
Kirillov [8]. On note 4 la mesure canonique sur I’orbite O (). On pose, pour tout A > 0 :

No(N) = u({l € O(m), [IIUIl £ A%Y).
THEOREME 7.1. — Avec les notations ci-dessus, il existe une constante C > 1, ne dépendant

que de G, telle qu’on ait, pour toute représentation unitaire irréductible m, et pour tout
A>0:

1 by
1.3) =MNo (5) < N(A) £ ONp(C ).

Ce résultat, annoncé dans [10] et [11], a été prouvé par une autre méthode, plus
technique, dans [12].

Si 7 est une représentation unitaire irréductible de exp G, on peut toujours 1’expliciter
de telle sorte que, pour tout X € G, 7 (X) soit un opérateur différentiel de la forme (2.1),
ol n est la moitié de la dimension de I’orbite O (7). On sait qu’alors I’application qui, 2
tout (z, £) € R2™ associe la forme linéaire [(, ¢) suivante:

1

[od 7 (X) (z, &) désigne le symbole complet de I’opérateur 7 (X)], est une paramétrisation
de I'orbite O (), et que la mesure canonique sur 1’orbite s’identifie & dz d€. Si on pose:

My (2, &) = |lliz, Il

on peut donc écrire:
No (A) = mes ({z, €) € R®™, M, (z, &) < AV/?}).

Le fait que 7 soit irréductible entraine que Ny () est fini (¢f. [7] ou [22]).
Pour toute représentation induite 7, la fonction p (z, &, 7) définie en (3.13) peut s’écrire :

(7.5) p(x, &) =l ell
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ol [(5, ¢y est la forme linéaire définie en (7.4). Pour tout A > 0, on notera 7 la représentation
T\ = TO 6;1. On déduit de (7.5) que:
p(x, & ™) = 1675 Lz, ) II-
Avec le choix (7.2) de la « norme homogene », on peut donc écrire :
M, (z, &) =inf{A >0, p(z, £, ) S 1}.

Il y a donc équivalence entre M (z, &) < A et p(z, &, ma) £ 1, de sorte que:
(7.6) No (A?) = mes {(z, &) € R*", p(x, &, m\) S 1}

Si 1a structure euclidienne de G est choisie comme on 1’a indiqué, on a, si C' > 1:
7.7 Cp(z,m) Sp(z, mer) SC71p(z, m).

Les états cohérents associés, comme dans la section 2, a la représentation 7 = 7 o 6;1
seront notés v, » (2 = (z, £) € R2™). On peut appliquer a cette représentation 7 tous les
résultats des sections 3 2 6. Les constantes dans toutes les inégalités sont indépendantes
de la représentation: en particulier, elles seront indépendantes de A.

Majoration de N ()). — On a, avec les notations de la section 4, pour toute représentation
induite :

I£13 7 = (= (A) £, £) + I
L’application de la Proposition 4.2, pour m = 1, a la représentation 75 nous donne
donc I’inégalité suivante:

L. 2 m) 16 o) b S 1, = CLUAP + X7 (A) 1, )

pour tout f € S(R™). Nous appliquons le premier point du théoréme 1.1 a 1’opérateur
7 (A), a la famille d’états cohérents 1), , qui sont de norme K = (27)™™/2 et a la
fonction: )

A2
s(z) = ap(z, )",
Le paramétre spectral est ici 4 = A%. Nous obtenons:
N(\?) £2(27) " mes{z € R?", s(2) £ 4%}
<2(27) " mes{z € R*", p(z, m\) £ C}
ot C = (4Cy)"/2. D’aprés (7.7) et (7.6), on en déduit:
N(\?) £2(27) " mes{z € R®", p(z, moy) £ 1}
= 2(2m) " Ny (C2N2),
ce qui prouve l'inégalité de droite de (7.3).
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Minoration de N ()\). — L’application de la proposition 6.8, pour m = 2, a la
représentation 7, nous donne 1'inégalité suivante, pour tout f dans le domaine de 7 (A),
qui est I'espace Hy, défini en (4.1):

ARE@WLHSC [ +pem) N, v de

Cela nous conduit & appliquer le second point du théoréme 1.1 a I’opérateur 7 (A), a la
famille d’états cohérents 1), 5, et & la fonction suivante:

S(2) = Ci A? (1 +p(z, mx))*™.
On déduit de la proposition 6.7, (avec m = 0, N = 0), que, pour tout réel k :

/ (1+sup (p(z, mr), p(w, 7))
gen \1+inf (p(z, m), p(w, )

) (Wn, V)l o < Ay (14 (2, m))™

Par conséquent, (le paramétre A de la section 1 étant ici A?), I’hypothése (1.6) est vérifiée,
avec une constante C qui ne dépend que de G, et & = n/2 + n. Nous en déduisons que,
pour tout k£ > 0, il existe une constante R, indépendante de 7 et de ), telle que :

N(RX?) 2 %(270-" mes {z € R*™, S(2) £ kA?}.

Si on choisi ¥ = C;2"*2, on obtient :
N (R X?) > %(2@‘" mes {z € R?", p(z, m) < 1} = % @™ Ny (A2),

ce qui prouve I'inégalité de gauche de (7.3).

8. Partitions de ’unité dans un espace métrique

Cette section est 'une des étapes de la construction de la famille de symboles qui, par le
calcul de Wick, nous fournira notre « diagonalisation approchée » (dans la proposition 9.4).
Cette étape dépasse le cadre des groupes nilpotents et présente peut-étre un intérét propre.

Soient (E, d) un espace métrique localement compact, et u une mesure de Radon
positive sur E. Pour tous € F et R > 0, on suppose que la boule fermée B (z, R) de
centre z et de rayon R est compacte, et que sa mesure, notée m (z, R), est strictement
positive. On suppose aussi que la fonction z — m (z, R) est continue.

THEOREME 8.1. — On suppose qu’il existe K > 0 tel que
8.1 m(z, 5) £ Km(z, 1), Vzek.

Alors, il existe une fonction (t, ) — a: (x) 2 0, mesurable sur E x E, telle que :
1. On a, pour tout z € E :

/ 0 ()2 du(t) =1
E
2.0naa(zx) =0sid(z,t) 22
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3. On a, pour tous x et y dans E :

[ @ (@) - e du®) S Od(e,
ot la constante C ne dépend que la constante K de I’hypothése (8.1).
1" étape. — Pour tout t € FE, soit :
q(t) =inf{m(z, 1), z € B(¢, 1)}.
On remarque que, pour tout z € E :
60 0 2 oy a0 D =

Montrons maintenant que, si ¢ € E :

)
/B(z,z) q(t) s K

En effet, si ¢ € B(z, 2), on a:

q(t) 2 inf{m(z, 1), z € B(z, 3)}.
Soit 2o 'un des points de B (z, 3) ou I'inf est atteint. On a :
/ d/.t(t) S/ dlu’ (t) — m(w, 2) < m(ZOa 5) < K.
B2 9 T Jp@2 m(20,1) m(z,1) T m(z, 1)~
En effet, B (z, 2) est contenue dans B (zg, 5), ce qui nous permet d’appliquer I’hypothese
(8.1).

2¢ étape. — Soit x € C§° (R) telle que :

xt)=1 sift|£1, x(#®) =0 sit|22, e60S x(t)S1, VEeR.
Soit M = sup|x’ (t)|. Posons :

[ e o 8
fa@ = [ xd@ r L.

D’aprés (8.2), on a, pour tout z € E :

du (¢)
> _ >
®3) flo)2 /3(1,1) q(t) = .
On a aussi, pour tous z et y dans E :
‘ du (t)
GH  U@-16)IS2 [ b(dl 0) - x(d ) T

dur) i)
<2Md(z, y) (/B(z,z) q(®) +/B(y,z) (I(t))
S4KMd(z, y).
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3¢ étape. — On pose :
x (d(z, 1))
(f(@)g )/

Les points 1 et 2 du théoréme sont faciles a vérifier. D’apres (8.3) et (8.4), on a, pour
tous x et y dans F :

a; (z) =

lac (2) — ar ()| £ ¢ ()72 (Ix (d (=, 1)) = x (@ (y, ) +If ()72 = £ (y)7/2])
SqO)7V*(Md (2, y) +1f (@) = f W)])
Sqt)PM(1+4K)d(z, y).

D’autre part, a; () — a; (y) = 0 si ¢ n’est pas dans B (z, 2) U B (y, 2). Par conséquent,
pour tous z et y dans E :

/umm—wwfww
E

2 2 2 du (t) du(t)
=M1+ 4Ky d(s, 9) (L(x,mq—(ﬁ*/mz) )

S2KM*(1+4K)%d(z, y)*

Le théoréme est démontré.

9. Partition de ’unité associée & une représentation

Désormais, 1’algébre de Lie G est supposée stratifiée.

PrOPOSITION 9.1. — Pour toute représentation induite = de G dans S (R™) et pour tout
e €]0, 1], il existe une fonction (z, w) — a4, (2) 2 0, mesurable sur R*™ x R?", telle que :
1. Pour tout w € R*™, on a:

©.1) supp a,, C {z € R*™, |xw (2)| £ C ()}

ou C (¢) dépend de € €)0, 1], mais non de =, ni de w.
2. On a, pour tout z € R™ :

9.2) / aw (2)? dw = 1.
R2n
3. Pour tous z = (z, §)et 2’ = (2, £') tels que (avec les notations du paragraphe 5) :
1
9.3) 7 eV(zx, 1), p(z, 7r)§g, 05eZ1
on a:
0 [ 10w = au ()P dw S O (14 e (2)F)
R2n

ou C > 0 ne dépend ni de ¢, ni de w, z et 2.
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Démonstration. 1" étape. — Soient . la représentation 7. = 7 0§71, et § (z, y, 7.) la
distance sur R™ associée a . comme dans la section 5. D’apres le corollaire 5.4, il existe
K > 0, indépendant de ¢, 7 et z, tel que :

mes B (z, me, 1) £ K mes B (w, Te, %), Vz € R",

ol B(z, m., R) est la boule de centre = et de rayon R pour la distance 6 (., ., 7).
L’hypothé¢se du théoréme 8.1 étant vérifiée (avec E = R™), il existe une fonction
(y, ) — by (z) 2 0, mesurable sur R™ x R™, telle que ;

2
9.5) supp b, C B (y, Te, 5), VyeR"
(9.6) b, (z)?dy=1, VzeR"
Rn
07 | @ =b,@Fdy <05, o', no?
Rn

pour tous z et ' dans R", ou C ne dépend, comme K, ni de €, ni de = et z. Admettons
un instant le lemme suivant, démontré plus tard.

LeEMME 9.2. — Il existe C et N > 0, ne dépendant que de G, tels qu’on ait les implications
suivantes :

9.8) 6(z,y, 7)S1 = zeV(y Ce™)
9.9) yeV(z,1) = b=,y m)SCe

pour tous x et y dans R™.
On déduit de (9.5) et (9.8) que :

(9.10) by(z) 0 = |u, (z)| £ Ce™N.
On déduit de (9.7) et (9.9) que, si ' € V (z, 1) :

©.11) / 1b, (z) — b, (&) dy < Ce2.
Rn

2¢ étape. — En tout point y € R", soient x, = (uy, vy) le difféomorphisme et J (y) la
constante définis en (2.12) et (2.10). Soit ® = 0 une fonction dans C§° (R™), supportée

dans la boule unité, telle que ® (v)2dv = 1. Pour tout (y, n) € R?", et pour tout
Rn
€1 €]0, 1] (ce nouveau paramétre sera choisi plus tard en fonction de ¢), posons :

9.12) eyn (T, &) = (€1)™2 T (y)/* ® (e1 (vy (z, &) — vy (y, M))).

Si on note que n — v, (y, n) est un difféomorphisme global de R™, dont le jacobien,
constant, est J (y), on voit que, pour tous y, z et & :

(9.13) / eyn (z, £)*dn = 1.
Rn
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11 résulte de la définition (9.12) que :

1
.14 supp ey, C {(ﬂv, €) € R*", [v, (2, €) — vy (y, n)| £ 6—1}-
Il existe M > O tel que, pour tout h € R™ :
|® (v + k) — & (v)|?dv £ M|h|?.
Rn

On en déduit aussitdt que, pour tous (z, ), (¢, &) ety :

9-15) /Rn leyy (2, €) = eyy (z', €2 dn £ M (e1)* |vy (z, €) — v, (', €)%
Posons (s, o) = xz¢ (¢, €'). Autrement dit :

(9.16) s=ug ('), o=wv, (2, ¢)— v (x, ).

Si (9.3) est vérifié, on a |s| £ 1. Soit W (R (e), 7) I'ensemble de la proposition 6.3,
correspondant & R (¢) = sup (¢!, Ce~V), ot C et ¢ sont les constantes de (9.10). On
déduit de (9.10) I’implication :

©17) p(z, & m)Se™ et by (2)£0 = ((y, ), (z, §) € W(R(e), m).

D’aprés le point 2 de la proposition 6.3, on peut écrire, si les hypotheéses a gauche de
(9.17) sont vérifiées :

(9.18) |(Xyn © Xz¢) (8, @) = (Xyn © Xz¢) (0, 0)] £ C (R (e)) (1 + |a]).
Or, d'apres (9.16) : |

9.19) (Xum © Xze) (8, 0) = (uy (2'), v, (&', €) — vy (y, 7))
(9.20) (Xyn © Xye ) (0, 0) = (uy (z), vy (z, €) — vy (y, ).

Si les hypothéses‘ de (9,1,7) sont vérifiées, les points (9.16) a (9.20) entrainent que :

o2 | e &= e, )P an
<M @PCRE L+ (&, €) ~ vz, DI

3¢ étape. — On choisit maintenant ¢, en fonction de €, de telle sorte que ¢; C (R (¢)) S e.
Si by, est la fonction de la premiere étape (pour le paramétre €), et si ey, est celle de la
deuxiéme étape (correspondant au parametre €, ainsi choisi), on pose :

9.22) Ayy (T, §) = by (T) eyy (2, &).

Le point 1 de la proposition résulte de (9.10) et (9.14). Le point 2 résulte de (9.6) et (9.13).
Le point 3 résulte de (9.11) et (9.21) et du choix de &;. La proposition est démontrée.
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Preuve du lemme 9.2. — Si la structure euclidienne de G est telle que les sous-espaces
g, soient orthogonaux, on a:

e XISl X SeT(IX),  VXeg,  Veelo 1]

Par conséquent, la distance Riemannienne § (z, y, w) dont le ds? est défini en (5.2) vérifie :
(9.23) et o(z, y, m) S8(z, y, M) ST 6 (, y, )

pour tous z et y dans R", et € dans |0, 1]. Soient C' et N les constantes de la
proposition 5.1. Si 6 (z, y, m) £ 1, donc 6 (z, y, m) S €77, la proposition 5.1 montre
que z € V(y, C(e™™ + &e~N7)), d’ou 'implication (9.8). Si y € V (z, 1), ce qui
entraine 6 (z, y, m) < 2C d’aprés la proposition 5.1, I'inégalité (9.23) montre que
6(z, y, ) S 2Ce, d’ou I'implication (9.9).

COROLLAIRE 9.3. — La fonction a., (z) de la proposition 9.1 posséde les propriétés
suivantes :

1. On a Uimplication suivante [ou C (¢) ne dépend pas de z, w et 7] :

9.24) ay (2) #0 et  pz,m)Set = p(w, 1) 2C(e).

2. La mesure du support de a,, est < C (e).

3. Soient 1 € S(R™) et € €]0, 1], fixées. Alors la fonction U} U, 1 reste bornée dans
S (R"), indépendamment de m et de z et w € R*™ lorsque les conditions de (9.24) sont
vérifiées.

Démonstration. — Le point 1 résulte de (9.1) et de la proposition 3.3. Le point 2 résulte
évidemment de (9.1) [avec un autre C (¢)] puisque x,, est symplectique. Soient C (¢) la
constante de (9.1), et R (¢) = sup (C (¢), e71). Si 2 et w vérifient les conditions de (9.24),

le point (9.1) montre que (w, z) est dans ’ensemble V (R (), ) de la proposition 6.3,
et le point 3 résulte de cette proposition.

Le calcul de Wick va nous permettre d’associer a la partition de 'unité de la proposi-
tion 9.1 une résolution approchée de 1’identité, dont nous allons étudier les commutateurs
avec les opérateurs 7 (P) (P € U (G)).

Posons, pour toute représentation induite 7 et pour tout € €10, 1] :
(9.25) Ac={z€R™ p(z, 1) Le '}

Si a.,, (2) est la fonction de la proposition 9.1, on définit, pour tout w € R?", un opérateur
A (w) de L? (R™) dans S (R™) (qui dépend, comme a,,, de € et 7) en posant :

9.26) A(w) f = /A aw (2) (f, ) ¥ dz.

PROPOSITION 9.4. — Avec les notations ci-dessus :
1. Pour tout P € Usy, (G), et pour tout f € S (R™), on peut écrire :

©2) (P D= [ (P AW, Aw) pdw+E(S)
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746 P. LEVY-BRUHL ET J. NOURRIGAT

avec !

(9:28) |E ()] £ Cellflla

ou m’' est le plus petit entier > g(m + n + 3), et ou C est indépendant de =, de f,
et de € €]0, 1].

2. L’opérateur A (w) est nul si p(w, w) 2 C (¢).

3. Pour tout multi-indice (o, ), il existe Cy, g (¢) (indépendant de =), tel que :

029 [ e DIUL AW AP S Cop @I VFESRY.

Démonstration. Point 1. — On a déja vu que :

PV, D)= [ () (0 (P) iy o) G )

D’apres la définition (9.26) des opérateurs A (g), on a :
| =A@ 1. 4@ i
= [ a(@a @)U, ) (5 (P ) G, S)de duda
2€EA., wWEA,

11 résulte de (9.2) que, pour tous z et w dans R2" :

1= /Rzn aq (2) aq (w) dg + % /Rzn (aq (2) — aq (w))? dgq.

On déduit de ces trois égalités la majoration suivante de la quantité E (f) définie par
I’égalité (9.27) :

|E(f)| £ E1(f) + E2(f)

ou :
E, (f) =2 / 10, %2) (7 (P) s, ) (Yo £z dwo

z2€A

Baf) =3 [ laae) = ag P I(F, 62 (7 (P) s ) G Pldzdud,

z€

D’apres la définition (9.25) de A, on peut écrire :

By (NS 26 [ 2 MI(F, ) (7 (P) s ) (s Dz,

On a remarqué en (6.17) que, dans ’intégrale qui définit E; (f), la fonction sous le signe
d’intégration est nulle sauf si, en posant z = (z,£) etw = (y,7n), on a |u, (y)| £ 1. Comme,
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dans ce domaine d’intégration, on a p(z, 7) < €71, le point 3 de la proposition 9.1 nous
permet d’écrire :

B2 S Ce [ (14 bor (@2 €)= 00 (e MPICF, 92) (7 (P s ) (s Pz
En ajoutant ces deux inégalités, on peut écrire :

|[E(f)| £ Ce/4 F(2) F(w) K (2, w) dzdw.
en posant, avec la notation (6.21) :R ’

1

F(2)=(f, )l +p(z, 1)%  a=5 (mtn+3)

F(z, w) = |(m (P) Yz, Yu)Ra-1,q,2 (2, w).

D’apres la proposition 6.7, K (z, w) est le noyau d’un opérateur borné dans L? (R?"),
indépendamment des divers paramétres. On peut donc écrire :

IE(f)l é C€A2n F(z)2 dz = Ca/';zn |(f’ 1/)z)|(]_ +p(z, 7r))m+n+3 dz

ol C > 0 ne dépend ni de ¢, ni de 7, ni de f. Si m/ est le plus petit entier > % (m+n+3),
la proposition 4.2 nous permet d’en déduire ’'inégalité (9.28).

Point 2. — D’apres les définitions (9.26) de A (w) et (9.25) de I’ensemble A., on voit
que A (w) est nul sauf s’il existe z tel que a,, (2) # 0 et p(z, 7) £ e}, ce qui entraine
p(w, ™) £ C(e) d’apres (9.24).

Point 3. — On a, pour tous w € R>" et f € S(R") :

||t D Uy, A (w) £l é/A law (2) (f, w:)| 1t DY Uy, .|| dz.
Par définition (2.18), on a ¢, = U, 1), ol ¢ est une fonction choisie une fois pour toutes

dans S (R™). La fonction sous le signe d’intégration est nulle sauf si les points z et w
vérifient (9.24). Le point 3 du corollaire 9.3 nous permet donc d’écrire :

4% DY U3 A w) ) S Co (e, 9) [ fow (2) (5, ) 1.

D’aprés le point 2 du corollaire 9.3, la mesure du support de a.,, est £ C (), ce qui donne,
en appliquant Cauchy-Schwarz, avec une autre constante Cop (e, ¥) :

1627 U3 A (w) FIF S Cop e 9) [ au (2P I, ) P
En intégrant par rapport a w, et en utilisant (9.2) et (2.19), on en déduit aussit6t (9.29).
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10. Décomposition de Littlewood-Paley

L’emploi du seul calcul de Wick serait insuffisant pour prouver le théoréme 1. Il n’a
pu aboutir qu’a la proposition 9.4, ol apparaissent des termes d’erreur excessifs. Il nous
faudra combiner le calcul de Wick (analogue, dans le cas classique, & un découpage de
R?™ en cubes de coté constant), avec ’analogue d’une « décomposition de Littlewood-
Paley » (c’est-a-dire, classiquement, d’un découpage, dans les variables &, en couronnes
sphériques). Nous allons présenter ici un analogue de cette technique de Littlewood-Paley,
qui servira peut-étre dans d’autres situations ou I’on dispose d’une chaine convenable
d’espaces de Sobolev.

Soit (A, D (A)) un opérateur auto-adjoint positif dans un espace de Hilbert séparable H.
Pour tout réel m > 0, et pour tout f € D (A™), on pose :

A1l = ||A™ 1]
ProposITION 10.1. — Pour tout § €10, 1], il existe une famille d’opérateurs
U (A): H— D(A™) (A>0)

ayant les propriétés suivantes :
1. Pour tous m 2 0, m’ 2 0 et 6 €]0, 1], et pour tout f € D (A™), on peut écrire :

(10.1) / A2 (A) Sl dh = C () 111,

0
ou C (6) ne dépend que de m, m' et 6.

2. Soit P un opérateur tel que D (P) et D (P*) contiennent D (A?M) (m > 0), et tel
qu’il existe C > 0 vérifiant :

(102) IP £l +1P* fIl £ CllIflllzm, VY f€D(A*™)
(avec C > 0 indépendant de f). Alors, on peut écrire, pour tout f € D (A?*™) :
(P1.5)= [ PEONLYNHDA+RE)

avec |R(f)| £ C"8|||f|l|2, (ou C" est une constante, indépendante de §).

Application. — Soient G une algebre de Lie stratifiée, X, - - -, X, une base du sous-espace
G1 (avec les notations (0.11)), et A I'élément suivant de U 9) :

A=-— i X?
j=1

Si 7 est une représentation induite, on sait, d’aprés Folland [4] que I’opérateur 7 (A), avec
pour domaine Hs,, est auto-adjoint positif. Notons A la racine carrée de cet opérateur.
Il est démontré dans Folland [4] que, pour tout m = 0, D (A™) coincide avec 1’espace
H,,. défini dans la section 4.
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Comme dans I’introduction, notons (A ,,,) une base de U, (G) (I'espace des homogenes
de degré m dans ’algébre enveloppante), et posons :

A lllr = Z [l (Ajm) 1.

Puisqu’ici I’algébre est supposée stratifiée, on peut écrire, de maniére équivalente, (en notant

X1, --+, X, une base du sous-espace G; et en adoptant les notations de la section 4) :
(10.3) M= D llw(X*) £
lal=m

Folland a aussi montré que, pour tout m 2 0, il existe C,,, > 1, indépendant de =, tel que :

o 4™ F S W llme S Con A7 S, ¥ € Hone

Si P est un élément de Usm (G), Popérateur = (P) vérifie évidemment I’hypothése du
point 2 de la proposition 10.1. Les inégalités du point 2 peuvent donc s’écrire, avec ces
notations :

(104) / NI 1 () 1 dA = C (8) 17112

(105) (r(P) 1, f) = / T (PYT ), ¥ () fdr+ R()

avec |[R(f)| S Cé6 H]fl”fn,r Les constantes C et C (6) sont indépendantes de 7.
La preuve de la proposition 10.1 utilise le lemme suivant.

LemME 10.2. — Pour tout § €]0, 1], il existe une fonction x5 dans C§° (R*) qui posséde
les trois propriétés suivantes.

1. Le support de xs est contenu dans [e=*/%, e/9].
2.0n a

(10.6) / x5 (t)? @_y
o t

3. Il existe C > 0 indépendant de § tel que :

o : Sdh t\?
(10.7) (xs (A8) = x5 (A8))" 5~ = C6 | Log ~
0
pour tout § €10, 1], pour tous s et t > 0.
Preuve du lemme. — Soit x € C3° (R), supportée dand [-1, 1], telle que

/ xs (t)?dt = 1. On pose, pour tout § > 0 :
—o0

xs (t) = 61/% x (§ Log?).
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Les propriétés du lemme sont faciles a vérifier.

Preuve de la proposition 10.1. — On choisit une fonction ® € C§° (R*) dont le support
est contenu dans [1, 2], et telle que :

[ o

YW= [T xoneeas G

ol ®(tA) est défini par le théoréme spectral.

On pose alors :

Vérification du point 1. — Pour tous m et m’ réels, I'intégrale suivante est convergente :

0(5) =/ 32(m_m') / Xs (t)@( ) dt ds ‘
0 0 t S
On en déduit facilement, par homogénéité, que, pour tout ;& > 0 :
o , , dt|* dx
[ e [T onewm) G L= c@wn.
0 0

D’aprés le théoréme spectral, on a, pour tout f € H et m’ 2 0 :

’ _ o m’ dt
IlAm‘I'(/\)f|I2=A1/O 2 /Om

ot dE, est la mesure spectrale de 1’opérateur A. Par conséquent :

d(E#fa f)

| e i ar=c®) [ d B, =0 @Ik

Vérification du point 2. — Pour tous f et g dans H, on a:

[Ceenra§ls [T [eumumiang /ld (B, £, 9 < 171 g

Par conséquent, pour tout f € H, I'intégrale / ® (t A) f — ex1ste au sens faible, et :

f= / 2(4) 1%

Par conséquent, si f € D (A*™):

PF, f>=/0°° /0°°(P<I><tA>f,<1>< ayp Ll

D’apreés (10.6), on peut écrire, pour tous s et t > 0 :

1= [T 00wt + 50600 - 6002 5.

On déduit de ces deux égalités la suivante :

(Pf,fl=h+L+1s
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ou on a posé :

L= / / / xs ( )‘t)m(’\s)(P@(tA)f,‘P(sA)f)ﬂ%{%
=%// () - () (PR(A)f B (s A)f)‘lfﬂl_d—AA

et I3 est I’intégrale analogue, portant sur le domaine ol s > ¢t. D’apres la définition de ¥ ()
et ’hypothése du point 2, on voit que ¢t — x5 (At) ® (£ A) f est dans L* (dt D (P))
et donc que :

11=/0°°(PW(A> £, U () ) A,

11 reste & majorer I et Is. D’apres (10.7) et (10.2), on peut écrire :

iges [ [ (o) He@a lon o 4) 1 %%

=05/0°° K( )F(t)G( )% &

ol l'on a posé :

F@t)=t" |2t A) flll2m
G(s)=s""||®(s4) fll
K(t)= (Logt)’t™ s t>1
Kit)=0 si t<1.

dt
On voit facilement que K est dans L! (R+, ?> 11 existe donc C' > 0 tel que :

(10.8) LS C 62 / P / cup?.
0 t Jo t
Posons :

01=/ t2'"<1>(t)2ﬁ et 02=/ t—2"‘<1>(t)2i'3.
0 ¢ 0 t

On a, d’apres le théoréme spectral :

(10.9) / F(t) / / t2m /\4"‘<I>(t/\)2%d(E,\ i
e / Xemd(Ey £, ) = G IFIII
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De méme :

(10.10) /0 (;(15)2%=/0oo /Ooot-“‘m @(tA)z%d(EA o f)

—G, /0 XA (By £, £) = CallIfIIIA-

D’aprés (10.8), (10.9) et (10.10), on peut écrire :
12| < C 8[| £lI7-

La majoration de I3 est identique en permutant les rdles de s et ¢ et en utilisant la majoration
de ||P* ¥ (X) f|| qui provient de I’hypothése (10.2). La proposition 10.1 est démontrée.

11. Diagonalisation approchée de = (P)

Dans cette section, G est une algebre stratifiée, et 7 est une représentation induite. Nous
terminons ici la construction de la « diagonalisation approchée » (selon la terminologie
de [3], Chap. IV, p. 194-195). Pour tous z = (z, £) € R*™ et A > 0, notons U, et
1, I'opérateur unitaire et 1’état cohérent associés au point (z, £) et A la représentation
7y = 70 65! comme dans la section 2.

THEOREME 11.1. — Avec les notations ci-dessus, pour tout € €0, 1|, et pour toute
représentation induite T, il existe une famille d’opérateurs

T(z, A\ ) : L2 (R™) — S (R™) (z € R*", A > 0),

telle que :
1. Pour tout P € Us,y, (G), et pour tout f € S(R™), on peut écrire :

(1.1 (7 (P) f, f)/ / (m(PYT (z, A, m) f, T (2, A\, w) f)dzdA + E(f)
r2» Jo
et il existe C > 0, indépendant de e, 7 et f, tel que, avec la notation (10.3) :

|E ()] £ Celllflllon-

2. L’opérateur T (z, A, 7) est nul si p(z, m\) 2 C (¢).
3. Pour tout multi-indice (o, 3)et pour tout m 2 0, il existe Cop(€) (indépendant
de m), tel que :

Lo [ 1 DRURT A ) 17 427 1 5 Cop ) S

Démonstration. — Soient € et § dans ]0, 1]. Soit A (z, A) I’opérateur associé, selon la
proposition 9.4, a la représentation Ty = 7 0 §; ', au point z et au paramétre e. Soit ¥ ())
I’opérateur du théoréme 10.1, correspondant au paramétre §. Posons :

T(z, A, )= A(z, ) ¥ ().
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Vérifions le point 1. Pour tout A > 0, on applique la proposition 9.4 a la représentation 7,
avec le paramétre ¢, ce qui donne, aprés multiplication par \?™ :

FP)EN LYW= [ @OIT AL TN b+ B ()

avec |Ey (f)] S ex®m Z A72[|¥ (X) f]I|2,. En intégrant en A de 0 & +o0, et en utilisant

=0
le point 2, puis le point 1 de la proposition 10.1, on obtient 1’égalité (11.1) avec :

IE(f)léR(f)Jr/OOOEA(‘I'(/\)f)d/\

§05|||flllfmr+€/ AP S A2 [ () £I2, dA
0 j=0

S (C8+e CO ISl

Le point 1 s’en déduit facilement (avec un autre €). Le point 2 résulte de son analogue
dans la proposition 9.4. En utilisant le point 3 de cette proposition, puis le point 1 de la
proposition 10.1 (avec m’ = 0), on peut écrire :

[ ] 1 i sz e x w7 xemaz
R27 JO

< Cop (&) / X2 |10 (A) 7| dA

< Cap () C(O) N1l

Le théoréme est démontré.

12. Preuve du théoréme 1.

La diagonalisation approchée étant construite, la fin de la preuve du théoréme 1 ne
présente aucune nouveauté par rapport a [7] ou [19]. Nous la détaillons cependant pour
faciliter le lecture.

Nous faisons maintenant les hypothéses du théoréme 1 : en particulier, ’algébre G est
stratifiée. Nous allons seulement prouver 1’implication 1 = 2, I’autre étant plus facile. On
considere donc une suite (I,) (v € N) dans G* \ {0}. On explicite les représentations m;,
(notées plus simplement 7, désormais) comme on 1’a expliqué dans la section 2. Quitte a
décomposer la suite étudiée en un nombre fini de sous-suites, on peut supposer que toutes
ces représentations sont réalisées dans un méme espace S (R™), comme dans la section 2.
Si m est une représentation de G dans S (R") de la forme (2.1), on définit, pour tout
(z, £) € R?", une forme linéaire ¢, ¢) sur G en posant :

ooy (X) = 27 (X) (@, ), VX €.

On note Sy (7) ’ensemble de ces formes linéaires. Rappelons (cf. [7] ou [22]) que :
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1. Si 7 est irréductible, ’ensemble Sy (7) coincide avec I’orbite de la représentation
coadjointe qui correspond & 7w dans la théorie de Kirillov.

2. Si w n’est pas irréductible, I’ensemble Sy (7) (dont I’adhérence est, trés probablement,
le « spectre », ou « support » de w), poséde la propriété suivante. Pour I’'élément
P € Uy, (G) du théoreme 1, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(12.1) (n(P)f, f)20, VfeSER.

(12.2) (m(P)f, £)20, VfeSER®), VieS(n).

D’apres le point 1 ci-dessus, I’ensemble limite £ associé a la suite (I,) comme dans
I’introduction est aussi I’ensemble des formes linéaires [ € G* telles qu’il existe une suite
vy, d’entiers, tendant vers +oo, et des suites (zx, &) € R2™ et A\, > 0 telles que :

(12.3) 1(X) = % lim 7, (65 () (o, &), VX €0,

Si 7 est une représentation induite, z un point de R?" et A un réel positif, on note U,
I’opérateur associé, comme dans la section 2, 2 la représentation 7 o 65! et au point z.
On note o(;, 5, r) la représentation associée comme en (3.1) a w o 5:\'1 et au point 2 :

(12.4) 0y (X) = Ul (65 X) Usn.
La premiére étape de la preuve sera constituée par le lemme suivant.

LEMME 12.1. — Si la condition 1 du théoréme 1 est vérifiée, pour tous 6 > 0 et K > 0,
il existe N (6, K) > 0 tel que, pour tous v € N, z € R*™ et X\ > 0 tels que :

v2 N (6 K) et  p(z,m o086 )SK
et pour tout f € S(R™), on ait :

(12.5) 0L (0eam) PV N)+6 Y. |t=D] fIP.

la+BlEm(r+1)

Preuve du lemme. — Si ce lemme était faux, il existerait § > 0, K > 0 et des suites
z; € R, A\; >0, v; e Net f; € S(R™) telles que :

-1
vj — 00, p(zja 7er°6,\j)§K

(12.6) (O(eyam,) PV 1 F)+6 D0 lit* DY I <.

le+B|Sm(r+1)

D’apres le théoréme 3.2, pour tout X € G, on peut écire :

S 49 x) 2 4o
O'(zj,/\j,ﬂ',_,j)(X) ;Ak (t, X) 8tk +ZB (t’ X)
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oules AY (t, X) et B (¢, X) sont des polyndmes de degré < r, et, si I’on munit I’espace
des polyndmes de degré < r sur R™ d’une norme quelconque, on peut écrire, si || X|| S 1 :

147, X)sC et | BO(, X)|SCp(z, m, 065 SCK

Puisque les suites de polyndmes ci-dessus sont bornées, on peut supposer, quitte a extraire
une sous-suite, qu’elles ont des limites, et écrire :

12.7) Ag) (., X)— Ag’o) (-, X), BO (., X) - B (, X) quand j — oo,

ou les limites sont des polyndmes. On définit alors une représentation 7> de G dans
S(R™) en posant :

T (X) =Y A (¢, X) 9 4 ipe (t, X).
k=1 Oty
Cette représentation est évidemment de la forme (2.1). Montrons que :

(12.8) So (1) C L.

Si I € G* est dans Sp (), il existe (z, &) € R?™ tel que, pour tout X € G :

LX) = 17 () (@, ) = 3 Im (0, .,y (X) (2, ).

Soit x; le difféomorphisme symplectique de R?" associé, comme en (2.17), 2 la
représentation 7, o 6);1 au point z;. On a, d’apres (3.2), pour tout X € G :

10 = 1 lim m, (551 X) (G (@, ).

D’aprés (12.3), la forme linéaire [ est donc dans 1’ensemble limite £ associé a la suite
(1,), ce qui prouve (12.8). L’hypotheése 1 du théoréme 1, I’inclusion (12.8) et I’équivalence
de (12.1) et (12.2) entrainent que :

D’aprés (12.7), on peut écrire :

1210 o, 5 m )PV =7 PV iy S Se; D e D il

laBlsm(r+1)

ol (e;) est une suite tendant vers 0. I1 y a évidemment contradiction entre (12.6), (12.9)
et (12.10), et le lemme est démontré.

Fin de la preuve du théoréme 1. — Soient g € S (R™) et € €]0, 1]. Pour tous z € R?",
veNet)>0,soient U,y et T (z, A, m,) les opérateurs définis dans la section 11,
correspondant 2 la représentation 7,. Soit C (¢) la constante du théoréme 11.1. Pour tout

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



756 P. LEVY-BRUHL ET J. NOURRIGAT

6 €]0, 1], nous appliquons le lemme 12.1 avec les parametres § et K = C (e), a la
fonction suivante :

(12.11) f=U, T (2, A\, m,)g.

Siv > N(8 C(e)), etsip(z, mod;!) £ C(e), inégalité (12.5) est vérifiée d’apres
le lemme 12.1. Si p (2, 7, 0 65') = C (¢) , I'inégalité (12.5) est encore vérifiée pour la
fonction f ci-dessus puisque, d’aprés le point 2 du théoréme 11.1, cette fonction est nulle.
L’inégalité (12.5) est fonc vérifiée pour cette fonction dés que v 2 N (6, C (¢)). Si f et
g sont liées par (12.11), on a d’apres (12.4) :

(0 (P)F, ) =272 (n, (P)T (2, A, m) g, T (2, A, ) g).
Il en résulte que, si v 2 N (6, C(¢)):
0=(m, (P)T (2, A) g, T (2, A) 9)

+6x™ N | DU T (=, & M) gl
la+B|Sm(r+1)

pour tous z € R2*, A > 0 et g € S (R™). Intégrons maintenant cette inégalité sur R®" x R,
pour la mesure dz d\. D’apres le théoréme 11.1, on obtient, si v 2 N (6, C (¢)) :

0= (my (P) g, 9) + (e +8C" (e))lllgll|um, -

Le C’(e) qui apparait ici est la somme des C,p(e) pour tous les (a, ) tels que
|+ B] £ m(r + 1). Si’on choisit § assez petit, cela termine la preuve du théoréme 1.
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