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SUR

LES NOMBRES DE BERNOULLI,

Psr M. GOHIERRE DE LONGCHAMPS,

PROFESSEUR DE MATHEMATIQUES SPECIALES AU LYCEE DE POITIERS.

PREMIERE PARTIE.

L’objet de ce travail est le développement, suivant les puissances
décroissantes de «, de la somme

L I el o L S S 7L
Nous désignerons cette somme par S, ;, et nous poserons

nz=x

S,k E nf.

nes

Nous nous proposons d’arriver au résultat connu (*) par une méthode
nouvelle, ne s’appuyant que sur des identités faciles 3 démontrer.
Notre analyse nous conduira, comme on va le voir, non aux nombres
de Bernoulli, mais 2 des nombres que nous croyons nouveaux, et qui
jouissent d’un développement en série récurrente plus simple qu’aucun
~de ceux qui ont été trouvés jusqu’ici pour exprimer le nombre B; en
fonetion des nombres inférieurs B, B,. ..., Bo .

(*) Voir Bertranp, Culewl différenticl, p. 349.
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Nous partons de ce principe évident : St les dyférentes cases d’une
" figure renferment des nombres, quel que soit Uordre adopté pour compte
ces nombres, on arrivera au méme résultat, chacun de ces nombres étant
compté une fois et une fois seulement.

Imaginons donc un carré

A

dont les cotés ont été partagés en (a —+ 1) parties; menons, par les
points de division, des paralleles aux cotés du carré, et, dans chacune
des (a + 1)* cases ainsi obtenues, écrivons I'unité. Faisons abstraction
des unités renfermées dans la diagonale AB, et comptons les unités du
tableau par tranches paralleles & AB. Avant d’arriver & la diagonale,

on trouve
I+24+34.. .42

ou S, , unités; au dela de AB, on trouve encore S, ,, et 'on a I'identité
(¢ +1)2=(x 1)+ 28;,

ou

(1) g, o xlzA41)
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Considérons maintenant le tableau suivant :

A= B

i ok 3k
7
&

of 3k 4*
W/"

3’: /Ik 5k e e e e & s s . . 1;; 2;; S
e '

(«Z‘—-l)k -’L‘k lk “ s e e a e e e . (-Z'——B)k (Z‘—Z)" P,
o
TIPS

.’L‘k Ik 2): R ((Z'——Q)k (.Z‘_I),{ o

o
C 0 D

que nous séparons, par le trait plein, en deux parties, comme le montre
la figure. En comptant par lignes horizontales, la somme des nombres

écrits dans ce tableau est
xS;,k;

d’autre part, les nombres renfermés dans la partie ABPQC, nombres
comptés par tranches paralleles & la diagonale CB, donnent une somme
égale 4

thor 42k 2 4303 ...+ at.x =S, 4.

Considérons maintenant les nombres renfermés dans la seconde par-
tie PQD, nombres que nous compterons par lignes horizontales, et

dnn, de ’Ec. Normale. 2¢ Série. Tome VI, — FEvRIER 1879. 8
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nous aurons pour leur somme

S],k -+ S2,I; -+ s:s,k + .+ Sz'—-l,l'-

Nous avons donc I'identité

(2) Sett = (2 4+ 1) Sk — (Sib =+ Sut 4+« o Sak)e

Cette identité sert de base & notre travail; nous la nommerons tdenutc
JSondamentale.

Tatortme. — Le nombre S, est une fonction entiére de x, de degré
(k+1); elle ne renferme pas de constante.

La formule (1) permet de vérifier ce théoreme pour S, ,, et nous
allons faire voir que, si la propriété que nous venons d’énoncer appar-
tient & S, 4, elle subsiste pour S, ;.

On a, par hypothese,

Sep= Ax 4 Bxt 4. . .4 La;

par suite,

e p = A (2 — 1) Bz — 1) 4 L2 —1),
Senp == Az —2)* - B(z — 2)f - .. . 4 L{2 - 2),
S,p = A1+ + B 1 - 4 L

Ajoutant et tenant compte de l'identité (2), on a
(3) (1 A)Sui = (# + 1~ B)Sus— (CSei ...+ LS, ),
formule de laquelle on conclut le théortme énoncé.
1. Nous poserons donc
Sep = Azl - Byh + Py, 0kt + Prozh=t 4 o Prozh=t 4. - Pry ).

On verra, par la suile, pourquoi les deua premiers coefficients recoivent
une notation particuliére, et, cette exception une fois signalée, il est
donc entendu que

P,

désigne le coefficient de x*~* dans S, (6 n’étant ni — 1 ni zéro ).
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e

D’apres celte notation, I'identité (3) doit s’écrire
(4) (1+A1)Se i = (2 +1— Bi)Sei — (PrSept + ProSeir +. o .+ Prpi ).
Egalant les coefficients de #*** dans les deux membres, on a

(14 Ak) Apr == A

ou
T T
— — —_— — ],
AL--H Alr
T 1
— — ——— x’
Ay Alc—-x
T 1
_ = — =1
A, A,
D’ailleurs, d’apres la formule (1),
A=1;
done
T
Nipr = ,rj;—,;a
par suite,
Y
A= e
Ry A

donce :

Tatorime. — Dans le développement de S, ;, le coefficient de x*+' est

loal 4 ——.
dgal a fe+1

2. Cherchons maintenant le coefficient de 2*. L'identité (4), en te-
nant compte du résultat précédent, peut s’écrire

/

el
k—+1

r+2

(8) o Sop= (& +1 —B,,)< Bzt . )  (PheSea -

égalant les coefficients de 2*+!, on a
(A) (ke + 2)Bigei =1 + kB (*).

(') L'égalité (A) forme, comme on le voit, une équation aux différences finies, dont
nous ¢vitons l'intégration pour ne pas sortir du programme que nous nous sommes iMposé
8.
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La formule (1) donne d’ailleurs
. B, =L
D’apres (A),
3B::l+% ou Bzz';‘-
Ainsi les deux premiers termes de la suite récurrente
B;, Bn, caey Bk

sont égaux. Je dis que : si deux termes conséculifs sont égaux, lous
ceux qui suivent sont €gaux ¢ ceuxr-ct.
En effet, les deux égalités

(ke -+ 2)Bgoy== 1 + i By,

(11‘—}- l)Bk =1 (/I‘ -—_ I)Bk__l
donnent
(Il +2)Bpy = (2k +1)Bs — (/e — 1) Bi,,

et si

Bt = Bs—,
on a bien

Biyr = Bi;
done :

Tutortme. — Dans le développement de S, le coefficient de a* est

y J’ 5 -1—
toujours ¢gal a %.

3. Nous passons 4 la recherche du troisieme coefficient, celui
de x*='. L’identité fondamentale, qui ¢st maintenant devenue I'iden-
Lité (5), peut s’écrire, d’apres les résultats obtenus jusqu’ici,

fe—+2
‘ e Se b= (2 + ) (

(6) ( \ xk k=1
( -—[Pk,u<“‘7‘f‘ +...)+Pk,1('[f—:*[' +‘..> 4.0

au début de ce travail. L'intégrale est

ol + xk P i
/t‘ + l -5 + ﬁ,|x “"l“n L

¢
B=4i—___° .
KT k(k+1)?
¢ est une constante arbitraire ; quand ¢ = o, on a
B, = 4.

C’est le cas particulier qui nous occupe.
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Egalant les coefficients de «*, on trouve

_ =) (k+1) A
Pher,i = k(k—+2) Pui+ 2 fr 42
on en déduit
(k= 2)k kK
Po= e e m
1.3 L
P, = 2—4 P., -+ -2—‘—4-7
12
Pr= 5y

Multiplions ces égalités. respectivement par

e+ —1)  k(k—2) 3.2 2.1
kk+2)  k(k+2) P k(w2 (ko)

A partir de la seconde, celle qui donne P;,, il vient, aprés un caleul

facile,
r1.2+2.3+4...+k(lk—+1)

2t /(‘(/f+ 2)

Plr—l—l,t -

Nous allons faire usage ici, et nous nous servirons, dans la suite,
d’une identité due & M. Haton de la Goupilliere (*). L’identité en ques-
tion est
m(m—+1)(m+2)...(m+n)+(m—+1)(m—+2)...(m+n-1)...
+(p—=n)(p—n-+1)...(p—1)p

(p+1)p...(p—n)— (m-4+n)...m(m—rx)
n -+ 2

Supposons 7 = 1, et nous aurons
1.2...(n—1)+2.3...(n4+2)+...4 (p—n) (p—n—+1)...p

(7) _(p+yp...(p—n)
n-+2

(') Nouvelles Annales de Mathématiques, 1872, p. 476.
La démonstration de cette identilé est directe ; elle se fait, comme dans beaucoup d’autres

cas semblables : 1° en vérifiant qu’elle est vraic pour z = r; 2° en reconnaissant que, si elle
est établie pour une cerlaine valeur de 7, elle subsiste pour la valeur (2 + 1). Nous pouvons
donc I'utiliser sans sortir des limites que nous nous sommes fixées.
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Cest cette derniere identité, cas particulier de celle de M. Haton, que
nous allons utiliser. Sil'on y fait

n=1, p=k+1,

elle donne
k(b =) (F+2),

1.2 +2.34+...+k(k+1)= 3 5
donc
Ir+1
Py = - )
et, par suite,
P I
T2’
donc :
TatoriME. — Dans le développement de S, x, le coefficient de x'=" est
égal o X
8 12

4. Nous terminerons celte premiere partic de notre travail en dé-
montrant le théoréme suivant :

Tukorime., — Dans le développement de S, x, tous les coefficients des
termes

k-t , xlr-—-i R

sont nuls.

’identité fondamentale peut maintenant s’écrire

Jr---2 VA xk k
3 — L R e >, ok
If-l—xs”“" ('x+")<k+x+ 2 T ”® ‘>+“"x SR
(8) ko [at | ah ke \
—— | — ... ) - e )
xz(lf s ) Pis (/{‘-——l + )

Egalant les coefficients de 2*~*, on trouve

(k=2 (k+1), |
Pk+1,2-- (m Pk,:)
faisant

k= 2,
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on a
P,.=o,

et, parsuite,
Pii=o, Piy=o0, ..., Pip=o0.

Tenant compte de ces relations, on tire de nouveau de U'identité (8)

(k== 1) (k= 4)
Pl+”__(—/_-—_3)(/z—+;)

par conséquent
pbab——:o, sy PA‘+I,4: o,

et ainsi de suite. ‘

Le théoreme est donc démontré; et, avant d’aborder la deuxieme
partie de ce travail, nous résumons les résultats obtenus jusqu’ici
dans I’énoncé suivant :

Tatorivr. — Le dcveloppement de S, , est une fonction entiére de
degré (k --1) en x, mais dépourvue de constante. Dans ce développement :

1° Le terme en 2" a pour coefficient .——
! p /e b=

2° Le terme en x* a pour coefficicnt L ;

. ” Ie

30 Le terme en =" a pour coefficient —;

4° Les termes en x"=*,2"=", . .. ont pour coefficients o.

DEUXIEME PARTIE.

Il nous faut maintenant, et c¢’est le point délicat, étudier la loi sui-
vant laquelle se succedent les coefficients

Pty Prysy o0n
. s . ) W . .
Le premier, seul, a été calculé; nous l'avons trouve égal & —-

1. L’identité fondamentale, d’aprés les propriétés démontrées et
que nous venons de résumer, peut mainlenant s'écrire

Ie -2 , Pl ak /
PO S, P L oS — fe-oet > k=2 4. .,
/[_I_ls.r,lq-l (-x—{-.) (/)—I—-I+ -+ — x —}-l/zx -} )

13 <x" k=t k=
DAV ’T"‘"')“P (F=s+) e
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Egalant les coefficients de 2", on trouve

(h—3)(k+1) _ k(k—u)(h+1]

Plr+~1,a = Plr,s

(b —2)(k+2) 12} (fr + 2)
ar suite,

P P, —P (h—=4)k  (k=1)(k—2)k
ha = M T T8 [k + 1) 122 (f +1)
........................................ ,

1.5 3.4.5

P 3_Pm'2__ T 1226
. 2.3.4
Py, = - 2’.5.

Multipliant ces égalités, & partir de la seconde, celle qui donne Py,
respeclivement par

(b —3)(k+1) (k—4)k 2.6 1.5
(F—2)(k+2) (k—2)(k+2) "7 (k—2)k+2) (k—=2)(h-+2)

on trouve
1.2.3.4+2.3.4.5+...+(k—2)(k—=1)k(l+1)
127 (k —2)(k + 2) ’

P!.-+\.a: -

et, d’apres I'identité (7), dans laquelle nous supposerons

n=3, p=k+1,

on a
P _ (k= 2) (=0l (] —-1)(Jr + 2)
s = 512" (k—2)(k +2) ’
ou
Py — (lf—l)lf(lf—a-r),
122.5
ou encore
sy k=) (k—2)
lk,;»—-——g‘ 2 ;
12
donc :

Tueorime. — Dans le developpement de S, 4, le coefficient de 242 cst
égal a
k(=) (k—2)

s 122

2. Si nous comparons ce résultat avec celui que nous avons trouvé
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plus haut pour le coefficient de 2*~*, coefficient qui a été trouvé égal a
&

—

12

on peut, des maintenant, soupconner la loi des coefficients
Pl‘,l: Plr.:!’ P",S;
Nous supposerons qu’a un facteur pres, «;, le coefficient de P ., est

F(le—1) ... (k—2i+2)
12!

b

et nous allons démontrer que
I(le—n)...(k—2i)

Pk,2i+| == i o .

Nous chercherons ensuite la lot de récurrence des coeflicients

Cliy Clzy o vy Cli
Supposons donc

P, =« —,-t- )
12
— ) (] — 2
- Piy = X (E= 2],
(9) . 2

F(le—n). .. (k—2i—+2)
12¢ ’

PI:,:[——I = o

L’identité fondamentale peut maintenant s’écrire

fr -2 ket . )
=1 So b = (x -+ 17\/ <7{_-+— P A P b e Phpi =21 4 | >

ak )
— Py, (7; G Prey, i k= >

: ah=2 .
— Pss </z_——-—-_9 A Py 2 H >

...................................

f—2i-2 f—2i41
x x .
- P/{,'n’-—-l </i it o -+ Py -+ pk—zi-m xh=2 . >

=2
- p 2i- _— e
ky2i~1t /1 o -+

....................

Ann. de !'fc. Normale. 2¢ Série. Tome VIIl, — I'fvrir 1879. 9
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Eealant les coefficients de #*~*¢ dans les deux membres, on trouve

/z'—'r—?.P —l"_:”.'_ll’x‘
1 ket 2ot —— /i--21 521

- (PA-,: PI:—~(,2¢‘-| -+ P/r,:) Pl:—-:x,:i-—u i Pl.,nz~| pl‘—ﬁi-l-‘:‘)'
Mais, d’apres les égalités (9),

klle—1). ..k —ai-+1]
Pl',l pk-l,‘.’i-—1 ==& "‘( ! )

!2i+1 ?

Pk,:s p/r-n.?imu TR Gy Gy T 717'),"'H Ty

......................................

k(b —1).. (b —2i-+1,

P 2ies P i1, 5= O Lo

9

et, si nous posons

(97 4= 3) otpp == — (etict; + Callima=t= o o4 i |
ou

)L
. . \ ! %
(10) (21 ~t- 3)951‘44 = “2051)11‘;»-1-1»,
14 i
on aura

(k1) — 21 ~-1)
(fe+2) (fr — 21)

- (-t x)feo o e od - e o
P it == (20 == 3 2rpy s s :
b )i 1200 (fe = 2) (f o 24

l’l.--i—t,ai-u-l =

on en déduit

. fe(le—2i—2 .
Pt = e -‘—~-~.~~—)-~— Prei i {20 3) 24y

N /l'{/l"""l}.-.{/l"“"‘i"““’;
e+ ) (kk—2i—1)

T

Vo e e e

7
204 3).1 . ' (20~ 3)...3.2
P,. by ogfaly T (.._..'.__.._-...._e_ P fory iy == (DL == 3 ‘: ,,,._..vv.»...,,,J R
2 A S 4)9 342,201 (20 4 3}0’1.44 it [’.%fmi- 4)'27

. al--2).. .01
Poisopivi = ~ (203 | et ( ! G

PEIPY S T
Multiplions ces égalités, & partir de la deuxieme, celle qui donne
Pioivis respectivement par

(k1) k—2i—1) ke (le — 210) (20 --4).2 (2.~ 3.1
(h-t-2) (i)’

(k2 (k—=2i) " (k+2)k—20)" "7 (F=2)[k i)’
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et nous obtenons

(k1) {b—20)+k(lr—1). (h—a2i—1)+. .. (2i+2]...2.1

D R B Vs .
Pierin = = (24 + 3 2t 2+ (k42 (k— 21) ’

et, en ayant recours a l'identité (7), dans laquelle nous ferons

n==21+1,

p= b=+,
nous obtenons, apres simplification,

Ik —y. . (k ——ﬁ-').i;.

Plr+|.~xi+| = Oy Lo

Nous arrivons done finalement, et, il faut le remarquer, sans autre

secours que celur des identités, identités d’une démonstration élémen-

“taire et immédiate, au théoréme suivant, qui résume (lout ce (ui
précede :

TutorkmEe. — Le développement de S, swwant les puissances de-
croissantes de x, est une fonction enticre de x de degre (k + 1), dépour-
vue de constante et jouissant des proprilés suivantes :

v \ 1

19 Le coefficient de x*=" est égal & - 3

/7 o b1’
2" Le coefficient de x* est égal & &

3¢ Les coefficients de x'=", 2"*, ... sont respectivement égaux a

k Ie(le—1) (k— 2]
oy ’ Ly ey ey
L 8 12
les nombres o, w,, ... étant définis par Ucgalite
Ly % . 5
P 2 -t
/ . Y %
Lo oy e — Z Op %o ep
II:”,"

4° Les coefficients de x*=*, x*=", ... sont tous nuls.

1
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Ce théoreme est résumé par les formules

ah+t xk k Fe(le— 1)k —2)
B PO 1 S P
e 1 2 12 12
Fllk—1)...(k—o2i—+1 ;
~+ a; (l ) ( ).z""““-l—...,
12!
p=i-—1
(12) (20 + 1) o+ Oty CLip = O. .
]l:l

3. Nombres de Bernoulli. — Apres avoir trouvé directement le déve-
loppement de S, comme on vient de le voir, il est intéressant de
comparer notre résultat avec celui qui est bien connu (')

o+t xk B, - B, .
S,,-,k:: lz"+] -+ ;— -+ ;Té Je gt — m——.zlf(lf—f)(lf——z)x"' '
B,
'-l-m,z”(]z”—-l)...(/t'~—4).2‘}lf""-+—.,.
B;

=+ e (fe—x) . (b — 20 = o) &t e

1.2...21

On conclut de ce rapprochement

oy . I;:

2 1.z

[24) _— BQ
127 1.2.3.4
............ vy
ai \ B,'

— = )
12F 1.2. 21

le signe + étant pris lorsque ¢ est pair, le signe — quand ¢ est
impair.
Les deux formules

p=i=—1

1.9...2(

(20 + 1)y + Apllimp==0, LB;=a -
12

l):l

(‘[) Bertranp, Calcul différenticl, p. 349. B,, B,, ..., B, sont nommés nombres e Ber-
noulll,
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permettent de calculer les nombres B quand on connait les nombres «.
Les deux tableaux suivants donnent une idée des calculs nécessaires,
caleuls que, pour des raisons que nous allons donner, nous croyons
plus simples que ceux qu’on employait jusqu’ici pour trouver les
nombres de Bernoulli.

PrREMIER TABLEAU. — Calcul des nombres o, ¢y, ..., g, .. ..

Loi de récurrence des nombres o (') :

p=i—r
(27 4+ 1)+ Oy %ip = O.
) p=r
Premiers termes de la série :
1
W=, =
. Résultats.
20 0y 2, 2
= — ——— =+ . Oy =2t~ =
7 9.7 5.9
“ 200+ o 3 . 3
== — = — 3 Oy T
9 5in ‘ 5 s’
20,0t 4 208y 2 o
oy = — I Fa— -y oty e = —r
11 5.7.11 5.g.11
o 2% 200+ o} 2 .691 2.601
6= — e O e m X Ol it e
’ 13 5% 7%11.13 ‘ S OETIEY
— — oot ot 4 Qo+ ayon) L 22,3 I 2*.3
! 1h —  5hg.11.13 T TS
2o oy 20 2ot o 3 3617 . 3.3617
Ga= I = T higtarasag AT TR s
7 .75 11.13.17 I ENS RN T,

Seconp TABLEAU. — Calcul des nombres de Bernoulli B,, B,, ..., By, ...

Formule de passage des nombres « aux nombres B :

1.2 ...21
Bi= == LELY
1 2¢ ‘

') Les nombres «, pour une raison facile & trouver, sont alternativement positifs et
négatifs.
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Les deux premiers termes sont :

I I
B|=-‘—iv BQ—-— 3'(;‘
s Résultats.
1.2...6 2 1 I
2 2 B,= >~
Be= 325 5.7 3.2.7 ’
1.2...8 3 r B L.
T T3y B 2.3.5 3o
1.2...10 2 5 5
. 2..-10 —_ == .o
B: 32 b7 2.3.11 B, 66
B -2 12 2.60r Ggr B Gor
YT TT3ea 5.3.5.7.13  2.3.5.7.137 7" 2530
1.2 14 2%.3 7 : 7
= - TID e g l;—:-':
B; 3724 Bp.11.03 0.3 B
1.2...16 3.3617 3617 by
L PNERPo v Ser B o SO PRI (TP

Ce sont les nombres connus (').

TROISIEME PARTIE.

II nous reste mainlenant & expliquer pouriquoi le caleul que nous
venons de proposer nous parait plus simple et plus commode que ceux
qui ont été employés jusqu’ici pour trouver les nombres de Bernoulli.

Ces nombres de Bernoulli, étant rationnels, peuvent étre caleulés
exactement par 'une ou Uautre des trois méthodes suivantes :

19 En dépcloppant B; en fonction de i;

2° En cherchant une série récurrente entre les nombres B,, B., ...
Bi_,, Bis '

3% En liant d’abord B; dun autre nombre X; et caleulant X; par 'une
ou Uautre des dewax méthodes précédenies.

(') Yoir Tables de Gleiger (Transactions de ln Sociéte phil. de Cambridge, 1871).
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{. Premicre méthode. — 1l existe, croyons-nous, deux développe-
ments seulement de B; en série. L'un a été donné par Laplace (') :

/2
—+ ! 2 _ 32i~-|
2%.2 \1

~
w13 (54 Sgui g
' ')",2.4 1.2

(—-1)""*‘21' s R I I I SRR

= 221(22/_1)

20— 1, . ..
= (20— 3%
F )

(2 — 1

Le second () est un peu plus simple, mais encore tres-compliqué :

)
— -t
o
IBEYA
e Rl et St
2 1
e 20 1 2i{ai—1)
(—ax)*tad |4 14 = 4 = "J(‘[MO}” 1
= [ 2 1.2
,,}h—l(zu__ 1) .
21 20(91 —1) voi(ol—aj(oal—o)],. ..,
— I b e el e e e RS — |\l — 5}7‘ :
3 1 ) 2, 1.2.3 N
e e
| e _1 X 4 20(of —1)...({--3) 1ailol—1)..({+2) -
o L N, S AU oS S B O — - “
\ L L .o (t—2) 2 1.2...00—1j

Ces deux développements sont, dans la pratique, d’une application
laboricuse. La formule de M. Genocchi (Annali di Matematica,
année 1852),

i . N . ) m—r1\
2%+t — 1) B; - 2l L T R L o U S <~—-—- > J_ o f{mod.m,
2

(') Bacu, Thése d’Analyse. Mallel-Bachelier, 1857.
(*) Lacrorx, Calewl différenticl et intégral, t. 111, p. 114 ; Sereer, Caleul différenticl et
intégral , £, 11, p. 230,
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parait étre la plus commode dans ce groupe de formules caractérisées
par I'équation

Les formules
. [Tt dr
Bi:4l‘/o‘ '

; T et
B.-——i—f g (),

_211—1__[‘ 1+ &*

. : cos(2i—1)g .
B.’:(I——l)—\/ol m"*—“@d??’)’

1.2...20

1 1 .
B= <I+'97+-37[+>\')

o2i—1 T[“’

et beaucoup d’autres du méme genre ne peuvent servir, si I'on veut les
utiliser au calcul des nombres B;, qu'a trouver des valeurs approchées
de ces nombres.

2. Deuwiéme méthode. — Dans ce que nous avons nommé la deuxieme
méthode, on cherche une série récurrente entre les nombres By,
B., ..., B Les formules de ce groupe sont trés-nombreuses; nous ¢n
citerons quelques-unes :

Sl 2l—+1)2i(2i—1 o0 +1)2( 20 -
po Litueilaizgy o [idieip 2l
I 1.2.3 1.2 2
fod 40} (2l +1 ol =2 (2l +1)2i(2i—1), o 4 0) (20— )
Loixn)y , ita)piepilbaizt)y o i) ity g,
1.2 1.2.3.4 %)
i—1 . [i—1)(2ai—2)(2i—3) B, (ai—1)...[ni~5) B
——=(21—1)B — = b QT
i ( /B, 1.2.3 P (.2.3.4.5 3
2l =+ 1 (20 =+ 1)2i(2i—1) (2l +1)2i,
; B+ - B,—%—...-+—~»-~-~»I~:~?~’_w Bi=4(%).
(") et (*) Bentrann, Caleul intégral, t. 11, p. 145.
(*) Cavavas, Mémoire sur les nombres de Bernoulli. Gauthier-Villars, 1875,
() Serrer, Caleul intégral, t.11, p. 217.
(*) Formule de Moivre. Lacroix, t. 111, p. 84.
(") Formule de Cauchy.
(") Bacu, Thése d’dnalyse, p. 18.
(*) Camarax, Note sur les nombres de Bernoulli. Gauthier-Villars, 1875,
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Nous-méme sommes arrivé, par des considérations inutiles & repro-
duire ici, au développement, que nous croyons nouveau,

2i(20{—1)
1.2

(ad — 1) (27— ) Bi= (f— 1) (§= —1) B, B

R e L

(- (=22 g g,
qui offre, sur les formules précédentes, I’avantage d’avoir ses termes
égaux deux i deux, ce qui réduit sensiblement les longueurs du calcul.

Mais la formule de M. Le Paige (') est plus simple que la notre et.
offre, elle aussi, I'avantage d’avoir ses termes, équidistants des ex-
trémes, égaux deux i deux. Cette formule remarquable est

(20 +1)Bi= ——2’(ff:‘) B.B._, + 9"("‘""),(_9'2’.;2) (2i=3) g, ...
2i(20—1)

B[_|B|.

« 2

Elle est d’ailleurs la conséquence immédiate des deux formules que
nous avons établies :

p=i—zx
(2i+1)0£;+ Z Op Cljmyp == O,
I):X
1.2...21
B ———— .
12¢

La formule de M. Le Paige est un cas particulier de la formule sym-
bolique ‘
Bm+n _ Bm (B 4 B)n+l — @u-&-l N B (:B -+ .B)HH-l —_ Bm-{»l’

n

n -1 m -1

donnée depuis par M. E. Lucas (), et, pour nous résumer, dans cette

(') Bulletins de I’ dcadémie royale de Belgique, 2° série, t. XLI, n° 5.
(*) Nouwvelle Correspondance mathématique. Libge, novembre 1876. — Nouvelles Annales
de Mathématiques, janvier 1877.

Ann. de I’ Ec. Normale. 2% Série. Tome VIIl. — Mans 1879 10
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seconde méthode, définie par I'égalité
B:=o(i, Bi, Bsy ..., Bii),

c’est la formule de M. Le Paige qui nous parait offrir le plus de com-
modité pour le calcul des nombres de Bernoulli.

3. Troisiéme méthode. — Dans ce que nous nommons la trowsieme
méthode, on cherche un nombre X;, lié au nombre B;; puis on déve-
loppe X; soit en fonction de ¢, soil en série récurrente, ¢’est-a-dire en

fonction des nombres .
X” Xz, ey Xi_”

et du calcul de ces nombres X on déduit celui des nombres B. Les for-
mules qui peuvent convenir & cette troisieme facon de calculer les

nombres B sont trés-nombreuses.
M. Catalan (') a préconisé, pour le calcul des nombres de Bernoulli,

les nombres ’Euler, retrouvés par lui, et qui sont liés aux nombres B
par la formule

Pi=2(2¥-—1)B,.
Ces nombres P jouissent de la propriété remarquable d’ére entiers et
impairs (*). Leur développement en série récurrente est

p".—z Pﬂ ..

3.4 3.4.56.6

20 (2l —1) P D, -+ [,ip" .

Piy — H—II:PP 20 (i — )Pl-ll:)""“ z(yz——r)(zi—-—z)(zi«-m

3.4

~La série qui constitue le second membre offre I'avantage d’avoir les
termes égaux deux a deux ; mais les coefficients des termes

Pl'-—l p?; Pi-—-: Pa, P

(') Comptes rendus de U Académic des Sciences, t. LVILL, p. 1106, — Mémoires sur les
nombres de Bernoulli. Gauthier-Villars, mars 18677-septembre 1875,
(*) M. E. Lucas a démontré récemment (Lnnali di Matcmﬂt(m, série 11, 1. VIII,
mars 1877) qu'en posant plus généralement
Q= a(a*—1)B,

les nombres Q sont entiers, quel que soit Pentier a.
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sont, comme dans toutes les formules données.jusqu’ici, des fonctions
~ dei; au contraire, dans le développement de «;,

(2 4+ 1)o == i ctimy + CaGltica =+ o - Qi oty

tous les coefficients sont dgaux & 1. Le calcul de ces nombres « se fera
donc, a ce qu’'il nous semble, plus simplement et plus rapidement que
celui des nombres P. Ce que nous venons de dire des nombres

P, et o

peut s'appliquer aux autres nombres X, proposés jusqu’ici, tels que
les nombres B ('), dits nombres d’Euler. Ces nombres E, nombres

entiers, sont développables en série récurrente par la formnle
o7 (2l — 2i(27 —1)(2i--2)(21—3
E., — 21! g, 4 2 )( ) ( )

" 237 Eioi+...=E, =o,

avec la condition

E( == ki == 1.
Ils sont liés aux nombres P; par la formule (*)

[~

T (EIEI' + Cote BBy + Cor i By By +. . 4 EiEi)-

Pip =
Ces nombres E ne peuvent évidemment servir 4 calculer simplement
les nombres de Bernoulli, et nous ferons & ce sujet I'observation évi-
dente que, dans la troisieme méthode, méthode définie par les deux

équations
Xi:CP(i’ Xn XZ, ey Xi—l;

et
B:= ¢ (Xi),
ou méme, si 'on veut, et plus généralement,

B; = '*Hi’ Xy Xoy o vey Xi—l)’

(') Comptes rendus de I Académie des Sciences, \. L1l, p. 161; t. LIV, p. 1033.
() Sur les nombres de Bernoulli et d’Euler et sur quelques intégrales définies; pav
M. Catalan, p. g.
10,
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il est nécessaire que la fonction ¢ soit trés-simple. Celte condition est
réalisée par notre formule

_T(2i+1)

B;— 12 i3

pourtant, il convient de remarquer (') que la fraction

T(2i+1)
TS

est susceptible d’étre simplifiée. Nous allons montrer qu’on peut
trouver des nombres liés plus simplement que nos nombres « aux
nombres B et développables en série récurrente comme les nombres «.
Nous dirons, en terminant, pourquoi, malgré cette supériorité appa-
rente, ces nouveaux nombres ne doivent pas, A notre avis, étre préférés
-aux nombres c.

“%&. Posons
o= 0 A
on a, quel que soit 3,

(2i-F- I)A,‘Z A.A,‘_| ~= AzAlm S N R o A;.,_.A,.

Si I’on choisit

k=12,
on a
B;
S VETE

et Pon conclut de 1a que le développement en série récurrente par la
formule qui a été trouvée pour les nombres « appartient 4 tous les

nombres de la forme
MNey,

(') M. Hermite, & qui nous avions communiqué nos résultats, nous a signalé cette objec-
tion, 4 laquelle nous croyons répondre dans les lignes qu’on va lire. Nous engageons le lec-
teur, & ce propos, & voir une Lettre de M. Hermite & M. Borchardt (Journal de Borchardr,
t, LXXXI, septembre 1875) sur la formule si remarquable de MM. Clausen et Slaudt

( 'M'-IB o A 1 I ! " !

'—'l) = 1+'§+;"‘~'-(;"f‘-..+ i.
M. llermite a déduit de cette formule un calcul assez simple des nombres de Bernoulli
(woir la lettre citée).
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[ |
=D

). étant une constante arbitraire. On serait donce tenté de disposer de
de fagon que la relation entre les nombres

Y

M o; et B,'

soit aussi simple que possible, et nous venons de montrer que les
nombres A; (') jouissaient de cette propriété. Mais, dans le calcul des
suites récurrentes, la plus grande difficulté provient de la complication
des premuiers termes de la série, et 'on comprend de reste que, le terme o,
de la suite étant yne fonction des deux premiers termes a, , u,, OD a in-
térét & choisir, si cela est possible, ces deux premiers nombres awsse
simplement qu’on le pourra, et que cette simplification, exécutée sur «,
et o, a sur le calcul uneinfluence considérable. Remarquons, de plus,

que, la fraction simplifiable
T(27-+1)
1 2!

ayant ses deux termes décomposés en facteurs, la simplification s¢ fera
sans effort; il suffira de barrer les facteurs communs i ces deux
termes. Nous croyons donc, en résumé, qu’il résulte des explications
qui précedent :

1° Que les nombres X «; sont, vu leur développement en série récurrente,
d’un calcul plus simple que celui des autres nombres imagines jusqu’ici
pour le calcul des nombres de Bernoulli; '

2° Que l’on doit choisir I'indéterminée X, dans ['interét du calcul, dv
Jagon que les deux premiers termes de la suite récurrente

Qyy Kagy oo oy O

sotent ausst simples que possible.

Pour déterminer A de cette fagon, nous remarquerons que des deux
égalités .
1af

T oi== MNA;

Tlaia) e

(') Ces nombres A ont été considérés par plusicurs auteurs. #oir Lacroix, Calerd inte-
gral, t. I, p. 113; Bacw, Thése d’Analyse, . 25; CatALaN, Bulleting de I Académic
royale de Belgique, 2f série, t. XLI, n° 5; mai 1876.
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" on déduit _
. 121

7‘.‘.5\,': m Bi:

12 1 12? I
1A = ;—z Ea BA,== > 3Z 30’
ou
1
1:—77 Azzg—jw

et, pour que A, et A, soient aussi simples que possible, il faul choisir

=1,
mais alors
o= A;.

Nos nombres « sont donc ceux qu’il faut préférer, comme nous I'avions
annoncé.

Ces nombres ;, ou, plus généralement, les nombres X «;, ne sont pas
les seuls que nous ayons trouvé jouissant des propriétés préeédentes.
Dans un prochain travail, nous démontrerons que, en posant

. B;
== vy

ces nombres 8 sont développables en série récurrente par la formule
prsie—1
(20 —1)Bi+ 2 BoPi-p= o0,
’ ]l.’_:t,
et nous tirerons de ces deux développements plusieurs conséquences

théoriques et quelques formules nouvelles relatives aux nombres de
Bernoulli (*). Au point de vue, qui vient de nous occuper, du caleul

(') Nous avons eu occasior, dans ce Mémoire, de citer les principaux travaux connus de
nous sur ces nombres si intéressants et qui touchent a tant de partics de 'Analyse. Nous
signalerons encore au lecleur les travaux de BELLAVITIS, Arnali di Muatematica, 1853,
1855, et la formule de M. Biner, Comptes rendus de I’ Académice des Sciences, t. XXX1I,
p. 920; 1851.
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pratique des nombres de Bernoulli, nous n’avons rien a dire de ces
nombres 3. Ils ont un développement aussi remarquable que celui des
nombres «, mais ils sont liés moins simplement que ceux-ci aux
nombres B. Cette raison suftit pour faire préférer les nombres « aux
nombres 3. .

Nous ferons, en terminant, une derniére remarque. Les deux pre-
miers termes A, A, de la suite récurrente sont liés par les égalités

1
5 )\2

A;:

A= %7
2 lindéterminée 1. Il existe donc entre ces deux termes la relation
5A.=A1%,
qui estrésolue en nombres entiers par
A=A,=5.
Ces nombres A, qui correspondent
A=,

se prétent aussi, commodément, au calcul des nombres de Bernoulli.

" Ajoutons enfin que les nombres e, 8, définis comme il vient d’étre
dit, ont une importance que nous démontrerons plus tard et dont I’ori-
gine réside dans la remarque suivante.

En posant

y=cx + a2 +. . .4 oM 4. ..,

série supposée convergente, on a

%: Sy B X .o (2R A V)2 AL
mais .
(y— aax)’_—.—; &b oo | XAy | XML
-t & = Ly O g ; ’
|

= Lt Oy i
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On a done
dy
da

= o,

Cette observation s'applique aux nombres 8, en considérant la sériv

P Bt




