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MEMOIRE

SUR LES

RESISTANCES QU'EPROUVE UNE SURFACE MOBILE

DE LA PART D'UN MILIEU FLUIDE DANS LEQUEL ELLE SE MEUT;

Par M. Liox GEOFFROY,

INGENIEUR, REPETITECR A L'ECOLE CENTRLE.

Nous admettons comme base de nos caleuls la loi de Newton : la
résistance normale sur Pélément superficiel dm,, proportionnelle au
carré de Ja vitesse V de I'élément et au carré du cosinus de 'angle 7,
que fait la normale & I'élément superficicl, avec la direction de la vi-
tesse V (le milicu luide étant supposé en repos).

L’effort normal & 'élément du, scra done de la forme

(1] I KVEcost do,.

Le mouvement instantané le plus général de la surface mobile est,
d'apres le théortme de Poncelet, un mouvement de rotation ¢lémen-
taire, autour d’un certain axe, accompagné d’unc (ranslation ¢lémen-
taire, parallelement au méme axe.

Nous prendrons, pendant le temps infiniment petit oz, 'axe instan-
tané de rotation et de glissement pour axe des z, les coordonnées étant
rectangulaires.

Soit z = f(x,y) I'équation de la sarface & I'instant considéré, les
angles de la normale avee les axes sont donnés par les relations

cos(N, )= L.,
Vg
] —
cos ( N7 Y= _;.‘..{, iy
VPt

. T
cOs (\ N y &) e oL -
Vp-gtaa
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. . dz dz
p et ¢ désignant, comme & l'ordinaire, les dérivées partielles 7z €t o
Les angles de la vitesse V avec les axes sont déterminés par les
formules suivantes, dans lesquelles ¢ est la vitesse élémentaire de
translation, o la vitesse élémentaire de rotation

9y
C'OS(V,:(-‘)': ._'__..__ =2
Vi ot (e 2t
—_— X
cos(V, y) = ——ee——>

v“.V»"' + o (it 2

{’
NAY: \
cos(V, 3) = ———=—r

La vitesse ¢ est dirigée de O & z, et la rotation a lieu de Oy vers O.
I’angle o sera déterminé par la relation
(V4 ngxr—mpy?

COS' @ == - - - - S
[t (g 2t e gt

La valeur (1) de la force F deviendra

(04 g — mpy)?

dw,.
pog

{2 F=K

Considérons d’abord le cas particulier ot I'on aurait, en chacun des
points de la surface mobile,

(3} v =mgr — npy o,

La surface, définie par cetle équation aux dérivées partielles, pré-
scente cette propriété remarquable, qu’en chacun de ses points la résis-
tance normale est nulle; I'action élémentaire du milieu sur la surface
se réduit donc aux simples frottements.

Si nous posons

~ =z n,
)

'équation (3) pourra se mettre sous la forme

py— qx = n.

L’intégration s’obtient immédiatement par le procédé ordinaire :
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éerivons
dz dy dz
yo x  n
On en dédunit
,;,z R — Kz
, ndzx .z \
dz == ——Zeey, z=narcsin = + C,
VK — 2 K

z=— narc sin —
s/x2+J,-2

L’équation générale des surfaces considérées sera

- x
C=09¢(K?*) ou z==g(x*+y*)+ narcsin ———== -+ const.,
\ x:_l"‘}’“

ou plus simplement
(4) z == @ (x*+ ¥?) + narc tang;—c_ -+ C.
Le mode de génération de ces surfaces est tres-remarquable; nous -
n’examinerons que le cas ol la fonction ¢ est algébrique. Posons
(@ +3?) = Alz*+ y*)"+ B2+ y?) . ..+ C.
On peut, en posant y = x tang ., éerire

x?lll x71)
2= A —e B 7— ... 4-nk+C,
cos*p. COS* .

A étant le complément de I'angle p..

Cette derniere équation représente la projection, sur le plan z0x, de
la section de la surface, par le plan y =« tang ..

Pour avoir I'équation de la courbe dans le plan 202, lui-méme,
nous remplacerons & par a, cosu; on aura ainsi

(5) , z== Ax?" - Bx’l 4+ .. .+ n} + C;

la forme de cette courbe est indépendante de ). ; mais legpoint ol cetie
courbe rencontre Oz varie suivant la direction du plan z0,.
Ainsi done :

Les surfaces de réesistance nulle offrent celte analogie, asec les surfaces

Ann. de U’ Ee, Normale. 2¢ Série. Tome VIL. — JuinLer 1858, 28
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de révolution d'axe Oz, d’étre coupées par tous les plans passant par
cet axe, suivant des courbes identiques.

Ces surfaces sont engendrées par la combinaison des deux mouve-
ments suivants : une rotation autour de Oz de la courbe (5) et un
mouvement de translation de cette courbe parallelement & Os.

La vitesse de cette translation dépend du terme indépendant ni+C,
qui est le z du point ou la courbe (5) coupe I'axe Oz; pour } = o, on
a 5 =C, et cette valeur augmente proportionnellement  %; en d’autres
termes, la translation de la courbe génératrice est proportionnelle & la
(uantité angulaire dont elle tourne dans le méme temps.

Le mode de génération consiste, en définitive, dans le mouvement
hélicoidal autour de Oz de la courbe (5); les vitesses de translation et

. ni
de rotation ont pour rapport ==

cQ ’ye - 1 » . _®
- =n, du mouvement hélicoidal élémentaire de la surface mobile.

c’est-a-dire précisément le rapport

Le résultat précédent peut étre obtenu & I'aide des considérations
suivantes :
Un point quelconque de la surface mobile décrit autour de Oz une

e . o2my . .. c
hélice dont le pas est = — ou 2mn, et la vitesse initiale de ce point est

dirigée, & chaque instant, suivantlatangente a cettehélice; sicette courbe
est contenue sur la surface mobile elle-méme, le point se mouvra sur la
surface mobile, ce qui est évidemment la condition de résistance nulle
pour ce point; il faut donc que la surface soit telle qu’il passe, en

. K 2TV
chacun de ses points, une hélice de pas ~—-
Considérons les équations
9(x*+y?) =o,

qui représente les cylindres de révolution d’axe Oz et
x
z=mnarc lang};—}- G,

qui représente une surface de vis a filet carré ayant Oz pour directrice
rectiligne et 20y pour plan directeur.
Sil'on prend ces deux équations simultanément, elles représenteront
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des hélices de pas 2mn. D’apres la propriété connue de I'hélicoide
gauche, & plan directeur, d’étre coupée par des cylindres d’axe Oxz,
suivant des hélices de méme pas, I'équation générale des surfaces de
résistance nulle sera évidemment '

fp(.zd_*_]ﬂ) -= Z — I arc lang;,_ C

ou
/32 p x N
Z == LI —}—}2) - n arc lang 9‘/; - (4,

qui est précisément I'équation trouvée directement.
Les cas les plus remarquables sont les suivants :
1° La fonction ¢ est

I"équation

I x
z == Aya*+ y*<+ narc tang > +C

représente une surface de vis & filet trianguolaire qui, pour A =o, se
transforme en unc surface de vis a filet carré.

2° La fonction o est

Az y*);
I’équation
z == A(2*—+ 1?) - narctang = - C
’ 7 ’ "

représente la surface engendrée par une parabole d’axe Oz et de para-

. I . Y w1 .
metre —-» qui tournc autour de Oz du mouvement hélicoidal uni-

forme donty et » sont les éléments.

Si nous supposons maintenant que le mouvement hélicoidal de la
surface mobile soit continu, au lieu d’étre instantané, et que la valeur
de n reste constante, les surfaces précédentes auront i chaque instant_
la propriété reconnue. Ainsi:

Les seules surfaces de résistance nulle sont les surfaces d’équation
x
z == (22 + y*) + narc Lang; +C

assujetties a se mouvoir d'un mouvement hélicoidal uniforme auwtour
28.



- 220 ~ LEON GEOFFROY.

de 50, les éléments ¢ et » de ce mouvement restant dans le rapport con—
stant n. Dans le cas particulier ot la iranslation serait nulle, on aurait
¢ = o0, n=o0; l'équation précédente se rédutrait a s = ¢(x* +y*), qui
représente toutes les surfaces de révolution d’axe Qz.

Il convient de remarquer que les résultats qui préckdent sont com=
plétement indépendants de la relation actuellement inconnue entre 'ac-
tion du fluide sur I’élément superficiel et les quantités V et ¢; en
d’autres termes, toute autre loi que celle de Newton donne le méme
résultat relativement aux surfaces de résistance nulle.

Recherche des lignes, de résistance nulle sur une surface mobile quelconque.

Cherchons sur la surface mobile, dont I’équation rapportée aux axes
instantanés définis précédemment est '

(6) s=flz, ),

le lieu des points en lesquels la résistance normale est nulle & I'instant
dt, que nous considérons. Cela revient & chercher le lieu des points en
lesquels on a

(7) Py — qx=n,

p et g sont les valeurs de 3—2 et de j#, prise dans I'équation (6). Consi-
dérons, par exemple, le paraboloide elliptique

xz 72
= m— e ey
2a 20
on a1cl
P“a’Q“y

“Péquation de la projection sur 20y de la courbe de résistance nulle

sera

~ abn
xy:b* 2

Nous ferons sur ce sujet laremarque suivante: la courbe de résistance
nulle est le lieu des points de la surface dont la vitesse est dirigée
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daus le plan tangent & cette surface en ces points. Cette courbe reste
daone sur la surface pendant le temps d¢; d’autre part, elle fait partie
de la position infiniment voisine qu’est venue prendre la surface mo-
bile 2 la fin du temps dz; elle est donc la caraciéristique de 1a surface
enveloppe de la surface mobile considérée comme enveloppée; les
équations simultanées (6) et () représenteront & chaque instant cette
caractéristique. La recherche de l'enveloppe d’une surface mobile
indéformable se trouve ainsi rattachée aux considérations qui pré-
cedent.

Nous devons remarquer également que les surfaces de résistance
nulle admettent dans leur mouvement hélicoidal une infinité de carac-
téristiques, puisque Lous leurs points satisfont & I’équation (7). Ce sont
les seules surfaces qui puissent étre & clles-mémes leur enveloppe.

Détermination du licu des points de la surface mobile ow la résistance
est la méme par unité de surfuce.

Il faut qu’on ait
F ¢
Kdn —

2

en tous les points de 1a courbe considérée, soit

N V- DX —— )Py )
Vicos’o=C* ou v+ ogz —opy) (0

P

b

ou enfin

:
(8) (n+ g py)i== = (p'= ¢ +1).

Cette équation, considérée isolément, est I’équation aux dérivées par-
tielles des surfaces en tous les points desquelles la résistance normale
est constante. On peut employer pour cette intégration la méthode de
Cauchy; les équations simultanées qui se présentent dans Uapplication
de cette méthode se prétent difficilement au calcul.

Si nous combinons 'équation (8) avec I’équation

z=f(z,y),

nous aurons les équations générales des courbes de résistance égale,
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sur la surface particuliére
s=flzr) .

Appliquons ces formules au cas intéressant de la surface motrice de
I’hélice des navires. Cette surface n’est autre chose que la portion de
la surface d'une vis & filel carré comprise entre deux cylindres ayant
pour axe commun la directrice rectiligne de la surface de la vis et pour
rayons 7 et R.

Soit

x -
z=larc mng—i + G

I’équation de la surface considérée; on y suppose £ différent de n, sans
cela on aurait affaire & une surface de résistance nulle.
On a ici

"2

pr—qx=>rh et p*+q@+1= r

).J_+_ ‘Z':

I'équation (8) devient

. C’( k? ) )

—~ -—;"'4-'-2—I—r>=(/t-n)';

W \y*+2x

on en déduit

o — n) (y?+ x?)
/H—}-y”—-x-—w‘-’

C=

Celte équation représente un cylindre de révolution d’axe 0Z; les
courbes, d’égale résistance, sont par conséquent des hélices.

Recherche du point de la surface mobile, en lequel la résistance du fluide
et par conséquent la valeur de C* est maximum.

C? étant une fonction des deux variables indépendantes z et y, il
faudra qu’on ait

de _ - de_
dz =% Iyp=°
Si nous posons
ilf..) =r i(l -1 .‘_.lg —_— iq_—-—s »
dz™ 7 dyT 7 dy T dxT 7
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on aura pour déterminer le point cherché les trois équations

(pP+ ¢*-1) (sz + g —ry) — (n+qa — py) (pr+gqs]=o,
(pr+q+1)(tx —p—sy) —(n+qgx —py)(ps-+qtj=o,
z=f(z,y).

Frottement du miliew sur la surface mobile.

On peut se proposer des problemes analogues aux précédents, rela-
tivement aux résistances provenant du frottement du fluide sur les
différents points de la surface.

Nous admettrons que le frottement soit proportionnel, en chaque
point, au carré de la vitesse projetée sur le plan tangent & la surface,
soit aVisin®o.

Points ot le frottement est nul. — 1l faut

Visin*g = o0, ou cos"cﬁ.-:.:::.
En égalant & I'unité la valeur de cos®*o, calculée précédemment, et en
effectuant, il vient

(pz —4-qy )+ (prn+y)-+(qn-—-2z) o

[l faut done qu’on ait en méme temps

la) px-i-qy =o,
(b) pn -y ==o,
(e) Qn —x =0,
(d) s =flzy)

Ces quatre équations se réduisent & trois, ce qui rend le probleme dé-
terminé.
Si, en effet, on divise (&) par (¢), on en tire

g::: —:‘%a ‘d’ol px+4qy=o,

¢’est-a-dire I’équation (a). .
Le systeme des équations (b), (¢), (a) détermine donc les points de
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frottement nul, ou, ce qui estla méme chose, les points dont la vitesse
est normale & la surface & I'instant considéré. )
Lieu des points d’égal frottement (sur la surface mobile). — On a,
en ces points,
Visinto = C?,
ou
(px+qv)-+(pn+y)+ (qgn — z)*

fa) 2 — 2
'g9) Cr= - w2
.9 T

Celte équation, jointe & 5= f(x, y), définit les courbes considérées.

Points ou le frottement est maximum. — On considérera dans la
formule (g) C* comme une fonction de deux variables indépendantes x
‘et y. Les équations simultanées .

dc dC:
=, ——=o0, 3=f(x,¥
=% G=o =f(=r)

nous fourniront les points.cherchés.

Nous pouvons donc, en résumé, couvrir une surface mobile d'un
réseau de courbes indiquant en chaque point la résistance normale et
le frottement, ce qui pourrait étre de quelque utilité dans I’étude de la
répartition des résistances aux différents points de la surface mobile.

Etude speciale de U hélice motrice des navires.
Nous prendrons pour équation de cette surface motrice
x
z =k arctang 7 + C.

Nous savons que les courbes d’égale résistance sont des hélices, et
nous aurons, en conservant les notations précédentes, aux différents
points d'une hélice de rayon p,

’ .0k —=n)p o
= ‘*m—-—-\ \.OSZQ.

La pression sur I'élément superficiel dw, pris en un point de cette

hélice, sera
F=KV:cosrodo,
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et la projection de cette force sur I'axe OZ sera, en appelant A 'angle
de la normale 4 I’élément, avec ’axe OZ,

KVicos*pdw,cosi;
la somme de ces projections sera, pour les différents points de I'hélice,
KV2cos9 2 dw,cosh = KC*Zdw,cos.

La quantité =dw, cos) représente la projection sur XOY de I’aire com-
prise entre les deux hélices de rayons p et p + dp.

Si nous désignons par H le pas de 'hélice, et parg la fraction uti-
lisée de ce pas, on aura

2dw, cos)k = 'z‘rrpdpﬁ-

La somme des projections des pressions sur OZ sera, pour toute 1é-
tendue de la surface motrice,

P___Km”(/f—n)’an /’“ p*dp
= Joa

81 K p"
On a
R )
pap W= r—Ilognép. e
H=onk et Fr g = - ,
par suite
0? 1~£—>an ,..*__4_.7_1___21{2\
H=K 27 Ro— 2 — 2 Jognép. — B
- i T AN U1
\ o u2
ou enfin
[”72]{: \
oH T R2—r? 1 ; THE
p=xKrll | 2% — o |{ EpE— 15 tognep. — 1
14 i~

Nousretrouvons ainsi la formule établie par MM. Guede et Jay dans
leur étude sur la surface motrice qui nous occupe actuellement.
Ann. de U’Ee. Normale. 3¢ Série. Tome VII. — Jumer 1878. 2.0
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Mcéthode générale pour calculer la somme des projections sur un axe
des actions du milieu sur la surface mobile z = f(x, y).

Considérons, par exemple, la somme des projections des résistances
sur 'axe OZ. Nous avons pour chaque élément dw

F,=KVz2cos?¢ dw,cosh.

Si nous considérons les différents points d’une courbe d’égale résis-
tance de la surface, nous aurons en chaque point

F, =K(C2dw,cosA,

et pour tous les points
: 2F,=K(C:2dw, cosi.

Soit f(x, y) = C* I’équation de la projection sur XOY de la courbe
d’égale résistance considérée; soit f(x, y) = C*+ dC? la courbe inti—
niment voisine. La quantité =dw cos) représente I’aire élémentaire
située entre ces deux courbes.
Si je désigne par A = F(C*) l'aire de la courbe f(x, y) = (2, on
aura
2dwcos) = dA= F'(C?)d(,

et par suite
ZF, =KCGF/(C*)dCe.

Si nous appelons C? et C2 les valeurs de C* qui correspondent aux
courbes extrémes de résistance égale, entre lesquelles on veut évaluer
la projection P des actions normales sur OZ, on aura

2
P f KC F/(C:) de.
e




