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MEMOIRE

SUR FÉLIMINATION,
PAR M. H. LEMONNIER,

DOCTEUR ES SCIENCES, PROFESSEUR DE MATHÉMATrOCES SPÉCIALES AV LYCÉE HENRI IV .

SECONDE PARTIE.

i.
22. Reprenons les m + n — 2p + 2 équations du n° 7, et dispo-

sons-les les unes au-dessous des autres, en portant les ternies sem-
blables dans une même colonne verticale, de façon qu'elles se suivent
de haut en bas, comme ci-dessous :

/(^==0,

xf[^}=Q,

^-^/(^)=0,

^-pF(.r) =o,

^-P^Ï^^O,

•F(^)rr.=0.

Formons, suivant la règle du n0 14, les plus grands communs divi-
seurs de F(^) et /(^), qui répondent successivement aux hypothèses
âep -==. n — i, p == n — 2, p = n — 3, ....
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Les polynômes qui s^btiennent ainsi sont

o . . ... a a^ a^

l fli—n+l

\ A ÀA A, . ... . . A^.^i

o . . ... fi a^ ci^

a . . . . . . . a „
A AA . . . . . . . A,̂ .̂

o A'. ... . . A ,̂;,

o . . ... . a.^ a,^

A AA . . . . . . . ^M.̂ .5

o A . . . . . . K,^,
o o A ... . . A ,̂,

J:"-1-!-

.^-f-

^"""3 -+-

o . . . . . . a ci^
0 . . . . . . Cl, ^

a û, . ... . a^ ^-n+-î
À A A A

o . . . . . a <?, ff,

A A A
o A . . . . . A^i A,̂ ^

o . . . . . . a, a,

a . . . . . . a^^ <V.n.i.(t
A A A
o A . ... . A^^^g A^,^.5
o A A, ... a A^^ , A^^

^-3-{-.

^

0 . .

0 . .

a a^ .
A Â( .

0 . .

0 . .

a . .
A . .
o A .

0 . .

a . .
A . .
o A .
o A K,

...

• • *
...

.,,

...

...

a
a^

^n-n

A•"•OT-M

fl^

^+2

A"m-n+î

A•"•/«-n+l

a.,

^m-n^

A"/M-H-,^

A•"•M-/H-;Î

^m-n+î

a^
0

0

A.

^

0

0

A»,

^n

0

0

(;)>

A,,

Le premier fait à remarquer, c'est que les conditions, pour avoir
n racines communes, sont précisément que les coefficients de R^ soient
tous nuls et que le premier coefficient de/(.r) ne le soit pas; pour avoir
n — i racines communes, que les coefficients de Ra soient nuls, sans
que le premier de Ri le soit, et ainsi de suite.

Généralement les conditions, pour avoir n — p racines communes,
sont que les coefficients de R^n soient nuls, sans que le premier de Kp
le soit.

23. Le polynôme B,̂  divise tous les polynômes précédents quand
ses racines sont les p racines communes aux équations f[oc} === o,
F(.r)=o.

Observons d^abord que chacune des racines communes satisfaisant
aux équations

/(^)=:o, xf(x)==o, . . . , ^-?/(^)==o,
F(^)=:o, . . . , ^"-?F(^)==o,

quel que soit y, si ron fait passer les exposants en indices, on a un
système d'équations du premier degré en x^ x^ ..., x^^y auquel on



MÉMOIRE SUR L'ÉLIMINATION. l53

satisfait en prenant pour x^ oc^, .... oc^n-q l^s puissances successives
de chacune des p racines communes.

Or si, au lieu d'éliminer ^-n, ..., ^m^/z-^-i du système

f[x}==.o, .... ^'P^f^^o,

F(^)==:o, ..., ^n^-lF(^) ==o,
ce qui donne

B.M_y, === 0 ,

on élimine ^+2» .. .? ^w-^-^-a du système
/(^)=0, ..., ^~^/(^)=0,

F(;r)=o, . . . , xn~~P-'tV{x) ==o;

c'est l'équation R,^_i = o qu'on obtiendra. Elle sera satisfaite par les
p racines de l'équation B^_p==o; donc le polynôme R/^-,, == o esl
divisible par B^-p.

De même, si l'on élimine x^y,, ,.., aî^^^_3 du système
/(;r)=o, ..., ^-^/(,^)=o,

F(^)==o, ..., X^P-^^^-.Q,

réquatiou résultante étant Rn-,,-.2 = o et admettant les p racines de
B/^ ===. o, le polynôme B^p^a es^ divisible par B/z^y et ainsi de suite.

24. Quant aux polynômes II d'indices supérieurs à n — p , on peut
déduire des mêmes considérations qu'ils sont nuls Identiquement;.

D'abord, si l'on prend le système
f[x} ==0, . . . , ^-P-1/^) == o, ^-^/(^) = o,

F(.r)r=o, ..., ^n-^-1F(^) ==o, ^^Ft^î^o,

les valeurs <r^ ^-n, ..., x^n-p-^ ^ fonction de x^ x^ ..., Xp^
données (n0 11) par le système

/(^)===o, ..., xm-^lf(^)=.o,

F ( ^ ) = = o , . . . , ^^-F(^)=ro,

jointes à celle qui s'ensuit pour oc\n^p par .x^j^x} = o, satisfont à
réquation ^/2^F(<r) == o (n0 11). Le résultant est là B^-n. Il est de
de^ré/?-—ï, il admet/? racines. Il est donc nul identiquenient.

Ànn. de i'Ec. Normale. '^ Série. Tome VU. — MAI 1878. ^
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Si l'on considère le système
X}-='Q, ..., ^^-1/(^)==0, ^-^/(^Î^O, ^-/î-+-l/(^) ==0,f^

F(.̂ j==o , ..., .^-^F^^o, .r^F^) ==o, ^-^-'F^) == o,

les valeurs de ̂  *yp+.i, . . .? «r^n^-p-i en fonction de <r,, a^, ..., ^_i,
dont il vient d'être question, jointes à celle de x^n^p, donnée par
^^/{x} == o, et a celle de ^^+^p+,, donnée par ̂ -^'/(.(?)= o,
quand on les substituera dans x?l'^p'F{œ}=o, mèneront à une identité,
d'après ce qu'on vient de voir; mais leur substitution dans x^^'V^x}
ne pourra donner que B^-^ a. un facteur près. On aura ainsi un poly-
nôme en x du degré p — 2 admettant les p racines. R/z-p+2 sera donc
nul identiquement

Cela peut se continuer. Le fait, d'ailleurs, résulte de celui qui est
établi (n°21), caries coefficients des polynômes R^-/,-n, R/z-^4-2» -- sont
au nombre des déterminants dont la nul l i té est reconnue au n°21.

25. Si l'on procède par la méthode dos divisions à la recherche du
plus grand commun diviseur des polynômes F(^), ,/(^)» on obtient
en général des polynômes p i , p a » p 3 > • * • de degrés n — i , n — ^ ,
7^—3, ... également divisibles par le plus grand commun diviseur B^p.

Il est, de plus, à remarquer que les coefficients de F(a?) et àef[x)
se produisent dans les coefficients de ces polynômes suivant la même
progression que dans ceux des polynômes ï^, Ra, ....

Il suit de là que les deux séries de polynômes ne peuvent différer
que par des multiplicateurs indépendants de x.

26. La relation qui suit ̂  e t R ^ est

R t = = p i ^ - ^ ' ( — i ) 2 2 ,

m — 77. , ^ . m — n -+- r-——se prenant au cas ou m — n est pair, et ————— au cas con"
2 ?,

traire.
En effet , si l'on désigne le quotient de F(o?) par/(.r)par

q ̂ /'-/t ,̂ ̂ /n-n-i ̂  ̂  . ̂  q^__^
et le reste p < par

/'^-i 4- s^X^ 4- . . . ̂ - /^-i,
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on a la suite d'égalités

A ==€iq,

A,-= a^q -h- aq^

A,'=:^q 4- a, Ci -4- aq^

A..î== a^q -J- <^Çi -l- a^î -1- aq^
• • * • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • y

Aff,-/,-n == ̂ -»-n q ^r- am-nq\ -+- * . . -+- ^, ç^-n -}- r,

A^^+2 == am-n+'iq 4- ^_^4.i g, + • . .4- a-îqm-n ~+- / ' i»

d'où il résulte

A//)

<^OT—n

' y'9 ^'m—-n+

ce qui donne

_ /^ _. ^m-«-+-l ^OT-M+I _^

•"-fn—ft ^m-~tt •

ATO—K+I ^/n—«4-i ^ 1
oa

o . . . . ci a^
0 . . . . . fiî

iftt—7!-(-1 /•*//!—/t-f-1^ —— ï m-̂ .+.i ,̂

a a, ... . a,n-,t-
A Ai ... . k,r.-.n

étant posé

ou
m — 7i 4~ ^ "-== 2 /f'

m — n 4- 2 == 2 k' -+-1 y

suivant que m — n est pair ou impair .
La valeur de r^ qu'on obtiendrait d'une manière semblable, ne dif-

fère de r que parle changement des éléments de la dernière colonne
20.
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du déterminant en a^ a^ ..., a^^^ A^n^ celle de ̂  que par leur
changement en a^ a,, ..., ^-^3, A^.^, et ainsi de suite.

Il en résulte
p^—i^-^'^-^'^B^—i)^,

ce qui revient à
m—n 7.1 — n •+-1

R, == p, ̂ ~w (—i)~~oa 2 ,

suivant que m — /i est pair ou impair.

27. Si l'on pose
• •F(^ )==/ (^ )g+p, ,

on a en conséquence
772;7n — n m — n •+• 1
——— ou ——j——••^-^F(^)=/(^)Q+R.(-r)~-

En particulier, au cas de m — ^ = i, cette relation devient

^F^^/^Q-R,;

par conséquent, si l'on pose

Ri -==. a,^""1 4-'pi ̂ n"2 -4" yi^-3 +. . .,
on aura

</^)==R,^-R^

R^ désignant le polynôme analogue à R , , défini par l'expression

o a, (3,
a, (3. y,
<aî ât ai

x^2 -^.

Ce polynôme Rg revient au second des polynômes amenés par le
procédé de la division; ses coefficients sont proportionnels à ceux
de R^ Le rapport peut s'obtenir en dégageant dans leurs premiers
coefficients les termes où figure A^^.

Dans le premier coefficient de R^ relevons d'abord le terme

0 OCi

a a,
'•y^^a,
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et prenons dans ce terme

o ... a

a ... dm-n

0 ... Oi

a ... CCrn^n-i-i

A ... A.- ,̂

11 y a, d'autre par t , dans le premier coefficient de Ra, le terme

—— AOT—^-t-.'î

j 0 A ... A/n—n-+-i

on en conclut

0 . . . /ï, j

—— __ A /y (__, y \m•—^•+•1 •————^m—ii+- î0- \——IJ ;
a . . . a/n-^-i-, j
A ... A,.

1^ =SU—i l— ===B.

OU
m — n — 1 y/? —/f

It̂  == R, a'"-" '̂ ( — i ) 2 'ou ~~9

et, par suite, on a la relation

•î/(^)== R,Q, -- a'»-"-1-' R2(— i) / / 2" ()u mï \^Î/(^)==R.Q,-

De même, si l'on pose
aïR, =: R.^- R^

en désignant Ra par a^x^2 -[- ^x^'^ •4- j^x12^ 4- .... on a

0 0:2 (Sa

R^ == as (3s 72 -y"-3 4- . . . .
a. (3, y.

Dans le premier coefficient on voit le terme

•y .
0 OL-i

CXi pi
: 72^20:1,
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mais, dans le premier coefficient de B3, il y a le terme

A// a
o A o

o o A

€1^—11.^

A//2_n4.3

A•i'*OT—n4-2

0 . a,

== €lKm^-n^ ( — 1 )/"~re+2 ^ . . ... am-n+s

A . ... A/yi--/t-t-:î

o A . . . Aw-w+.s

==aAro-/^-^5(—I)M"'wa2.

On en conclut

et par suite
K, = a? Ro,

^ ^ B , = = K 2 Q 2 - a î B 3

28. Généralement, si ocp désigne le premier coefficient de R^, on a
la relation générale

^p + 1n/» :::= l-t^+i Q/ï-n —— CCp KAp^,î,

p étant au moins égal à i.
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Nous avons en effet

B»

^4-1

1\ 04-2 ==

0 ... ^

<2 ... <'7/n—H-J-2J3—1

A « . « A/»—R-f-20—1

0 ... A/n -u-i-p

0 • . . ^4-,

ûf . . » Ctf}i—n-^-îp-{-[

A ... A/n—7î4-2jî-i-i

0 ... A//)—n(^(,i

0 ... (:l^

(1 . . . <'7/».-.n-l-'.Y.»-(-3

A ... A//;—./i»(^{3

û • • • A.m—n-^4-2

^n-^ .

^n—p-

- .̂-K

Or, si l'on forme B^a en parlant de R/, el Rp+i, comme R, est formé
de F (n ) efc/(^'), 011 a

o ^+, p^+,
^+1 p/,-H y^, ^^-^-....,w •f-l-2
a/' Py YP

en posant
B^ == ^>.r"-^ + p/,.^-^-1 + y^z-"-^-2 -

Dans le premier coefficieni , relevons le terme
y^-)-i y.p^oc.j),

et extrayons-en le terme

•im—n^. •ip

0 A . . Km-n^p -l
Aflt—H-i-2/>-+-3 ( — l y "P "'/•'+'

0 » • . . A//(_.M^9

: a AM»H i Am^w+3 ( — i ]m~r' ̂  ̂ -n.
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Or, dans le premier coefficient de B^a, le terme homologue est

.(./M-l

• ^/n-, •/n--n"4-îp+3a
o A

Am_./î4-2^-i_3 ( \p+l

A/».i--/H-2/->+.l

0 . ... A/n-^ -rx/n—7(4.^-(»i

== aA/^H.^-- i)^1 (~ i^- '̂̂ -n === ^A^,H-2jw(~ î -"^,.—— c< ^.s.m—n+'sp'+'S

On a, d'après cela,

et comme on a

il s'ensuit

sXp ̂  — cc^ Aî -t-s» ;

oc^i'Rp == R^^i 0^_n — R^ ̂  g,

0^ R^ == R/,+iQ^i — ^2B^+.,.

Au résumé, les relations qui l ient les fonctions F(^),/f^) et les
fonctions R sont

m —• n -4" 1 w — //
fl"'-"--F(^) =f[x}. Q+K,(-i)—T— ou -T-,

/M; •— n. — 1 m — /?
a2/^ ) := K,Q, - a"-"^ ( - i) ——— w —— R,,

a ÏK .^ -RaQ,—^ 2 ^ ,

" ' • ' " • • " • • • • " • • • l

a^ +11 ,̂ == ]:{^4.i Q^+, -- û;/2 R^,

Lorsque les coefficienis sont réels dans F(^) et/(<r), ils le sont
aussi dans toutes les fonctions R. Si alors <Xp et a^ sont différents de
zéro, les fonctions Rp et B^a sont de signes contraires pour toute valeur
de x qui annule B.̂  sans les annuler .

29. En général, les degrés des polynômes f{oc), K^ R^ . . dimi-
nuent d'une unité, d'un polynôme au suivant. Mais le contraire peut
arriver pour deux polynômes particuliers. Par exemple, alors q u e R ^
est du degré n — p , il se peut queR^ soit du degré n — p — k [k > î ) ;
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il en est ainsi lorsque, dans la division de Bp^i par R^,, le reste p ^ est
du degré n — p — k.

Si les polynômes F(tXî),/"(a?) avaient n — p •— k racines communes,
le polynôme R^-n serait nul identiquement, et le polynôme précé-
dent R^-A, égalé à zéro, donnerait ces racines communes. Le polynôme
R^-M, s'il est du même degré, est alors égal au polynôme Rp+A a u n
facteur près, indépendant de x. Mais, à en juger par les différents
exemples que nous présentons plus loin, le fait a toute généralité :
c'est-à-dire que si le polynôme R^n-i, au lieu d'être du degré n — p — r ,
est d'un degré inférieur n — p — k[k ^> î ) , le polynôme Rp-^ n'en dif-
fère que par un facteur constant. Quant aux polynômes in termédia i res ,
lorsqu'on a k ^> 2, ils se trouvent nuls dans tous ces exemples.

30. Voyons du reste ce qui est à déduire des relations générales

a^ l\^ •==. l\p Q^, — ^. ». î B^+i,

a^il^ == R^,Q^4-> — ^ H,+.j,

a^/,,. ̂ l\p^.k. .2 "== R^+/—i 0^4-/f-i — (y.f,^i^^\\p.^.i^

y.^..t-/,-ï\.p-^fi-.i "-= l\^f(Qp+ff —- a^+/,-..iB^+/.4-i,

en cherchant ce qu'elles tendent à devenir, lorsque R^, perd son pre-
mier ou plusieurs premiers termes.

Observons d'abord qu'en posant, d 'une façon générale,

Q^-= qpX-\~q .
/;

R^ == ^.z*"-^ 4- p^""^1 -h y^.x'"-^ ï 4-^ — y.y/.^ • -r- j-/^ - -r: ̂ -i. " -î- . . ,

on peut développer ces relations, à partir de la seconde, en

a^+i dp == <y^4-i,

^i p/. ̂  ̂ -n ̂ 4-1 "̂  P/^' y/^1 '
^ 4-1'/// ̂  P/^« ̂ ;+i •Jr 7p^ <7^+•• ~ ̂  ̂ -»
a^nô// == yy/+i </^i -+• 0^4-1^4-1 — a^ p^-K2»
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ann. de l ' É c . Normale. 2e Série. Tome Vil. — MAI 1878. f2- î
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^4-2 sxp+-i ':== /7/î-^^ï

^ 4- 2 (3//-+. 1 = Û!:/;4-î î^ 4- g -4- (3ja4-2 Î/J4--Î ?

a^sy^-t == (V^^;^ -4- y^+^-«-2— ^4-1^+3,

^^ + 2 ̂ -n ::=::: y ̂ -4-2 ÇP-+-2 "i~ êp^qp^ — a^2 4-1 p^+.i,
j * < > . . • • . • • • . . * • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • « 9

tXp^OCp^.-i ^= ^-{-35

/̂2 + 3 P/»+2 == 0^4-3 ̂  ^_ 3 + (3/,4-3 Ç^-t-3 ,

^ 4- 3 y^-t-2 =::- P/̂ -i*^ Çp _(- g -+- y^-HT y/^4-3 —— ^/î -h 2 ̂ -h î 7

^4-3^-4-2 :::::::= 7^4-3 îp+3 ̂  Sp^Cfp^ —— C€J;^.^fSp^..i,

< . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . < . . . . . . . . . . . . . . . . 3,

(i3Sp.-(-4 Û .̂+.3 ===• <jf^+4y

A^ 4- 4 (3^4-3 ::::= ^4-< ̂  ̂  4 "̂  (3//4-4 <7/»4-4 »

^+4Y^4-3 ""̂  P^4-iÇ^4-r^ "4- y ̂ 4-4 ̂ 4-4 —— ^4- y ̂ 4-S îÛ;

^̂  4- 4 Û^4-3 ::::::: l/^4-4 <]? -̂  4 -+- 0^4-4 Ç^4-4 "— ^^ 4- 3 (3//4-& y

soît en premier lieu OL^ ^ o avec p^, ^ o.
Les relations donnent ç^.i == o, y^a === o; puis

0 =r (3^4-iÇ^.1.1 — a/2 .̂+.2? ^^sP^+î =-- y.p^g^^

o =-= Yp^q^, —a;,(3^2, ^4-2y/.+< = (V ,̂:̂ .

' • • - • - . - . - . . . - . . . < - , ce^^Sp^ == y^^ç^â,

d'où

Iï^=R^^±l et R^=R^,.^-
^ î/^-î-â

Supposons en second lieu

^+,=0, p^^=:o, y^,^o,

on aura encore
<^4-t ^= Oy ?^4-2 === Os, PUIS ^^2==Q,
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0 == 7p^ 9^4-1 — ̂  iV ,̂ o == (̂ 4.1 ç ,̂

0=== ô^g^i — ^7^+2, o = y^q'^y

^4-3 ̂  0,

û^2 4. 3 (3 ,̂4.2 == 0 ,̂4-3 <ĵ  ̂  3,

a^y^ ^P^+3^+3.

aj,4-3<î^^ == y/>+3^+3,

i63

Ces relations sont satisfaites par B^a = o, ^.^ === o, y^a = o, sans
rien fixer sur q ̂ g et 6^4-3.

Si l'on suppose R^a ̂  o, elles donnent

/,/ __^ 1} __T> VF + \ Tt Tl ^•p^ •r» ^-H ^^-1-3g/,^ 2 -— 0, Al^+a — M^i -—— 5 .1^+3 == 1̂ ^ ——— == R ̂  ^—- -^—— .
^ ?^-+-3 ^ Ç^4.3

Considérons en troisième lieu le cas de a^+i == o, |3 ,̂ = o, y^, == o,
+- .^o-^.<o-^-i-t <

II s'ensuivra
^4-1 == 0, Ç^4.2 ^^ 0,

^4.2 ==0, P^4., = 0,

-i •— ^y/'-i-a, o == (V^+2»o ^- 5^4-1^4-1 — ^y/'+a»
0 == £^4-1 ^4-3 •~ ̂  ̂ 2, 0 == y^4-2 ̂ 4.2'

Ç^-(-3 -+- 0,

0^,4-3 P/>4-2 =:= ^+3 9^4-3»

^ 4- 3 V^-4-2 === P/î4-;< î^ 4- 3»

^+3^+2 == Y/^+3 ̂  4-3»

Si ^,4-2 ^st égal à zéro, on voit qu'on aura 1^43 == o pour q 4-3^0. Si
l 'on suppose y^ 3 == o avecR^4.;i === o, rien ne s'ensuit sur 17^4.3, p^g. . . .

?-1.
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Ajoutons que pour ^+3 == o on a q^, == o,et ensuite

/̂2 + i i3//-i-3 ̂  0^-M Ç^ + 4»

a^ -h 4 y/H-3 :::::: fc-M Ç/, + f

Les résultats qu'on trouve ainsi ne sont pas en désaccord avec ceux
qu'offrent les exemples annoncés; mais ils n'en établissent pas la néces-
sité à tous égards.

Cela du reste intéresse peu pour ce qui regarde la recherche des ra-
cines communes et celle d'un plus grand commun diviseur, car les
conditions à remplir dans ces questions sont d'une précision absolue.

3L Nous avons trouvé
B^^^B^,

Tl^s étant le polynôme qui se déduit de R^ et R^n comme Ri de F(^)
et/(,r).

Soit R^3 le polynôme suivant? répondant àB^a» cherchons quelle
relation il y a entre les polynômes X^a, R^+s.

Nous avons
o o 0 ,̂ (3^+i y^i
o ccp^ p;,-i-i y^-n S^

IV,.̂ ^ a/,^, Q,,^ yn^ ôn^ En-M x^f"'3 -+-. . ..

0

0

ff.p^.\

0̂

0

a.p-i-1

^

^
y"p

v-p-n

ŷ/>+'
'//'
P.

P/+.
Yf+'
0/4-1

.̂
Op

Vp

y^
0 ,̂

£/;+!

£/,
ô,-

Nous pouvons, dans le premier coefficient» distinguer le terme

£^-4-t

o o ^n (â .̂i

o o .̂i p^+i y/î+i
^ P/^ Vp ^p
o ^ ^ yp

—— £/?+! ̂ /;

o y.^ i3^ î
0^4.1 p^+.i y^4,

^ P/^ 7/>

et y prendre
0 û;.

•/;+I

^-M^-H^ —— Êyî-l-t y^-hl ̂ p +*» ̂  "
OCp ^
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Or, dans

-</i-i-5i

Cp-M
€( ^f^—^l•+•r! D Cl,/fi—n-(-2^> tXm—/H-2^p+;>

A A/;;—re-t-î»m—n+2p ^m—w-t-î/î-4-â

il y a le terme
A,»-•?/+^ A/ïl_H_^.^.r,

0

A/,/^+.^4.&(——l)^
0 A ... ATO—n+2^~

—— /y A / __ » \m—H /.f—— U"'m-n-i-îp-^a{ —— «• ) CCp

0 • >. . . J:TL/n—n+p

Dans 7 .̂1 il y a

A//;,in—ii-i^')^-^!1» ^l}P
a

o A
^m—n-^-îp

m—n-^'îp-A, : a Am—n4-2/?"Mt [ i r"""^

0 . . . . Am—/i-^.^»

11 résulte de là, dans le premier coefficient de IÇ^, un terme égal à
€t Arn—;;^-2^+-5 Aw—rt-l--'2^-+-3 ̂ t/; ^^•+•1 •

Mais le premier coefficient dans B^a étant
[ o . . . dp^

(i
A

C(n— «•+•2^4-5

Ao(—.n4.2^4-5

A,/yi— ̂ 4.^4-3

on en tire d'abord le terme
Up^

A^.,r^3^& ( —— I )^2
d . . » <2/^—/(^-ç^4»4

0 A • . . Am—n•+•1îp•+•3

o , . , . Aw—n-+.^4-2
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o ... a,̂-KJ

/y A { T \m—n«•< A/n—/;4-2jy4"& ^ — •I y

Fou l'on peut extraire

(ï AM—rt4_2r»4-5 ^»fft—n-"y A A ; i iW—M4-Jï-i-
UA/n—7H-2/34-5 ^w—n4-2/»-}-3 t — 1 ^ *

Û A . « • Affi--M4-2^-+.(

0 • • • • A m-^-n'+'p-hl

; /Ï A'/n —K-j-^-j-s Afli—.,14-2^4-3 OCp-j-1 •

€1 . • . 6X/n^«-(_.i»4.3

A ... AM_ 7î4-îj,»4-3

0 ... AM—H-t-^-^,2

0 . ... ûtju-+-l

Ûî . . . . Ûî//;—//4-2/>4-2

Nous avons ainsi, dans les deux premiers coefficients de K^g et Bp+s,
deux termes homologues dont le rapport est a^; par conséquent, la
relation à obtenir est

IV^+S —— 1^-K^-

Cela peut se continuer, par où Fon voit que> si l'on procède à partir
de R^et R^_n coinine à partir de F(^) et/(^), les R' consécutifs se corn-
pliquent à chaque pas d'un facteur a2 relativement aux R correspon-
dants.

Les résultats ne sont les mêmes que si ocp est l'unité. Quand on ju-
gera à propos, pour un intérêt de calcul, par exemple celui d'éviter des
déterminants d'ordre trop élevé, de procéder ainsi à partir de R^, et
Bp^i, les résultats devront se simplifier, si o^ est différent de ± i, en
les divisant par a2, a4 a^,..*, de proche en proche.

32. Au cas de m — n === r , on a

T>

o a a^

a a\ a'i

A. Ai As

x11-1 -4-

o a a'i

a ai ciz

A A» Aa

.y"

Si tous les coefficients dey(.r) ont un facteur commun K, on voit,
par la composition de R^, que ce facteur y entre au carré dans tous les
termes, de sorte que Ri est alors divisible par K2 .



MÉMOIRE SUR L'ÉLIMINATION. 167

De même Rg se trouve alors divisible parK3 , R3 l'est parK\ et ainsi
de suite.

Supposons en général, quel que soit m— n, que Rp,n soit divisible
par un facteur K. Si l'on procède à partir de B.^, Rp.n comme à partir
de F(;x*),/(^), les polynômes R^a, R n + 3 > • • • seront divisibles par
K2, K3, ..., supposé que Rp et R^+.i soient de degrés consécutifs n —p,
^ ̂  p — i. Or on a trouvé

B^-^s '=: K.p-^.'iCCp,
TV __ TD i
•t^+3 —— H/H-S^?

Donc si or.p est premier avec K, le polynôme R^+a s^^ divisible par K2,
R/?+3 l® sera parK3 , et ainsi de suite.

Mais, si K n'est pas premier avec dp, il pourra ne pas diviser B^a.
Lorsque m — n est >> x , un facteur K commun à tous les coefficients

de/(a?) se trouve porté dans R, à la puissance m— n-+-1, dans Ra à
la puissance /n — n ~h a, ..,.

Quant à un facteur K commun aux coefficients de F(^), il est au
moins à la première puissance dans R , , à la seconde dans Ra, et ainsi
de suite.

33. Observons encore que, si le premier coefficient de F(^) et le
premier de/(^) ont un facteur commun, ce facteur se retrouve dans
tous les termes d e R , , dans tous ceux de Ra, deR.<î , etc.

Si un diviseur est commun aux deux premiers coefficients de ¥ { œ ) el
aux deux premiers def(x), il se trouve, lorsque m — n e s t ï ï , au
carré dans tous les termes de R, , de Ra, -.. S'il est commun aux trois
premiers coefficients de F(.r) et aux trois premiers de/(^), il est au
cube dans R^ et les R suivants; il est de même à cette puissance dans
Bt, si 772 — n est^ a.

En général, si les À premiers coefficients de F(a?) et les h premiers
de/(^?) ont un diviseur commun, sa puissance de degré h divise BA e£
les R suivants, pourvu qu'on ait ^K > h — [m — n).

34. Lorsque m est égal à n, l'expression de R, est
a ai
A A,

a a'i.
A As

R, x^ ' -+- <y'n~" 2 i% -1- . . * ,
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celle de IL est

R,^

0 Cl Cti a^

a «i a-t Cts
A Ai As Ag

o A Ai As

^"-2 -4-

o ci ai «3
ci fli cii a.i
A A, As A4
o A Ai As

'̂"-3 -4- _ _

Rien n'est à changer dans l'exposé qui précède, sauf qu 'un diviseur
commun aux deux premiers coefficients de F(.r) et aux deux premiers
(le/(^) n'apparaît au carré, en général, qu'à partir de IL.

35. Il nous reste à faire une remarque sur la possibilité de déduire
des valeurs mêmes de Ro Ra, ..., qu'on vient d'étudier, ce que devien-
nent ces polynômes, lorsque F(a?) et/(a?) perdent leur premier terme
par l'annulation de A et de a, puis quand ces fonctions perdent cha-
cune leurs deux premiers termes, et ainsi de suite,

Observons d'abord que si Fon fait a = = = o , A restante o, et a, étant ^o,
il vient.

( m—n^-ï } ( Tn— n+2)
H^Ka—i-^ ^ f(^

o ,.. o ai a-î |

R^A^î)"*-"^ û?(
A

Ct/it—n^

AOT—n-4-'2

;A(-ï)--^

^Af—i^-^r,,

en appelant r^ ra, ... les polynômes que donneront F(^) el
/(^) = a.x^ + a^1-2 4- ....

De même, si l'on fait A == o, a restant différent de zéro et A,
étant ^o, on a

B,=:â(-i )—"/'., •
Ba^^——î)"-''4 '1^,

Rs==:a(— i)^"/<+2,-^

f\, ra, ... étant là les polynômes déduits dû

F(^) = A^"-1 + Aî^-2 4- . . . , et f{x} =: ̂ ^ + a, '̂̂  4- ....
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Supposêns qu'il s'agisse de faire A == o, a = o sans que A, et r/i
deviennent nuls à la fois.

Considérons le premier ternie de IL» à savoir

... a c(, a-i

^ - . • - • . ^-.+-:! | .r^"-2;

A- • • • • . • A/«.-.„-(-.;)
o A .. . . . A/^«^

remplaçons-y a par A, A par H dans la première colonne, et par tout
ailleurs faisons-y a === o, A ̂  o. Ce terme, devenant par là

0 . . . . 0 aï f(i

li - . • . . . . . ^m-n^ .y"" ',
il » . . . . . . A /fi—«4,3

0 0 A, . . . . , A^n+2
sera

iï̂
 \ o . ... o c([ (ïï

Ai . ... , . AW—/,-.),;}
o A, ... . . A/,,. ,,..+.2

o . . . ai eu

== ( A , ^ ~ - ^ H :
^i • • - ft,,,...,,^
Ai ,. . , A/«..//^;,

.r"~'.

Or, du moment que A | et a, ne seront pas nuls à - l a fois, on pourra
disposer de h et de H de façon à avoir Ai h — a^ H ^ o ; par la suppres-
sion de ce facteur, le premier terme de Ra dev iendra le premier terme
del^ pour F(^) = A,^-1 -+- ... et/(^) === a,^--1 •+• ....

Cela s 'appliquant aux au t res termes comme au premier , on rempla-
cera dans chaque terme de Ba, à la première colonne, les facteurs a
et A par l 'unité, puis on remplacera par sséro tous les facteurs a et A
restants , si A , — a ^ est ^o; e t , dans le cas contraire, on rempla-
cera a et A de la première colonne par des nombres h et H tels, que

Ann. de l'Ea, Normale, ^ Série. Toine VU. — MAI 1878. 22



l - J O H. ' LEMONNÎER.

A, h — a^ H soit ^o. Après quoi , on divisera par le facteuf conimim
. Ai — a, ou ÀA| — Ha,. Le résultat sera le premier polynôme R suscep-
t ib le de provenirde F(<x*) == A^m~~i 4- ... et/(a;) = a^oc^ 4- ....

Le même mode de réduct ion donnera à la place de Ra le polynôme
Ra, répondant à la même hypothèse, et ainsi de suite.

Si A^ et' a^ se font nu l s ensuite, sans qu'il en soit de même pour A^
et ^2 à la fois, le même procédé pourra s'appliquer de nouveau, etc.
Du reste, si A, ou a, à part, ou après leur annula t ion commune, Aa ou
û?2 à part, et ainsi de suite, devenait n u l , il y aura i t lieu d'appliquer
ce qui a été présenté plus haut .

I I .

Autre mode déformation des polynômes B ,̂,

36. Nous avons établi dans la première Partie de ce Mémoire, n° 20,
un second mode de formation des conditions requises pour que les
équations ¥ { x ) •= o,y(.-r) == o aient? racines communes, et par suite
une seconde manière d'obtenir Inéquat ion qui donne ces racines com-
munes , quand les conditions sont remplies, ou d'obtenir le plus ^rand
commun diviseur de F(»r) et/(^).

Considérons au cas de m > n les équat ions du n°19; supposons que
les équat ions qui suivent

f[x} == o, xf[x} =0, . . . , ^"-"-'/(^J = o

soient mises sous la forme

bx^1 + b, .z"1-2 4- . . . 4- b,n-, = o,
CX^ 4- Ci^"-2 4- . . . 4- 6V-.i =r 0,

dx'^ 4- f/i^-2 4~ . - . 4- d,n-1 == o,

au cas de n = m — i , ces dernières ne sont précédées que à^f[x) == o.
Formons des polynômes en suivant la règle qui donne, „ selon le

n0 20, le plus grand commun diviseur de degré p , tour à tour pour
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p == n — f, p == n, — •i, ...." Les polynômes

/?,==

:•!':

?>

C . . . . . t'/«»/,4.i ^

o . . . a ^i
• . . . . •

<7 . . . . a,n-n

b . . . ^.-/,

o . . . a <7, <^

^ • • . . . ^m-w

t/ . . . . . (///;—/i-4-,1

^ ' { l~ l 4-*

.y/'-2 -|

() . . .

a . . .
6 . . .

0

a
h

'ATÏON. 1 7 1

seront

a a'î

/ÎDI—«— i ///«.-/;) i
y//i /;— i P,n — n j i

. . Ot C / 3

a^,t a^,^i
. . . Urn—n U,it—fi^.'j,

• • C'//;—ft C'fn—,^^-2

^-2+ . . . ,

y>W——3 J

Les condi t ions établies pour que F(^) et/(^) a i e n t ^ rncihes com-
munes sans en avoir davantage sont que les coeilieients de Iî^^ soient
nuls et que le premier de Rp ne le soit pas.

37. Les polynômes Kp et les polynômes Rp que nous venons d'étudier
répondent a insi au même objet. Leurs coefficients d 'a i l leurs dépendent ,
de proche en proche, des mêmes coefficients de F(.r) et/(.r); ils sont,
par conséquent , i d e n t i q u e s , ou ont au moins leurs coefficients pro-
port ionnels . Leur dépendance consiste en effet dans les deux relations

^^^(-i^-^'R^.,,
J^ = î^..

Pour les établir, considérons d'abord dans le premier coeff ic ient de J?,
le terme en A^^+i. Comme l'expression générale de b^n ^t

^'in—n •"""- A i u//j—n ~-1— A Clfn—n-^-i — €ti\m—/;"|-i ,

ce terme est
o ... a

• ^A/^,^4.)

Cl . . . (Im-n

Dans B, le terme homologue est
o ... a

A //l—n. ^h^n^af— i^'1

^l - . . a,n^.n
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/ ? ,=R, (« . . I )—/<+.;

172
par conséquent on a

d'où résulte, au cas de m — n -= r ou 722 — /z == ? K + r ,
ê-

J^^R,.

De même, dans le premier coefficient de J4, l 'é lément c^n^\ présente
le terme -"- aA^.,^ et l ' é lément &,„_„ le terme — aA/^^.,. Comme on
peut y dégager une par t ie égale à

o ... a
C>//l(—7i4-l Of)t-

i l s'y trouve un terme égal à

(l A.rn-.fi^, A/n—.«.^_i

o . . . a

Mais, dans le premier coefficient de IL, il y a le terme

• A//^H,n
a . . . . a,n n^
o A ... AOT--/;-I-I

d'où se tire

A/7<--;((»}-3 A f)i.

rt ... a,i^n+\

o ... a
»//i—/t-(-;Ï ."IM—//^) ^ J — — (^-/'"M

- //2 \ ^
- ' t ^*W—M-)~;1 ICT-M+"'W—M-)~;l *CT—M+"1

de la
R. = H,.
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On trouve d 'une manière analogue

J?3-=R3(- ï )——^-,

/ ? « = R < ,

Lorsque m — n est impair , la formule est ainsi

^==R^

el, lorsque m — n est pair , on a d 'une part

R^ •=: R ̂ ,

et, d'autre part,
-r<2y,4-i == — n'^-4-i •

D'après cela, la formule du n° 26
/// — // Di — n -ST-I

R, r= p, a'"-'"-4-1 ( — i ) ~~ ou j

se change, au cas où m •— n^sl pair, en

/?,==--?, a'"-"-1- ' ( — i ) ~~3•"1~,

et, au cas où m — n est impair , en
w — ru •+• 1

jR.^p,^"-"4-1;-!)"2".

Au cas de m —- n = r, c'est avoir

• K^-^a\
La relation

^™F(^ =/(^) Q 4- R.(- i)'"—^ ou t~
•

devient, lorsque m. — n est impa i r ,

a"1-11^ F (^ ) =:/(^) Q + /?, ( - i} /~Li"",

et, lorsque m — ^ est pair, elle devient
/// — n

^•r-Mp^ =f^) Q—— ,^,(—— ï)"~~.

La relation
W — // — 1 W — //

• af/(^) === R,Q, — ^-/<+1 (— i ) ^ 0 " ~T~' K;
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se change, lorsque m — 72 est impair , en
"" //;. — ti — i

ce f/C ̂ J -=-. R, Q, — a'"-"4-' ( — i ) ^ A \ ,

et, au cas où m — n est pair, en

^?/(.r) = J?,( - Q, ) ~ a—-1-1 ( - i )—"^.
«>

Enfin la relation générale

^-(-.i lî y ^=". K^-n v^-n — ^j -H^-Î-'J ?

p é tan t =r- ou > i, devient/si m — n est impair ,

^p-^-i^p "^ n/^-^-l U/>-+-1 —— a/ fi^+-2f

et, lorsque m — nest pair, elle est, sïp est impair ,

a^i A^ "== A^-n ( — Q .̂+.i ) — ̂  Rp^-ï y

(•t, si p est pair,
0^4-1 ̂  -r= JPjo-n ( -- O^-K ) — a^ Rp^ *

C'est toujours la même formule, au signe près de Q^.

38. Nous avons supposé jusqu'ici m^> n. Alors que l'on a m === ^,
les polynômes étant F(^) == A^ + ... + A^,/(^) == a^ + .,. + a^
représentons les équations de Bézout ou de Cauchy qui s^ensuivent ,
ramenées comme d'iordinaire à la forme entière, par

6.Z""-11 + fc,^'-2 -h , . . -4- &/n....-,i == 0,

cx"1'^ -h c,^""1' -}~ ... -{- r'//^. "̂  o,

Posons alors

jR, == è^"-' 4- b^ûûm~•'i 4- . . . 4- ^~t,

b h, b h,
Rï == .y"1-2 + .rM-3 + .. .,

C (h 0 Ct

b 6, bî b bt ha
.B^ === C C» Ça ! ̂ ^ -h 6* C, Cs ^ ^y'" 4 -{--

d di r/î d d^ r/s
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On a la

b =r:A^i — a Ai ~~
A A, [ A A,

() ^ =-: A <Z> — rt A. a == |
^ ^i j fZ di

c ==. A ai — a A...,
•c, -== A (73 -h A ï a^ — ûsAa — û i A a ,
c.; -::=: A a^ -h A i. <7:î — a A .5 — (2, A 3 , _ ,
• • • . • * . . . . . • . . . . . . . . . . . . . . . ..,

<7 =-: A ff;,; — < 2 Â 3 ,
rA == A a^ -{- Ai <'"/3 — a A< — ^i A:},
f/, =: A r?.., -4- A i n, -+- A;^ — ^Ar, — ^i A^ — a^. A;,,

Coinnie on a dans ce cas
^ a .. | .

A A,
<:/ a-i
A A,

R,=

o a û, ^a
a <2, ^2 a's
A Ai Aï A;)
o A Ai A-j

.y" 2

o a c(\ a^
a ai ciî CH
A Ai As A,
o A A, A:.

x"

on voit d 'abord que l 'on a
i?,rr:~R,.

Le ternie â^A, A^ se t r o u v a n t dans le premier coefficient de Iî^ comme
dans le premier de Ba, on en conclut

R, = R..

Dans le premier coefficient de lî^ on trouve le terme

. 1 ^ 6. 1• <^Ai,
C 6',

par

d'où Von peu t extraire

puis
a\ùhc, et de là ^AsA^,

— ^ A & A a A » .
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Dans le premier coefficient de Ba, le terme homologue est

^A^A,,
l i s 'ensuit

jR^-=z — Ra.

La formule générale est encore, d 'une part ,
V —— / ___ .. \m—n-H T>-11 '^4,1 —— [ —— A J Al^4-'5

et de l 'eUifre
ft^ =: R^.

Ajoutons qu^on a les relations
^F(^)==A/(r)-~^, •
^î/M^R.f-Q.l.-a/?,,

y-J)+ï ^p ̂  ^+.1 ( — Q^-+-i ) — ^/i ^-4-a »

qui sont des précédentes pour m -— /< == o.

I I Ï .

39, Le cas de m — n == i présente un intérêt pa r t i cu l i e r par l 'ap-
pl icat ion au théorème de Sturm.

Nous avons alors, comme on l'a vu,
^F(^/(.r)Q-R,,
</(^==R.Q.-R,,

^^H,=:R,Q,—a?R^

D'après ces relations, la.suite des fonctions à coefficients réels
F(^),/(^), B,, R,, . . .

joui t de cette propriété quêy si une va leur réelle de x annu le l 'une des
fonctions intermédiaires sans annuler les fonct ions con ligues, ces deux
fonctions, qui la comprennent , acquiè ren t , pour la valeur de x, des
valeurs de signes contraires. Cest l 'un des fondemenis du théorème
de "Sturm.
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Quand, dans un intervalle de a à p, les différentes racines de F(.r)
sont autres que celles de/Ça?), si, d'un même côté de chacune des pre-
mières, les fonctions F (^), f[sc) sont de signes contraires, et du même
signe de l'autre côté, il s'ensuit que le nombre des racines de F(;r)
comprises entre a et jS est la différence des deux nombres de variations
que présente pour a et ^ la suite des valeurs correspondantes prises
par les polynômes

F(^),/(^), R,, R^ . . . .

pourvu que cette suite soit limitée à un terme constant, en ne chan-
geant pas de signe dans l 'intervalle considéré.

Lorsque f(oc) se prend égal à la dérivée de F (a?), les polynômes
Ri , Ba, Rs, . ... ou bien .R^ JL, R^, . .., pourront donc se prendre h
la place des fonctions de Sturm V^, ¥3, ....

Donc, si l'on pose
V = A^" 4- Ai^"-1 -+- . .. -4- A/^,
Vi == a^-1 4- a^x1'1-1 4- ... -4- ^//^,,

Vi étant la dérivée de V ou cette dérivée à un facteur près positif, les
coefficients étant réels, et qu'on développe les équations

A.T -4-

a
A^a 4- Ai^- 4-

ax 4- (ii

• A ,
A,

Aa^""2 4-

a^x'^ 4-
Ag '̂-'1 4"

a^ r^""3 4-

. . ,. 4- A/«
.. -\~a.n...^

. . . 4- ACT
. . 4- ûTm-i

en
^/"-i 4, &,^"^~2 4-. . . . 4- b^_^ ̂  o,

^.^m-l ̂  ^.yffl-2 _.^ . . . -j- ^^__, == o,

les fonctions de Sturm reviendront aux polynômes suivants:

R,

M,

—

==

a ai
6 &i

<G? <%i (l'i

b b, l>,
C Ci Cî

x"1^ 4-

,̂/«.̂ ;ï ̂

a ^2
6 ^.

Cl CL\ Us

b b, ^
C Ci €3

^.-.+ ..4-
b b,,^

^n^ ̂  ^ ^ ;„),..,

a a/,i~\

a en
b b,
C C\ C,,^,

•>

. <ï»i—i
b,,,-,

Ànn, de l'Ec. Normale, s.^ Série. Tome Vlï. — MAÏ 1878.
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Sous une autre forme, ces polynômes sont

R.^

Ra ==

0 /X €lt

a ai a-,
A A, A,

o o a
o a ai
a di cii
A A, Â2
o A Ai

^W-2 ^

a, ^3

«2 ^3

03 a^
A, A4

A, A,

o a
a ai
A. Ai

X"1- -̂h

^2

^3

As

0

0

a
A
0

x"1^' -{-...,

o a ai a^
a ai a'i a^

Oi ^(2 ^3 ûSs

A( Aa Aa AU

• A A. A, A,

.z^-^-t-. ..

Si Vi est la dérivée de V, tout au plus divisée par m ou un facteur
de m, on voit que les polynômes R^Bs,!^, ... sont tous divisibles
par A. La suppression de ce facteur pourra S.G faire sur les éléments de
la première colonne dans chaque terme; rien ne sera d^ailleurs à chan-
ger, s'il est positif/Quand il sera négatif, c'est par sa valeur absolue
qu'on divisera, à moins qu'on ne préfère changer les signes deF(.r) et
deF(^).

D'autres simplifications pourront être à faire. Par exemple, un fac-
teur commun à A et A ^ se retrouvant dans tous les termes de chaque
polynôme, il y aura lieu de les diviser par sa valeur absolue.

Quand, dans la recherche des fonctions de Sturm ^par des divisions
successives, le degré s'abaisse de plus d'une unité, le même abaisse-
ment se présente dans le calcul des fonctions R. La suite des fonctions
obtenues, quoi qu'il arrive d'ailleurs, continuera à jouir des mêmes
propriétés que lorsqu'il en est autrement, puisqu'une pareille circon-
stance ne sera qu'un cas limite du cas général.

Les premiers termes des fonctions RoRa , ..., tels termes qu'on
veut, peuvent se calculer . indépendamment des autres. On a par les
premiers, sous une forme ou sous l 'autre, des expressions générales,
en fonction des coefficients de l 'équation F {x} == o, pour les conditions
de réalité de toutes les racines, quand elles sont simples.

Deux polynômes qui se suivent R^, R^ ayant leurs degrés consécu-
tifs, si l'on .opère à partir de ces polynômes comme à partir de F"(^),
/(^), on a vu^Sl) que les polynômes R^,,R^, — » qui s'ensui-
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vent, sont liés aux polynômes correspondants R;;|...̂  B/^, ... parles
relations

R^ == a], R^-,, IÇ,,,, == a^, R^, . . . .

De pareils polynômes, quand on le jugera à propos, pourront se
calculer à la place des polynômes Bp+a? B/>+-3» • • • ; mais, si a? est diffé-
rent de ± i, il y aura lieu de les diviser par a^, a4, . . . .

IV.

40. Les premiers coefficients de ces polynômes R ^ , IL . . . » lorsque
f[x} est la dérivée de F(^), sont précisément, au cas d e A = = i , les
nombres^ de M. Borchardt.

Les valeurs de ces coefficients sont en effet

A^
So S,
S. &

, A5
So s, s,
£''1 02 &3

Oy O'i 0^

, A7

DO bi O'j Oa

Si toa tes 104

Oa 03 04 3û

03 b.-i 85 fey

St désignant la somme des puissances de degré ?des racines de ¥ ( x ) .
Pour le démontrer, nous allons prendre les premières expressions

des polynômes R indiquées au n° 22.
Le premier coefficient de Bi peut successivement se transformer

comme il suit :

o m A (m — i)Ai
mA ( m — i ) A i [ m — 2 ) A a
A A, , A.

ô m A
o —A.,
A A,

(m — i ) A f
-~2A.

A,

=A

:^A

mA [m —• i)Ai
— A i —'2 As

m A. — (w — i)AS,
A,S, AS-,—AS2

:A
wA AS»
ASr AS.

==A3 So S,
S, &

a3.
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Pour celui de Ro, on a
H. LEMONNIER.

0 0 ^A ( m — i ) A , ( m — 2 ) A ,
o mA ( w — i ) A . ( ^ — 2 ) A 2 ( / 7 2 — 3 ) A 3

mA ( m — x ) A , ( m — ^ A ^ ( / n — 3 ) A 4 (m—4)A ,
A Ai A' . As A<
0 A A, A. As

0 0

0 0

0 —A|

A A,
o A

— A

0

0

-A,
A

m A
—A,

-—'2Â2 ——•

A.
A,

wA
—A,

— 2 As —

A.

(m

A,
A,

(m
—— 2 A;;

—i)A,
-aA,
- 3 A â

-•)A,

-3A,
A,

[m -
-3Â3

—
A,
A,

( m -
—3A,,

A,

-2)A,

4A<

-a)A,

4 A.

-A

o m A ( m — i ) Ai
o —Ai ASs+AiSi

—Ai ASa+AiS, ASa-hA.Sa+AsSt
A Ai Aï

(m — a j A a
ASa-l-AiSa+AaS,

AS4 "i-A.Ss-t-AaSa+AaSi
A3

m A ( m — i ) A
—Ai AS.4-A,St

A2^ + AA^S, + AÏ A^a + AAiS.
4-AA.S,

A

wA
—A,
A2 82

A»

( w - i ) A »
ÂS,+AiSt

A^s+AAiSs

(/72— 2)Â2

AS., "+-A, Sa "4-Â2 S,
A^-i-AAiS^-AAA

A t Â 2 4-AA,3S,+A,A,
A-. As

(m — a)A2
AS3+A,S,-4-A2Si

A2S44~AA,S3-hAA2S2

=A

=A
wA —Ai — 2 Aa
AS, ASz ASs-hAtSa
A2^ A^a A^^AA^

=A
wA ASi Aa
AS, AS. ASa
A^. A^a A2^

:A &
Oo i"5i Sa

î"5l ba &;}

Oz !?3 fe'.
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Pour le premier coefficient de Ra, on trouve de même

o o o mA (m-i)A^ [m—i)A^ ( w — 3 ) A a
o o mA ( m - i ) A , ( w — a ) Â , (m—3)A, (m—4)A,
o mA (m-ï)A, (m --a)A, (w - 3)Aa {m—4)A, (w-5)A,

wA ( w — ï ) Â , ( m — a ) A;, {m—3)A, (/?z-.4)A, (w—5)A , (7 / z—6)Ag
A A. ^ Aa A, A, A,

A A. A, A, A, A,
0 ° A A, A, A, A,

0 o o mA (w—i )A , (w—a ' jA , (m — 3)A,
o o o -.A, — a A , —3^ --4A,
o o — A , - i A , — 3 A 3 •--4A, —5Â,
o -A, —2A, —SA,, ~4A, -5A, - 6A,
A A, A, A,- A, A, A,
0 A A. A.. A, A, A,
0 ° A A. A, A, A,

0 o wA (m-ï)A^ ( w — 2 ) A , ( w — 3 ) A ,
o o —At —aA, — a A ^ - 4A,

^ o -A, ~aA, — S A ^ —4A, — 5A,
"A, -%A, -3 A, -4 A, —5 A, - 6A,
A A. A, A., A, A,
0 A A, A, A,- A,

0 ° mA- (^—i)Â, ( ^—a)A, ( 7 ^ — 3 ) Â 3
0 o -A, -2A, • ~3A, ~4A, ù

o -A, -aA, -3A3 - 4A, -5A,
o -2AA,-hA, -SAA^-hA.A. — 4 AA.-i-A, A3 -5AA,-4-A^ -6AA,-hA,A,
A A, A, A, A, A,
0 A A. A, A, A;

o mA (w-i)A, (w—2)A, ( ^ -3 )A3
o -A, ~2A, -3A, -4A,

A -A, ~aA, -3^ -4A, ^5A,
-2AÂ,+Aî -~3AA,^A,A, -4.AA,-+-A.A, - 5AA,-i-A,A, - 6AA,-+.A,A,

À A^ 1 A, A,, A,

o mA (w~i)A, (^-â)A, (w-3)A,
0 -A, ~aA, -3A, -4A, '

-AI -A, -^A, -3A, ^4A, -5A,
-9AA, ~3AA3-A^A, -4AÂ,-2A,A, - 5AA,-3A,A, -~6AA,~4A,A.

A A. A, A, A
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o mK ( w — ï . ) Â i
o —A, —• îA^
o — a AA,,

-aAA^ ~3AAa-
A A,

o mk
o -A,
o —âAAy+A^
o --^AAg^-^A^
A A,

m A

, -A,
--aAÂ.-i-A;
-SA^+AA, -

wA
AS,

^ A^+ÂA^+A2

A^+ÂA^

4-A; - 3AA,+Ai A, — 4AA,-t-A, K,
-A^ — 4 A A , — 2 A i

A,

(m—ï)^
-^

-3AA,+A,A,
-4AA,-aA,A3+aA.]

A,

(/72~I,)A,

-U,

--âAAa+A^A,
4AA^-aA,A3+-2Aj

(w-i)A,
AS,+A^

A2S,+AA.S,
A^.+AA^S.-A.A,^

(TO—2)A,

-3A,

A, -5AA,-3A,A.,
A3

( w — a ) A ,
-3 A,

—4AA,"i-A,A3
-5AA,—3AiA^'i-2

^

(m-a)^,
-3A,

-4AA,-4-A,A^
"-5AA,~3A^A,+<2A

(m— 2 ) A y
AS,-4-A, S,-.-A, S,

A^-AA^-hAA,^
A^.+AA^.^AA.S,

(/»-3)A,
-4 A.

-5AA,+A,A,,
-6AA,-4A,A,

A<

(»/-3)A,,
-4A<

—SAA^+AïA.,
A,A, —(lAA,,—4A|A,^-aA,,A,

A,

(m—3^,
-4A,

-5AA,4-A,A,
^ A;, — 6 AAc — 4 A, A^(- a A;t A^

(^-3)Â,,,,
AS.+AiS^-A.S.-i-A^S,

A^^AA^^AA.S^AA.S,
A2 S,;+ a AA, S, 4-AA,S,, -i-AAa S,

•ÎAA, -4AiA,.—A(A3S, 4"-A,A,S;,4-A;S,-t-A,A^S,

( / ^ -3 )A ,
AS,,+AiS,-i-A,S,+A,S.

A2 S, -t" AA. S, -+- AA, S, •+- AA, S
A2 S,. •+• AA, S, + AA^ S, "i- AA, S,

m A
AS,
A'S,
A'S,

MA

AS,
PS,
A'S,

m&.

AS,
A'S,
A2^

m A.
AS,
A^,
A'Sa

(^-i)A, ( w — a ) A ,
AS,+A,S^ AS, + A, S, 4- A, S, AS

A^+AA,^ A'^.-f-AA^.+AA.S, A^,-
A^.+AA.S, A^^+AA^.+AA^S, A ,̂̂

-A, -aA^ -3A3
AS, AS3+A,S, AS, + A, S, + A, S,
A2^ A^.+AA^S^ A^.-hAA.S.+AA.S^
A^, A^.-i-AA^S, A^+AA^+AA.S,

AS, AS,+A,S, A^+A.S.+A.S^
AS, A2 S, -h A, S, AS, + A,S, ̂  A, S,
A2 S, A^+AA^ A2S,-^AA^S,-+-AA,S3
A2^ A^-hÂA^ A^.+AA^^-AA.S,

AS, AS, ASa
AS, -AS, AS,

A2^ A 3 ^^ A2^
A2^: A2^ A2 S,

= A7

s. s, s, s,
s, s, s, s,
S^ Sg S^ Sg
s, s, s, s,
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Les transformations, on le voit, se compliquent de plus en plus. Il
nous semble inutile de les poursuivre au delà.

En se servant des autres expressions de R ^ , Ra, .. ., on obtient les
mêmes résultats, par des calculs analogues qui offrent moins de régu-
larité.

V.

41. Nous terminerons cette étude par le développement de quelques
exemples :

i° Soit
F [x] == x^ + px -4- q,

fx = 3^ 4-//.

Il s'ensuit

(i ou

De là

R. ==
3 o
o — ip

3 o p

? „,„. P^ -+- q „ xï + P _ q .
3

. -...—. - • " ^ i , —_—-- — —
P ÔX ?

3^ + p, — 2 . p x — 3 q , px1—3qx-J^-p\

3 p .
_ ^-6^-9y,x

o — 3q

Ra ==r. o — ïp — 3q =:.-: p^ ( — 6p ) + 3 q ( -— 9 q} d- p . 2p2 — - 4/^ — °-7 ^'•>-
p -3q p-

2° Soit
F (^r) == a^3 -4- âîi^2 -h a^x -4- as,

F'(.z) == 3a^ 2— aai^ -{-02;

d'où
,̂r + ̂ , ^2.^ "h- ^3 ^-^2 + ̂ i •̂  -+- < -̂> ^3

3 a a <Zi ,r "4- <^ 3 a ̂ r 4- 2 ai ^2

pais
3^^2 "l1- la^x -l- ^2,

aaai^2 "4- (2<^ — 20^2)^ + ̂ (^'» — Bâta»,

aas ̂ 2 -i- (ai û?2 -— 3 aa^ ) x -h" a^ — aoi ̂ 3,
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et par là

II. LEMONNÏEB.

Bi
3a 2^1

2a<2i ia\ — iaa's.
3 a 2^1

— CtCii — 2<2^î

.Z--4-

^+

3^ ^2
2aai ai ai — 3aa^

3 a ch
—aa^ —3aas,

— 20 ( 3 aa'î — a^ ) x — 0(9 aaa 4- a\ a'i ] ,

3 a 2 ai eh
B2 == 2<2<2i 2 ^ ^ — 2 0 ^ 2 ^i<^2—3^03

aa'2 a^t—3 aa^ a\ — 2 ^ 1 a3

3 a 2â;(

~a^i —laai
-2<2as —0(^2—3aa3

^2

— 3 aa^
—201^3

==0(18^01^2^3— 4aîa3 — 4^^ ^-ct\a} — 27a 2<2^).

Si l'on pose
F(^) === a^ + 3aia?2 -+- 3^2.^ -+-^3,

on a

3° Soit

ia 20,
aaai 3û'f—aa'i

^H
ûa

^4-

^t -4-

<2 ÛÎ2

o ^i a-t — ^03

^ ^2

^aûi 3aia2—aa^
26Ï 2^1

o d\— ^^2
' == 2a(«î — aaa)^ -+- a(^i<%2 — ^s),

^ 2âîi a-ï
— aa\ — 2 a^a — aa^^Ra

—20^2 — 3^^2 — aciz —2<%i^3
a 2^1 ^
o 2 a2 — laa-s. c^ai — 003
o Ot^—0^3 2 < : ^ — 2 ^ 1 / 2 3

==4a(aî —a^) (âi^ — dia,)—a[ct,az — aa,)2.

F (^) == a^4 4- a,^3 4- flr^2 -h a^x .4- ̂ ,
F7^) =: 4a^3 + 3ai^2 -h 2^^ -h «;, ;

d'où

4a^ ; i+3^l.r2-+-2a2^+^3,
3^a,^4- (3aî ~ 2a^)^2 + (20^— 3^3)^4-01^3—4^,,

^^a^3-^ (20,^- 3^3)^4- (2^ - 2a,a3 - 4^4)^ "4-^3 - 3^^,
^a3^3•+- (^a3—4^4)^+ (â^~- 3a»a<)^+0^—2^04 ,
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puis

R.==

=

IL ==

-==

",==

4<î
3^i

4^/
— <w,

4^
î.3^!

a aa^

4^
— <7 ,̂

— 2 <7^

4^
3w/(
'ïad.^

CICÏ^

4^
— w^

— 2<îc7^
— 3r/^

3^1 , 4^ a^.<.z'2 -+• "
3 a \ — 2 na.^ 3 <w, a /?, ̂  — 3 ^<T)

3^
— î> ̂

3^ 2^
3<7'f — a^ "2/7,^ — 3<7^

2 <'/, ̂  — 3

3<7

— a ̂ //-^ — 3 act,^
-a^,-

3<7,

3/7'f — 2(7

2^(^ — 3

<^—4^
3 ̂  2 ̂ 3 ^

— 2 ̂ <r^ — 3 aa.^ — 4 ̂
— /'̂  <?.̂

— 2 <^ ̂  — 4 aa^ — r/, ̂ ^ — 3 a, ̂

„ 4^ '2^,.ẑ  -+-
— ^<7^ — 3 an.^

cin^ 2 a'^ — 4 ̂ ^4 — à ̂ i ̂

l 2^ .

— 3 an^ — 4 aci^ — 2 <P( <7^

2^, ^

^3 2 ff, (1^ — 3 /7/7;(

/î^ 2 ̂  — 4 ̂ j •— ^ ̂ , ̂

^4 ^,--3^4

—— 3 W/3 —— 4 ̂  •— ^ ̂ i ̂ 3

.r-+-

.'r-t-

J; 4-

r^^ -.4^
^2^;î—— 3<7^

<7^ - 2^^

-3^

— 2^^

4^
.r4-

3 an^ a^ <

4/7 ^

— (7<7( — 4/^/74

t\.a ^{
3a/7^ in\—

laa^ la^fi.^—

^a 3<7( a^
— aa^ — 2 ac'^ — 4 fici^
— ina.^ — ^<7., -

^3

/3-- 4/w,

^

i
2 ̂ ^ a
- 3/ïa, ^

————3f/<7y ————— 3<^<7,

,

^1
^ — 4 an,

n^ — 3^^ <TJ

Si l^on prend
F (X] =-; ÛÎJI;4 + 4 a! •;;t3 •+t Ô^î^-1 -+- 4^3^ + ^4 »

il s'ensuit

03
— aai

^+3
a

- aa,
^^

" Cla^
x-\-

a
- aaiaa^ — ^^2

3a[a\ — aaa^-t-^a^iûfa — aa^ x + a[a\as— 0^4),

3^2

- 3 a^s
/4——8<^3

03

3 a, 03
^•-4-

.r-4-

« ^t <Ï3

o a\ — ^^2 ^t^3 — 004
o Oi as — aos 3 02^3 ~~ 3 ̂ t ̂

a ai as
— ctCt[ — aûfî — ât^

—3aâ?2 —Wia^—ctas —3aiû

a
- aûi •aa-t

—SaOs —^a^a-t—^^3 —^^4—QaiCis

a cii 3 a-
3 Cl\. Cly —— 3 <2<23aaio a,

o ^lOa—0^3 9<2 |—<^<24—80 ,03
^ <as[(â^ — aas) (9^j •— ^f^ — 801^3 ) — 3 (âi^ — acfs)3]^

-+• a[3 [a\ — aa-i} (^203 — û, ^4 ) — (^i ^2 — aas) («103 — a^ )],
^/î/z. de l'Éc. Normale. 2e Série, Tome VII. — JUÏ*N 18-8. 24



l86 H. LEMONNÏER.

a 3âi ïcii a.,
Ra —^< -— ^cicii — 3^(7;i — aa^
44 — 3/ï^ — 6 ai <2a — 3^3 — 8 a\ a^ — aa^ — 3 r ,̂

— 3 aa^ — 8 ai ^3 — Mi, — 6 ̂  ̂  •-— 3 a\ a^ — 3 a^ ^4

<7 3 <7i 3 a-.> f/s
o 3 [a\ — rtâ?..) 3 [(î\a-i — ^r/3 ) <7i n^ — ar^
o 3 [a\ €h—^^3] 9^^—Qc i ^as—^^- i 3(^^<7.-î—a\a,}

\ o * a^a^—aa^ S^as—^i^) 3 ( < 2 ^ — 0 2 ^ 4 ]

3 [a\ — ^(23 ) 3 (^i ̂ ï — ^Oa ) c^^a^ — cui^
:---: ^ 3 (^i r/2 — ^^3 ) 9 ci\ — 8 a, as — aa:, 3 (r/a ̂ 3 — ^i 0.1 )

^i Os — 6Ca4 3 ((Z,̂ ..i — ai <74 ) 3 [Cl\ — €t^4]

== [Qa{a^ — aa^} [a^ — c^a^} —• a[a^a'^ — aa^] (90^ — Qa^a'^ — aa.,}
4- 18 a (^i .̂î — acu ) (0.1 a y — cuiy, ) (a^ ci'i — /̂.i <:< i )
-L- 27^(<2^ — ûWs) (^2^ -- / ï i^)2 -— 27rf(û] — ^i<z.î) (^,^1 — ^a/'. ,j

Remarque. — Quand on pose

F (x} =:z: 9 [x, y} == A .r'" -4- m A, ̂ -'j" 4- 72?-'?^"-"i- Aa^"""2^'2 -h ... 'i • ji

^_ ÎZi-î!7—.-L. Am-^'y"2 4- 7nA/^.,.yy"-1 4'- A///^-'^

comme l'on a

mï7^) ̂ x^[x,y} 4-^^.(.y,y) et F(.r)=: ̂ ,(^, y),

j s'estimant é^al à l^unité, la recherche d'un plus grand conmiuu d i v i -
seur entre F(^) et V{x} revient à le chercher entre ç4.(o?, y] et ^.(x, j).

Quand on prend

? (^ J') ̂  a^3 -+"3^1 ̂ ^ 4- 3 a^y3 4- ^3^;î,
oïl a

^?/r(^ r) ::==: ̂ ^2+2â?,^4- a.y2 ,

, |9',(^, /) == ̂ ^3 4- 2^7 4- ̂  J-2,

(le là
-!l — 2^"^ "̂- ^.T ax + 2«i^r ^2
^, 2 aa ̂  4- a^y a, cï 4- 2 <^ "'" ^5
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ou bien
3 (na; — a \ ) oc -4- (ar/s — ai ̂  ) y,

(/ï<^ -- a^a^x +•2(^(^3 — a; ),
ce qui donne

— Hi == -2 (<m, — a'7 ) x -+• (^3 — cz, rt,),

2 (<Ma — ^ \ ) àc^ — ^, a-i
aa^ — cîia-js 2 (<7i c^ — a| )

= 4(<^ — ^f ) (r/:i^ —• a} ).— (rt^ — ci.a^Y.

On trouve ainsi les mêmes valeurs de R, et de Ra que ci-dessus, sauf
des facteurs numériques positifs et le facteur a. On peut donc, mémo
pour l ' app l ica t ion du théorème de Sturm, opérer ainsi, en prenant soin
d'avoir a positif.

Pareil lement, si l'on a

[x, y) rrr ax^ 4- l\a,^y --(- 6a^\rî-+- 4^^3 + <^7S

ce qui donne
'^'Â^T'} '•^ axî •+- ^^i^-2^ -l~ 3^2.r^"2+ <Ï37'\
iPy (^J") rr:: «i^-t- 3a2^27-4- S^^-h- a^\

il en résulte

3 ( aa, — a\ ) ̂ •"2 + 3 ( aos — ^i ̂ a ) ̂ y •4- ( a^i — «i ay )yî, "

3(<:^3— alf/a)^2 4- (Sai^— 90 j -h aa',}xy-\- 3[c^a,— ^303 )j^

^r/, ct^a'^x'1 -h 3(0,^.'. -— ât2^3)^y-r' 3(aa<7,<— ^^ )y2,

et de là

~ R , 3 ( aa^— a\ ) x2 -+" 3 ( acty, — ai ̂ 2)^-4- <'̂ ,̂ — (^1 <2;},

^(^^"^Ï) 3(a<:/3—^i<:'(!2) i J 3(ac^—a^) cia',—a^ay,
3{aa^—a^a.,} Qa^a^^a^^-aa'^ \3{aa^—a,a,) 3(«i^—^a;i

3 [aa-t— a^) 3{aa— a\a^ ac^— a^ci^

ï[aa^-a^h) 80^/3—9^^+0^4 3 (0104—^2^3 ) ;
aa,,—- <Tt^3 3(^i <?(— ai€(s) ÏÇaiCt^— a^

au facteur près a, les mêmes déterminants que ci-dessus se re t rouvent
ainsi.

24.
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On a par là une façon plus simple encore de procéder dans la re-
cherche des fondions de Sturm ou de fonctions équivalentes, pou rvu
qu'on ait soin d'avoir positif le premier terme de F(^). Dans le cas
contraire, il' n'y aurait du reste qu'à changer les signes des termes
dansF(^) ctF'(^), pour jo indre ces fonctions aux résultats obtenus,
ou à changer ceux des résultats obtenus.

4° Soit
F [ x ] == ̂ 4- A^ — X ' ' — x3 -+- x ' 1 — x 4-1 =•= © ( x^ y ),

De là
y'rf^ï ï } "̂  6^'''4- 5.r4— 4•r^•"-' 3.r24- 2 ^ — 1 ,
QÏ,. [x, y) == ^•5— î^ -~ 3.z'3 4- 4•%>2 •"" 5jc + (>,

d'où l'on tire
~ i^-4—I4^•3-^- 27^- 2 —32^4-37 ,
— 7^4+ 2^3— 9^-1- 8^ 4 - i 4 »

* , 3.r4-— ïx^— • ^•^^ô^— 3,

—•iG^-4- S^'^- 27^ 2 — 16^ — 7,
37^4- 28jr'3— 27^2-- \[\x 4- 7,

et de là
— R i . = - — i 7 ^ — ï4^34- 27 .t'2— 32^- •+• 37,

•^Ba == — 44•y? ~!~'I T4>^'''! —120'^' "̂  7 >
—-^R,-— 86^—i3Sx ~-3i,

de sorte qu'on a ainsi la suite de fonct ions

F (.r) = ̂  4- ^•5 — ̂  — ,r3 + ̂ 2 — x 4-1,
P(^) .~=î6^ & 4~5^ 1 —4^ 3 ~ 3^4- 2.^— ,i,

H| =-• i7^1 4- i4^3—- 27^4- 32^ — 87,
«jlL =:.̂  — 44•2;'a4- ï ï 4^ 2 — 120 x 4- 7,
^1^ == - 86^3 4~ 138^2 4- 31.

Au lieu de continuer par le calcul de déterminants du qua t r ième
ordre, opérons directement à partir de — 44t^3-+- ï i 4^ 1 2 — iwx 4- n
et -^Ô^-MSS^+SI.

Les fonctions intermédiaires qui s'ensuivent, divisées par 8.u et
2 .11, sont

— Q^x^- 46.r -"(- 4-7»
— Gî .r2 4- i88.r— 213,
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de sorte qu ' i l y a à considérer

—-86 .x3 4-138.^4- S i ,
—69.r24- ^&x 4- 4?'
— Qix2 4- i88.r — 2i3;

d'où
ï ^ = : i i ( 5 o 6 ^ — i 7 3 ) ,
R^r= — i i 2 . 2 . 4 . 7 1 7 .

5° Soit

F(^) =^= ^•7 4- 2.T" "- ^ & — 4^— 3.%"34- a^2-}- l\.x — a,
' P(.y) =--=/( .r) ==7^ 6 -^- I2^— 5^^— I6J7 3 —9^ 2 4-4r 4-4.

Les fonctions intermédiaires sont, avec/(<r),

î ix^ -"h '26.Z'-'* 4~ a •r1 — 20 ̂ 3 — 28.r2 — i6.r -h 22,
— 5.̂ ' 4- ^jt'5 4- 3 3.̂  4- ^4tel;:î — 31 ^•2 — 3o.r 4- ao,
— ïG^— 20 ̂ 5 4- ?4-r4"^" Ï8•^'3 "+" I6^'24-" 24 l r— ^y

— c}^'— 28^^— 3î^ -h- lô^3^ 83.r2 +• 26^ — 44*
4,y"-~ ïô.r'1—3o.^4- 24 ̂ 3 4- 20 ̂ •2 4- o ^ — l u ;

(1\)Ù
Ri -~ 2 ( 1 9 .̂ •& -1- 3 7 x ^ 4- 26 ̂ 73 — 44 •;t':'> — 80 ̂  4- 53 ),
M, "=r: 4.3 ( 28^ — 6.y3 — 4 T ̂  -l- 55.r — 21 ),
Ra= i6.9.(— 68 ̂ '3 4" 23^4-ï59.r — 91).

On voit dans R, le facteur ^s, premier avec le premier coefficient 7
de/*(<a?). Son carré est facteur dans Ra, puis, au lieu de sa troisième
puissance, c'est la quatr ième qui divise R-a. De même le facteur 3 de
Ra est au carré dansR^ .

En opérant la directement à partir de

• ' —R2::^ 28^— 6^— 4i^3-^ 55^ — si,4.3

Ra^:.- -— 68.x3 4- 23 x14- ï59.y — 91 •>
rë.9 3

on trouve les fonctions

3%2^•34- 763^4- ÏX9.X* — 4 4 1 »
2226^34- i ï9^ 2 — ![333x 4~ 2107,

- i274^ 2 — 44I<yî '+' ^^07^ — 8335
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K\ ::•:::= 2.29645 ( - -^ 2 — ^ 4 - ï ) == 2 . 7 2 . i i ^ Ô Ç — J c 2 — ^ -4" iL

On peu t diviser par 7 les fonctions considérées, ce qui donne

46.Z3 -+- log^-3 4- 17^— 63,
SïS.r3^- ï7.r2—619^ •4-Soi,

— iSa^3— 63^2-^ 3oi x •— 119;
i! en résulte

].{" r-r 2 .4.235 ( — X2 — X -+- I ) =-•-= 2 . 7 . 5 . î 1 2 ( — ^>J •— X 4- I ) ,

PUIS
— 68 a3 i59 » » — 91

46 109 i^ x 4- » » — 63 r== Owf 4- o.
3i8 17 —619 » » 3oi

D'après quoi , x^ + x — i est un plus grand commun diviseur de
F^etF^).

Si l'on pose là

9 [x, y} = x'1 -+- 2^y — ^y2 — 4^^>3 ~~ 3^^r1 4- 2.z'y 4" 4^ — ^v'S

on ;i
cp^. (^, j ) == 7 ̂  +- i a^-11 — 5 x1' •— 16^3 — 9^2 4" 4 •r •4- 4 »
ç^ (^, y) == ix'11 — ix^ — 12^ — ï2.%-3 4- lo^'2 4~ 24 x — ^î

d'où l'on déduit les polynômes

— i 9 . r 5 — 3 7 ^ 4 — 26.^4- 44^4- 8o^—53,
— 37^ ~ - io3.c '* — 44^ 4- 131 x^ -{- 95 x — 80 ,
~ 26^•& — 44-2-'4 "+- 65.c3 4- 16^2 — ï iGx -{- 5c) ;

de Ih
-R. 19^ — 37 x ' — iç>x3 + 44 •^" 4-8o^~53,.

s1-,- B, == 28 jf1 - 6^ — 4i .z-2 -h 55^ — AI,

. -—^ ̂  ̂ : 68^'3 — ^^.r2 —- ï5û.y 4- qi.9.96 •/ J

On voit que ce procédé abaisse l'ordre des déterminants d'une unité.
6° Soit

F(.r)=:3o^— î5x '3 4-3.r2— 5.r 4" x o ,
/(.r) ;= 12^ — ,4^2 4- x — 3,
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Les polynômes d'où se déduisent les fonctions R sont

I 2 X^ — 4 ̂ 2 -+- X — 3 ,

— I 20 J373 -4- 54 ̂ 2 — 45^ — 7 5 ,

3o^?5 — 4A>•r2 — 92•^' -4- 3i ,
— 90 x^ — 75^2 -h 3r .r 4- 5.

I l en résulte
K, -== i 2 . 7 . (%. r 2 — 5^ —- i5) ,
R,=- —ï^. '^^iS.r-l- 16),
R3== 7 2 . ^ 2 . 2 . ï 3 7 6 2 4 - 7 3 . r2.4.g83.

Il est à remarquer que le facteur 6 commun au premier coefficient
(le F(a?) et au premier de/(.r) se retrouve dans R , , IL, R.,. Le facteur 7,
apparu dans R,, étranger au premier coefficient de/(^), est porté tni
carré dans Ra et au cube dans Rg.

7° Soit
F [x} •== x^ ~- ^ — 2 ̂  -+- 3 x -4- a,
y(.r) == ^•< — 2.r — i.

Les polynômes à considérer pour la format ion des R sont

.r'' + ox'^ -i- o^2 — 2^ — i,
o^ -t- o^'1 -{- o^2 — 3^ — i,
o.^ -+- o.t-'1 — 2 .r2 — ^ -^- o,

— -ix^ — 2^3 — x 1 4" 4^ "̂" 0^
— .y1 — ^ •+- OX1 4- 2.r 4- i.

Il s 'ensuit
R i •::::-:;. o^ -(- o^t'2 — '2^* — î =:: — 2.r — i ,
Ra == o ̂ 2 4 - o .r 4- o == o,

Bs :== 8^ 4- 4 =-'-= 4 (2^ + r )»
- ' R,< ̂  i .

On voit que .Rf est du premier degré au lieu d'être du t ro is ième;
puis Ra est nul, Rg est bien du premier degré, c'est le p rodu i t de H (
par ~ 4; mais ce facteur ne se présente pas dans Rf

8° Soit
F(^) ̂  .^4- ̂  4- X^ 4- X^ — X — 2,

/^)^=^4-^3- l.
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Les polynômes à considérer é tan t

^ + ^3 -~ i , '
wv — tîC —r— i y
^ .4- ^ 4- y — i ^

- ,Z4 •+• 2,

-z3 -+- 3.r— i ,
. ̂  -4- ^i — ^s .4, 2^.2 — .̂ _j_ ^

on trouve
R. == + A 3 — ^2 -4- I ,

Ra === —• ^•3 4- ^2 — ^

Rg == — x2 -h ^ •+• r .

Ainsi Ri est là du troisième degré au lieu d^être du quatrième, et Ba
en est le produit par — \\

9° Soit
F {x} =:: x"' — ^ + ^•5.—- ^ — x\
f[x} == .Z'0 -h ̂  — X — 1.

Les polynômes intermédiaires sont, en y comprenant/^),

X^ -4- ^ — ^ — r,

^ ~ ^1 -^- î ,

.y6 4- i ̂  — .y3 — x — i,

.y5 "- ^ 4- ^113 -4- l,

— x^ -4- 2^* -4- ï ,

—^(i + 2^2-4- X^

— ^(î 4- ^t& — ^< + x^ 4- ^t2 ;

d'où résulte

io0 Soit

R( ̂  ^3 — x^ 4- i ,
Rs == o,
R3 =::;: — x3 -4- ^2 — l ,

R4 :::-;: —, 2^",

Rs == 6^*,

F(^) :-: .1̂  -+- ^(î — ^ — ^2 -— x — ï ,
J(^) =.-: x^ -+- ^5 — •^3 — ï.
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Les polynômes intermédiaires sont

et ton trouve

X" 4- x^ — X-' — î,
- ^3 — .r2 -{'• .r ~|-i,

- ̂  — ^s — x^ -+- .y2 4- ̂  4- î ,
- ^5 — ,r4 + ̂ 3 -1- 2^2 — i,

•a?4 -4- x^ -— x — ï ,
x^ -4- ̂  4- ̂  — ^2 — ^ + ï ,

B , = = — ^ 4 - ï ,
B, === o,
B, =r o,

K,===:^2 —. ï,
R, ̂  o.

D'après le dernier résultat, le polynôme a?2 — r est là le plus grand
commun diviseur de F(«r) et de/(^).

Ces exemples, par leur variété, répondent suffisamment, je l'espère,
aux faits démontrés jusqu^ici .

TROISIÈME PARTIE.

ï.
La résolution de deux équations entières en x etj^ <I) (^ , j )=z=o,

^ ( x , j) === o, se présente sous un jour nouveau, quand on y app l ique
les considérations et les procédés de calcul que nous avons exposés.

Nous n'avons pas à par ler du cas ou un diviseur, fonction de x ou
dey, seul apparl iendraît à l 'un des polynômes <î)(x,y), ( f { x , y ) , ou à
tous les deux. Ainsi nous supposerons qu'aucun des deux polynômes
n'admet un pareil diviseur.

Si on les ordonne parrapport à oc, ils constitueront deux fonctions
entières de oc-, de degrés m et n (m^/z), F(a?),/"(a?). Les coefficients,

Ânn. de l'Éc. Normeile. ̂  Scric. Tome VÏI. — Jun 1878. ^5
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pour toute valeur de module f ini , déterminée, attribuée à y, auront
des valeurs analogues.

Résoudre le système des deux équations, c'est trouver toute valeur
dey, telle que pour cette valeur les deux polynômes F^),/^) s'an-
n u l e n t à la fois par une ou plusieurs déterminations correspondantes
de x, admet tent donc/? racines communes (p?n), finies, déterminées.
Ainsi posée, la question est tout entière dans le calcul des polynômes
R^ Ra, ..., oa des polynômes Jî^ IL? * • • » précédemment définis. Ces
polynômes seront des fonctions entières de x, de degrés décroissants,
ayant pour coefficients des fonctions entières de y.

Il a été reconnu qu'un facteur commun au premier coefficient de
F(^) et au premier àef{œ) se reproduit dans tous les polynômes R. Si
ces premiers coefficients, comme fonctions de y, ne sont pas premiers
entre eux, la fonction dey, qui en sera le plus grand commun diviseur,
se retrouvera donc dans chacun des polynômes R. Il convient, dans
notre exposition, de distinguer ce cas du cas général. Nous entendrons
qu'il soit d'abord écarté, sauf à y revenir.

Par le calcul des polynômes R^ jRa, . . . , on aboutira à un résultat
indépendant de oc, constant ou fonction dey, ou bien à un polynôme
ayant ses coefficients tous nuls, et de telle sorte qu'il en soit de même
des polynômes suivants; ce qui aura lieu, si le polynôme précédent est
en a? du degré correspondant à son indice.

Dans le premier cas, le résultat final R^ sera le résultant di t de
Sylvester ou de Cauchy.

Si l'on attribue à y une valeur qui l 'annule, il y aura p valeurs de x
correspondantes, une au moins, qui seront racines communes des
polynômes F(^),/'(.r).

En effet, on sait que, les racines de F [x) étant x^ x^ . . . x^ celles
de f{x} étante, ̂ , . . . , ̂ , si l'on pose y==F(^) F ( x ^ ) ... P(^) et
A ^f{x^)f[x^ .. ./(^), on a la double relation

0^9 ==An^(—l)w/^==±:Rn.

D'après quoi, si R,, s'annule, les produits a^y, A!1^ s'annulent à la
fois. Mais, lorsque, comme dans l'hypothèse faite, les coefficients a et A
n'ont en y aucun diviseur commun, ce sont y et^ qui s'annulent; donc
alors toute valeur de y, qui annule R^, est telle qu'il y correspond an
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moins une valeur de a?, formant avec elle une solution commune aux
équations <I>(^,j-) === o, <p(.r,j) = o.

Ainsi, quand le premier coefficient de F(A') et le premier de f(oc)
sont premiers entre eux, les valeurs dey, qui entrent dans les solutions
communes aux deux équations proposées, ne peuvent provenir que de
l 'équat ion R^ == o, et à toute racine de R^ == o il correspond au moins
une so lu t ion .

Or, lorsque les équations F(.z?) = o,/(^) == o, les coefficients ayant
des valeurs déterminées, ontp racines communes, i l est établi que ces
racines sont données par R^,==o, et qu'elles annu len t tous les R
d'indices inférieurs a n — p , tandis que lesR d'indices supérieurs sont
nuls ident iquement .

En conséquence, s iy===j i est une racine de l 'équation R ^ = = o et
qu'il y corresponde p racines communes de F(.r) et de/(.r), la substi-
tution dej==j^ dans R/z-.i, B^-s- • • • » IV-^M donnera des résultats
nuls; mais, par la substitution dansR,^, on aura un po lynôme entier
en oc du degré p qui, égalé a zéro, donnera lesp racines.

Donc, si l'on substi tue y< dans R,^,, R/^, . . . , le premier de ces
polynômes qui ne s'annulera pas sera d 'un degré correspondant à son
indice, par rapport à x. En l 'égalant à zéro, il donnera les valeurs de x
correspondant àj^, en nombre égal à la (lifïereilee entre n et son indice.

Quand il n'y aura qu'une valeur de oc pourj;==y,,, c'est par B,̂  = o
qu'elle sera donnée* C'est là le cas général.

Mais, lorsque plusieurs valeurs de x, en nombre p, répondent à une
même racine y< de R^, les coefficients de B^-|, R^-^ - • - ? R^-n-n? s'an-
nulant pour cette racine, ne sont pas premiers entre eux.

Or, quand les coefficients de R/^^+i ont un diviseur commun ^(.y),
qui^soit premier avec le premier coeff icient de R,,^, le polynôme sui-
vant ï\n-p^ es^ divisible par ^(j), le polynôme R^+.3 l'est par 4^(7),
et ainsi de suite.

C'est pourquoi , si l'on considère les polynômes R ( , Ra, ... dans
l'ordre où on les calcule, une valeur y^ de y, à laquelle répondent?
valeurs de a?, s'accusera par le fait même que y — y ^ divise le poly-
nôme R^-^i, sans diviser le premier coefficient de R,^. Les polynômes
suivants R^/,^<>, ... seront respectivement divisibles par ( j — r i ) 2 ,
(y-j.)3—- '

25.
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Lorsque le polynôme R,^M présentera un diviseur ^(y) qui fi011

premier avec le premier coefficient du polynôme R/^, ce qui suppose
ce premier coefficient différent de zéro, chaque racine de 4- (y) = °»
substituée dans R^p, conduira par l'équation R/^ == o àjo valeurs de x
correspondantes. On aura par là le système ^{y} ==• o, R^^== o. Les
polynômes R/^-n» R^-p-^ • - • devront ensuite être simplifiés, en les

.divisant successivement par ^(y), ^(y)» ^(y)» • • • *
Si un diviseur 7-~ji de R^-^i appart ient au premier coefficient

de R^^, cette circonstance sera, poury==j^ , celle où, dans la suite des
polynômes R, le degré s'abaisse de plus d 'une unité. Alors, quand
Rn-p+i est le premier polynôme qui s'annule pour y = = = y ^ , et que le
degré en oc du polynôme R/^ devient p — y pour cette valeur de y, le
polynôme R^+y ne s'annulera plus pour y =y^. Jusque-là, il n'y aura
donc pas à tenir compte de cette valeur dey.

Si un diviseur ^(y) de R^-^-i, sans diviser le premier coefficient
deR/^, n'est pas premier avec lui, on devra chercher leur plus grand
commun diviseur c^, et le changer en ^i(y). Ce qui précède s'appli-
quera au facteur 4^(,y)? Ramier avec le premier coefficient de ^R^;. ,11
n'y aura pas à s'occuper de à, à moins qu'on ne veuille reconnaître ce
qui correspond à ses différentes racines dans la suite des polynômes R.

D'après cela, si l'on désigne par p , p ' , p ' ^ . . . r en ordre décroissant,
les nombres de valeurs de oc qui correspondent à des valeurs dey, le

-polynôme R^p-n est le premier polynôme qui présente un diviseur
y — j < n'appartenant pas au premier coefficient du polynôme précé-
dent R^-/7, ou plus généralement un diviseur ^(j) premier avec le
premier coefficient de R^, ou, à défaut d'être tel, qui soit le produit
de leur plus grand commun diviseur ^ et de ^ (y). Alors poury==y^,
ou pour chaque racine, soit de ^(j), soit de ^i(j), il y a p valeurs
de x correspondantes données par R^==o; puis les polynômes sui-
vants devront être simplifiés en les divisant par le carré, le cube, etc.,
de (y-~y<)» ol] de +(j)» o" de ^(y); ensuite le polynôme R^/^,,
ou plutôt le polynôme obtenu à sa place, se prêtera, avec le polynôme
précédent elles suivants, à des considérations et procédés analogues,
et ainsi de suite.

Si, avant d'atteindre le polynôme R^, on tombe sur un polynôme
Rp+i qui soit nul identiquement, sans que le polynôme précédent R,,
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soit d'un degré inférieur à celui que donne son rang, au degré n — p , les
polynômes suivants sont tous nuls également, quelque valeur qu'on
attribue à y. Alors le polynôme R/, est, comme fonction de œ, le plus
grand commun diviseur de F(a?) et de/(^).

Mais, si l'on appelle D ce plus grand commun diviseur sous une forme
où ses coefficients n'admettent aucun diviseur commun en y, et que
F^)' /i(^) soient les quotients de ï[x} et de fÇcc) par D, il est à
observer que D divisera, outre F(<r) et/^), tous les polynômes qui
suivent jusqu 'à R/, inclusivement. Or, si l'on attribue à y une valeur
telle qu'il y ait une ou plusieurs valeurs correspondantes de œ satisfai-
sant avec elle à F,(;») = o, j\ {oc] == o, cette valeur de y , en général,
n'annulera D qu'avec d'autres valeurs de x\ par conséquent toute solu-
tion commune à F^o?) = o, /i(^) == o annulera les quotients de R { ,
Ra» • • • » R / ;pa rD. Donc, le quot ient de R^ par D, quot ient indépendant
de^, Y, aura pour racines les valeurs dey qui figurent dans les solu-
tions du système T,[x) == o,/(a?) = o. D'après quoi, les coefficients
de R^, ayant Y pour leur plus grand commun diviseur, de sorte que D
soit le quotient de ï\p par Y, l ' équat ion Y === o comportera toutes les
valeurs de y qui font partie des solutions de ce système F, {oc) = o,
/, {x} = o. "

Réciproquement, toute valeur dey qu i annu le ra Y donnera, par le
premier des polynômes précédents, après leur division par D, qui ne
s'annulera pas, quand on y substituera cette valeur de y, une ou plu-
sieurs valeurs de oc qu i , avec elle, consti tueront des solutions com-
munes aux équations <I>(^, y) === o, (f[oo,y] ==o, en général étrangères
à D, par conséquent communes aux équations F,(^) == o,/,(<r) = o.

Donc l 'équation Y== o sera l'équation finale due à ré i iminat ion de
oc entre <I>(^,y) ==: o, y(^, y) == o. Et^ si l'on substitue dans les poly-
nômes qui précèdent R^ après les avoir diviséspar D, une racine de
l'équation D === o, les valeurs dex correspondantes relatives à F, (a?) == o
et/i (^) == o seront données par le premier des quotients, pris en re-
montant, qui ne s'annulera pas,

D'ailleurs, ce qui a été dit plus haut à l'égard de R^ et des poly-
nômes qui le précèdent est ici applicable à Y et aux quotients obtenus.
Notamment les racines de Y auxquelles répondent plusieurs valeurs
de «y, s'il y en a, pourront se découvrir en procédant au rebours de
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proche en proche; et il y aura lieu, s'il s'en trouve, de faire des simpli-
fications correspondantes dans la suite des quotients.

Lorsqu'une valeur^de y égale à y, annu l e le premier coefficient de
F(^) et le premier de/*^) sans annuler les suivants à la fois, le fac-
teur j—j, appar t ien tà tous les po lynômesB; ou p lu tô t , si ^(y) est un
facteur commun au premier coefficient de F(a?) et au premier de f(x)
et qu'il n'ait pas de diviseur commun avec les deux suivants, ce fac-
teur divise tous les polynômes IL Un diviseur commun aux deux pre-
miers coefficients de F(^) et aux deux premiers de f[oo} est au carré
dans les polynômes R à partir de Ra. En général, quand les h premiers
coefficients deF(;r) et les h premiers dey(.z?) ont un diviseur commun,
la puissance h de ce diviseur appartient à B/c, R^_,, . . . , pourvu qu'on
ait ^k^> h— [m — ^), et de moindres puissances divisent les R précé-
dents. Cela est établi au n° 33.

Il conviendra de supprimer les diviseurs de ce geni^e, puisque les
polynômes R se s impl i f i en t par la suppression. Pour une valeur d e y
annulan t ur» pareil diviseur, les polynômes F(.r),/(;r) perdant chacun
un ou plusieurs premiers termes, il y aura bien des valeurs de x cor-
respondantes infinies. C'est un genre de solutions dont nous ne nous
sommes pas occupés. Si les équations proposées comportent une ou
plusieurs solutions composéesd'une pareille valeur dey et de valeurs
finies de x^ ces solutions se présenteront d'elîep-mêmes, après la sim-,
plification régulière dont il s'agit, comme on le verra p lus loin par un
exemple.

Ces considérations nous permettent de formuler la règle suivante
pour la résolution de deux équations ^(^y) == o, y(^,y) = o.

Les premiers membres des deux équations ayant été débarrassés, s'il
y a lieu, de tout facteur fonction de y seul ou de x seul, on les ordon-
nera soit par rapporta x, soit par r a p p o r t a y . Supposons-les ordonnés
par rappor t à oc.

On calculera les polynômes R,, R^, . . , , jusqu'à un polynôme R,, in-
dépendant de x, ou bien jusqu'à un polynôme R^, qui soit identique-
ment n u l , alors que le précédent se trouve du degré n — p .

Si le premier coefficient de F(rc?) et le premier de/(a?) ne sont pas
premiers entre eux, à les considérer comme fonction de y, leur plus
grand commun diviseur divisera tous les polynômes obtenus. Un divi"
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seur commun aux deux premiers coefficients deF(.x?) et aux deux pre-
miers de/(^) sera au carré dans Ra el les polynômes suivants. Un divi-
seur commun aux h premiers coefficients de ¥{sc) et aux h premiers de
/(^) sera a la puissance h dans R/( et les polynômes suivants, pourvu
qu'on ait 2/0 > h — [m — n), et à de moindres puissances dans les R
précédents. On supprimera ces diviseurs aux puissances dont il s'agit
ainsi, sauf à tenir compte, suivant les circonstances, des valeurs de x
infinies qui, avec les valeurs de y en provenant, constitueront des so-
lu t ions communes aux équations proposées.

Si l'on va jusqu'à R^, lorsque tous les coefficients d'une fonction
précédente R^p-n s 'annuleront pour une valeur j, de y sans que le
premier coefficient de R^p s'annule, il suffira de substituer cette va-
leur dey dans R/^ pour avoir, par R/^ •= o, p valeurs de se correspon-
dantes. Le facteur y — y ^ se reproduira alors au delà à des puissances
de plus en plus élevées, et il conviendra de le supprimer à ces puis-
sances. S'il arrive que plusieurs facteurs tels que y — y ^ répondent à
un même nombre de valeurs de oc, il n'y aura pas lieu en général de
les séparer, cela s'appliquera à leur produi t ^Cy).

On cherchera donc si les polynômes R à partir d e R ^ ont ainsi des
diviseurs; à mesure qu'on en trouvera, on fera les simplifications dont
on vient de parler, en dé te rminan t les solutions correspondantes, au
moins en établissant les systèmes correspondants d'équations.

On aboutira par là à avoir, au lieu de R^, soit une constante, soit un
polynôme. Dans le dernier cas, chaque racine du polynôme donnera,
en général, par le polynôme qui remplacera R^o une valeur de oc cor-
respondante, accidentellement si R/;-., fait défaut , plusieurs valeurs
de oc par le premier polynôme précédent qui ne manquera pas.

Si, au lieu d'aller jusqu'à R^, on est arrêté à un polynôme R^, on
cherchera le plus grand commun diviseur Y de ses coefficients, et Fou
divisera par Y le polynôme Rp. Le quotient D sera, avec des coefficients
premiers entre eux, le plus grand commun diviseur de ^{oc, y } et
y(^,j). On divisera par D ces deux polynômes <î>(.r,j), y (^, y), ainsi
que les polynômes R^ Ra, • . . . Les quotients $1 {oc, j), (pi [ s c ^ y ) , puis
r\, 7*2,. . . y 7^1 et Y seroBt dans les mêmes conditions que les polynômes
î», <p, R,, Ra, ... au cas précédent. On les traitera de la même ma-
nière.
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II .

L'évaluation du de^ré max imum de y dans chacun des coefficients
C/ v

des polynômes R^ R^» • • • n'est pas sans intérêt.
Dans R^ le coefficient de œn^t est un déterminant dont les termes

effectifs sont des produits d'éléments pris dans ses différentes lignes et
colonnes. Dist inguons les lignes où figurent des coefficients def{x] et
celles où se trouvent des coefficients de F (a?), et concevons un terme
dans te développement du déterminant .

•Ce terme contiendra un facteur provenant de la ligne où a est le pre-
mier coefficient à gauche : soit a, son rang dans celte l igne; il contien-
dra un fadeur appartenant à la ligne où a est au second rang : soit a,»
son rang dans cette l igne, et ainsi de suite. Soit de même ^, le rang de
l 'élément qui appar t ient à la ligne des coefficients de F(^) où A est au
premier rang à gauche; soit |3^ le rang d'un élément appa r t enan t à une
ligne où A est au second rang, etc.

Si m et n sont les degrés de <î>(,r, y), ç(<r, y ) aussi bien par rapport
à x ety que par rapport à x en part icul ier , le degré de a, ou A, sera ("au
maximum. Alors le degré d'un élément de rang a, sera a, — i, de
rang o^ sera 0:2— a, ... ; celui d'un élément de rang ̂  sera ^ — i; ou
bien les degrés seront moindres.

Le degré maximum de chaque terme dans le premier coefficient de
R< sera, en conséquence,

[a,— i ) 4- ( a a — 2 ) -4- . . . - + - [ a/^+1 — [m — n -+- l ) ] + pi — ï ;

mais, en observant que les nombres 0 , 5 / 7 2 , . . . , a .̂̂  et ̂  comprennent
tous les nombres depuis î lusqu'à m — n 4- 2 inclusivement, on voit

- " •*».|6|. ^ A , ^ i . »

que ce,degfïfei|st , ••
(m — îz •~i- 3 ) [m — n -h- a) [m — n -}- a) fm — n -i- i ',,-,—————————————— — .———————————„———^ — ^ ̂  ̂  — ^ ̂  ^

'2 2

Tel est ainsi, au maximum, le degré par rapport à y du premier
terme de R,. Pour le second, le degré augmente, en général, d'une
unité par F é lémentqu i provient de la dernière colonne. Le degré du
second terme sera donc, en général, m—n+si: celui du troisième
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sera m~n+3, et ainsi de suite; celui du dernier s'élèvera jusqu'à m
en général.

De même, en employant pour Ra des notations analogues, on a,
pour évaluation maximum du degré de son premier terme par rapport
à J,

(a, — i) -h ((X2 — û) + ... -{- [a/^4-2 — (m — 7î 4- a)] -h (p, — i) -l- ((32 — 2s)

[m—n-{-5)[m—n^-^) (m— ̂  4- 3) (m —n + 2) o , , ,== _____—————————————————_ — \————————————_v———————————i __ ^ ̂  ̂ /^ ___. ̂ \ _^ ̂
2 2 ' '

D'un terme au suivant, le degré augmentera aussi dans Ra d'une
'unité, au moins en général, de sorte que le degré du dernier terme
sera au maximum

2 (m — n} + a2 -h n —2 = aw — n -+- 2.

Dans Bg, le degré du premier terme pourra monter à

3 [m —" n) -4- 3%

et celui du dernier à
3m — in -4- 6.

En général, pour Rp, le degré du premier terme est

p{m—n}^p\
celui du. dernier

pm — (p — r) ̂  -1- p(p ~ i) == pm — (p — î ) [n — p) ;

de sorte que, si w—/z-= i, c'est, au premier terme,

/?(/>4~i),

et, au dernier,
m-^(p— ï) (p-l-i).

Au cas de 7/=n, le dernier résultat, indépendant de œ, est ainsi du
degré mn au plus.

Lorsque <I>(^,j), <p (^,y) sont de degrés M===w-l-y, N=^4-^,
leurs degrés en *r étant m et 72, les coefficients A^ seront au plus de
degré 'q + i, et les coeftîcients a^ de degré q ' -^' i. Il y aura donc à aug-
menter de q' chacun de»s nombres a^, ^2, ..., a^, et de q chacun des
nombres ?,» §^ • • • y ̂ ' Les résultats qui s'ensuivent sont faciles à

Ann. de l'Éc. Normale. 2e Série. Tome VII. — JUIN 1878. 'î^
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obtenir; ils n'ont une forme remarquable que pour B^ dont le degré
maximum est alors

mn + me/ + nq == (M - q] (N - q'} + (M - q) q1 + (N - ?') ç === MN - q g ' .

Ce mode d'évaluation du degré se trouve, pour ce qui regarde le ré-
résultant de Sylvester ou de Cauchy, c'est-à-dire R,^ dans le Traité
d'Algèbre de M. Briot, qui l'y attribue à M. Bouquet-

Avant de présenter quelques applications, je terminerai cet exposé
par un rapprochement entre la méthode de résolution qui vient d'être
tracée et celle qui est due à M. Labatie. J 'emprunte les notations, à
des parenthèses près, au Traité d'Algèbre de MM. Mayer et Choquet

III.

Les deux polynômes qu'on ordonne par rapport à x étant A et B,
si c, c^ , c^ ... sont les multiplicateurs consécutivement employés pour
avoir des restes entiers qu'on désigne par (B)r, ( R ^ ) ^ , ( R a ) ^ ? " • • ;
r, r^ /a, ... y étant les diviseurs fonctions dey, les relations qu'im-
pliquent les divisions successives sont

c A = = B ç + ( R ) r ,
c , B = : ( R ) î , + ( K i ) r , ,

^ ( R ) = = ( R . ) ^ + (B^,
c'3(RJ==(R^34-(R3)r , ,

Si dest le plus grand commun diviseur de c et de r, d^ celui de cc-
u

e t d e r i , d^ celui de c^1 et de r^ etc., les systèmes par lesquels se
remplace le système proposé sont, dans le procédé de M. Labatie,

[^=o, B=o], [^=o, (R)=o], [^=o, (R,)=o], ....

Cela rappelé, supposons d'abord que les polynômes désignés dans
notre travail par E.^ Ra,^, .., n'aient pas de diviseur en y. Les rela-
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lions qui les concernent sont
ao3

^-«+i y ̂  ==y(^) Q -i- R, ( — i ) ^

^/(.r) == RiQ, - R,<2'"-"+' ( - i) ~
a ^ R i ^ R ^ Q a - û r î B a ,
^R^RsQs-^,

Or, si les quantités c,r se multiplient ou se divisent par un même
'facteur ou diviseur, le quotient -Ç ne change pas, ni le quotient<- Si

l'on multiplie ou si Fon divise c\ et r^ il en est de même de c<— et

de — 9 etc. On peut donc adopter les relations précédentes pour l 'appli-
cation de la méthode de M. Lahatie.

Le premier reste ne présentant pas de facteur en y , on a r=== ï ,
d •== ï ; donc le premier système n^existe pas.

Pour le second reste, on a r< '==±am'~~n+t ; d'ailleurs <- ̂ a^1^, d'où
<:tc>l __/yTO—/2"H^Î2 n^y*cmtp /7 __ ^W--/H-1 €c{ _ _ ^ 2 nf r' __ .̂ y
•--J" ——— Ci a- i 9 ?"* ^Ui L^ tîl ———— <A 9 ———y- ——— Q^ ^ (j^ -y ^3 ^ J[ ^

Le second système n'existe pas davantage, et ainsi de suite. Dans le
cas supposé, il n'y a donc aucun système auxil iaire; aussi notre méthode
n'en donne-t-elle aucun. <

Supposons, en second lieu, que, Ri Payant "pas de diviseur en y, on
trouve Ra^P^r^, et que r^ soit premier avec a^

On a alors
(R,)r ,=±am•^ l•R^r„

de sorte qu'il vient

(R,)=:R^ et r,•=±am•'-wr!^

On a d'ailleurs
—=: a'"--"-1-1^, d'où rfi = a^"-̂

puisque a^ est premier avecr^.
26.
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Donc on a
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^-=^ et f-=±r„
ddi cii

c'est-à-dire que le système

[^=o, (R)=o]

n'est autre que
/s ==o. Ri == o.

Sans pousser plus loin cette comparaison^ on voit assez comment les
restes consécutifs, alors même qu'il n'y correspond aucun système
auxiliaire, sont, par l'effet seul des multiplicateurs qui in terviennent
dans les divisions successives, quelque soin qu'on mette à les prendre
le plus simples possible, compliqués de facteurs. Nos polynômes, au
contraire, ne présentent pas de facteur sans un pareil système, si le
facteur est premier avec le premier coefficient du polynôme précédent.

L'application à quelques exemples nous paraît un complément in-
dispensable. Rien n'est plus propre à faire ressortir les avantages de
notre pratique. Si des calculs deviennent encore compliqués, il n'y
aura pas lieu de s'en étonner: c'est dans l'essence même de la question.

IV.
%

Applications.

î° (Mayer et Choque t ) :

<3> (.y, y) == x3 -4- 3y^2 -i- ( 3y2 — y -+-1 ] x 4- y^ — y2 +aj* == o,

(p(^,y) === ̂ 2 + ̂ fX -4-y2—y==o.

Les polynômes à considérer pour la formation des R sont

sc1 •+• 2y"^-+-Jt:^—y,

^y^ -4- [^y^ — i ) x -{- ïy3 — ay2 — 2j',

y — y) x2 4- ( 2j'3 — 2j'2 — 2 71) x:"^ y^ — ay3 — sxy2 —r.
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II s'ensuit

B, ==: — X — 2y,

i 2 y y2 — y

Rs == 2 y 4y2 — I ^y3 — ^-y2 — ^y
ly'i ,__ y ^ rt/«3 _^ ^ (y»2 ___ ry y» <y< —— <^ (y3 ——, ^ y2 .—— (Y,-»

'\ '

—~ — (y4 — ay3 — ay2 — j') -h ïy^y^ — ay2 — 2y) 4- (y3 — y) (— 3y2 — y)

^—r'+j'- • .

L'équation finale est ainsi
y(y_-. i )^o;

d^où
y== o avec x -+• 2y== o,

et
y—. ï ==: o avec .r+2y==o;

ce qui donne les deux solutions

y == o, .y == o et y == i, ^ == —• 2.

2° (/rf.) :

F(.r) == .y3 + ̂ yx2 -h ̂ y(y — ^)^ "-^-y2 ~- 4:::= 0»
f[x} = ̂  -l- ay^? 4- 9.yî •— 5y -h 2 == o,

De la d'abord
^i -4-. ay^? + ̂ -y2 — 5y 4- ^,
^y^2 4» (4y2 -^.y -1- %) ̂  + 4y^ — l iy2 + 4y 4- 4»

(ay2,-- 5y4-2)^;l -t- ( 4y3 — T ry2 4- 4y4- 4)^ + 4y2(r — 2) (y-"-" 3 !5

d'où
R^ :== (_^ 4- 2)^ -y. ̂  4 =: (- y 4- a) (.r 4- y 4" 2),

R, == 4r(r- 2) (y-3) (-y^- ̂  - (4y3 - "y2 "<- 4y ̂  4)
(_ ̂  + 4 ) + (a js — 5y 4" s) ( y. — 2) (— 9y "+- '2)

. ̂  _4^(^_ a)2 (y— 3) 4- ( y— 2)-(4y4— 21^4- Say2— !6y4-- la),

^ ^~4^(y-2)2(y--3)+(y-2)2(4y3- . ï3y24-Sy-6)

^(^_^2(_^ 4.5^^6). . • , • • ! ,
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On a deux solutions pa r l e système

Y — i == o, .r2 -4- ^yx + 2^ — 5 y -4" i == o
ou

J'==2, ^2+4-î;'=:::::o»

qui consistent donc en
j-===2, ^==0 et ^==2, .r=:—4-

On en a deux autres par
^—5y^Q=:o, sc-^-y + 2=0;

d'où
^==3, ^==—-5 ; et y ==2, ^==—4-

3° (7^.) :
#

(I>( ,̂ 7) = jK3 — 3^2 -4- 3^2 + 3y2^ -- 67^ — .c — y3 -4- 3J2 4- y — 3,
(p(,r, y) =^ 4- 37'^2— 3^2 + 3y2^— 67^—^-4-^ —j+ 3.

Comme on en tire immédiatement
T[<E(^7 )— 9(^,j-)]==: —3J^ 2 4-3^ 2 —J• 3 +37 2 +r—3,

nous poserons

F(^)=^^3~3(J '—I)^+(3^2—6^—I)^~^4-3y2+y— 3,
f[x} --= - 3(y- i)^ _„ ̂  ̂ . 3^,2 _^.^__ 3^

Les fonctions à considérer sont

— 3(7 '—I)^2—73+3y24-y— 3,
(r'-^r+^y)^,

(^-^+3^2+^-3)^4-(3y2-~67-I)(-^4-372+7-3);
d^ù

B•^—3(r- I)(r3-3J>24-2y)^==-3(^-ï)y(J'-2)^
R,=:~(3j^6y-i)(-j3^3^^^_3^^._^^^_^^

~ (-r'+^r-î-r-^j^r'-sr^^r)
==8y2(y-~.I)3(y-2)2(^•4-I)(J'- 3) .

Le facteurj- 1 est au carré dans R, ; il appartient, en effet, à f(x}
sans appartenir au premier coefficient de F(^).
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II répond a j= i par F{x) == o trois valeurs de x qui sont, x =o
et ^ === ± 2.

En supprimant ce facteur et ses puissances dansy(oî), R, et Ka, on
obtient

f,[x} == — 3^—^+ a y +3^

r, == — 3 y ( 7 — 2).z-,
,,=== Sy^y-^^r-M)^--^).

Par le facteur y et le fadeur y — a de r,, on a les systèmes

(y=o, — S^2-^ 3 == o), (y ==2, — 3^+3 ==:o);
d'où

y =r o, ^ == T et y == o, ^ === — r,

puis
y=:2, .r==:i 'ci j'==?., ^ = z — i .

Il s'ensuit
r\^^x, ^= (y+ î ) ( y -3 ) ;

d'où les solutions
r'- • î , ^ =: o et y ="=: 3, ^ =r o,

En écartant d'abord de/(.x*) le facteur y — r , conformément à la
recommandation faite, on eût eu

— 3 x'1 — y 1 -T" r>. ̂  -+•- 3,

(r2— ajr).^
(^-.j<2^, ̂ ^3^2^ (3^2__ 6y__. i ) (__^2+2^ ,̂  3 ) ^

et de là

R, ==: — 3 y (y— a)jr,
^ 3 .y2..,4, ^y + 3

R, =: 1 - o y2— a y o

- 72 + 2j- -h 3 o ( 3y2 — 67 — i ) (—j-M- %j + 'î )
-- 3 o — j-2 -{"- 2 j' -4- 3

^4- 2^*-h 3) o j-2—. -2y o

î o 3j2-— 6r — î
^ ^.3 --^^5^ ̂ ,3

•y2^^^^ S)^—2 /")
- î 3^~67-t

=-8^(y- ^(j^i)(;r-3).
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4° (M):
<Ï)(.r), j'= ( y — a)^2—- 2 .y -4- 5 y -— ^ == o,

, 1 y(^) ,y==:(7^ 2—5^-^47==o.

Les degrés en a? étant les mêmes, les polynômes intermédiaires sont

.(— 3y+ io)^—y 2 — 6jv

(—r 2 — 6 ^ ' )^ -^ 1 ?^— 1 0 ?
d'où

JR, === (—3y-|-10)^—y13 — ôy,

__ --Sj-hro —^-6y
A ^ - _ ^ _ g ^ ^y-^io ==~^4~" I2r3~-87y2+2ooy~ioo.

Le système proposé est ainsi changé en

5°:

j^-+- i2j34,8772— 2007-+- ïoo ==o,
(Sj*— lû)^ -<-y2^..g^,^^ ^^

'F (^) == x^ -+- ̂ 2J2 + y ==o,
f[x}=x^y^=Q.

Les polynômes à considérer sont

d^où

De là

puis

x^y-\

-^^—y^x —y\

-j'^—y^—jS
-— J3^3 -- ̂  x2-^ y2 x',

^'^r^^-^r-r2).
Ba == QX + 0.

Y ==y2, D = ~ ^2 _ ^y _ y^

-^==r,(^)^-~^+^y-^^
/^)^M=—+^

• r,==Y=r2. " ' ' i i i 1 •
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Un en tire,, comme solut ion double,

y-=i o, .y==o.
6°

F(j'J ̂ ^- 2^4- (2^-î)j^. ̂  ̂ +^)^_ ̂ ^ ̂

/(r) = - 73 + [^ 4- .r) jr- - (^ 4- .r2) ̂  4- ̂  == o.

Les polynômes préliminaires sont
- Y3 4- (^ + .̂ ) ̂ ,2 _„. ,̂3 ̂  ^^2 ̂ ^, ̂  ̂

(^+ ̂ )^ + ;_ 3^+ ̂ -~ i),̂  + (3.^+ ̂ + ̂ j. - ̂ _ .̂ ^
(^^ ̂  ̂ )^.+. (3 .̂.,i,̂ .,̂  ̂ ,̂ _ ̂  3^_ ̂ -^)r+^^\

•z4 7'3 ~ (2 ̂  + .r2 )j- + (2 ̂  + .z-3 ) y -- .1^ -« ^.-î.

De là
H. - --.^ + ̂  + i) (̂ .̂  ̂  + ̂ .), R, ,-, oy .4- o,

par suite
I) ::.::: ̂  -~ ̂  + ̂  et X = •-- ^< + ^13 "+- r ,

puis
F, (y) ,-.:-;.-̂ — .yy —. ^

f^rî^-r^^,
i" i —. —. ̂  -h ̂  -{-1 ;

(Toù le système
^ ........ ̂  __ i ;,̂  o^ ^. ̂  ^,2^

7°
F(.r) -"= .y^ - 3^^2 + (^ -l- 2^)^ ~j',
f(.rj :r= — ^ .̂3 -^ ̂ ,̂ ̂ . y, _ 3^, ̂ ^ ^ ^

De lî»
— r^ -^ ^y^ + r' — 3y + 1 ,
^^^ (^- 3j^~ 3^4- ï )^ .̂ 3^+ 8j^~ 3.;,

(72- 3j,'-+ ï)^-~ (3y^~ SK2^- 3r).y ̂  r4- 3)^-+ 3tr.
puis

B,- (-^^ 37^-j.^-y)^ + 3^,1...... ïo7-^97^~ 2^
:-, j. (j. ̂ , » ) [ ( _ ̂  ̂  .^. ̂  , ) ̂  ̂ , ^^,2 ,„„,.. ̂  ̂  ^ ̂

R,:1:,1.: (j.~ ,)^^.^.^,. ,o^.._ 3^,,^ ^^.n_ ̂ ,̂ , ̂ ^_ ^
:̂  (^.-. .r). ( ̂ .̂..„..;. ĝ ..,, ,̂ ,,̂  ̂ ,_ ^^

Le facteurydell. appartenant au premier coefficient de/f;r), il n'v
^tnn, de l'Éc. Normale. •^ Série. Tonifâ Vil. - J(;(N •t8;H. <1 1 9^
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répond r ien- Mais il en est autrement du f a c t e u r j — i , auquel corres-
pond le système

,r==î, ) \ P—.-.r,
ou {

— ^--h 2.r — i -^= o ) ( (,r — i)2.-^ o.

Puis, si l'on suppr ime (7— r ) 2 dans IL, il v ient

^ — l Y i — y ^ S r ' — î ^ r 2 ^ 5 r — i ) :r:::o,
avecavec

1 1 •— J"2 -t- 2^' -(- I ) X ~\- 3j • 2 -— 7 }• -4- ^ r:= o.

De là encore, comme solut ion d o u b l e ,

r=I' ou \•r~-î'
IX — 2 rr= 0 \ X =::- ï .

Ensuite, on a
r^—S^-r ' I4.J•2—5J• l

(j-3— 2j1 — i).y -::: 3^ — ^j- -4-, a.

La par t i cu la r i t é qui se présente là poury== i est à r e m a r q u e r .
Si l'on ordonne les mêmes polynômes par rapport à j, on a

d'où

F (7) == .zy" --1-. ( — 3.r^-h 2^- — j )^- + .r\

/(j) ^r^-h ( — ̂ : :- 2.r — 3)^- +i;

y (^ -- 5j'2 -{- 5x — i ) + ̂  -- - .r,

'̂- ( x — .î;-3 ) -{- ̂  — a ̂ 4 -{- 3 .t:111 — 3 .r^ •+ -^ r — i,

ce qui donne

R, =j(^-« 5^+ 3^ _ ^ ̂  ^3_ ^ ̂  ̂  _ ^ [rî^— 4-f 4 - 1 ) •T-.r3-^ ^

^3 — 5 ̂ 2 -h 5 ,r — i • ^ :< -,. ̂
Ivj rz: ' . •B.

^7 — X^ " ^ ,trf •— 9. X^ -h 3 .Z-'' — 3 .r2 -4- 2 .2; —•• I

~= [x — i j ^ ^ — ô ^ - ^ B ^ ^ — B ^ ^ - f - B ^ 7 — 5^-+- i i

== (^ -- i} î ( .%^— 3.t•:l-^ x^— 3^-}- i ) .

Par le facteur •x — r de R , , on a le système

-^^ l , ^_i^^
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Suppression faite de oc - i dans R, et de {x — i)2 dans IL, il vi^nt

^^^(^^—^..y 4-1) 4~ .r2-4-.T,

/••,.== (^ — i ) ï ( ^ — 3^3+^?— 3.T-4- i;

d 'où, d 'une part ,
[X — I j2^ 0, — 2^ 4- 2 == Q,

OU
(^-I^O, J==ï;

d'autre p a r t ,
•z-4 — 3 .r3 4- .^.-^.y+i^o,

y ( .r2 — 4 oc 4- i ) --h x 1 •+- ^ = o.

Comme i 'équalion est réciproque, i l esl aisé de la résoudre et d ' o b -
ten i r les valeurs dey qui accompagnent ses racines.

8°
F( rS := (r2- «),r^~ 37^ 4- (.r~ i)^-^:.-:: o,

[y -"" il.r"-^" '->j^r2— ^ r̂:.,,: o.
Delà

( y — ï)^1 1- !- aj^—j^,

(^y'- 2y)^f. (^ 6j3^^..4. ̂ ._ ^^4, (^^^^^ ^ ̂ ^^^^
{ - y-i .....i,..., .̂. 2 ) ̂  ,;,, (^^ _„„ .̂.;, ^ ̂  ̂  ^^, _ ^ , ^^ ̂ ^^

(-„..) <.+.j^)^3,i,, (4.^^.,.-,,,^.;»)^^ f.>^^,_.,^.;î..,^,.^ ^^

ce qui donne
R • r" :< ( r -- r ) [ ^ -"•r Oj-3- ôj'2";- 2,r— r ) X'1 ~ ( j^— i )j^ 4.. ( 6 y - 4- ï ).>>3 ],
\\, ;:-:,^ (^._ i ) [j.( _^._, 40^-^- 87^-1"- jr 3^^- 7 j-4- r) .r

/,., 4,, (̂  <î̂ ..,. 19^<..-.6j-^-» a^-'— 9j-M- Sj'— < ],

H,=.::^^j^.,,)(^^...,^y.^8,i7^-4,j^4.6^

L e ^ f a c t e u r ^ — 1 est commun au premier coefficient de F {x} et au
premier de/(^) sans appartenir aux suivants. On le voi t reprodui t
dans 'R^ Ba c t R a .

En laissant de côté ce facteur et la va leur dex inf inie q u i y .corres-
pond, on voit d a n s R , le facteur y2 qui est premier avec le* premier
coefficient de R, . Il y correspond le système
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d'où, comme solution quadruple ,
j- ===o, x === o.

Suppression faite dey2 et dey' dans Rs. on a en outre le système

^^I2^8.^84J>7-4y6+^^5+337i~I3r3^I4r-4.^^ïr=o,
^ ^ _yî-— 4oy4—- 8;r+ iSy2— 77 4- ï ) x

+67/i-r9J&-6yî~2y?•-9y2•4-37-I=o.

Le même exemple, si l'on ordonne les polynômes par rapport à j,
donne

F (j) == -y3 + {^ - .^^y2 + ̂ y - ̂  - ̂
f(y) -^ ̂ ^ + (^+ ̂ }r - ̂ ;

d'où
--y2^ {.X3 + S^2)^—^3 ,

~ ̂ (jr -4- 2)^4- (^7— ̂ 0- 6^'i+ ̂  -r- ^2)y— ̂ +3^-^— ̂ \

^y _ (^7 _ 3 ̂  + ̂ i -j- ^2-)^' -4- ,f'' 4" 2 ̂ G -(- 2 ̂ 4.

Par là
,H, === ̂ [ ( _ ,̂ ̂ . 2^ 4-10^4- 4^2 - ̂  - l )7 •4- ̂ &- 4^1 - 2^ + ̂ 2 4- l] ,

R,==.^(-- 7^4-24^4-So-z^+S^^+iô^— 6^4- «) .

On a ainsi par R^ le même système
.y^O, ^•'•'===0;

puis on a par ailleurs
— 7^4- ̂ ^'^So^^S.y'^ I6^'&—6^ : Î4- ï = o,
f~^&4-2^4-I0^3-^-4^ î-~^—ïLr~^-^5—4^•-" 2^;Î4-^3-^• l --"= 0.

9°
F(y )^__y3^ (^__ ^^^^^y——X^

f^y) == —J•24- (^34~ 2^)7' — ̂ ;

d'où
• —y24-(^4-a^2)^-"•-•" ^%

— (^3-^2^2)y24- (^7—^6—6^54-.^< 34-^2 )J•— ^^^^—^^

^y 4- ( — .y7 -^ 3^ — Jf4 )7 4- x"1 4- 2^" — ^5,
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puis
H, := .̂  [ ( ~ ^ 4- 2 ̂  4- 10 .̂  -4- 4 A-2 - ̂  — l )/ + ̂  ( •z'3 - 4 ̂  — °- •xl 4- î , ' 1 '

R ; := .r7 ( -- 7 .z0 4- î.5 .r" 4- 3o x^ —• 11 .z'3 — i o ̂ 2 -r- x d- i ).

Parle facteur oc1 d e R , , on a le système
^'-=0, ^ =0.

Il vient ensuite
,^ :̂ . f ̂  ^;> 4- -^ .+ iç^r^ 4- 4^ 2 — ^ •— r ) ^ ' -11••- ^{^ — 4^' ~" ^^ 4" ' i »

/2.=: ,r'(-- 7^(;•4- 25^4- 3o^ 4 — ï ï ^ ' 3 — lo^ 2 +-^ 4- ï ) ;

(roù encore le système
^•r;::.o, y==o,

puis le système
— 7 ̂ f; -ï- 9.5 ̂ '(i '4-- 3o jî  -- ï r .z"'' — r o ̂  -4- ̂  + r ,

( _ ^ + o^< -,.-.. ïo.r3 4-- 4^' — x — ^Y 4- •rs(•;r3 ""' 4^' '- ^t%> - + - l } ̂  0'

En traitant le même exemple pour Félimination de oc, on obtient

F(^) =- (j'2— ï)^1 — Sj'^^-j^2 —j'11,
/(^) = (Jt.-ï).y:i•.-l-2^~y;t;

d^oû
(j—il^+aj^^-y', <
V(r2-" ̂ ^'^ (--ôj-^-y^hyl^—r'tr'— i ) x "i—^j^-^'S
_j^(y^_. i).r'2 -i-j3!^.}' -"-î^ ̂  r'^'r - I)-
_«y2^.2_ i)^.'> ̂ y:t(4^--. r j^^^^^J'— l)^

et de là
•R.=J-(y~I)[(•"^OJ'2-57+I)^21-/(^2- I I)^^y2( (V'4^
R,=: r4 ( r*" ï ) \(—r' -"•••- 4ûy:î— Sj'2 4 9.r— ^)^ "+- 6j4 ~-ï9.r3 - 67-4- 67— ï j ,
H3=:y7(j-~ i) (y6- ï i ï^^+^a^-4-^11 '3- ^j-^-h-10^- ï ) .

Le facteur y- ï commun aux premiers coefficients de F f^ ) cl de
f{x} se voit là dans R,, 1̂  e t f t a . Ce facteur écarté, on a par le facteur
y de B( le système

^•=:o, ^='o,
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puis on a
/•, ~= ( — r oy •• — 5 y 4-1 ) ̂ 2 — 7 ( y2 — î ) ̂  4- y3 ( 6y 4- i ),
^ ̂  j .[ ( — ̂  — 4oj-3 --» 8^ 4- 9.}- — 2 ) ^ 4 - ôy^ — i973 ~ 6y2 + 6/ — 1 1 /

/-, =rr j -4 l ,} ( ! — 11 ij15 4- T^4 --J'3 -- J 3/'2 4--I °7 — l ) î

Pyr le facteur y2 de r^, i l vient encore
y2 =•- 0, •̂'-> ̂  0,

après quoi il reste
j-f' — r i ï y ' 9 4- 7^ J'4 — }^ — i3j'2 4-ioj' — i -•=•,::. o^-
„,...„ ( j.4 „ 40^''î '"' Sj'2 4- 9J"' — 2)^ -h 6^ — ^9^•;) — 6}'2 4- 6^- — ! ̂  o.

l 0°
l7' f .r ) ^^ .z^ — .^ -{-.(y — % ) a'2 4- 3 Jfc1 4- °.,
V ( X ] rr: ̂ i — J\r12 — 2 ̂ ' -1- }'" — I ;

d'où
^ — Yx'1 •+ a ̂ ' -h y — i,
-• j'jr3 4- (y — '2 ) ̂  — fy 4- i ),
-- j"'̂ '1 4-- [y •~- 2 ) X 1 — [ } " 4- l ) y,

--" 2 A 4 4- [y — °.).r3 — (y 4- l ) y'-" 4- (y 4- 4 ) ̂  + J 2 ~" .)'" + ' > - »
(^> — i ) ̂  — ( / 4- r ) a •1 -1^- ( ̂ •;i — y 4- ^ ) ̂ ' 4- 3r - i - 1 ,

puis

S{, == ~ -y^ 4- fj1 — 2 ) X — (j- 4- î ),
Ry :̂:1-:- [^' ; î—^'a + -2y) .r2 4- ( 3 y2 ~-r }')x — y3 n^,)'?,

R 3 = ( ̂  4" 3J••;i^- î Sj12 — 1 1 y 4- 8 ) x 4" j-5 — 4.̂  -d- ^J"3 4- ̂  2 4 - 4 ?
R^ :̂- — j'7 4- ^y6 — ^j15 •"r- 2o^'1 4- ï'ïïy •11 — 5'.>^r2 4- 38 r 4" i .

%
Le factearyde Ra ne se reprodui t pas au delà, appar lenant au pre-

mier coefficient de B ^ . Il n'y répond aucune solution. Le système ré-
sultant est ainsi

Y - J —— qj'(i -4- r j y ^ —— C>,OJ'1 ~ I2'>.J''3 4~ 52 y 2 — — 3j —— ! == Û,

{ ^ y 4 -h 3^-' 4- i S y ' ' — ï iy-}-' 8)., x 4-j'5 — 4.)'^ •+• 5j'3 4- 07't' 4- 4 ̂  < > •

En fa i san t l ' é l i iTnna t ion dej", on trouve immédia t emen t
R, === .r7 — .-x5 — x<i -}"- OL 3 4- 3 .r2 - 3, x — ^ := o,

( -- ..c l-i 4-- î i y 4- .r4 — ''ix •- - i =.: o.


