H. LEMONNIER
Mémoire sur I’élimination

Annales scientifiques de I’E.N.S. 2¢ série, tome 7 (1878), p. 151-214
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1878 2 7 151_0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1878, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1878_2_7__151_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

MEMOIRE
SUR L’ELIMINATION,

Par M. H. LEMONNIER,

DOCTEUR ES SCIENCES, PROFESSEUR DE MATHEMATIQUES SPECIALES AU LYCEE HENRI IV.

SECONDE PARTIE.

I.

22. Reprenons les m -+ n — 2p + 2 équations du n° 7, et dispo-
sons-les les unes au-dessous des autres, en portant les termes sem-
blables dans une méme colonne verticale, de facon qu’elles se suivent
de haut en bas, comme ci-dessous :

flzl=o,
zf(xz)=o,
2" P fx)=o,
' ?PF(x)=o,

Formons, suivant la régle du n® 14, les plus grands communs divi-
seurs de F(x) et f(«), qui répondent successivement aux hypotheses
dep=n—1,p=n—2,p=n—3, ...
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Les polynomes qui s’obtiennent ainsi sont :

0 .a a '+ ]o . . ... a a, 24+ o . a

0 aa a a, a, o {
aa, — a a, Qe Vpnga aa . o T
AA, . _— AA oo A A AA A,
0 caa a |27+ |o. . ... a a a | &+t |0 |
............................................. 0

a . [— a Apynvr Cpenss a o e
A . Mkd AL Mm—n--2 Am-n+:i A A”'—”'H
oA . . Am—u-i-& oA . ... Am—ml Am-n+3 oA . ... A’"'"""
0 .a, a, 2P+1o . . .. 4, a, 2+ o a,

o . (£, L T £ S a o Qe ngs
AL AL AL .. menst Amonie A R W—
oA, ... .. Am—-ll+4 oA . ... . Am-)l+3 Am—u+5 oA . ... Am—n»m
ool . v Am—n+3 oA Al vee @ Am—m:! Am-n+4 oA Al e A’“"H"‘

Le premier fait & remarquer, c’est que les conditions, pour avoir
n racines communes, sont précisément que les coefticients de R, soient
tous nuls et que le premier coefficient de /() ne le soit pas; pour avoir
n — 1 racines communes, que les coefficients de R, soient nuls, sans
que le premier de R, le soit, et ainsi de suite.

Généralement les conditions, pour avoir » — p racines communes,
sont que les coefficients de R,., soient nuls, sans que le premier de R,
le soit.

23. Le polynome R,_, divise tous les polynomes précédents quand
ses racines sont les p racines communes aux équations f(z)= o,
Fla)=o.

Observons d’abord que chacune des racines communes satisfaisant
aux équations

quel que soit ¢, si I'on fait passer les exposants en indices, on a un
systeme d’équations du premier degré en @, @5, ..., Zyinq auquel on
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satisfait en prenant pour @,, @,, .... Tusn_, les puissances successives

de chacune des p racines communes.
Orsi, au lieu d’éliminer @, ..., Zypnp_, du systeme
flz)=o, ..., a"r'f(x)=o,
F(z)=o0, ..., a=r'F(z)=o,
ce qui donne
Rn—p: o,

on élimine x,.s, ..., Zp_p_p_» du systeme

flz)=o0, ..., zrrf(z)=o,

Flz)=o0, ..., am?F(z)=o;

¢’est 'équation R,_,_, = o qu’on obtiendra. Elle sera satisfaite par les
p racines de I'équation R,_,= o; donc le polynome R,_,_, = o est
divisible par R,,_,.

De méme, si Uon élimine x5, ..., Zprypp-s du systeme

flz)=o0, ..., amr=if(z)=o,
Flz)=o0, ..., zv¢*F(z)=o,

’équation résultante étant R,_,_. = o et admettant les p racines de
R,., = o, le polynéme R,_,_, est divisible par R,_,, ¢t ainsi de suite.

24. Quant aux polyndmes R d’indices supérieurs & # — p, on peut
déduire des mémes considérations qu’ils sont nuls identiquement.
D’abord, sil’on prend le systeme

flz)=0, ..., avif(z)=o0, z"if(=

. z)=o,
Flx)=o, ..., zr'F(x)=o0, 2" tF(z)=o,
les valeurs x,, %, i, ..., Xyinp—, en fonction de x,, s, ..., X,
données (n°® 11) par le systeme
flz)y=0, ..., amr'flz)=o,
Flz)=o0, ..., avr'F(z)=o,
jointes & celle qui s’ensuit pour &, par x™2f(x) = o, satisfont &
I’équation 2" PF () = o (n° 11). Le résultant est 1a R, ... Il est de

degré p—1, il admet p racines. 1l est donc nul identiquement.
Ann. de I'Ec. Normale. 2¢ Série. Tome VII. — Mar 1878. 20
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Si on considere le systeme

fl@)=o, ..., avr-flz)=0, @tflz)=o0, amrtf(z)=o,

F(z)=o0, ..., a2 'F(x)=o, a?F(x)=o, 2" ?*F(x)=o,

les valeurs de @,, @peis +ovy Tman—p— €n fonction de x,, @o. ..., 2y,
dont il vient d’étre question, jointes a celle de %pin—p, donnée par
™ P flx) = o, et & celle de x,p1p—pss, donnée par 27+ f(x)= o,
quand on les substituera dans 2" ?F(2) = o, meneront & une identité,
d’apres ce qu'on vient de voir; mais leur substitution dans 2"+ F(x)
ne pourra donner que R,_,., & un facteur pres. On aura ainsi un poly-
nome en « du degré p — 2 admettant les p racines. R,,.. sera donc
nul identiquement.

Cela peut se continuer. Le fail, d’ailleurs, résulte de celui qui est
établi (n°21), car les coefficients des polyndomes R,,_,.,, Ry—pre2) --- SODE
au nombre des déterminants dont la nullité est reconnue au n°® 21.

25. Sil’on procede par la méthode des divisions & la recherche du
plus grand commun diviseur des polynomes F(x), f(x), on obtient
en général des polyndmes p,, ps, p5, ... de degrés n—1, n— 2,
n—3, ... également divisibles par le plus grand commun diviseur R,,_,,.

Il est, de plus, & remarquer que les coefficients de F(z) et de f(x)
se produisent dans les coefficients de ces polyndomes suivant la méme
- progression (ue dans ceux des polynémes R,, R,, ....

Il suit de la que les deux séries de polyndmes ne peuvent différer
que par des multiplicateurs indépendants de z.

26. La relation qui suit p, et R, est

2

m-—n u 51_1_--—114;1
Ri=pam—rr(—1) 2 : o,

m-—n-+rzx

ne—n N .
- se prenant au cas olt 7,2 — n est pair, et ———— au cas con-

traire.
En effet, si I'on désigne le quotient de F(x) par /(=) par

qu—m -+ (lem_n_‘ .t qm—n

et le reste p, par
raetTt A P&t A sy
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on a la suite d’égalités

A =uagq,
Ai=aq+aq,
Agz.(lzq + a1q| -+ aq'z,

Ai=a,q + arq, + a ¢, -+ aq;,

......................

‘9
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An o = An—n§ = Qun @y =+ . .+ A n—p + 1y

Am—n+2 = q, 2 + @
d’otr il résulte
A a
A, a,
A m-—n (I," —
Am—n—!-' -7, Am—n 41
ce qui donne
| A
A
— ,,( . l)m—n+l am—nrtt -
A\
A”ln—ll
Am—-n+l
oll
r( — ')m—n+| QT —
a d,
A A

-

étant posé

ou

a

a,

Aip—n

Am—n1

m-—n-+2=2ak

‘!'ql -+ .. .+azqrn—lz+ 'y,

o]
o
= o,
a
a,
. [e]
a
= o,
a
a, |
a;
a,
. ( ~— 1 )kl,
Ap—nt1
: Y

m—n—+2=2k +1,

suivant que m — n esl pair ou impair.

La valeur de r,, qu’on obtiendrait d’une maniére semblable, ne dif-
fere de r que par le changement des éléments de la derniére colonne

20.
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du déterminant en a,, as, ..., @p_nsss Ap-nios celle de r, que par leur
changementen a,, a;, ..., Am_pis» Am_rnss, et ainsi de suite.
Il en résulte
o (__ I)m—n-l-i amn—ntt — Bl (___I)k”

ce qui revient a
m—n »m-—n-4-1
m—n, m_ont1

1“ — P‘am—/:+l (—-—I) 2 . 2 ,

suivant que 7 — n est pair ou impair.

27. Si I'on pose
Flz)=flz)q+ po

on a en conséquence
men Mol

a+F(z)=flz)Q+R,(—1) T *

En particulier, au cas de m — n =1, cette relation devient
@F(z)=flz)Q —R;
par conséquent, si ’'on pose

Ri=azn=t 4+ Biz"? ~+ yx™3 +. . .,

on aura
o fl#z)=Rigi—R,,

R, désignant le polynome analogue a R,, défini par I'expression

(o] oy Bl
R’.) = | ¢ 61 Yx i S
a a; a

Ce polynome R), revient au second des polyndomes amenés par le
procédé de la division; ses coefficients sont proportionnels 2 ceux
de R,. Le rapport peut s’obtenir en dégageant dans leurs premiers
coefficients les termes o figure A,,_,.s-

Dans le premier coefficient de R, relevons d’abord le terme

o o

— " =7,

a q
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et prenons dans ce terme
o el @y
o .. a
Apnis | - -0 ' a.
a a a ... Cn—nt1
CRCIE) m—n
A o A
Il v a, d’autre part, dans le premier coefficient de R,, le terme
o . ... o« o ... |
|
| R Al | _
etk a . . Qpeepr s ( ) a S [ra—— g’
o] A P Am—n-&—l A e Arn—n-p-n ]
on en conclut
[ o v a a te o m-=n-kl o n—n
R, = Ry(—1)m} e =R.| . cor o (=a)r(—a) 2
‘ a ... Guen Ann .. @
ou
m—n —1 on =R
R, == Ryam—r+(—1) T

ct, par suite, on a la relation

ne—n-—1 m-——n
on ——=

it f(m) = R — @i )

De méme, si 'on pose
@R, = R.q. — R,

en désignant R, par o, 2"~ + B, 2" + 7,27 <4-..., on a

o ar B
R':, = | o ﬁz 72 F e
&y @( v

Daus le premier coefficient on voit le terme

o o

oLy }31

== Ya0l2 Uy,

— 72
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et il s’y trouve

o . N /A

— Apus G2 Oy
. . am—n+2

o A ... A
[£1 e a,

= — @Ap_pps (— 1) o,
a cen igempay

A L] Am—u+l

— aAm—-n-!-s (_ 1 )m—n “21 &}
mais, dans le premier coefficient de R, il y a le terme

0 . . e

..
Ap—nss Apym oy

.. Arll—n+3

o
A cen Am—n-[—'z

© ° a
o b .

(¢] . ves Qa

— aAm--rH—S (-—-— I )’”“"'H a . .. Apenys
A . ... Am—n+3
(0] A s Am—m-}—!

— aAm—n+5 (__ I)m~— "oy,
On en conclut
R’z = af R;},
et par suite
Z:j R; bt Bng -_ df Bs-
28. Généralement, si «, désigne le premier coefficient de R,, on a
la relation générale

“]'§+1Bp == R]J-!-IQ[)-I—I - 01;; Rp—(-zr

p €tant au moins égal a 1.
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Nous avons en effet

R, =

Bp+x - A

:R[)-H =

a P

A ppmep2p—1
Am-—n+2 p—!
Apn ~n-+p
App
am—u+2p+l

Alll—-ll +2p+l

A M—n—+p-1 l

por
Am—ni-2p43

Aln-—-u+’.’ P53

D

Anl——n+[)+2

4+ ..,

A e S

E s S

(24
Xe]

Or, si I'on forme R}, , en partant de R, et R,.,, comme R, est formé

de F(n)et f(x), ona

(o] Ol et
R’ wE | Opaet (3 i
Tpek2 o pr P+
Gp Bp

en posant

B

Yot | ZTTOTE AL,

7r

Ry == otp a0 —+ B, a" =P~ =y, 2"

Dans le premicr coefficient, relevons le terme

C Vpr Fpaenps

et extrayons-en le terme

N

Am—n-}-?})—f—?} ( — )

[0}

e @

Ap—n+ g, 4

Am—-—n-{-'.'/) -t

LA Am--n+p

- 2
o= flAm—»u-l-?D-H’ ( - I)m " 6{,, Iipie

ap fxp-l—-!
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Or, dans le premier coefficient de R,.., le terme homologue est

0 .« ... lpi

Am—nt1p+12
(¢} .A. oo Am—n+'-‘['+1

Am—n-f—?p+3( - I)P+l

........

o} . ‘e Am—n—i—[’-‘-'

— aAM—lt+7p+3 ' _ I)p—i—l ( . I)m~u+p+l Otpopt = aAm—-n+?p+3 ( — )m—n Uperi»

On a, d’apres cela,
R, =0 Kpus;
p2 T “p Ap2y

et comme on a
- ’
%) +1 Bp - Rp+lQp+l - Bp+2’

-

il s’ensuit
“/3+2R[) = R,)+|Qp+| - 05,3 Bp—o-.'-

Au résumé, les relations qui lient les fonctions F(z), f(x) et les
fonctions R sont

m—n-41 ne—n

a”'—"""F(x):f(x)-Q-FRx(—l) 2 o3 ,

m—n-—1 m-—n

aff(z) = ]{lQl - am—n+l(___ I) 2 o 2 Rn
i R =R, Q. — «*Ry,

....... e e ey

Lorsque les coefficients sont réels dans F(x) et f(x), ils le sont
aussi dans toutes les fonctions R. Si alors a, et «,,, sont différents de
zéro, les fonctions R, et R,,.. sont de signes contraires pour toute valeur
de x qui annule R,., sans les annuler.

29. En général, les degrés des polynomes f{«), R, Ry, . . dimi-
nuent d’une unité, d’un polynome au suivant. Mais le contraire peut
arriver pour deux polynomes particuliers. Par exemple, alors que R,
est du degré n — p, il se peut que R, soit dudegrén — p — & (k> 1);
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il en est ainsi lorsque, dans la division de R,_, par R,, le reste ¢, est
du degré n — p — k.

Si les polynomes F(x), f(«) avaient » — p — k racines communes,
le polynome R,z serait nul identiquement, et le polynome précé-
dent R4, égalé & zéro, donnerait ces racines communes. Le polynome
R,.,, s’il est du méme degré, est alors égal au polynome R,.x & un
facteur pres, indépendant de . Mais, & en juger par les différents
exemples que nous présentons plus loin, le fait a toute généralité :
c¢’est-a-dire que si le polyndéme R,,,.,, au lien d’étre du degré n —p — 1,
est d’un degré inférieur n — p — £(k > 1), le polynome R,., n’en dif-
fere que par un facteur constant. Quant aux polynomes intermédiaires,
lorsqu’on a k> 2, ils se trouvent nuls dans tous ces exemples.

30. Voyons du reste ce qui est & déduire des relations générales
a/‘.; !{I,_l ey ]{[’Q/’ - Cﬁﬁ "1-[{]""“

a;_,_l].‘l) = ]{/H"Q/""" — all, RI’*‘“

D’f iy 1Rp+1:- g = I{p+£—| ()j)+/t—-\ - a/g’ —a-/.»‘zup-e-h

a/’» -k [{p+/r—x == “p-&—l:Qp-;-/r — 2,‘; k-1 Rp+l.'-+-x ’

en cherchant ce qu’elles tendent & devenir, lorsque R,,, perd son pre-
mier ou plusieurs premiers termes.
Observons d’abord qu’en posant, d’une facon générale,

1{‘” — apxu—p —+ g['l.lz»ll« 1 -+ 7[’ Pt e L ,

on peut développer ces relations, a partir de la seconde, en

Lt Gp == § p-+15 v
, . / .
ot Bp = Zpr 1+ Lo U prs
ok 19 = Bpri @y + q — o Ay
Gp 1Yy == Pp19p 4 Vp+r Qo+ P L

2 Y ’ N 2
Sp10p = Yp+1 4y 7 Opai Ip+s — p B+

Ann. de I’Ec¢. Normale. 2¢ Série. Tome VIL. — Ma1 1878. 21
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Sppallppr = (piy2y
7
otp 2 Bpat = Xpaa 9p+2 Tt Bp+1qpans
3 — ’ 2
Opro¥prt = BpraQyia + Vpradprr — %pr1%pra

!
05,34. 231;+| = Ve 9p4-2 -+ 3p+2q1)+2 - 95;: + 1@,}-}-;»:

Cpepes 0!1,.,.; == G p+3s

@5 Bptr == Spas s + Bpra@pess

ApsYpars = Bpts q;,.,_;; ~+ VprsQpas — CproClpiis
ap +36[1+’.’ == Yp+3 ([’,,_..3 -+ 31:4-3 gp+3 — 05;{-1—2 f3p+n
r vt e e e e e e e e y
Op+aOlpys == (pisx

a; + 46p+2 = “p-(—(q;;_;. P B[l—i—é G p-+4>

op 4 Y pts 7 BI"*"‘q'p-l-’p = Vprs Qpri — %psprss

/ ~ 2
a;2;+581)+3 = Yo+ + Ops pts — Eprs BP“"""

B S
soit en premier lieu o, = o avec B, 2 0.
Les relations donnent ¢,., = 0, ¢,., = 0; puis
o=275 oy — of ot o Bpit == opyad
P+‘q/:+1 e e i P22 pt ¢p+zq/,+g,
_— ’ . 2 .
0 = Yp+iqpir — %pBpaas %2V T Bprayar
e e, 0% 204 r:y,,+2q;,+2,
d’olr
q’>+1 ep e s
Rp+2 = Rp+1 L ¥ et Rp-p-z = Rp-;—l f.k -
24
p . Qp+2

Supposons en second lieu

Olpy) == 0, ﬁl""" = o, }Ip_'_,;o,

on aura encore

Gp+1 == 0,  { p42 == Oy, pUiS Up 42 == 0,
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et
— 4 2 J— !
0 = VptiQpis — % Bpsns 0 = Bpti 9p+o
0= 6 ! 2 —_ ’
= Op+1Gp1 — Ap Vptns 0= Vp+2Qpia
i e , e ,
Jp+3 = 0,

!
0‘;:;-9—3@/:“ = p+3qp 30
2 —_— !
prs¥prr = Bpiapin

2 I . ’
Gp+30p+r = Yp+3qp s

Ces relations sont satisfaites par R,,.. = o0, ¢,., = 0, ¢, ., = 0, sans
rien fixer sur ¢, , ot R,.,.
Si on suppose R, Z 0, elles donnent

! 2 ! 2
’ qp+1 Ap+3 Gp+1 %pa-s
gp+2=—0, Rprs = Rpsi 5= Rps = Ry —7— = Ry 2 i o
d,, p+3 ap Qp+3

Considérons en troisieme lieu le cas de a,,, = 0, £,., = 0, Ypsy = 0,
N
Cj]H—l 20.

Il s’ensuivra

qp+1 =0, qp+2 =0,
Clps2 == O, Bprr =0,
0 == 5[:-{—1 Q}H — ap Y prrs o= ﬁp+‘qup+2,
0 == Ept q’[)-H — &ty Opay 0 = Yps q,P'*"-”
........... 4........, ch e ey
Gp+s + O,

!
a]z'""3ﬁl’+’ = a[’+3ql)+8’
2 __ '
&p i3 Ypr = ﬁp-e—:\ q},+ 39

2 . '
%p+30p+1 = Vps Q0

Si R, est égal & zéro, on voit qu’on aura R,,; = o pour ¢, ,Z 0. Si
I'on suppose g,,,, = o avecR,.. = o, rien ne s’ensuit sur o, ,, Bpes -
21.
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Ajoutons que pour ¢,,; =000 & g, = 0, et ensuite

2 J— ’
21 Bprs = perqp 44

2 J— ’
% s Vprs = Bt @ a0

..................

Les résultats qu'on trouve ainsi ne sont pas en désaccord avec ceux
qu’offrent les exemples annoncés; maisils n’en établissent pas la néces-
sité & tous égards.

Cela du reste intéresse peu pour ce qui regarde la recherche des ra-
cines communes et celle d’un plus grand commun diviseur, car les
conditions & remplir dans ces questions sont d’une précision absolue.

31. Nous avons trouvé

’ —— 2
pa2T %p RP‘H’

R, , étant le polynéme qui se déduit de R, et R,,, comme R, de F(x)
et f(x).

Soit R, le polynome suivant, répondant & R,,,, cherchons quelle

relation il y a entre les polynomes R, ;, R,..

Nous avons
o ¢ Zpar Ppri Ypr
o Clpt ;6[;+| Yp+i ap-‘-—l
R',,_H, =\ ot Bprt Yo Cpr Epp (XTI AL
%p By 7v o) €p
0 @ B U G

Nous pouvons, dans le premier coefficient, distinguer le terme

o o U1 (3/1-(»-1
0 Gpt ﬁp-m
0 oy P Ypa
€pit @ R o = Epp1 Up | Ap [3p+t 7 p+
“ Pp Tr 9 “ 8 y
. ‘p P P
o Bp 144
ety prendre ) ’

o Xt

= Ep Y Lp 8 l = Bt Ypti Ap 41 X
»

%p
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Or, dans

o
a
€y = A
o
il y a le terme
o
«
Amenprpgs [ — 1)
M=t ( ) o A_
o .
Dans ., il ya
o .
Am-—n—[»-'l/)-hs( e [)P o A_ .
)

Am—u—i—p
a,

am—n-{-bp

Am—n-{-‘){;—l
........

Am—n~|—p
dap

a”l—ll‘f-?l)

Alll-—-ll—(—?l)—l

Am—/|+p

Am—n4-2p+5

Am—n+?p+s

........

Am— n—p45

=a Am— u+1[)+5( —1 )’”_" Tpe

=a Am—n-{-?p-}-s ( — 1 )m-—u Do

165

1l résulte de la, dans le premier coefficient de R, 4, un terme égal &

4
a? Am—:z-q-zp.q_s Am_.u.q-11)+3 0(/, ?tp+' .

Mais le premier coefficient dans R, étant

o

a

A

o

on en tire d’abord le terme

Am--l:+2p+b ( -1 )P""’

ap-{-J

- n4-2p 5

A m— ll+2p+5

........

ap+2

am—-n+ Ui

Am—u+'1p+3

Am--n+p+z
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qul est
o Apys [
\m— Qin o143
aAm—u-{-?p—e-s( - I)m " ! ! 5
A or Annppas
o LR Am—u+p+‘.=
b N 9 .
d’olt 'on peut extraire
o Qpry
\m—n-tp4-1 ) a”’_.'"'HfH‘?
ﬂAm-—n-i-:rp-q-s Am—u+2p+z ( — 1) 4
X o A L AL Am—-n—t—‘.‘[.’-ﬁ-l
0o . . Am-—n-i-p-H [

= a*’An —ne=2p-4-5 Am—n+2p+a Ap-t-t e

Nous avons ainsi, dans les deux premiers coefficients de R, ; et R,.,,
deux termes homologues dont le rapport est «;; par conséquent, la
relation & obtenir est

! — 4
RIJ-H‘ = R,,.._zaf,.

Cela peut se continuer, par o I'on voit que, si 'on procede a partir
deR,et R, , comme & partir de F () et f{x), les R" consécutifs se com-
pliquent & chaque pas d’un facteur «? relativement aux R correspon-
dants.

Les résultats ne sont les mémes que si «, est I'unité. Quand on ju-
gera & propos, pour un intérét de calcul, par exemple celui d’éviter des
- déterminants d’ordre trop élevé, de procéder ainsi a partir de R, et
R,.i, les résultats devront se simplifier, si «, est différent de =1, en
les divisant par a7, o}, ag,..., de proche en proche.

32. Aucasdem — n=1,0n a

o a a o a
R=|a a a |2+ |a a a |x"2—+....
A. Al Az A- Al AS

Si tous les coefficients de f(«) ont un facteur commun K, on voit,
par la composition de R,, que ce facteur y entre au carré dans tous les
termes, de sorte que R, est alors divisible par K2.
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De méme R, se trouve alors divisible par K®, R, 'est par K*, et ainsi
de suite.

Supposons en général, quel que soit m — nr, que R,,, soit divisible
par un facteur K. Si I'on procede a partir de R,, R,,, comme a partir
de F(x), f(x), les polynomes R, .,, R,,,, ... seront divisibles par
K3 K2, ..., supposé que R, et R, soient de degrés consécutifs n — p,
n—p—1.0r on atrouvé

I

’ [— 4
Rp+!) - RP‘H Zps

Done si a, est premier avec K, le polynome R, , sera divisible par K2,
R,.; le sera par K, et ainsi de suite.

Mais, si K n’est pas premier avec «,, il pourra ne pas diviser R,,,.

Lorsque m — n est > 1, un facteur K commun a tous les coefficients
de f(«) se trouve porté dans R, & la puissance 7 — n + 1, dans R, &
la puissance m — n + 2, ....

Quant 3 un facteur K commun aux coefficients de F(z), il est au
moins & la premiére puissance dans R,, & la seconde dans R,, et ainsi
de suite.

33. Observons encore que, si le premier coefficient de F(x) et le
premier de f(«) ont un facteur commun, ce facteur se retrouve dans
tous les termes de R,, dans tous ceux de R,, de R,, ete.

Si un diviseur est commun aux deux premiers coefficients de F(x) el
aux deux premiers de f(x), il se trouve, lorsque m — nest 21, au
carré dans tous les termes de R,, de R,, .... S’il est commun atix trois
premiers coefficients de F(«) et aux trois premiers de f(x),il est au
cube dans R, et les R suivants; il est de méme & cette puissance dans
R,, sim — nest2Za2.

En général, si les A premiers coefficients de F(x) et les h premiers
de f(«) ont un diviseur commun, sa puissance de degré A divise R; et
les R suivants, pourva qu’on ait 2K > A — (m — n).

34. Lorsque m est égal & n, 'expression de R, est
q g I

a a
A A

a a

R, =
A A,

am XA,
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celle de R, est

1] I

i 0 a a, a, o a a, as

a a, 4% a; a a, a, a;
L DV s VY E ke

o A A, A, o A A A,

Rien n’est & changer dans I'exposé qui précede, sauf qu’un diviseur
commun aux deux premiers coefficients de F(«) et aux deux premiers
de f(2) n’apparait au carré, en général, qu’a partir de R,.

35. Il nous reste a faire une remarque sur la possibilité de déduire
des valeurs mémes de R,, R,, ..., qu'on vient d’étudier, cc que devien-
nent ces polyndmes, lorsque F(x) et f(x) perdent leur premier terme
par 'annulation de A et de a, puis quand ces fonctions perdent cha-
cune leurs deux premiers termes, et ainsi de suite,

- Observons d’abord que si Pon fait = o, A restantZ o, et @, étantZo,
il vient

gm——n-t-i) (m—n<+2)

B,:T—‘Aa"”""(——l) 2 f(x),
o T o D/ TR/ 2% )
L — oy im—ne * tee * - . "2 —“+ .= A I m-n-)—‘;l.
R.=A(—1) 4 o G (—1) '
. VS
B3 — A( —_— 1)"“‘""'313 ,
R N

en appelant r,, ry, ... les polyndomes que donneront F(x) et
S(@) = a2 + a, 2" + ...
De méme, si I'on fait A = o, a restant différent de zéro et A,

étant Zo, on a
R‘ :a(_ l)""—" ry,

B2 o a(___ l‘jm-—n-i-l ry,

Ry =a(— 1)y"r+2p,,

ry, I, ... étant la les polynomes déduits de

Fla)=Aa"' 4+ A"+ ..., et flz)=ax"+a 2"+ ....



{

MEMOIRE SUR L’ELIMINATION.

169

Suppostns qu'il s’agisse de faire A = o0, @ =0 sans que A, eta,
deviennent nuls a la fois.
Considérons le premier terme dc R,, & savoir

0 . . a  ay
«a . PPN . . oy 43 xr:-—z;
’\ A me—= 3 l

| O A A111—11+2 ]

remplacons-y @ par £, A par H dans la premiere colonne, et partout
ailleurs faisons-y a = o, A = o. Ce terme, devenant par la

[¢]
h
H
0
sera
O
—_ “)mwn+l hio o,
.’.\, ’
o A ..
= (A — a, 1)

Or, du moment que A, el @, ne seront pas nuls

o a
Uin—pg-3 e »
Am—-n+.’s
O A 1 Am-—n+2
L0 -

O

«,

A

N

Upengr | 2" — ( —_ "l,mMn+l [’I

W,
A M 3
(6]
A m= 142
a, &
rn—-ﬂ
Ay nefe2
-’\ Dot}

L0oay |

a-la fois, on pourra

disposer de %4 et de H de facon & avoir A, & — a,HZo: par la suppres- -
sion de ce facteur, le premier terme de R, deviendra le premier terme
de R, pour F(z) = A, 2™ '+ ... et f(@)=a, 2" + ....

Cela s’appliquant aux autres termes comme au premier, on rempla-
cera dans chaque terme de R,, & la premitre colonne, les facteurs a
et A par I'unité, puis on remplacera par zéro tous les facteurs a et A
restants, si A, —a, est Zo; et, dans le cas contraire, on rempla-
cera a el A de la premiere colonne par des nombres 4 et H tels, que

Ann. de IEe. Normale. 2% Série. Tome VII. — Mar 1878.
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Al — a,H soit Zo. Aprés quoi, on divisera par le facteu? commun
‘A, —a, ouhA, —Ha,. Le résultat sera le premier polynome R suscep-
tible de provenirde F(&) = A 2™ + ... et f(x) = a, 2" + ... _

Le méme mode de réduction donnera a la place de R, le polynome
R;. répondant & la méme hypothese, et ainsi de suite.

Si A, et a, se font nuls ensuite, sans qu’il en soit de méme pour A,
et a, a la fois, le méme procédé pourra s’appliquer de nouveau, etc.
Du reste, si A, ou @, a part, ou apres leur annulation commune, A, ou
ay A part, et ainsi de suite, devenait nul, il y aurait lieu d’appliquer
ce qui a été présenté plus haut.

I

Autre mode de formation des polynimes R,,.

36. Nous avons établi dans la premiére Partie de ce Mémoire, n° 20,
un second mode de formation des conditions requises pour que les
équations F(xz )= o, f(x) = o aient p racines communes, et par suite
une seconde maniere d’obtenir I’équation qui donne ces racines com-
munes, quand les conditions sont remplies, ou d’obtenir le plus grand
commun diviseur de F(x) et /().

Considérons au cas de m > n les équations du n° 19; supposons que
les équations qui suivent :

f(Z‘;"—:O, xf(x}:o, ey x"“""f(:z.‘)::n

soilent mises sous la forme

bx™t b, am=? 4 ... 4+ by_, =0,
Cx™ A X" 4~ L+ Oy, =20,
d‘zm—\ —+ !/‘xlrt—7 -+ ..+ dm-l = o,

au cas de n = m — 1, ces derniéres ne sont précédées que de f(x; = o.
Formons des polynomes en suivant la régle qui donne, selon le
n’ 20, le plus grand commun diviseur de degré p, tour a tour pour
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p=n-—1,p=n—a2,.... Lespolynomesseront

0o ... a «a 0o ... «a oty

R =\ " 4+ § anTro4 L

@ N . Ap—n 4 43 e [¢rr— (g
~ ,) .. . bm-—n b LR bm—u—l bm—n-l-l

0 ... a a : ‘ 0 .. a (y

R,— | a Apenr | 2" | @ o0 Amey Uppyn | %34,
b ... .. b b . bpen bu—pis
c Con—pgt C .. Cnen  Co—nir |

Les conditions établies pour que F(x) et /(a) aient p racines com-
munes sans en avoir davantage sont que les coelficients de R, soient
nuls et que le premier de R, ne le soit pas.

37. Les polyndmes R, et les polynomes R, que nous venons d’étudier
répondent ainsi au méme objet. Leurs coefficients d'ailleurs dépendent,
de proche en proche, des mémes coefficients de F(x) et f{2); ils sont,
par conséquent, identiques, ou ont au moins leurs coefficients pro-
portionnels. Leur dépendance consiste en effet dans les deux relations

R‘.‘/t-{-l = (- I]‘"'-H"Ru’-m ,

Ry = Ry

Pour les établir, considérons d’abord dans le premier coefficient de 2,
le terme en A,,_,.,. Comme I'expression générale de b,,_, est

l)m-n == A VAp—en A Aot — (ZAm—IH—I ’
ce terme est
— AA et

a ... Qpengt

Dans R, le terme homologue est -

o ... a 0 . ’
N - .
Am—-n+l . L . == Am—'n-(»—l a ( - I;m " . e . . ]
ay ... Upen a ... Quey—

22.
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par conséquent on a
R, = R, v/\ — l)”‘_""“;

d’ou résulte,aucasde m—n=1oum —n= 2K +1,

L

R, =R,

De méme, dans le premier coefticient de R,, I'élément ¢,,_,., présente
le terme — aA,,_,., et 'élément b,,_, le terme — aA,,,_,.,,. Comme on
peuty dégager une partic égale a

o ‘e a
Con~nt-1 bm- n . e . ’

a . . Apy—p-

il s’y frouve un terme égal 2
- o ... 24
(‘7A111—11+?. Am-—rr%—’

| @ oo tnened |
Mais, dans le premier cocfficient de R,, il y a le terme

0 . Ce s f(,

—‘1\111-—1-#3 ;

! T . ..y o

o A [ A,,,__"_H

b ~ . "
d’ol se tire
o ... « |
- -'\ m— -3 -'\ D=pt=1
T o Quengr |
o] “ee a

—_— f\m—n+3 -’\m—n—p-l . e . a -— “,""' n+1

4 v . Cpen

0 P (1

=Ny et | - e

" « .. [ —— l
de Ia
R, = R..
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On trouve d’une maniére analogue .
Il):x f— Ra( — [)m—n-{-l s
R, = Rn
Lorsque m — n est impair, la formule est ainsi
R[, = Rp’
el, lorsque m — n est pair, on a d’une part
Rzl, :RJP’
et, d’autre part,
: B7p+1 _ — R'!p-H -
D’aprés cela, la formule du n° 26
lll-v—ll ou n—n A1
R‘ — P‘ am-—-n+l(_ I) 2 2
se change, au cas ol m — n est pair, en
e
R = —pam—m+(—a)
et, au cas o m — n est impair, en :
Mot
Rl — P‘ am—n+t ( — [) 2

Aucas dem — n =1, ¢’est avoir

Ri=—npa.
La relation

m = a1 ou 11 =11
e 1?( x) —__:'f(.z-) Q e R((_— |)
.

devient, lorsque m — r est impair,

v () = fla) Qo Rl =1 T

J ’

et, lorsque m — n est pair, elle devient
-
am i Fe) =flz)Q— Ril—1 * .
La relation

m =1 "o

wif() =RQ — @ {—1) CR
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T
se change, lorsque 72 -~ n cst impair, en

m—n-—1

alflz) =RQ —arm*[{—1) * R,

et, au cas ot m — n est pair, en
m —n
0’12‘]01'\) — Rl\— QJ . (Lln—-lH-l(_ l} 2 1"“
Enfin la relation générale
a;’»-HRp - Rp—q—l Qp+( - 95,1; Rp-a—'.‘:
p élant = ou > 1, devient,si m — n est impair,
dﬁ_H R!) = Rp-HQp—{-I —_— 051’ R,H—‘.',

et, lorsque m — n est pair, elle est, sip est impair,

aﬁ+lR]l.——‘ [J-I—-l(—_ Q[I-Q—l‘) - “ﬁ Rp+'-'v
et, si p est pair,
o)1 By =Ry (— Qpet) — ap Bpsn

(Cest toujours la méme formule, au signe pres de Q..
38. Nous avons supposé jusqu’ici 7> n. Alors que I'on a m = n,
les polynomes élant F(x) = Aa™ + ... +~ A, fld)=ax" + ... + a,,

représentons les équations de Bézout ou de Cauchy qui s’ensuivent,
ramenées comme d'ordinaire a la forme entiére, par

bam ' b .. by =o0,

CH™T A 0 X" L Gy T O,

Posons alors

R =bxm" 4+ b,xa™*+ ... + bpoy,

b b, b b,
[))? — z.m-—z -+ xm—s -
= : ey
¢ | ¢ G
b, b, b b, b,
Ri=|c¢c ¢ cla"*+|c¢ ¢ ¢ |am ‘4 ....

d d, d, d d, d,
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On ala )
- A A A A
b:_s\(/l—a;\.::i “1obi—=Aa— ad, = T,
| a a | a a

¢ = A — al,,
o= Aty + Nas— ad; — a A,

= Aa, +Aa,—alA, — a,A,,

d = Aa,—al,,
diy=Aa,+ Aa; — ad; — a,A,,
di=Aa, 4+ ANa.+ Ay — ad; — a, Ay — a,A,,

Comme on a dans ce cas

R a  «a J - a  a, ‘
(o= AL B )
A A A A,
o a a A o a a a
; a a dy a  a ds
R, = 2 - 2
A A A A A A A, A
o A A A, o A A A,

on voit d’abord que I'on a
R, = —1R,.

Le terme a® A, A, se trouvant dans le premier coefficient de R, comme
dans le premier de Ry, on en conclut

R g I R,_

Dans le premier coefticient de R; on trouve le terme

b b,
—aA,,l
¢ ¢
[)‘z]l‘
b b,
d. h b ;
¢ ¢

d’ott on peut extraire

— adybe, et delh @A Ab,
puis
— (Lsz\sAaA‘.
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Dans le premier coefficient de Ry, le terme homologue est

@A A AL
1l s’ensuit
.ll):; == - I{g-

La formule générale est encore, d’une part, -
g

— \i— .
1{_'1,_“ e (__ I/”‘ n+lR?p+',

et de I'autre
lx’,p = Ry,.

Ajoutons qu’on a les relations

alF{z)=Af(x)—R,,
o' f(x) =R Q) — ah.,

qui sont des précédentes pour m — n = o,

1.

39. Le cas de m — n =1 présente un intérét particulicr par Uap-
plication au théoreme de Sturm. :
Nous avons alors, comme on I'a vu,

a, T (.2) ::f(z‘)Q — R,
aff(x) == R| Qx — ";.,
a; Ri=R,Q, — «} Ry,

D’apres ces relations, la suite des fonctions & coefficients réels
¥iz), f(z), R, R,

jouit de cette propriété que, si une valeur réelle de « annule 'une des
fonctions intermédiaires sans annuler les fonctions conligués, ces deux
fonctions, qui la comprennent, acquigrent, pour la valeur de x, des
aleurs de signes contraires. C'est I'un des fondements du théoreme
de Sturm,
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Quand, dans un intervalle de o & @8, les différentes racines de F(x)
sont autres que celles de f(«), si, d’'un méme c¢6té de chacune des pre-
mieres, les fonctions F(x), f(«) sont de signes contraires, et du méme
signe de I'autre coté, il s’ensuit que le nombre des racines de F(x)
comprises entre « et 3 est la différence des deux nombres de variations
que présente pour « et 3 la suite des valeurs correspondantes prises

par les polynomes
F(x), f(=), R, Ry, ..,

pourvu que cette suite soit limitée & un terme constant, en ne chan-
geant pas de signe dans I'intervalle considéré. _
Lorsque f(x) se prend égal & la dérivée de F(x), les polynomes
R,, R,, R;, ..., ou bien R, R,, Ry, ..., pourront donc se prendre &
la place des fonctions de Sturm V,, V,, ....
Donc, si 'on pose

V = Az" + Az"=' + ... + An,
Vi=ax" ' +a 2" * 4 ... 4+ Qu-r,

V, étant la dérivée de V ou cette dérivée a un facteur pres positif, les
coefficients étant réels, et qu’on développe les équations

Az -+ Al A am=+ ...+ A,
I b
@ Ay - =l
Azt~ Az -+ A, Az - ..+ An
= s
ax -+ a, W™ 4 .o Ay
................................... ,
en
I)x”‘" - l).x""‘" S i e o bm—l =0,
cx""“ “‘l" clxm-z “}" e 'F cln—-i o O,

les fonctions de Sturm reviendront aux polynémes suivants:

n_ | @ a . a a s ’ a  dn—
R= l b b M - b b, amTh s b P
a a a a a a; a a . Ouey |
Ro==| b b by | 27— | b b b | am 4 ... b b by |,
c ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ Cuoi |

Ann. de (’Ec. Normale. 2¢ Série. Tome VII. — Mar 1878. 23
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Sous une autre forme, ces polynomes sont

o a a o a da
R=|la a a |27+ |a a a | 2" +...,
A A A A A A
0o a a @ o 0o a a a
a a A U o a, a
R=la a a a a | 2" *+|a a a a a | 2" "'+...,
A, A, A A A A A, A A
o A A, A A o A A A, A

..........................................................

Si V, est la dérivée de V, tout au plus divisée par 7 ou un facteur
de m, on voit que les polyndomes R,, Ry, Ry, ... sont tous divisibles
par A. La suppression de ce facteur pourra se faire sur les éléments de
la premitre colonne dans chaque terme; rien ne sera d’ailleurs a chan-
ger, s'il est positif. Quand il sera négatif, ¢’est par sa valeur absolue
qu’on divisera, 2 moins qu’on ne préfere changer les signes de F () et
de F'(x).

D’autres simplifications pourront étre a faire. Par exemple, un fac-
teur commun & A et A, se retrouvant dans tous les termes de chaque
polynéme, il y aura lieu de les diviser par sa valeur absolue.

Quand, dans la recherche des fonctions de Sturm “par des divisions
successives, le degré s’abaisse de plus d’'une unité, le méme abaisse-
ment se présente dans le calcul des fonctions R. La suite des fonctions
obtenues, quoi qu’il arrive d’ailleurs, continuera a jouir des mémes
propriétés que lorsqu’il en est autrement, puisqu’une pareille circon-
stance ne sera qu’un cas limite du cas général.

Les premiers termes des fonctions R,, R,, ..., tels termes qu'on
veut, peuvent se calculer indépendamment des autres. On a par les
premiers, sous une forme ou sous 'autre, des expressions générales,
en fonction des coefficients de I'équation F (x) = o, pour les conditions
de réalité de toutes les racines, quand elles sont simples.

Deux polyndmes qui se suivent R, R,.., ayantleurs degrés consécu-
tifs, si l’on opere & partir de ces polyndmes comme i partir de F(x),

!

S(2), on a vu(n® 31) que les polyndémes R,.. R, ..., qui s’ensui-
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vent, sont liés aux polyndmes correspondants R, ., R,.5, ... par les
relations '

14

I
P‘/v—)—z = a]z) RI’+‘~" R, 4+ “;7 RI’"H"

De pareils polynomes, quand on le jugera & propos, pourront se
calculer a la place des polynomes R,.., Ry, <. .; mais, si «, est diffé-
rent de == 1, il y aura lieu de les diviser par «?, «/

/" .

IV. -

40. Les premiers coefficients de ces polynémes R,, R, ..., lorsque
flx) est la dérivée de F(x), sont précisément, au cas de A =1, les
nombres p, de M. Borchardt.

Les valeurs de ces coefficients sont en effet

S S S S() Sl 82 SI&
S, S, o S, S, S, S

A AN S S S A7 . ’ >
A S, 52' Sf S S” ’ S. S S, S,
R S S S S,

S; désignant la somme des puissances de degré ¢ des racines de F(x).
Pour le démontrer, nous allons prendre les premigres expressions
des polynomes R indiquées au n°® 22.
Le premier coefficient de R, peut successivement se (ransformer
comme il suit :

0 mA (m—1)A, o mA (m—1)A,
mA (m—1)A, (m—2)A, |=|o0 —A, — 24,
A A, A, A A, A,
| mA (m—1)A,
..... — A, — 24, I

mA — (m—1)AS,
AS,  AS,— AS? ,
mA A8,

—=A

So S| x
AS, AS, )

a3.

e A3
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Pour celui de Ry, ona

= — A

0 mA (m—r1)A, (m—2)A,
mA (m—1)A, (m—2)A, (m—3)A,
(m—1)A, (m—2)A, (m—3)A, (m—4)A
A, A, A A,
A A[ A2 A3
o o mA  (m—1)A, (m—2)A,
0 o —A,  —2A, — 34,
o —A, —2A, —3A, — 4 A,
A A A, A, A
o] A A. A2 As
mA  (m—1)A, (m—2)A,
—A, —2A, —3A,
— A, —2A, —3A; — 4 A,
Al A'.‘ A3
mA (m—1)A (m—2)A,
—~ A, AS. +AS, AS,+ A8, +A.S,
—A, AS;+A.S. AS;+AS;+ A8 AS; +AS;+ A8+ A,S,
A A A, A,
o mA (m—1)A, (m—2)A,
o — A, AS. + A8, AS; + A8, + A.S,
— o A®S,+ AAS, + A} A*5,+ AA,S, A28, -+ AA(S, + AA,S,
+ AA.S, +AA, + AAS - A A,
A A A, A
mA (m—1)A, (m—2)A,
—A,  AS,+AS AS;+A;S,+ A8,
A28, AS;-+AAS;, A’S,+AAS -+ AA.S,
mA —A, — 24, mA AS, A, S0 S S.
AS, AS, AS;+AS, |=A | AS, AS, AS;|=A*S, 8. S,|.
AzS, A*S; A*S,+ AAS A*S, AfS, A5, S, §& S
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Pour le premier coefficient de R;, on trouve de méme

0 o o mA (m—1)A, (m—2)A,
o o mA (m —1)A, (m—2)A, (m—3)A,
o mA (m—r1)A, (m—2)A, (m—3)A, (m—4)A,
mA (m—1)A, (m—2)A, (m—3)A, (m—4)A, (m—5)A,
A A, A, A, A, A,
o A A, A, A, A,
0 o A A A, A,
0 0 0 mA  (m—1)A, (m--2)A, (m—3)A,
0 0 o —A, — 24, — 3A, — 44,
0 ) — A, — 24, — 34, — 4A, — 54,
=0 —A —2A, —34, — 4A, — 54, — 64,
A A A, A A, A, A,
o A A, A, A, A, A,
o o A A, A, A, A,
0 o mA  (m—x)A (m—2)A, (m—3)A,
o —A, — 24, — 34, — 4A,
_al —A, —24, —3A, — 4A, — 54,
—A, —2A, —3A, —4A, — 54, — 64,
A A, A, A, A, A,
0 A A, A, A, A,
o mA (m—1)A, (m—2)A,
0 —A, — 24, — 34,
o —A, — 24, — 34, — 4A,
Tlo —2AA+A, —3AA+AA, —4AA+A A, —5AA +A A,
A A A, A, A,
o A A A, A,
o mA (m—1)A, (m—2)A,
o —A, — 24, — 34,
=A —A, — 24, — 3A, — 4 A,
— 2AA,+A? —3AA+A A, —4AA+AA —5AA+AA,
A A A, A,
mA (m—1)A, (m —2)A,
—A, — 24, — 34,
=A| —A, — 24, — 34, — 44,
~—~2AA, —3AA—A A, —4AA—2A A —5AA—3AA
A A A, A,

181

(m — 3)A
— 4A,
— 54,
—6AA+A A,
A
Ai

(m—3)A,
— 4A,
— 54,

— 6AA+A A,
A
(m—3)A,
—_ 4A4
— 54,
—6AA—4A A,
A

3

5
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o mA (m—1)A, (m—2)A, (m— 3)A,
[ — 4 — 24, — 34, — 44,
= 0 —2AA,+A? —3AA A A, —4AAA A —5AA AL
—244, —3AA—4A, —4AA —2A A, —5AA—3A A —6AA—4AA,
A A, A, A, A,
o mA (m—1)4, (m—2)A, (m—3)A,
0 —A, —24, —3A, — 44,
=0 —2AA+A? —3AA+A A, —4AA+A A, — 5AA+A A,
0 —3AA+A A, —4AA—2A A 243 —5AA—3A A 244, —GAA—4A A 24,4,
A A Az A, A4
mA (m—1)A, (m—2)4, (m—39A,
A —A, — 24, ‘ —34, — 44,
T —2AA A2 —3AA,+A A, —4AA+A A, —5AA+A A,
—3AA+AA, —4AA —~2A A +2A2 —5AA—3AA+2A A, — GAA—4A A +2A4,
mA (m—1)4, (m—2)A, (m—3)A,
AS, AS,+AS, AS,+AS,+~AS  AS,+AS,-+AS,+AS,

A’S,-+AA S +A} A28 +AAS,  A’S+-AAS+AA,S, A’S-+AAS+AAS--AAS,
A'S+AAS, A'SHAAS—AAS, A'S+AAS-rAAS, A'S-+2AA S +AAS +AAS,
—3AA —4AA—AAS,  +AAS+AIS+AAS,

]

mA  (m—1)A, (m—2)A, (m— 3)A,

AS, AS,+A S, AS,-+A 8, +A,S AS,+A S, -+A,8,4+4A,8,
A’S, A’S,+AAS, A’S,--AAS,--AA,S, A’S +AA S +AA, §,--AA;S,
A*S; A’S,+-AAS; A’S +AAS,+~AAS, A?S +AA S +AAS --AA,S,

mA  —A —24, — 34,

AS, AS, AS,+AS, AS,+AS,+A,S,
A’S, A’S, A’S,-+-AAS, A’S,--AA S, +AAS,
APS) A*S, A'S,+AAS, A'S,+AA S, +AA,S,

mA AS,  AS,+AS AS,+A S,+A,S,
AS, AS, A'S,+AS, AS,+AS,+A,S,
A’S, A’S, A’S,--AAS, A’S,--AAS,+AA,S,
A5, A’S, A’S +AAS, AS,+AAS,-AAS,|

mA  AS, AS, AS, S, 8 8 S
AS, AS, AS; A8 | ar S8 8 S,
A’S, A’S; A%S, A’S,|T T |8, S, S, 8§,
A®S, A’S, A’S, A*S,| 8 S S, S,
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Les transformations, on le voit, se compliquent de plus en plus. Il
nous semble inutile de les poursuivre au dela.

En se servant des autres expressions de R, R,, ..., on obtient les
mémes résultats, par des calculs analogues qui offrent moins de régu-
larité.

V.

41. Nous terminerons cette étude par le développement de quelques
exemples : :
1° Soit
F(z)=a* -+ pzx + ¢,
S =3x"+p.
1l s’ensuit

x_prog o FEp__q.

3 P 3z p’
d’ou
3z*+p, —2px-—3q, px'—3qx-+p-.
De la
3 0 p
R. o= —f- T — 6 J— y
[o —2p * o —3gq Px—94
3 0 P
Ri=| 0o —ap —3q |==p(—6p)+3q(—9q)-+p.2p'— —4p°—27¢".
p —3¢ p
2° Soit
F(z) = ax®+ ax® -+ a2 + a,
F2)=3axz*=+ 2ai2 + ;
d’ol
axr - a, Ay 22—+ a3 azr? - o+ d,
—_— b pr _—
3u 2.0, % = Jaxr +2a, a,
puis

3ax? --2a,x + a,
2aa, 2% -~ (2a? — 200,) % -+ a,a, — 3ady,

aa, x? + (@ a, — 3aa;)x -+ a; — 26,4,
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et par la
3a 24, 3a a,
R = ) x -+
saa, 2a°— 2aa. 2aa, a.a — 3aa;
3a 2.a, ‘ 3a Qs
— x -+
—aa, —2aa, —aa;, —3aa,

= — 2a(3at,— a’)x — a(9aa,+ a,a,),

3a 2a, @, 3a 2a, a,
R.,=| 2aa, 24— 2aa, aa.—3aa;, |=| — aa, — 2ad, — 3aa,
ads aa,—3aa;, a; —2a,& { —2aqa, —a,a.—3aa; —22d.a,

=a(18aa,aas — fala, — faia + ai @i — 27a%a;j).

Sil'on pose :
F(x) —ax® + 3a, 2% + 3a,x + a5,

on a
LR 20 2a, a,
’ saa, 3a—aa 2aa, 3a,a,— aa,
20 2a, as
= x —+-
o ai—aa, c aa — aa,
‘=2a(a — aa)x + alaia, — aa,),
a 2a, a, I
xRy = | — aa, — 2dc, — ads
—2ad, —3a,a,— ad; — 2d,d;
a 2a, a
=| o0 2a—2aa, da — ad,
o aa,—aa; 24— 2a,a,
=4a(al — aa) (4} — aia) — a(aa. — aay).
3° Soit
F(z)=az'+ az® + ax* + ayz + «a,
Flz)=fax* +3a,2"+ 2,2 + ay;
d’out

fax® +3a,x*+ 202 + a,,

3aa,x* + (3a} — 2aa,) 2* + (2a,a:— 3aa;) x + a,a, — faa;,

2.00:%° + (2a,a, — 3aas)2* + (24} — 2a,a, — faa,) x + a,a, — 3a,a,,
aax* + (i ay — faa ) 2 + (@ay — 3a.a,) x + a? — 2aa,,
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puis
R = ja 3a, ’z-’ 4a 20, fja a,
3aa, 34} —2aa, 3aa, ana,— 3aa, 3aa, aa,— 4aa,
_ 4a 3a, 2 4a 24, fa a,
—aa, —2aa, |’ —aa, —3aa, —aa, — aa,
ja 3a, 2a, 4fa 3a, a,
R, =|3aa, 3ai—2aa, 2a,a,— 3aa, x4 | 3aa, 2al—o2aq, aa,—faa,

2aa, 20,0, —3aa, 2a; — faa, —24a,a, 2aa, 2a.a,— 3aa, a,a,—3aa,

ja 3a, 2a, . ja 3a, a,
= | —aa, —2uaa, —3aa, T+ —aa, — 200, — faa,

—oaa, — aa,—3aa, — faa;,—a2a a, —2aa, — aa,—3aa, — 3a,a,

4a 3a, 2a, a,
- Jaa, 3ai} —2aa, 2a,a,— 3aa, aa, -—;4{1114
’ Jaa, 2a,a4,— 3aa, 24} — faa, -—2a.a, a,a,—3aq,
aa, aa, —jfaa, a,a, —3a.a, ai — aa,a, .
4fa 3a, 24, a,
— aa, —2aa, — 3aa, — 4aa,
T = 2aqa, --aa,—3aq, —fhfaa,—2a.a, —3aa,
—3aa, — 2a,a,— faa, — a,a,—3aa, —aa,a,
Si I’on prend

il s’ensuit

a a a, a as
+=3 x4 3 ,
b) —aa, — aa, — aa, — aa, —aa, — aa;
=3a(a} — aa,) '+ 3a(a,a, — aas) x + a(a,a; — aay),
a a, 3a, a a a;
3 = | — aa, — aa, — 3aa, z+| — aa, — aa, — aa,
—3aa, —oaa,—aa, — aa,— 8a,a, —3aa, —2a,0—aa; — 34,
a a, 3a, a a, A
= |0 a!—aa 3a,a, — 3aa, z-+| o al—aa a,a, — aa,
0 aa,—aa, 9a; —aa,— 8a,a o aa,—ad; 3aa; —3aa

+a[3(a? — aa,) (ma; — a ) — (@, ay — aas) (aya, — aay )],

al(a} — aa,) (9a} — aa; —8a,a;) — 3 (@@, — aa;)* | %

Ann, de ’Ec. Normale. 2¢ Série. Tome VII, — Juix 1878.



186 . LEMONNIER.

a Ja, 3a, a,
R, —aa, — 3aa, — 3aa, — aa,
4 | —3aa, —6aas— 3aa;, —8aa,— aa, —3aa
—3aa, —8a,ay— aa;, —6ba,a;—3a,ai —3a.a,
a 3a, 3a, (& ‘
o 3(a!— aa) 3(aa, — aas) - a,a; — aa;
o 3laa—aa) 9ai--8aa—aa, 3|aa;— aa)
o aa,—aa 3(way,—aa))  3(al—aa,) |
3} — aa,) 3(a a, — aay) a,a; — aa;

== a | 3laa;— aa;,) 9a; —8aay— aa; 3(aa; — aiay)

@ ay — aag 3(aa; — aiaq) 3(a; — a.a4)

+ 18ala a,— aai) (a,a, — aay) (aya, — a,a,)

— 27alal — aa,) (.ay -~ A, ;) — 2qalal — a;a) (@.e, — aya ).

Remarque. — Quand on pose

mim —1)

T (r) == (.Z‘, 'y‘) —Azxz"+m A, x"“'}' -+ — A,x""’y‘” s

1.2

mim —1) ;
'——“'l > — Am-—‘:xz.}""'_l -+~ mA,,,..,x‘y”"" - A/,,.'r"",

comme 'on a
mF(z)=z¢ (2,y) +yo,(z,y) et Floy=d (2,
y s’estimant égal & Punité, larecherche d’un plus grand commun divi-

seur entre F(x) el F'(x) revient a le chercher entre 7 (, y) ét =, (x, y).
Quand on prend

vlz, y)=az’+ 3a,2°y + 3a,z,y" + w3)?,

01 a
9@ y) = axt2a,zy - ary?,
s (@, y)=ax+ 2a.zy + a, y?,
de Ta
_r_(,_ ax A+ d y ar -+ 24,y W

O 20,2 + ayy ax—+2ay  d
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ou bien
3(aa, — a?)x + (a0, — a,a.) y,
laa; — ajas) x +2(a ey — al),
ce qui donne

— R =2(aa, — a?)z + (aa, — a, a,),

R 2(a, — a?)  aa;— aa,

aay — aca,  2(aa;— ak)
=4(aa, — a?) (@ a; — al) — (ac; — a,a, ).

On trouve ainsi les mémes valeurs de R, et de R, que ci-dessus, sauf
des facteurs numériques positifs et le facteur @. On peut done, méme
pour'application du théoreme de Sturm, opérer ainsi, en prenant soin
d'avoir a@ positif.

Pareillement, si1’on a

ce qui donne
o (2y) = ax® -+ 3a.a%y -+ 32y -+ @y,
¢ (2y) = ax'+3axty -+ 3axy + ay,

al= al=

il en résulte

3(aa,— at)x* + 3(aa, —aca.)xy + (aa,— a,a;)y?,’
3(aas — a ;) x* + (8aia, — gaj + aa,)xy + 3(a d; — a.a;)y*,
(aa; — a,ay) 2 + 3 (a,a0 — ) 2y + 3 (@0, — az)y?,

et de la

— R =3(aa,—a?)x*+ 3(aday— a,a,)x -+ aa,— a,a,,

R, — 3(aa,— a?) 3(aa,—a,a,) ) 3(aa,—a?) aa;—aa; |
i 3(aay—aia,) Ba,a,—gadi+aa; 3(aay—a,a,) 3(aia,— a,a;)
3(aa,— a?) 3(ad;— a,a) ad,— a,a,
- Ry=| 3(aay— aia,) 8aia,—9ga+aa, 3(aai— a.a;)|;
ad,— (,d, 3(a a,— aa,) 3(a.a,— a3)

au facteur pres a, les mémes déterminants que ci-dessus se retrouvent

alnsi.
24.
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On a par Ix une facon plus simple encore de procéder dans la re-
cherche des fonctions de Sturm ou de fonctions équivalentes, pourvu
qu'on ait soin d’avoir positif le premier terme de F(«). Dans le cas
contraire, il n’y aurait du reste qu’a changer les signes des termes
dans F(x) et F'(@), pour joindre ces fonctions aux résultats obtenus,
ou & changer ceux des résultats obtenus.

4° Soit

Flog)=a2+at—2'— 2+ x'— 2 +1==0(2x,))

De la '

o (2, y) =6 +bx'—fa*— 32+ 22 —1, |

T

'

o {z,yl= 2—o2z'— 32+ f2* = 5x + 4,

d’ou 'on tire
— 1qat— 142’ + 272*— 322 + 37,
— qx'+ 2x*— Qa4 8z +- 14,
3a'— 22'— . 2?46z — 3,
— 16zt + 8z'+ 272 — 162 — 7,
3zt + 282 — 2nat— 142 + 7,

et dela
—Ri=—192'— 142’4 2727— 322 + 37,
tRe== — f42* -+ 114 2* — 1202 + 7,
— HRi= 86— 138x — 31,

de sorte qu'on a ainsi la suite de fonctions

Flo) =2+ 2 — 2t — 2+ 2 — 2 +1,

Flz) =62+ 5x'— {25 — 327+ 22 — 1,
Ry = 192" +142°— 292+ 322 — 37,

TRy = — Jx'+ 12t - 1202 + 7,

i Ry= — 862>+ 1382 + 31.

Au lieu de continuer par le calcul de déterminants du quatrieme
ordre, opérons directement a partir de — 44a® + 1142* — 120% + 7
et — 86a® + 138x* + 31.

Les fonctions intermédiaires qui s’ensuivent, divisées par 8. 11 et
2.11, sont

—bya*+ [6x + 4,
— 6222+ 1882 — 213,
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de sorte qu’il y a & considérer

— 8623 +13822+ 31,
— 692+ 462 + 47,
— 622*+188x — 213;
d’ou
R =11{5062 — 173},
R, = —11%.2.4717.

5° Soit

Flz) =2'+22° — 28 — f2' — 32+ 227+ fax — 2,
F'(z)=flz) =72+ 122°— 52" — 162 — 92*+ { v + 4.

Les fonctions intermédiaires sont, avec f(x),

122°% + 20 4+ ox'— 202" — 2822 — 162 + 22,
— B2+ 2x°-+33x'+ 242 — 312*— 3ox + 20,
— 162" — 202° + 9425* 1828 + 162 + 24 2 °— 26,
— gat— 28ab— 312"+ 1623+ 8327 + 26 — 44,
fa'— 162t — 3oz + 2{2° + 262? +- ox — 103
d’oli
Ri—=oa(1gz’+ 392 '+ 262> — 4{2*— 8ox + 53,
R.=:4.3(282"—62°— fr2*+55x — 21),

On voit dans R, le facteur 2, premier avec le premier coefficient 7
de f(). Son carré est facteur dans R,, puis, au lieu de sa troisieme
puissance, c’est la quatrieme qui divise R;. De méme le facteur 3 de
R, est au carré dans R,.

Lin opérant la directement a partir de

4—'31{?::..: 28z — 6ax*— fraxr+ bBbx — 21,
1]

R — 3 2 _

6y Ry== — 682°+ 23 2* + 1592 — 91,

on rouve les fonctions

3222° -+ 7632% + 119X — 441,
2226 2% + 1192* — 43332 + 2107,
~1274%°— f412° + 21072 — 833;
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d’ot
R, == 2.2965(— ' — 2 +1)=2.7°. 1125 — 2"— 2 +1).

On peut diviser par 7 les fonctions considérées, ce qui donne

462° + 10922+ 172 — 63,
318x° + 172*— 619z + 301,
— 18223 — 63x+ 3012 — 11G;
il en résulte

i Ri=2.42350{— 2w +1)==2.7.5 11} —2*— 2+,
puis
— 68 =23 159 » » — 9l
R = 46 109 17 |lxz+|» » — 63 |=ox+o.
318 17 —619 » » 301

D’aprés quoi, x*-+a —1 est un plus grand commun dwlseur
F(x) et F'(x).
Si Pon pose la

,?Jl/x' ,} =2 4 qu}. . x“)"-’ _— 4.%“‘)3 — 3.1.3“.},.4 —+ 2.%’2“} 5 4 4.%']‘“ — 2].7’
on «
. Ge(@y ) =gx" + 122°— St — 162 — 9+ fx -4,
o (2, y =2a% — 2a° — 122" — 122% + 108 - 242 — 1{;

d’ott 'on déduit les polynomes

—192° — 372%— 262 + 442" + Box — 53,
— 3qz* -~ 1032 — 44 2* + 1312 + 95bx — Bo,
—262° — f42* + 652" + 162* — 116x + 5g;

de Ta :
— R =—192* — 372" — 262° + 442° + Sox — 53,
7 Re=  28x' — 62— fr1a? +~55x — 21,
! 2
—S—)—.?)—SRs: 68x* — 232* — 1592 + g1.

On voit que ce procédé abaisse 1’ordre des déterminants d’une unité.

6° Soit
Flz)=30a'—152%+32* — 52 + 10,
)':l

(

22" — fx*+ x — 3.

de
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Les polynomes d’olt se déduisent les fonctions R sont

1220 — 4fat+ x—3,
— 1202° + 542° — 452 — 15,
3oz’ — f5x* — 922+ 31,
— gox* — 752+ 3rx +-5.
Il en résulte
Ri=r12.7.(22° —5x —15),
R.= —12.72. 4 (132 -+ 16),
R, = 7% 12.2.1376* + 7°. 12.4.983.

Il est & remarquer que le facteur 6 commun au premier coefficient
de F(a) et au premier de /(o) se retrouve dans R,, Rs, R;. Le facteur -,
apparu dans R,, étranger au premier coefticient de /(x), est porté au
carré dans R, et au cube dans R,. '

7° Soit ,
Fl)=2"— 2'—22*+ 3z + 2,

flx) =2 — 2z —1.
Les polyndmes & considérer pour la formation des R sont

x4 ot 4-o0x?—22 — 1,

oxf -+ ox' +o0x*— 32— 1,

ox' +oa*—a2x*— x -+ o0,
— 2t — 22— X'+ fx -+ 2,
— ' = Xy oxt-2x2 + 1.
Il s’ensuit
Ri=oat-t+o2?—22—1=—o2x — 1,

R.=ox*+4-0x +0=o0,
Ri=8x +{=4f(22 +1),
R¢=1.

On voit que R, est du premier degré au lieu d’étre du troisieme;
puis R, est nul, R, est bien du premier degré, c¢’est le produit de R,
par — 4; mais ce facteur ne'se présente pas dans R;.

8° Soit

Fz)== 2"+ 2* + z' + 2* — 2 — 2,

Slx) =ab +a® -1,
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Les polynomes a considérer étant

x5 4 2% — 1,
2P — X+ 1,

a8+t +x — 1,
— a2t + 2,
a*+3x—1,

—a*t+ 2t — 2t o' —x + 1,

on trouve
R=+2a%— 2"+ 1,

Ri=—2*+2*—1,
Riz=—2*+2x + 1.

Ainsi R, est 1a du troisieme degré au lieu d’étre du quatrieme, et R,
en estle produit par — 1.
9° Soit

Flz)=2— &'+ 2°*— 2* — 2,
flz)=2+ 2 — 2 — 1.

Les polyndmes intermédiaires sont, en y comprenant /(x),

2P+ 22—z — 1,

xt— a2*—+1,
2+ oxt — 2t -2 — 1,
x— w+ X,

—x*+2x + 1,
— 2%+ 22 + x,
— X 2P — 22+ a2l
d’o résulte
Ri= a—2"+1,
R, = o,
Ry = — 2%+ 22— 1,
Riz: — 22,
Ry= 6z,
10° Soit
Flz)—2x+ 2 — 2 — 22 — 1,
f(x)::- X8 4 25— 2 — 1,
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Les polynomes intermédiaires sont

xb 4+ 2b— 2% — 1,
—_— =2tz 41,
— 2" — 2t — 2+ 2 2+,
—_—xt — 2t 222t —1,

28+ —2 — 1,

— 2 22— —x 1,
et on trouve
Bx:"_' x2+ l,
R.=o,
R, =< o,
Ri=a* —1,
R;,._JO

D’apres le dernier résultat, le polynome x* — r est la le plus grand
commun diviscur de F(x) et de f(=).

Ces exemples, par leur variété, répondent suffisamment, je espere,
aux faits démontrés jusqu’ici.

TROISIEME PARTIE.

I.

La résolution de deux équations entiéres en x et y, ®(x, y)=o,
v (2, y) = o0, se présente sous un jour nouveau, quand on y applique
les considérations et les procédés de calcul que nous avons exposés.

Nous n’avons pas & parler du cas ou un diviseur, fonction de x ou
de y, seul appartiendrait & 'un des polyndomes @ (x, y), ¢(x, y), ou &
tous les deux. Ainsi nous supposerons qu’aucun des deax polyndomes
n"admet un pareil diviseur.

Sion les ordonne par rapport & , ils constitueront deux fonetions
entieres de a, de degrés m et n (m” n), F(x), f(x). Les coefficients,

Ann. de UEe. Normale. 2¢ Série. Tome VII. — Juin 1878. 25
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pour toute valeur de module fini, déterminée, attribuée a y, auront
des valeurs analogues.

Résoudre le systeme des deux équations, c’est trouver toute valeur
de y, telle que pour cette valeur les deux polynomes F(x), f(x) s’an-
nulent & la fois par une ou plusieurs déterminations correspondantes
de 2, admettent donc p racines communes (p <n), finies, déterminées.
Ainsi posée, la question est tout entiere dans le calcul des polynéomes
Ry, Ry, ..., ou des polynomes Ry, R,, ..., précédemment définis. Ces
polyndmes seront des fonctions entiéres de z, de degrés décroissants,
ayant pour coefficients des fonctions entitres de y.

Il a été reconnu qu’un facteur commun au premier coefficient de
F(x) et au premier de f(z) se reproduit dans tous les polynomes R. Si
ces premiers coefficients, comme fonctions de y, ne sont pas premiers
entre cux, la fonction de y, qui en sera le plus grand commun diviseur,
se retrouvera done dans chacun des polynomes R. Il convient, dans
notre exposition, de distinguer ce cas du cas général. Nous entendrons
qu’il soit d’abord écarté, sauf & y revenir.

Par le calcul des polynomes R,, R,, ..., on aboutira & un résultat
indépendant de «, constant ou fouction de y, ou bien & un polynome
ayant ses coefficients tous nuls, et de telle sorte qu'il en soit de méme
des polynomes suivants; ce qui aura lieu, si le polyndme précédent est
en o du degré correspondant & son indice.

Dans le premier cas, le résultat final R, scra le résultant dit de
Sylvester ou de Cauchy.

Si 'on attribue & y une valeur qui I'annule, il y aura p valeurs de x
correspondanles, une au moins, qui seront racines communes des

polynomes F(x), f(x).
En effet, on sait que, les racines de F () élant x,, x,, ... 2,, celles
de f(x) élant &', &, ..., ,, si 'on pose 9 =F(«,) F(«,) ... F(z,) et

b= f(x,) f(%,) ... [f(2,), on ala double relation
are = A"y (—1)™ == R,.

D’aprés quoi, si R, s’annule, les produits a”¢, A*¢ s’annulent 4 la
fois. Mais, lorsque, comme dans ’hypothese faite, les coefficients a et A
n’ont en y aucun diviseur commun, ce sont ¢ et ¢ qui s’annulent; donc
alors toute valeur de y, qui annule R,, est telle qu’il y correspond au



MEMOIRE SUR L ELIMINATION. 195

moins une valeur de «, formant avec elle une solution commune aux
équations ®(x, ') = o, o(x,y) = o.

Ainsi, quand le premier coefficient de F(«) et le premier de f(x)
sont premiers entre eux, les valeurs de y-, qui entrent dans les solutions
communes aux deux équations proposées, ne peuvent provenir que de
’équation R, = o, et & toute racine de R, = o il correspond au moins
une solution. '

Or, lorsque les équations F(x) = o, f(x) = o, les coefficients ayant
des valeurs déterminées, ont p racines communes, il est établi que ces
racines sont données par R,_,= o, et qu’elles annulent tous les R
d’indices inférieurs & » — p, tandis que les R d’indices supérieurs sont
nuls identiquement.

En conséquence, si y =y, est une racine de l’éduation R,=o et
qu'il y corresponde p racines communes de F(x) et de f(x), la substi-
tution de y =y, dans R,_,, R,_o. ..., R,_,., donnera des résultats
nuls; mais, par la substitution dans R,_,, on aura un polyndme entier
en z du degré p qui, égalé a zéro, donnera les p racines.

Douc, si 'on substitue y, dans R,_,, R,—,, ..., le premier de ces
polyndmes qui ne s’annulera pas sera d’un degré correspondant dson
indice, par rapport a . En I'égalant a zéro, il donnera les valeurs de
correspond'\nt ay,, ennombre égal a la différence entre n et son indice.

Quand il n’y aura qu’une va]gun de x pour y = y,, ¢’est par R,,-, =0
qu'elle sera donnée. C'est 1a le cas général.

Mais, lorsque plusieurs valeurs de 2, en nombre p, répondent & une
méme racine y, de R,, les coefficients de R,,_,, R,—, ..., R,epsy, 8’20~
nulant pour cette racine, ne sont pas premiers entre eux.

Or, quand les coefticients de R, ., ont un diviseur commun ¢(y),
qui’soit premier avec le premier coefficient de R,_,, le polynome sui-
vant R, _,.. est divisible par ¢*(y), le polynéme R,.,.; 'est par ¢*(v),
et ainsi de suite.

C’est pourquoi, si I'on considere les polynomes R,, R,, ... dans
I'ordre ol on les calcule, une valeur y, de y, a laquelle répondent p
valeurs de @, s’accusera par le fait méme que y — y, divise le poly-
nome R, _,.,, sans diviserle premier coefficient de R,_,. Les polynomes
suivants R,.,., ... seront respectivement divisibles par (y —»,)?,

(y=x ) ..
25,
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Lorsque le polynome R,_,,, présentera un diviseur ¢(y) qui soit
premier avec le premier coefficient du polynome R,_,, ce qui suppose
ce premier coefficient différent de zéro, chaque racine de ¢(y)=o,
substituée dans R,_,, conduira par1’équation R,_, = o & p valeursde @
correspondantes. On aura par la le systeme ¢(y) =o, R,, = 0. Les
polynémes R,—ps(» Ryprn, ... devront ensuite étre simplifiés, en les
~divisant successivement par &(y), ¢*(y), ¢*(¥)s--.-

Si un diviseur y —y, de R, ,., appartient au premier coefficient
de R,_,, celte circonstancesera, pour y =y,, celle ou, dans la suite des
polynomes R, le degré s’abaisse de plus d’une unité. Alors, quand
R,—p+: estle premier polyndome qui s’annule pour y = y,, et que le
degré en @ du polynome R,_, devient p — ¢ pour cette valeur de y, le
polynéme R,_,., ne s’annulera plus pour y = y,. Jusque-la, il n’y aura
donc pas a tenir compte de cette valeur de y.

Si un diviseur ¢(y) de R,_,.,, sans diviser le premier coefficient
de R,_,, n’est pas premier avec lui, on devra chercher leur plus grand
commun diviseur ¢, et le changer en d¢,(y). Ce qui précede s’appli-
quera au facteur ¢,(y), premicr avec le premier coefficient de R,_,. Il
n’y aura pas & s’occuper de ¢, & moins qu’on ne veuille reconnaitre ce
qui correspond a ses différentes racines dans la suite des polynomes R.

D’apres cela, sil'on désigne par p, p', p’, ..., en ordre décroissant,
les nombres de valeurs de x qui correspondent i des valeurs de y, le
-polynome R,_,., est le premier polynéme qui présente un diviseur
¥ — y, wappartenant pas au premier coefficient du polyndme précé-
dent R,_,, ou plus généralement un diviseur ¢(y) premier avec le
premier coefficient de R,_,, ou, & défaut d’étre tel, qui soit le produit
de leur plus grand commun diviseur & et de ¢, (). Alors poury=y,,
ou pour chaque racine, soit de ¢(y), soit de ¢,(y), ily a p valeurs
de  correspondantes données par R,_,=o; puis les polyndomes sui-
vants devront étre simplifiés en les divisant par le carré, le cube, etc.,
de (y —y:), ou de ¢(y), ou de ¢,(y); ensuite le polyndme Ry,
ou plutot le polyndome obtenu a sa place, se prétera, avec le polynome
précédent et les suivants, & des considérations et procédés analogues,
et ainsi de suite.

Si, avant d’atleindre le polynome R,, on tombe sur un polyndme
Ry, qui soit nul identiquement, sans que le polynome précédent R,



MEMOIRE SUR L ELIMINATION. 197

soit d’un degré inférieur i celui que donne son rang, au degré n — p, les
polyndmes suivants sont tous nuls également, quelque valeur qu’on
attribue a y. Alors le polynoéme R, est, comme fonction de =, le plus
grand commun diviseur de F(x) et de /().

Mais, sil’on appelle D ce plus grand commun diviseur sous une forme
ou ses coefficients n"admettent aucun diviseur commun en y, et que
F,(x), fi(x) soient les quotients de F(x) et de f(«) par D, il est &
observer que D divisera, outre F(x) et /(«), tous les polynomes qui
suivent jusqu’a R, inclusivement. Or, si I'on attribue & y une valeur
telle qu’il y ait une ou plusieurs valeurs correspondantes de = satisfai-
sant avec elle & F,(x) = o, f, () = o, cette valeur de y, en général,
n’annulera D qu'avec d’autres valeurs de a; par conséquent toute solu-
tion commune a F,(x) = o, f,(x) = o annulera les quotients de R,
Ro, ..., R, parD. Done, le quotient de R, par D, quolient indépendant
de z, Y, aura pour racines les valeurs de y qui figurent dans les solu-
tions du systeme F,(x) = o, f;(x) = o. D’apres quoi, les coefficients
de R, ayant Y pour leur plus grand commun diviseur, de sorte que D
soit le quotient de R, par Y, I’équation Y = o comportera toutes les
valeurs de y qui font partie des solutions de ce systeme F, (x) = o,
1, (x) = o.

Réciproquement, toute valeur de y qui annulera Y donnera, par le
premier des polynomes précédents, apres leur division par D, qui ne
s’annulera pas, quand on y substituera cette valeur de y, une ou plu-
sieurs valeurs de « qui, avec elle, constitueront des solutions com-
munes aux équations ® (x, ¥) = o, ¢(x,y) = o, en général étrangeres
4 D, par conséquent communes aux équations F, () = o, /i(x) = o.

Donc I’équation Y = o sera I’équation finale due & I'élimination de
@ entre ®(x, y) = 0,9 (x, y) = o. Et, si 'on substitue dans les poly-
ndémes qui précedent R,, apres les avoir divisés par D, une racine de
I'équation D = o, lesvaleurs dex correspondantes relatives A F, () =0
et /() = o seront données par le premier des quotients, pris en re-
montant, qui ne s’annulera pas.

D’ailleurs, ce qui a été dit plus haut 2 'égard de R, et des poly-
nomes qui le précedent est ici applicable 2 Y et aux quotients obtenus.
Notamment les racines de Y auxquelles répondent plusieurs valeurs
de #, ¢’il y en a, pourront se découvrir en procédant au rebours de
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proche en proche; et il y auralieu, s'il s’en trouve, de faire des simpli-
fications correspondantes dans la suite des quotients.

Lorsqu'une valeur'de y égale 4 y, annule le premier coefficient de
F(z) et le premier de f(«) sans annuler les suivants a la fois, le fac-
teur y — y, appartient a tous les polynomes R; ou plutdt, st ¢(y) est un
facteur commun au premier coefficient de F(«) et au premier de f(x)
et qu’il n’ait pas de diviseur commun avec les deux suivauls, ce fac-
teur divise tous les polynémes R. Un diviseur commun aux deux pre-
miers coefficients de F(«) et aux deux premiers de f(x) est au carré
dans les polyndmes R & partir de R,. En général, quand les A premiers
coefficients de F(«) et les & premiers de /() ont un diviscur commun,
la puissance A de ce diviseur appartient & Ry, Ry.,, ..., pourvu qu’on
ait 26> h — (m — n), et de moindres puissances divisent les R précé-
dents. Cela est établi au n° 33.

Il conviendra de supprimer les diviseurs de ce genre, puisque les
polynomes R se simplifient par la suppression. Pour une valeur de y
annulant an pareil diviseur, les polynomes F (), f/(«) perdant chacun
un ou plusieurs premiers termes, il y aura bien des valeurs de « cor-
respondantes infinies. C’est un genre de solutions dont nous ne nous
sommes pas occupés. Si les équations proposées comportent une ou
plusieurs solutions composées d’une parcille valeur de y ct de valeurs
finies de x, ces solutions se présenteront d’elles-mémes, apres la sim-.
plification réguliere dont il s’agit, comme on le verra plus loin par un
exemple.

Ces considérations nous permettent de formuler la regle suivante
pour la résolution de deux équations ®(x, y) = o, ¢ (=, y) = o.

Les premiers membres des deux équations ayant été débarrassés, s'il
y a lieu, de tout facteur fonction de y seul ou de « seul, on les ordon-
nera soit par rapportd @, soit par rapport & y. Supposons-les ordonnés
par rapport & «.

On calculera les polynomes R, R,, ..., jusqu’a un polynéme R,, in-
dépendant de 2, ou bien jusqu’d un polyndéme R,,, qui soit identique-
ment nul, alors que le précédent se trouve du degré n — p.

Si le premier coefficient de F(2) et le premier de f(«) ne sont pas
premiers entre eux, & les considérer comme fonction de y, leur plus
grand commun diviseur divisera tous les polynémes obtenus. Un divi-
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seur commun aux deux premiers coefficients de F(x) et aux deux pre-
miers de /() sera au carré dans R, el les polyndomes suivants. Un divi-
seur commun aux % premiers coefficients de F(x) et aux A premiers de
J () sera & la puissance % dans R, et les polyndmes suivants, pourvu
qu'on ait 24> h — (m —r), et & de moindres puissances dans les R
précédents. On supprimera ces diviseurs aux puissances dont il s’agit
ainsi, sauf & tenir compte, suivant les circonstances, des valeurs de x
infinies qui, avec les valeurs de y en provenant, constitueront des so-
lutions communes aux équations proposées.

Si I'on va jusqu'a R, lorsque tous les coefficients d’une fonction
précédente R,_,., s’annuleront pour une valeur y, de y sans que le
premier coefficient de R,_, s’annule, il suffira de substituer cette va-
leur de y dansR,_, pour avoir, parR,—, = o, p valeurs de & correspon-
dantes. Le facteur y — y, se¢ reproduira alors au deld & des puissances
de plus en plus élevées, et il conviendra de le supprimer & ces puis-
sances. S'il arrive que plusieurs facteurs tels que y — y, répondent &
un méme nombre de valeurs de «, il n’y aura pas lieu en général de
les séparer, cela s’appliquera & leur produit ¢ (y).

On cherchera donc siles polynomes R a partir de R, ont ainsi des
diviseurs; & mesure qu’on en trouvera, on fera les simplifications dont
on vient de parler, en déterminant les solutions correspondantes, au
moins en établissant les systemes correspondants d’équations.

On aboutira par la & avoir, au lieu de R, soit une constante, soit un
polyndme. Dans le dernier cas, chaque racine du polynéme donnera,
en général, par le polyndme qui remplacera R,_,, une valeur de  cor-
respondante, accidentellement si R,_, fait défaut, plusieurs valeurs
de @ par le premier polynome précédent qui ne manquera pas.

Si, au lieu d’aller jusqu'a R,, on est arrété 2 un polyndéme R,, on
cherchera le plus grand commun diviseur Y de ses coefficients, et 'on
divisera par Y le polynome R,. Le quotient D sera, avec des coefficients
premiers entre eux, le plus grand commun diviseur de ®(z, y) el
¢(2,y). On divisera par D ces deux polynémes ®(z, y), ¢ (2, y), ainsi
que les polyndmes R, R,, .... Les quotients ®, (x, y), ¢, (2, y), puis
PisTay.ony Ty €t Y seromt dans les mémes conditions que les polynomes
®, ¢, R;, Ry, ... au cas précédent. On les traitera de la méme ma-

niere.
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IT.

L’évaluation du degré maximum de y dans chacun des coefficients
des polyndmes R,, R,, ... n’est pas sans intérét.

Dans R, le coefficient -de 2"* est un déterminant dont les termes
effectifs sont des produits d’éléments pris dans ses différentes lignes et
colonnes. Distinguons les lignes ol figurent des coefficients de f(x) et
celles ol se trouvent des coefficients de F(«), et concevons un terme
dans le développement du déterminant.

Ce terme contiendra un facteur provenant de la ligne ot @ est le pre-
mier coefficient & gauche : soit &, son rang dans cette ligne; il contien-
dra un facteur appartenant ala ligne ol @ est au second rang : soit «,
son rang dans celte ligne, et ainsi de suite. Soit de méme 3, le rang de
U dement qui appartient & la ligne des coefficicnts de F(x) ol A est au
premier rang & gauche; soit £, le rang d’un élément appartenant 4 une
ligne ot A est ausecond rang, etc.

Sl m et n sont les degrés de ®(x, y), ¢(2, y) aussi bien par rapport
& 2 ety que pav rapport a x en particulier, le degré de a; ou A;sera iau
maximum. Alors le degré d’un élément de rang «, sera «, — 1, de
rang a, sera o, — 2, ...; celui d’'un élément de rang 3; sera f3; — 75 ou
bien les degrés seront moindres.

Le degré maximum de chaque terme dans le premier coefficient de
R, sera, en conséquence,

(tv—1) 4+ (ca—2) 4+ ...+ [Gtwenp— (M —n -+ 1)] + L — 13

mais, en observant queles nombres «,, #,, ..., @y_pn,; €L £, comprennent
tous les nombres depuis 1 jusqu'd 7 — n + 2 inclusivement, on voit
que ce deghé est -

(m—n—{—S)(m—n—kfr.) (m—n-+2)(m—n-+1
P 2

S e—1z=m—n-1,

Tel est ainsl, au maximum, le degré par rapport & y du premier
terme de R,. Pour le second, le degré augmente, en général, d’une
unité par 'élément qui provient de la dernitre colonne. Le degré du
second terme sera donc, en général, m—n-+2: celui du troisieme
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sera m—n+3, et ainsi de suite; celui du dernier s’élévera jusqu’a m
en général.
De méme, en employant pour R, des notations analogues, on a,
pour évaluation maximum du degré de son premier terme par rapport
ay,

(v — 1)+ [ —2) 4. ..+ [ttnonge — (M — 0+ 2)] + (B — 1) + (B2 — 2)
_(m—n+8)m—n+4) (m—n+3)(m—n+2)

2 2

— 3 =2(m—n)+ 2%

D'un terme au suivant, le degré augmentera aussi dans R, d’une

‘unité, au moins en général, de sorte que le degré du dernier terme
sera au maximum

2(m—n)+2*+~n—2=2m—n-+ 2.
Dans R, le degré du premier terme pourra monter a

3(m —n) + 37,
et celul du dernier 2
3m — 2n + 6.

En général, pour R,, le degré du premier terme est

p(m—n) -+ p?,
celui du dernier

pm—(p—r1)n-+p(p—1)=pm—(p—1)(n—p);

de sorte que, si m—n= 1, c¢’est, au premier terme,

p(p-+1)
et, au dernier, ,
m—+(p—1)(p-+1).

Au cas de p=n, le dernier résultat, indépendant de x, est ainsi du
degré mn au plus.

Lorsque @ (x,y), ¢ (x,y) sont de degrés M=m+gq, N=n-+¢’,
leurs degrés en x étant m et r, les coefficients A; seront au plus de
degré ¢ + ¢, et les coefticients a; de degré ¢’+ ¢. Il y aura donc a aug-
menter de ¢’ chacun des nombres «,, ¢, -. ., ¢, €t de g chacun des
nombres f3,, fa ..., Bn. Les résultats qui s’ensuivent sont faciles a

dnn. de U'Ec. Normale. 2¢ Série. Tome VII. — Juiy 1878. 26
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obtenir; ils n’ont une forme remarquable que pour R,, dont le degré
maximum est alors :

mn-+mg'+ng=(M—q)(N—g¢')+M—g)¢'+(N—g)g=MN—qq"

Ce mode d’évaluation du degré se trouve, pour ce qui regarde le ré-
résultant de Sylvester ou de Cauchy, c’est-d-dire R,, dans le Traize
d’Algébre de M. Briot, qui I'y attribue 2 M. Bouquet.

Avant de présenter quelques applications, je terminerai cet exposé
par un rapprochement entre la méthode de résolution qui vient d’étre
tracée et celle qui est due a M. Labatie. J'emprunte les notalions,
des parentheses pres, au Traité d’Algebre de MM. Mayer et Choquet.

111

Les deux polyndmes qu’on ordonne par rapport & x étant A et B,
sic, ¢y Cay ... sont les multiplicateurs consécutivement employés pour
. . . b L " -
avoir des restes entiers qu'on désigne par (R)r, (R,)r,, (Ra)7e, ...
r, Ty, Iy, ... y étant les diviseurs fonctions de y, les relations qu’im-
pliquent les divisions successives sont

cA=Bg -+ (R)r,

¢B=(R)q, + (R)r,
¢:(R)=(Ri) g2+ (Rs)ry
G (R) = (R)g + (R)

Si d est le plus grand commun diviseur de ¢ et de r, d, celui de —(-2-‘

., CC|02 ~
etde r,, d, celui de dd et de ry, etc., les systemes par lesquels se

remplace le systeme proposé sont, dans le procédé de M. Labatie,

[(—;:0, B:o:l, [flil:o, (R):o], [fcz’z:o,.(n,):o], e

Cela rappelé, supposons d’abord que les polynomes désignés dans
notre travail par Ry, Ry, Ry, ... n’aient pas de diviseur en y. Les rela-
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tions qui les concernent sont

m-—n m=—n--1
@ Fle) =flz) Q+Ri(—1) = "

m-—n m—n-31
—_— on ————

w1 f(2) = RQ — Roamrt (— 1)
a;Rl prmmey Ran -_ af].‘g,
oy R, =R;Q;— a3 Ry,

Or, si les quantités ¢, r se multiplient ou se divisent par un méme
r

facteur ou diviseur, le quotient ~ ne change pas, ni le quotient - Si
I'on multiplie ou si 'on divise ¢, et r,, il en est de méme de % et

de lej’ etc. On peut donc adopter les relations précédentes pour 'appli-

cation de la méthode de M. Labatie.
Le premier reste ne présentant pas de facteur en y, on a r=r1,
d =13 donc le premier systeme n’existe pas.

. C \
Pour le second reste, on a r, = == a”"+'; d’ailleurs y =a™ ", d'ol

(ic_‘ — =, 2 ‘ 1 — gin—n--1 _Eﬁ —_— 2 f_'_ —_—
T=a a?, parsuite d, = a P a1t == .

Le second systeme n’existe pas davantage, et ainsi de suite. Daos le
cas supposé, il n’y a donc aucun systeme auxiliaire; aussi notre méthode
n’en donne-t-elle aucun. |

Supposons, en second lieu, que, R, n’ayant pas de diviseur en y, on
trouve R, =R, 7,, et que 7, soit premier avec «,.

On a alors

(Ry) == = a™'R’, ¥,

de sorte qu’il vient
(Ri)=TR, et r=zkgmr/,.

On a d’ailleurs
ce . \
Q—' =am"ta}, dou d = a""H,
puisque «} est premier avecr,.
26.
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Donc on a
ce
f=a! et w==%=7,

dd, d,

c’est-a-dire que le systeme

n’est autre que .
r,=o0, R, =o.

Sans pousser plus loin cette comparaison, on voit assez comment les
restes consécutifs, alors méme qu’il n’y correspond aucun systeme
auxiliaire, sont, par I'effet seul des multiplicateurs qui interviennent
dans les divisions successives, quelque soin qu’on mette & les prendre
le plus simples possible, compliqués de facteurs. Nos polyndmes, au
contraire, ne présentent pas de facteur sans un pareil systeme, si le
facteur est premier avec le premier coefficient du polynome précédent.

L’application & quelques exemples nous parait un complément in-
dispensable. Rien n’est plus propre a faire ressortir les avanlages de
notre pratique. Si des calculs deviennent encore compliqués, il n’y
aura paslieu de s’en étonner: ¢’est dans ’essence méme de la question.

IV.

»

Applz'ca tions.

1° (Mayer et Choquet) :

Oz, y)=2"+3yx*+ By —y+1)z+y —y*+2y=o0,

oz, y) =2+ 2yx +y*—y =o.
Les polynomes a considérer pour la formation des R sont

2+ 2yx + ¥ —y,
2yxt + (fy* — 1) + 2)° — 292 — 2y,
Ly mr)E (200 — 2yt —ay) @yt — oyt — 2yt —
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Il s’ensuit

Ri=—ax—2y,
! 2y ri=r
R, = 2y 4y*—1 2y — 2y*— 2y
Y=y rt—eyt—ey yieeyto2yt—y
=—(r =2y =2y —y)+oyley —2y—2y) + ()2 —y) (= 3y =)

==+

L’équation finale est ainsi
yly—r1=o;
d’out
y=0 avec x -+ 2y =0,
et "
y—1==0 avec x -+ 2y==0;
ce qui donne les deux solutions

y=o0, x=o0 et y==1, x=—=-— 2.
2° (Id.) :
F(z) =2 +2yz*+2y(y —2)z +y* —f=o,

fle)=a*4+2yx +o2y*—by+o=o.

De 1a d’abord

2+ oyx 4+ 2y — by + 2,

2y + (4y* —y +2)x 4+ 4y — 11y + Ly + 4,

(29 = Sy +2)x* + (4 —11y* + by + 4)e + 4y (y —2) (y — 355

d’ou
Ri=(—y-+2)z—p +{=(—y+2)(x+r-+2)
R.=4y(y—2)(y—3) (—r—+2)— (4 —11y*+ 4y +4)
(= +4)+ (22— 5y +2)(r—2) (— 9y +>2)

=— 4y (y—2)(r—3)+(r—2) (4 —21p2+ 329" — 16y + 12,

= —hy(y—2)(y—3)+ (r—2)(4y* — 13y + 5y —G)

= (y—2p(—y' -+ 5y —0).
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On a deux solutions par le systeme

y—2=o0, L?+2yzx+2)'—5y+2=o0

ou
y=2, a2'+4x=o,

qui consistent donc en
y=2, =0 et =2, x:—4
On en a deux autres par
y*—8y+6=0, x+y-+2=0;
d’ob
y=3, xz=—5; et y=2, xz=-—4
3° (Id.):
Oz, y)=2—3yx* +32* + 3y —b6yx —x —y* + 3"+ y—3,
oz, y) =2+ 3ya*— 32> + 3y*x — 6yx — x +y° — y + 3.
Comme on en tire immédiatement
1[0z 7)) —¢l@ p)]= —3y2x'+ 32 —p°+ 3"+ y— 3,
nous poserons
F(z)=a'—3(y —1)a"+ (37 — 65— 1)z — )° + 32 -+ y — 3,
fl@)=—=3(y—1)z"—p* +3y*+y—3.
Les fonctions & considérer sont
—3(y—1)x*—y*+3y*+y— 3,
(r'—=3y'+2y),
(—r+3y+r—3)22+ By —by—1) (= +3y'+y—3);
d’olt
Ri=—=3(y—1)(r—=3y+eylo=—3(y—1)y(r——2)=
R=— (3 —6y—1)(=p+3p+y—3)(y—1)y(y—2)x
— (=r+3y+y—3p(y =3y +2y)
=8y (y—1)(y—2)(r+1)(r—23).
Le facteur y — 1 est au carré dans R,; il appartient, en effet, a /()
sans appartenir au premier coefficient de F(x).
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Il répond & y=1 par F(x) = o trois valeurs de  qui sont x =o
et x = = 2.
En supprimant ce facteur et ses puissances dans f(x), R, et R,, on

obtient
Sfilx) = =322 —y*+ 2y + 3,

rn=-—3y(r—-2)
ro= 8y (y—2)(y—+1)(r—3)

Par le facteur y et le facteur y — 2 de r,, on a les systemes

(y==0, —32*+3=0), (y=2, —32°+3=0);

d’ou

y=o0, x=1 el y=—o, x=—I,
puis

y==2, =1 el y=—o, r==—1I
Il s’ensuit

Viem—z, ry=(y--1)(y—--3);
d’otr les solutions

y==—1, x=o0 et y=3, xz=o.

En écartant d’abord de f(x) le facteur y — r, conformément a la
recommandation faite, on elt eu
— 3z — yit- 0y -+ 3,

(y'—2y)ax,
(—yt+o2y+3)224+ (32— 6y —1)(— y*+2y + 3),

et de la

R=—3y(yr—-2)
—3 0 — ¥yt oy -+ 3
R, = o yr—2y 0
~yit2y+3 0 (By*— 6y —1) (—yit-ay +3)
-3 0 — P2y -3
= (—p+2y+3)| o y—oay o
1 0 37— 6y —1

—3 —py+4oy-+3

==yt 2y -+ 3) (yr—
(—y+2y-+3)(yr—-2y) 3y Gy

= =8yt (y— 22y +1) (y—3)
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40 (Id.) :
Qx),y=(y—2)x*— 22 +8y—2=o,
¢(z), y=(ya*—5x +4y=o.

Les degrés en « étant les mémes, les polyndmes intermédiaires sont

(—3y+10)z —y*— 6y,
(—y*—6y)zx+17y —10;
d’ou
R =(—3y+10jz—y'— 6y,

—3y+ —y—6
R, = ——y{—";j“ [7‘7;__13 :——y‘——my“~—87y’+-2ooy—-—loo.

Le systeme proposé est ainsi changé en

yi+12y*+ 87— 200y + 100 = o,
(3y — 10)x +y*+ Gy =o.
bo:

Les polynomes a considérer sont

23— 7,
—ye—yia =y,
___yzxa__ydx _ys,
_yﬁxl}_yd‘xi’_{_yix;

d’ot
R =y (—a'— 2y —y%),
: R.=oxz + o.
De la .
Y=y, D:—xz——xy'-—yz,
puis
F
——j()ﬁ)-:F.(x):—-.z"+.ry—y“,
z
1) = fw)=— &+,

rn=Y =192
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On en tire, comme solution double,
¥y=0, X=O0O.
(;o :
Y=yt —axyt - (22 —1) yP - (— 24 x)y — 2= o,
y)= =y (x x) pr— (2 2ty 2t == o

Les polynomes préliminaires sont

— ) (2 )yt — (20 at) )+ 2,
(e z)yt + (= B3+ 2P —1)y*+ 3"+ 2+ x) y — 22— 27,
(=2 — 2% )+ (B3 -+ 2 - &)y 4 (— Fab— 2t — &)y + 22" + 27,

20yt — (220 &)y - (224 2 p - 27— 2z

De la

Ri= i—a'+ 2"+ 1) (p*— &y - 2*), Ri==o0y + o0,

par suite
Dezpyt—zy 4+ 20 el Xo= — i+ 20-+1,

puis
F(
Sl

J;\ o 'y’—— ry -1,
y/‘ LI e g et x*,
o = X2t
d’olt le systeme
A at— 1 =m0, g 2%,

70 o

Pz} ==t — Byxt~+ (y* - 2 y)x — y,

fla) = — px*t o yr -+ y*— 3y --1.

De I

— Yyt 2y - yte— 3y 1,

?._}/‘.222-[~ ()"” - 33.2,_* 3.7' e l).%‘ - 33,.:14_ 8]-2 o 3‘)-’

(32— 3y -k at— (3y'— 8y - 3y)a -+ yt-— 3)* -k 2p,
puis
R (=t 3yt =t —y)@ 3y 10y 4= gy — 2y

=y — ) [ —;y’+ oy 1)z 4 3yt gy 0],

R,

Cm eyt oyt = Buy e 41yt a5yt e gy~ 1)
Py Byt 1 f e By — 1)
Le facteur y de R, appartenant au premier coefficient de /(). il n'y

Ann, de IEe, Normale. 2¢ Série. Tome VIL — Jux 1878, 27
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répond rien. Mais il en est autrement du facteur » — 1, auquel corres-
pond le systeme ‘

=i, l ( k=R
ou .

(x—1)*=o0.

— X' 2x =0

Puis, si 'on supprime (y — 1)* dans R,, 1l vient

=1 — i 8yt —14y*+ 0y —1) =0,
avec
— oy 1) - 31t— g+ 2 == o.

De I encore, comme solution douhle,

)

D

x

Y =1I,

21 — 220

=1,

ou |
|

Ensuite, on a
‘;,,i___ 8}1 -+~ ]4;}.2 — 5) 1= 0,

(pf— oy —1)a=3)%— 7y -+ 2.
La particularité qui se présente la pour y == 1 est  remarquer.
SiI’on ordonne les mémes polyndmes par rapport & ¥, on a

Flp)=ay -+ —3xt+4-22 —1)y -+ 27,

RS

flyl =y —a -2z —3)y-1;

yladt—8at+ b —1) + 2*- -, .

yiao—at +at—2at+ 32— 32+ 22 — 1,

ce qui donne

Ro=pla' =82+ 8x — 1)+ 20— 2= (2 —1) [plat—fa-+1) +- 27+ a

R 28— St bx —1 at— 2 |
’ x—a 2b— ozt 32— a4 ox — 1 !

x—1F (2t — bt 82t — Bat-+ 82— Sz 41

={a—1 (2" =32+ a*— 3z +1).

\

Par le facteur « — 1 de R,, on a le systéme

r=1, (y-—1)i=o.
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Suppression faite de  — 1 dans R, et de (z — 1)* dans R,, il vient

re=ylet—4fe +1) 42+,
n=(x —1) (=32 +2'—3x +1;
d’ol1, d'une part,
(z —1)*==0, —2py—+2=o0,
ou
‘ (2 —1)'==o0, y=1;
d’autre part,
2t 32+ '~ 3x +1==o0,

yiat—fx+1) + 2+ x =o.

Comme I’équation est réciproque, il est aisé de la résoudre et d’oh-
tenir les valeurs de y qui accompagnent ses racines.
80

Ia(z“) _— o2 — l)-r‘ — 3';,.'.'.”:'._!,_ ('V' — X:) ZEem B,

(y =12t 2y — yi=: 0.
De la
(y —=1)a - o yat—y,
[optemay)atf (== Gyt yiep o) = )t o (= piope y? 2 - [ )0 %,
{ — },4 e ¥ ] ) 2t - (4‘},4 — ~),.:4') z - 9’},.1 — 3 ~'|~"V2,

l‘ ) [ .},.2'}.‘%-3 - (/l '7.-’, — ".15}‘11.‘1_'__ (1!‘}.1 )' e )J/ v,
ce qui donne

Ryt [ 10y 2oyt = (it )y (6 ot 1) 3
R yr(y =1 rl—=yr—foy'=-8yia-13 e y 1)z
- A6y gyt Gyt ytm g il By ]
Ryt (p—1) (pr—r2gyb =81y 7 —4 )+ 0y 333 —13 ) -1 1fpt— fy 1.

Le facteur y — 1 est commun au premier coefficient de F () ¢t au
premier de f(z) sans appartenir aux suivants. On le voit reproduit
dans R, R, ¢t R,.

En laissant de ¢oté ce facteur et la valeur de @ infinie qui y corres-
pond, on voit dans R, le facteur y* qui est premier avec le premier
coelficient de R,. 1l y correspond le systeme

}‘7 =20, xtzzo,
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d’olt, comme solution quadruple,
y=o0, x=0.
Suppression faite de y? et de y* dans R;, on a en outre le systeme

},.:-___ 127y 5 8497__ 4}c+ 6]5_{_ 33},.«__ 1 3]3_{_ '_/*J«.v__ 4.}"‘": o,
yi—=yi—foy'=8y’+13y'—qy+1)x
+6]“—Ig]““—6]"—— 2]-3__ 9]-14-3}/'— 1==0.

Le méme exemple, si I'on ordonne les polyndmes par rapport & y,

donne
F(‘}) — _]3+(x1__ 3x2)"7‘3+ xﬂy-__ 2rh— xz’

Flr) ==+ (24 227)y — 2
d’olt
- y.2+ (.Z"’—I— 2.%")')/‘— 2,
—z x4+ 2)yt+ (27— 2°— 62t + 27+ 2? )y — &7+ 3¢ — 2t 23,

‘1:“.7"—— (xv__ 320+ xz__‘_xm))'_,_ 27 228 -+ 225,
Par [a

Ri== 2| — 2+ 22"+ 1027+ fa?— 2 — 1)y + 2*— f2'— 22"+ 2+ 1],
~ y 4

Ri=2f(— ga"+ 242"+ 302"+ 32"+ 162" — 627+ 1).

On a ainsi par R, le méme systeme

z*=o0, J'=o0;

puis on a par ailleurs

— 72+ 242° 4+ 3027+ 3 x°+ 16 2°*— 62° + 1= 0,

(—2t+2a'+108°+ 42— % — 1)y + 2°— f2'— 227+ 2+ 1 == 0.

9°
F(]) :_J.,3+ <1,4___ 3%’2)_}"?4* x’y— xl,
‘f(]) :_}"2"*' (.2?3-1- 2.%'7)_7' —_ x:l;
d’olr :
=y (2 22y — 2,
— (@ 222)p? + (27— 25— 625 27+ )y — 2+ 3 —

Byt (=2’ 32— 2y + 2"+ 22" — 27,
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puis

Ri=2| — 2+ 22102+ [t — r — 1)y + 22 (20— fa'— 22 +1 ],

Rozz 27— 724 252° + 3oz — 1123 — 1027+ 20 4-1).

Par le facteur 2* de R,, on a le systeme
x*=z0, yizo.
Il vient ensuite
poe 2 22 10X - e 1)y 2t (X f a2 b,
=2 — qat+4- o8t + Joat — 11x* — 1022 + 2 +1);
d’ol1 encore le systeme
x':=mo, y=o,
puis le systeme
e g2 = 2528 4 3ot — L1t — 10X - T -1,
(— &%+ 22 102"+ &' — & — 1)y + 2 (2 — f2* — 2z + 1] =2 0.

En traitantle méme exemple pour I’élimination de 2, on obtient

Flo)={(y?—1)a' — 3y + yx? — y?,

f(zz) =y I)HT-':’ I Kt

d’our
(g — )&’ 2 ya?—y*, .
(=4 byt k)2t =yt a0
-_.J.a(y.zm,, l).Z” _“'J’\[l.) - L)J' 4 7,;\(?‘]‘ . I),
—p =12ty (fy — )2t 22y — 1),

ct de 1a

Ri=p(y—1)[l—toy?—5p + 1)t —y(r*—1)x+y" {6y +1;],
Ro==p* (3o 1) [ (-~ —foy?— 8y -+ gy— 2)z+ 6yt —1gyt —6yi+6y—1],
Ry=p"(y—1) (po— 111yt g2pt—p*—13y*=410y —1).

Le facteur y — 1 commun aux premiers coefficients de F(x) ct de
f(x) se voitla dans R,, R, et R,. Ce facteur écarté, on a par le facteur

Y de R, le systeme
y=o0, x':=o0,
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puis on a

n=(— oy — By 1) ar—y(yt—tlx {6y + 1),

e [l — gyt foyt— 8yt gy —2)a + 6yt —19)yt —6)2+6) — 1],
N AU Rl $ 8 § A oyt — gyt — 13y 410y —= l);

Par le facteur y* de ry, il vient encore
yr=o0, 2*=o0,
apres quoi il reste
yé—rrryi eyt —p'—13y'+r0) —1 =05
— (18— 40y —=8yt+4 9y —2)x -+ 6pi —19)? — G)* + ‘G}' — 1 =0,

10° :
Flo)=a"—af+ (y—2)a? + 32 + 2,
CflE =t —yxt— o -y — 1
d’ ot
2t —yxitox -y —1,
— yar [y =l =y 1),
_— j-‘z-l - i\/}‘—~ )).:L" . (} + 1)z,
ozt 4 (p—2)at— (pa-)2t 4 {4 f)a ) -+,
p=1)at— (y+1)at b (yr—y-a)r 4+ 3y k1,
puis

Riz= —p2d 4y — 2)z— () 1),
Rozo {pt gyt agjat -+ 332 p)a — 30 =50,
Ry= {apf + 3)»'”.—1— 18p?— 11y -8 -y — 4yt Dyd- 0y g,
Ri=2 — 974750 — 7§84 209" 12294 — Soy? 4 38y + 1.
-l

Le facteur y de R, ne se reproduit pas au deld, appartenant au pre-
mier coefficient de R,. Il n’y répond aucune solution. Le systéme ré-
sultant est ainsi

JI=yi gyt — 00t — 12037 4 H2y?— 3y — 1 =0,

En faisant I'élimination de y, on trouve immédiatement

Ri=2a"—ad— ¢4 2%+ 32 = 30 — 2= o0,

[t i)y 42—z -1z 0,



