
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

H. LEMONNIER
Mémoire sur l’élimination
Annales scientifiques de l’É.N.S. 2e série, tome 7 (1878), p. 77-100
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1878_2_7__77_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1878, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1878_2_7__77_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


SUR L'ÉLIMINATION,
PAR M. H. LEMONNIER,

DOCTEUR ES SCIENCES, PROFESSEUR DIS MATHÉMATIQUES SPÉCIALES AU LYCÉE HENRI IV.

Dans les séances du n et du ^S janvier î875, M. Bertrand a bien
voulu, communiquer à l'Académie les pr incipaux résultats d'un travail
que j'ai l 'honneur de soumettre aujourd'hui {26 juil let , même année)
à son appréciation.

Ce Mémoire, annoncé par M. le Secrétaire perpétuel, dans la séance
du 25 janvier, est divisé en trois Parties.

La première a pour objet de mettre en évidence l ' intime liaison qui
unit, au point de vue analytique, les méthodes d'élimination connues
sous les noms d'Euler, de Sylvester, de Cayley, de Bezout, de Cauchy.
J'en ai dédui t l'expression et la format ion , par des déterminants, des
conditions suffisantes et requises pour que deux équations entières
en x,

F (.y) =^^•4-.. .4-A/n,, f[x} ==0^4-.. .4-^,

a i e n t p racines communes, ainsi que de l'équation propre à donner ces
racines, ou du plus grand commun diviseur de î{x} et/(o?).

La deuxième Partie consiste dans l 'étude des polynômes qu'il con-
vient de former de proche en proche pour obtenir ces conditions et
l'équation aux racines communes. L'application en est immédiate au
théorème de Sturm. Les polynômes qui proviennent d'une fonction
entière et de sa dérivée sont des fonctions équivalentes aux fonctions
de Sturm proprement dites. Les premiers termes, les derniers, tels
termes qu'on veut, peuvent se calculer à part. Le procédé de calcul
nous paraît d'une grande sûreté et d'une simplicité qui pourra contri-
buer à donner un intérêt pratique au théorème de l'illustre Genevois.
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78 H. LEMONNIER.

Dans la troisième Partie, les mêmes considérations sont appliquées
à la résolution de deux équations entières en x et y,

Cl) (^ ,y )==o , 9 ( ^ , J - ) = = = 0 .

Les solutions du système s'obtiennent sans omission et directement,
sans calculs qui portent à faux, avec l'avantage, si les deux polynômes
ont un plus grand commun diviseur dépendant de x et dey, de le faire
trouver en même temps que l'équation finale due à sa suppression.

Ajoutons que les systèmes particuliers auxquels conduit la méthode
de M. Labatie s'obtiennent également par Inappl ica t ion de notre pro-
cédé, de sorte que l'équation finale peu t être débarrassée des racines
qui y figurent. Mais la méthode de M. Labatie, par la succession même
des divisions, donne lieu à une complication qui ressort des liaisons
qui unissent nos polynômes, comme du rapprochement que nous faisons
entre les deux procédés.

11 n'est quest ion, du reste, dans ce travail, que de racines communes
ayan t des modules finis, et de solutions communes pour lesquelles les
inconnues ont des valeurs finies, déterminées.

PREMIÈRE PARTIE.

1. Soient
I.

F(a;)=A«"'+A|a:"'-l-^...-+- A,,=o,

/( x ) = axft -4- a,i a;""' +... -+- an == o,

(w^n), deux équations entières en x.
Si aucune racine ne leur est commune, là fraction î-ft- ne peut être

simplifiée. ;

Si elles ont une racine commune /', les deux termes étant divisibles
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par x —' r, la fraction peut se réduire à

F,Mw
F i { ^ ] désignant un polynôme du degré m —i,

OQ ̂ m-t -+- 'ai •r"1-2 4- - . . 4- a/^i,

et^ (.r) un polynôme du degré n — î ,

po ̂ -1 4- pi ̂ 7l-2 4-... 4- p^-i -

Quand il n'y a qu'une racine commune, la simplification ne peut se
pousser plus loin.

Lorsqu'il y a p racines communes, sans qu'il y en ai t davantage,
[ p ^ n ) , la fraction peut se réduire à

Fp^_) _ ^^t^^^^^..+a^^t
fp[x} -^ p;_, x^ + . .. + ̂ ?

et ne comporte pas une plus grande réduction.
Au cas' d'une racine commune, les rapports entre les coefficients de

Fi (^),/i (.y) ont des valeurs déterminées; il en est de même au cas de
p racines communes, pour les rapports entre les coefficients de F/<r),
fpW-

2. D'après cela, on peut se proposer de trouver des valeurs de a^ p/,
telles qu'on ait ident iquement dans un cas

f[x} (ao^-1 -+-. . .4" ^n-i] — F(^) ((3o^~1 -r . . . -î- (V-t ) = 0 ,

et dans l'autre «•

jf(^)( a/^i ̂ w^ 4- . . . + î -, ) -" F (^) (3^«t x^ 4- ... 4- pu-i ) = o,

Dans le premier cas, si l'on égale à zéro les coefficients des diffé-
rentes puissances de a?, on a, pour déterminer les a;, ^y, ou plutôt
leurs rapports, un système de m+n équations du premier degré,
homogènes. Ce système sera satisfait autrement que par ^-==0, ?y==o;
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mais il ne présentera qu'âne seule solution pour les rapports entre ces
inconnues.

En conséquence, le déterminant des coefficients des ̂  et {Sj sera nul ,
et les déterminants mineurs d'ordre m -+" n — i ne seront pas tous nuls.
Par la suppression de l 'une des équations du Système, alors que le dé-
terminant général est nul, on a donc un système de m 4- n — î équa-
tions propres a déterminer, par exemple, les rapports de a,,, a^ ..., Ro'
p^ , ..., |3,, à Oo. Pour obtenir la racine commune, il y aura d'ailleurs à
diviser F(^) par F-,(^), ce qui n'exigera que d'avoir évalué al-

Dans le second cas, en égalant à zéro les coefficients de

f(x) [y^^-P -+-...+ a^,) ~ F(^) (i3^,^-+.. .+ i3^,),

on aura en a;, |3y des équations homogènes du premier degré dont le
nombre sera m+7i~-p4- i . Les. indéterminées y seront en nombre
égal à [n — p d- î ) -4- (w--7?+i) == m "i- n — ^p + a. Les rapports
à en déduire sont ainsi en nombre égal à m 4" n -— ^p •+• ï . Il y a donc
p équations de trop.

Les valeurs de ces rapports, tirées de m 4- n — ^p -h ï équations,
devront satisfaire aux p autres : de là p équations de condition. On
les obtiendra en égalant à zéro les déterminants formés des coefficients
dans m 4- n — ^p4~i équations et y joignant tour à tour les coeffi-
cients de chacune âesp autres équations.

D'ailleurs l'équation propre à donner les p racines communes s'ob-
tiendra en égalant à zéro le quotient de F(.%?) par

y,p^ X^P -+-... -4- a^i.

Ajoutons que la fraction -^ pourra se changer d 'une infinité dej ' [ x )
manières en fractions dont les termes soient de degrés supérieurs à
m — p et n — P ) de sorte qu'on pourra avoir identiquement

f[x} (ay^ ̂ -y +.. . + c^) — F(^) ((V., ̂ -î4-... -h P/^, ) == o,

q étant >/-?, sans que les rapports entre les ^ et |3y soient là déter-
minés.

Tel est, en substance, le procédé d'Euler.
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II.

Procédé de M. Sylv ester.

3. Considérons le cas ou les équations F(.r) = o, f{oc) == o ont ou
doivent avoir une seule racine commune.

Nous venons de voir que .si les équations F(;r) == o, f{x] === o ont
une racine commune, et une seule, on peut avoir identiquement

(I) /(.r) [^xim-ï -+-. . .-+-^-,) —F(^ ) (jS^'1-1-2-.. .~r-|3^iJ :o,

et cela d'une seule façon; que, réciproquement, les deux équations ont
une racine commune, et une seule, quand Pidentifcé est possible d'une
seule manière.

Or, si l'on considère le système

(il;

/ jf( x } —= o,, F [x ) == o,
\ xf [ ̂  ) :..1.":: o, x F [ x- ] ̂  o y

] • • • • ' • - • • • • • - . . . . . . . . . . . . . .
\ ^//<-i^^ ̂  ̂  ,,^ ^ ^ ^n-\ ? ( ̂  ] :̂  o ,

il est a remarquer qu'avoir l'identité ( I ) , c'est avoir n u i l e iden t ique-
ment une combinaison linéaire de ces équations ( I I ) .

Faisons'passer les exposants en indices dans ce système II; il se
changera en un système (II / de m -+- n équations du premier degré,
contenant m d~ n—i inconnues ^".i, x^, ..., ûD^n-\- Par là l 'identité
se rapporte à une combinaison linéaire de ces équations, dont le
nombre surpasse d'une uni té celui des inconnues.

Du moment que les équations ¥ ( x ) == o,f[x} = o ont une racine
commune, cette racine satisfait à loutes les équations du système (II).
Ses puissances successives ce, tX-2, ..., ,^w+/^--l constituent, en se prenant.
respectivement pour valeurs de x^ ̂  • • • ' ^m^n^i u^e solution du
système (II) ' . Dès lors le déterminant D des coefficients des inconnues
et des termes indépendants des inconnues, termes en x^, se trouve nul .

4. SoitD =='o. Soit en même temps différent de zéro te déterminant
des coefficients des inconnues dans / n + n — ï équations du sys-

Jnn. de ô'Éc, Normale. 2^ Série. Tome VU» — MAïlS 18^8. i 1
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terne (Iiy. Les valeurs des inconnues pourront se tirer de ces
m^rn—i équations, et, substituées dans la (m -r- n)161^, elles y sa-
tisferont.

Cette dernière équation est alors une combinaison linéaire des
autres. Il y a une combinaison linéaire des m "+• n équations qui est
nu l le ident iquement ; mais, de plus, il n'y en a qu'une. L'identité
d'Euler est possible, et d 'une seule façon; donc alors les équations
F(<r) == o, f[x) === o ont une racine commune, et une seule. Comme
les puissances successives de cette racine satisfont aux équations (II) ' ,
en se prenant pour valeurs de x^ x^ ..., <r^^_,, elles en const i tuent
l 'unique solution. Le calcul de x^ donnera donc la racine commune,

Ainsi les équations F(.r) == o, f{x} == o ont une racine commune,
• et une seule, lorsque le déterminant D est nul, et que le déterminant

des inconnues dans m-^n—ï des équations (II)'n'est pas nul.

5. Réciproquement, telles sont les circonstances qui ont lieu quand
les équations F(*r) == o,f{x) == o ont une racine commune , et une
seule.

Observons d'abord qu'il est déjà" établi qu'on a D === o, s'il y a une
racine commune.

D'autre part , les déterminants mineurs dérivant de D et de tous
ordres ne peuvent être nuls à la fois. Soit m + n — k un ordre pour
lequel les déterminants mineurs ne sont pas tous nuls, ceux de tout
ordre supérieur l 'étant.

Dans cet ordre, il y aura au moins un dé te rminan t formé des coeffi-
cients des inconnues qui ne sera pas nu l ; car, si, dans un système
de m -h- n — k équations, les déterminants de l 'ordre m •+- n — k rela-
tifs aux coefficients des inconnues sont tous nuls, tandis que l'un de
ceux où figurent les termes indépendants des inconnues ne l'est pas, ce
système ne compor teaucune solution.

Dans l'hypothèse faite que F(^) et f{x) ont une racine commune,
les équations (II)' ayant au moins une solution, cela n'arrivera pas;
donc, si les déterminants mineurs sont tous nuls jusqu'à ceux de
l'ordre m-^r-n—k exclusivement, il se trouve un déterminant de cet
ordre, formé des coefficients des inconnues, qui est différent de zéro.
On pourra déduire du système correspondant d 'équations m "h n — k
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inconnues en fonction des autres, et leurs valeurs substituées dans les
équations restantes y satisferont; mais alors, si k est > i , ce n'est plus
une seule combinaison des équations (II)' qui est ident ique, il y en a
une infinité. Les équations F [ œ ) = o, f{oc} •==. o auraient plus d'une
racine commune.

Donc, lorsque les équations F(.r^) == o, f[x} == o ont une racine
commune, et une seule, le déterminant D est ou i , et de plus x^
^2, ..,, x,^y^ peuvent se déterminer par m -+- n—i des m + n équa-
tions (II)', en ce que les coefficients des inconnues y forment un dé-
terminant différent de zéro.

Comme conditions suffisantes et nécessaires du fait que les équations
F(<r) = o, /{oo} == o aient une racine commune, et une seule, nous
avons ainsi la nul l i té de D, et cette particularité qu'un dé t e rminan t
formé des coefficients de x^ x^, ..., ocrn+n-^ dans m ~h n —i des équa-
tions (II)' ne soit pas nu l .

6. Il est à remarquer que, dans le système (II),'^w+"-1 ne figure
que par les équations ^w~' /{oc} = o, ^2"•"'f F(o?) == o, avec les coef-
ficients a et A différents de zéro.

Si une seule de ces équat ions figure dans le système des m 4- n — i
équations qui donnent par les coefficients des inconnues un détermi-
nant différent de zéro, il en résultera que le déterminant des coefficients
de x^ x^ ^^+n-29 dans les équat ions

(III 5

/ /(^)=:o, F(^)^o,
j x f [ x } ^ o , .rF(^)==o,

j - • • - • • — .. . . . . . . . . . . .
( wtn—'î 'F ( -y '. —— (^ rtrt/i—2 |i'1 { />•. ''i —— f\
\ X J \x ] —- ° "» x A [^ ] •—— 0 5

n'est pas nul. Réciproquement , quand ce déterminant est différent de
zéro, il en est de même de celui qui concerne l'ensemble de ces équa-
t ions et de soit ^w"""•i/(^) == o, soit .r"""1 V ( x ) == o.

Or, si l'on considère ces équations (III) , on voit qu'elles sont satis-
faites par les puissances successives de la racine commune prises pour
valeurs de x^ oo^ ..., x^n-î. C'est leur unique solution; car, s'il en
était autrement, une combinaison linéaire de ces équations serait iden-

1 1 »
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t ique, de sorte qu'on aurait Identiquement

(^ + ̂  x + . . . + ̂ ^^l-2)/^) - (^o + ̂  ̂  + • • • 4- ̂  ̂ """) F^) = ° ?

d'où i l s 'ensuivrait pour F(.r) el/(^) plus d'une racine commune, con-
trairement à l 'hypothèse.

Donc, lorsque les équations F(^) == o, /(.r) = o ont une racine
commune, et une seule, le déterminant D est nul, et le déterminant des
coefficients des inconnues dans le système ( I I I ) ne Fest pas.^Récipro-
quement , quand ces deux conditions sont remplies, les équations
F(^) == o, f{x] = o ont une racine commune, et une seule.

I ÏL

7. Considérons le cas où il s'agit d'avoir p racines communes, tout
au juste.

La question est d'exprimer avec Euler qu'on a identiquement

( S, ) /( X ) (^-i ^-V -r . . . 4- a/.-, ) - F ( OC ) ( |V i Xn~"!) + • • '^ l6/'-' ) ̂  0 î

par une seule détermination des rapports entre a^.,...a/^, ^-i.../5/^r
Cela revient à ce qu'une combinaison linéaire, et une seule, des

équations
1 / (^)=o, F(.r)^.o,

xf(x} ==o, ^F(^) ^-=0.,
(») . . . . . ; . .., . . . . . . . . . . . . .

oc^'Pf ( x ) := o, ^?l^ F ( ̂  ) ^--^ o,

soit nulle identiquement.
Si Fon fait passer les exposants en indices, on a là un système ( I I /

de m-}~7 i -~2p+ 2 équations du premier degré entre x,, x^ . . . ,

^Dans le cas traité plus haut de p ==i , le nombre des équations sur-
passed'une unité celui des inconnues.

Au cas de p= 2, il y a m + n — 2 équations et autant d'inconnues.
A u c a s d e p > ' 2 , o n a m + / î — a p + a < . m - h 7 z — p . Le nombre

des inconnues surpasse de p — 2 celui des équations.
Toute racine commune aux équations F(,r) = o, f{x} == o satisfait
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aux équations ( I I ) . En prenant chacune'd'elles el ses puissances suc-
cessives pour valeurs de x^ ^2, . . . , ^^n-p^ on a uoe solut ion da
système (II ) 7 .

Si la relation ( I ) a lieu identiquement et d'une seule manière, une
combinaison linéaire et une seule de ces équations (II) ' sera identique.

8. Proposons-nous de reconnaître à quelles conditions cela aura l ieu.
Désignons par N le nombre m -+- n — 2p 4- 2 des équations, et par

m^j le coefficient de rangy dans l 'équation de rang i.
Le système des équations devient par là

/==N-t-/;"-l

(il)' y mi,jXj^ ==: o,
/=i

i variant de i à N et x^ étant de valeur égale a i .
La somme de ces équations multipliées respectivement par des fac-

teurs M£ sera nulle ident iquement si l'on a
ï=N

("" SM, m^j == o,

j var iant de i à N +p — i.
Il s'agit ainsi de satisfaire à N-i-^ — î équations homogènes du pre-

mier degré en M.^, Ma, . . . , MN par des valeurs de ces indéterminées
qui ne soient pas toutes nulles.

Prenons les N dernières équations de ce système (III). Pour qu'elles
soient satisfaites, il faudra que le déterminant

m^y m^p .. . my,p
DN =.

^^N^-p-i W2,N-i-/î—t • • - WN^.}.^.

soit égal à zéro.
Ce déterminant est d'ailleurs celui des coefficients de c^"', x^\ . . . ,

.xm'Ht~p à'àns les équations (II).
Cette condition remplie, si un déterminant mineur d'ordre N — i

relatif au même ensemble d'équations n'est pas nul, N — i des multi-
plicateurs Mi pourront se déduire des N — i équations correspondantes
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en fonction du N1^. Ces valeurs déterminées, substituées dans la
N101110 équation du groupe, y satisferont en raison de ce que DN == o;
puis chacune des autres équations (III) sera également satisfaite
moyennant une relation analogue, ce qui feraj9 équations de condition.

Par exemple, si le déterminant suivant :
m.1,^,4-1 în^p^i . .. mis-1,^1
m 1,^4-2 m'^p^î .' . WN—1,^4-2

nii, y^p.-i /7?2,N4-/»-i • • * WN-I,N-I-//-I

qui est celui des coefficients de Xp, ̂ ^ .... ̂ m^p dans le système (II/
;==N-l-p—l

privé de réquation V ^N^y-i = û? est différent de zéro, les rap-
;=l

ports •^î^1? ••*'M^ seront déterminés par les N-" ï dernières équa-r MN MN MN
tions(III) , et leurs valeurs satisferont aux autres, si le déterminant DN
et ceux qu'on forme en y remplaçant les éléments de la ligne supé-
rieure tour à tour par ceux des lignes précédentes dans le système (II I )
sont tous nuls.

Il n'y a alors qu'une combinaison linéaire des équations ( I I ) qui soit
nulle identiquement.

Il est du reste à observer que, de quelque façon qu'on prenne
N équations dans le système (III), le déterminant qui les concerne est
nul .

Lorsque, pour ce système (III), il n'y a aucun déterminant mineur
d'ordre N — t qui soit différent de zéro et qu'il s'en trouve un d'ordre
N,— 2 qui ne soit pas nul, on pourra des N — 2 équations correspon-
dantes déduire les valeurs d'autant de quantités M/ en fonction des
deux autres. Et ces valeurs, sans qu'aucune dépendance s'établisse
entre les deux derniers multiplicateurs, satisferont aux différentes
autres équations.

Si les déterminants mineurs d'ordre N — 2, comme ceux d'ordre
N — ï ? sont tous nuls, et ainsi de suite jusqu'à an déterminant d'ordre
N — k qui ne le soit pas, il y aura N " J& des quantités M( qui pourront
s'exprimer en fonction des autres, et, sans que ces dernières soient
liées entre elles, elles satisferont à toutes les équations (II I ) .
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Mais, dans de telles circonstances, il y aura une infinité de combi-
naisons linéaires des équations (II) ' susceptibles d'être identiques.

Par conséquent, pour qu'il n'y en ait qu'une, il faut qu^un détermi-
nant mineur d'ordre N — ï ne soit pas nul.

9. Alors que les relations (III) sont satisfaites par des valeurs
déterminées de N — i des quantités M^ en fonction de la N1™16, les
équations (II) ' elles-mêmes sont telles que N — i d^entre elles déter-
minent N — i des inconnues x^^ en fonction des p autres, et que ces
valeurs substituée^ dans la N '̂1116 la vérifient, quelles que soient les
valeurs de ces dernières inconnues.

Pour que cela s'applique au système (II) , il faut avoir ^o ==i ; c'est
donc un déterminant d'ordreN — i , formé des coefficients de x^ œ^ ...,
ocm^n-p dans N — i de ces équations, qui devra être différent de zéro.

10. En résumé, les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une
combinaison linéaire des équations ( I I ) soit identique et qu'elle soit
unique sont que le déterminant des coefficients de N — i des incon-
nues x^ x^ .*., sCfn+n-p dans N —-r des équations (II)'soit différent de
zéro, et que les valeurs de ces inconnues tirées, da système correspon-
dant satisfassent à la N101"0, quelles que soient les valeurs attribuées aux
autres inconnues.

Les relations par lesquelles s'exprime ce fait consistent en ce que les
déterminants formés par les coefficients des N — i inconnues dont il
s'agit dans les N équations, quand on y jo in t tour à tour ceux de cha-
cune desp — i autres inconnues, et les termes indépendants desincon-
connues sont nuls séparément.

Celaétant, l'identité ( I ) a lieu, et d 'une seule façon. Donc les équa-
tions F(,r) = o, f[oo} === o ont alors p racines communes sans en avoir
davantage.

Puis, réciproquement, quand il y a p racines communes et/^seule-
ment, il doit en être ainsi.

Les conditions exprimées sont donc celles qui sont nécessaires et
suffisantes pour que les équations F(.r) = o, f{oc} == o aient? racines
communes et n'en aient pas davantage.

11. Ce n'est pas tout. Il nous reste à voir comment c'est le déternu-
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nant d'ordre N — 2 des coefficients de^, ̂ rt, ^M-r-/2^- ' , dans le système

/ (^ )==o, , F ( ^ ) = o ,
x f [ x } = o, xf{x} '— °f "'"';IV;

^/;.-i ^ ̂ j rr: 0,

qui doit être dif férent de zéro, puis quel heureux parti on peut tirer
du système (II) pour obtenir l 'équation aux racines communes, et
former par là même le plus grand commun diviseur des polynômes
F(^),/0r). .

Nous avons déjà fait observer que chacune des p racines communes
à F (a?) elf{^) satisfait au système (II), de sorte que le système d'équa-
tions du premier degré admet au nombre de ses solutions, comme va-
leurs de x^ oo.^, ..., oc^n-p^ chacune des p racines communes et ses
puissances successives jusqu'au degré m 4- n — p. Dans ces solutions,
Xp, <T^|, ..., x^n-p sont les mêmes fonctions déterminées de x^x.^ ...,
Xp_^ Les? racines communes sont données, en effet, par une équation
de degré p , laquelle détermine x{ï en fonction de x^ a?2, ..., ^7Î""1, et de
laquelle on peut déduire, en fonction des mêmes quantités, les puis-
sances suivantes x^^ .x'0'1"'2, ..., ,a?w"H^/?. D'après quoi, pour ce qui re-
garde toute racine commune, les valeurs de oc^ ^n, . . - , ^ir^n-p ^ûni
déterminées dans le système ( I I ) en fonction de <x^, x^ ..., oc^. Donc
le déterminant de leurs coefficients dans N — i des équations doit être
différent de zéro.

Ce fait acquis, remarquons que x^n^-p île figure que par les équa-
tions ^"^/(.i?) == o, x'^V^x} == o, avec des coefficients a, A différents
de zéro.

Il en résulte que^ si une seule des deux entre dans le système "des N— t
équations pour lesquelles les coefficients de x^ ..., x^^p forment un
déterminant différent de zéro, les autres donnent à elles seules les va-
leurs de Xp, .^,x^,^p-\ eu fonction dea^, ..., x^^ et, par consé-
quent , elles présentent alors un déterminant différent de zéro, c'est-à-
dire qu'alors le déterminant des coefficients de Xp, ffc^^, x^+^p-t. àm^
le système des N — ^ équat ions (IV), n'est pas nul ; puisses .condit ions
établies deviennent que les déterminants formés des coefficients de^,
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a^-M» ..., x^,_p dans les N équations, en y joignant tour à tour ceux
de Xp_^ aîp^ , ..., x^ XQ soient égaux à zéro.

Pour reconnaître qu'il doit en être ainsi, soit Q[œ) le plus grand
commun diviseur de F(.r),/(;r), et posons

/ ( ^ )=0 (^ )<p (^ ) , F (^ )=0(^ )$ (^ ) .

Considérons le système (IV), ou plutôt ce qu'il devient, quand on y
fait passer les exposants en indices. C'est un système de m+ n — 2p
équations auquel on satisfait par les valeurs de x^, ^^^rwi^p^ ̂
duites de l'équation 0 (a?) == o, en les prenant pour ^, x^, ...,
^m+n-^p—i •

Si cette solution est unique, en tant que x^ . . .» x,r^n-p-'^ soient les
inconnues, le déterminant des coefficients de ces inconnues est différent
de zéro; mais il en serait autrement si la solution n'était pas unique,
et alors une combinaison linéaire des équations serait nul le , de sorte
qu'on aurait identiquement

([j.o + p.i^'^-^.-+- p^p^^-p-')^^) — (Xu +^^+..;+^^^^"-p-i)$^5 ==:o.
D'après quoi les polynômes y^), <I)(a?), étant des degrés m — p ,
n — p^ auraient au moins une racine commune, tandis qu'ils sont pré"
miers entre eux. Donc, du moment que F(o?) et f{x) n'ont que p ra-
cines communes, le déterminant dont il s'agit est différent de zéro.
D'ailleurs, quand ce déterminant n'est pas nul, celui des coefficients
de ^, ̂ \ ..,, gc^-P dans l'ensemble des équations (IV) et de
l'équation ^m^/(^) = o ou oc^V^x} == o ne l'est pas non plus.

A la place des conditions générales formulées au n° 10, nous pou-
vons donc poser, comme conditions plus précises, que le déterminant
d'ordre m -}- n — sp des coefficients de ̂ , ^•+-\ ..., a^4-72-^-1, dans les
équations (IV), soit différent de zéro, et que les déterminants d'ordre
m -+- n — 2p + 2, formés des coefficients de a^, ^p"4"<, ..., ocm^n^^ joints
tour à tour à ceux de x^, a^~\ ..., x, x° dans le système (II), soient
nuls.

, 12. Nous pouvons maintenant nous proposer d'obtenir les p racines
communes au moyen des équations (II) elles-mêmes.

Si l'on exclut du système (II)' les deux équations x^-^f^x} == o,
Ann. de VÊc. Normale. ̂  Série. Tome VII. — MARS x878. 19.
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^"'^F(^) =o, les autres, comme on vient de le reconnaître, déter-
minent^,, ..., a^+^p^ en fonction de ̂ , oc^ ..., Xp^, de sorte qu'on
peut poser

3Cp == h 4- /li Xi 4- . . . 4- hp^\ Xp-[,

Xp^ == /r 4- /fi ̂ i 4-.... 4- /r^-i ̂ -i,

Mais si l'on exclut du système desN équations les équations F [x} == o.,
y (a?) == o, les autres, quand on les divise par x, reproduisent le sys-
tème précédent, sauf à y voir pour inconnues^ à la place de ̂ , Xp^, ..,,
les rapports^, ...,ï^ et ̂  g, ..., ̂  à la place de ^, ^, ....
^-i. On aura en conséquence

—r/M-l 7 , / «^2 y ^o——==A4,/^^.+ . .+/^ _^
• î ^"i / .r,

^±! __ 7. , /„ ^2 , . , ^P——— — h -1-- /fi — 4- . . . -4- /( , — y
^i 3Ci p X^

Si l 'on prend pour x^ x.^ . . .» ^ des valeurs qui satisfissent à
l'équalion

XP^-II 4- h^+...+ fip^xP-1,

coînme puissances successives de x, il s^ensuivra

-^ = h 4- Al ̂ i + ̂ 2^2 + . . . + //^.,, ̂ ..,' = ̂ ,

-^2 == /r + /fi ̂ , + /r^ .rs 4-... 4- hp^sc^ == ̂ ,,

et, par conséquent,
^+1 == ̂ ^i =: ̂ ^7 ^= ^/î+l^

^+2 == ̂ ^1 ^1 == ̂ +^

•Les équations F(1^) == o, f{œ) == o seront donc vérifiées par cha-
cune des racines de l'équation

XP == A + A» ̂  4-... 4- A^i .y/7-1.
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Ainsi on obtient l'équation dont les racines sont les? racines com-
munes à F(a?) == o, /*(.%?)= o, toutes conditions remplies, bien entendu,
par l 'élimination de ^-M, rr^2, ..., ^^-P-^ dans le système d'équa-
tions (IV).

On obtiendra une équation équivalente par toute élimination des
mêmes inconnues et de ^m+•/^~-P entre les équations (II).

13. Finalement, le théorème suivantes! établi :
Etant données deux équations entières en OD^ F(<z1) = o, j \oc} === o

de degrés m et n [m ̂  n), soient considérées les m 4- n — 2p +• 2 équa-
tions

f(^)=o, F (^)=o ,
xf[x}=o^ ^F(^ )==o ,

ym-p^ ̂  ) =: o, X^V F ( X ) == 0.

Si l'on égale à zéro les déterminants/ormes des coefficients de '̂p, ...,
^m-^-p ^Yis ces équations y en y associant tour à tour ceux de x^\
^>/?""2, ..., x et a?0, les p. relations, posées par là entre les coefficients de
V[x) et de f{x}^ sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que
les équations proposées aient p racines communes^ finies, déterminées,
sans en avoir davantage^ pourvu que le déterminant formé des coeffi-
cients de xp ^ oç^y ..., gc^n-p-^ ^ dans les équations

f ( ^ ) = = o , F (^ )=o ,
3ûf[x}=o, ^ F ( ^ ) = = o ,

X'^P^fi.QC ) -==. 0, ^n-^ F ( X ) == 0,

soit différent de zéro.
De plus, l 'équation aux racines communes s'obtiendra par l 'él imi-

na t ion de x^, x^\ ..., ^w+"-p~i entre ces m -h n — ^p dernières
équations.

14. Pour faire l 'é l iminalion, on pourra prendre le déterminant des
coefficients de ^'p, x ^ ' , ..., .^w-^•/^-/7-t dans les m 4- n— ' i p équations,
et le développer par rapport aux coefficients de o^. Si l'on mult ipl ie
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les équations respectivement par les multiplicateurs de ces coefficients
et que Fon ajoute les résultats, l'équation qui s'ensuivra sera l 'équa-
tion aux racines communes. Les coefficients de ^p, x^, ..., oc, a?0 y
seront le déterminant considéré et ceux qui en résultent quand on y
remplace tour à tour la colonne des coefficients de ^ par celles des
coefficients de^-*, ^~2, ..., oc et ^°.

Il y a là un mode de formation de l'équation aux racines communes,
et, par suite, da plus grand commun diviseur en x des polynômes F(^),
fisc), qui a une importance considérable, comme la suite de ce Mé-
moire le fera voir.

Les déterminants qui y figurent sont d'ordre m 4- n — ^ p , et ceux
qui s'égalent à zéro pour constituer les/? équations de condition sont
d'ordre m -+- n — ï p 4- 2 ; mais nou^verrons plus loin que les mêmes
relations peuvent s'obtenir, avec plus d'avantage, au moins, s'il s'agit
de calculs numériques, sous forme de déterminants d'ordre m — p -h i
(w^/?) .

IV.

15. Quand les équations Ï [ x ) = o,f{^) = o ont une ou plusieurs
racines communes, chacune de ces racines satisfait à l'équation

T ( x ' } f ( x } - / ( ^ )F f . r ) , > •
X' — X

quelque valeur qu'on attribue à oc\
Or on a

F(^)=(^-^ )F . (^ )+F( . r ) ,

F, { x ' } étant le quotient de F(^) par x ' — Xy c'est-à-dire

A^1-' 4- Kx | x'1^ -{- A^2 | ^/w-3 4" ... ;
• A , 4- Ai^

4-A,
et soit de même / {oc'} égale à

ax'^ 4- ax , ^/1-2 4- a^ \ ^n-2 4- . . •
4- ai -\-a^x

4~ a^
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II en résulte, pour toute racine commune, l'identité en a?',

F^)/(^)-/^)F^)==o.

Soit considéré d^abord le cas de 772 === n. En égalant à zéro les coef-
ficients des diverses puissances de x1, on trouve

Kf[x}—aî[x}=a,
(Ax 4-A«)/(.a?) — [asc^r a,} F(.r) ==o,
(A^24-Al.r4- Kî}f(x} — [ax2 -\-a,x -4- Oa) F (a') ==: o,

L (A^-1 4-...+ Aff l - i ) / (^ )— [ax"1^ -+-. . .-+• a^i) F (^ ) == o.

Ces équations se réduisent à

/ A [di X1"-1 4- Ctî Xm~~2 -4- . . . "4- dm) — Ci (Ai ̂ 7"-1 -h A.îX'11 • 2 + . . . 4- A,,,) = 0,

a A^+Ai ) («a^"-2-^...+ a/,,)— (<2^ +^1) (A^--2 4-. . .4- A

(A ^tf' . . . 4-Am-l)#n— (û^?^1 +.. .+^-1) A/«= 0.

qui sont, sous une autre forme,

/ A A,.^"-1 +.. .4-A,
a ai^'""~1 + .. .-4- cCffi
Ksc 4-A, A^^""2 4-. " Aft;

) a^+ai ^a.y"1""2 -h ... -4- dm
' { A^-4- A i - y^ -As A3^w~-3 +.. •+ A^

a^c2 4- a^x 4- a2
^3^"-34-. . .4- On

A^--^,. .4-A^_,
\ ^^m-l _^\ ^ .-^.^-l

On a ainsi, d 'une part, les équations dites de Bezout, de Vautre celles
,^v(.x')f(^)^f(^}W .de Cauchy^ et l'on voit comment l'identité

diquée par M. Cayley, peut y conduire.
5 10-

16. Elles se rattachent, du reste, immédiatement aux équations de
"M.. Sylvester, car elles n'en sont que des combinaisons linéaires.
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Considérons, en effet, le système

/(^=0,.

xf[x}^o,

F [se ) = = o ,
.yF(^)==o ,

( x^f^}^ o, ^-^F^^^,

efc , en même temps, les équations précédentes sous leur première
forme.

La première de celles-ci est une combinaison linéaire des deux qui
sont là sur la première ligne; la seconde en est une des deux qui sont
sur la seconde ligne et des deux précédentes, et ainsi de suite.

17. Au cas de m > n, l'identité

F^')/^)—/^)F^)==o

se résout en

/ A/(^)==-o,, ' *
(A^+A, ) / ( ^ )=o ,
...................
( A ̂ w"/l-l .4- A i ̂ OT-n-2 •4-.. . 4- A^-i ) / ( x ) == o,

i a t ) { (A^"^+...+A.-.)./>(^)-aF(^)==o,
(A.y"1-"-'-1 -^-.. .-+-Am-«4-i)/(^) — (ax+ a,}V\x}=o,

(A^-1 +. . .4- Â/n_,)/(^) — (a^»-1 +.. .-4- a^i) F((^) == o,

équations qui peuvent également se regarder comme combinaisons
linéaires des équations

I /M=o,
xf(x)=o, •
» . • • » . . » » ;

/y>"(—^—i { " ( ^\ — n
f 6 l / J^)-~°> ,1 1 I J \ ^-"/(^)==o, F(^)=o,

-̂"-n y'(^-) == o, ^F(.y) === o,
. . * . . . . . . . . . . . , 1 . , . , , , . . . » 5 , ^ *

^m-iy^^Q^ ^.-ip^y^^^
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D'ailleurs, l e s w — n premières peuvent se remplacer par les équa-
tions

f[x} = o, ^/(^) =ro, . . . , ^-"-i f(.r)== o,

et les suivantes se poser sous la forme

^xm-'t -+- Ai^-^1 +.,.-1- A^n _ A^+, ̂ -1 4-.. .4- A/»
(̂  ai^.'"""1 -+-... 4-r.̂

A .r7"-»-1-1 4- A, .y^ 4"., .4- A ̂ n^ __ A^»4..^"—2 4">..4-A,»
i^J ^ ax -4- ai aa^-"""2 4-...-4-r^

• ' ' ' * ' * " * • • * • • • " * • • ' " • • * • . . . • « • • . . • • " * . . . . . . . . . 5

A,^^1 4--.. .4- Aw_, A/«'
^.^/<-i -4-.. . . 4- ^^_^ ^^

18. Reprenons, au moyen de ces équations ou ne figurent que x,
x2, ..., x^1^, le problème d'avofr pour F(^) = o, f{x} == o une ra-
cine commune, une seule, et celui d'avoir^? racines communes,^ seu-
lement.

Pour le premier problème, les équations (a') et (a, , ) peuvent rem-
placer respectivement les équations (?) et (Ri) . Elles sont au nombre
de m, elles dépendent de <r, ^2, . « . , a;7 '̂1, à les considérer comme
équations du premier degré par rapport aces quantités.
• Pour que F(.r) eif{sc) aient une racine commune et une seule, il

faut et il suffit que le déterminant des coefficients de x^ x^, ..., .T "̂""'
et des termes indépendants de x dans les m équations soit nul , et
que^celui des coefficients de œ, x\ ..., xm~~'l dans les 'w— ï premières
ne le soit pas; de sorte que la racine commune peut se déduire de
celles-ci par Félimination de ^2, .... x1^.

Considérons, en effet, au cas de n = m, simultanément les équa-
tions ( a ) et les équations (?), après y avoir fait passer les exposants
en indices^ comme systèmes du premier degré.

Les deux premières équations /( x} ==o, F ( ^ ) = = o d u système (?)
peuvent se remplacer par l'une d'elles et la première du système ( a ) *
Comme la seconde du système a provient des quatre premières du sys-
tème |3, celles-ci équivalentensuite aux deux premières du système (a),
et, par exemple, aux deux équations/(^') == o, ;y/(a?)=o. De même,
les six premières équations du système (?) peuvent être'remplacées _
par les trois premières du système (a) et' pary(^) == o, ocf[oc) == o?
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^/(a?) = o. En continuant ainsi, on obtient , à la place du sys-
tème (?), comme système équivalent, celui des équations (a) avec
les m équations f{x] == o, xf{x} = o, . . .» ^TO~•Î/(^) = o- Or il se
trouve là que les équations (a) ne contiennent pas <r^, x^^ ...,
^,2w-^ ^ plutôt x^, x^^ .-,^2M-n et que ces dernières inconnues,
quand les équations (a) sont possibles, sont respectivement déter-
minées par f{x} = o, xf[x} === o, ..., x"1^ f[x} = o, de proche en
proche.

Donc il faut et il suffit, pour que les équations (|3) aient une solu-
tion et une seule, qu'il en soit de même des équations (a) ; donc x\
<r2, ..., xm'~'{ doivent pouvoir se déterminer par m— i de ces équa-
tions (a) , et leur substitution dans la m^^ donner une identité.

Comme, pour les équations (j3), x^ x^. ..., ^2^-2 doivent s^obtenir
par les 2m — 2 premières équation?, et que ces a m—2 équations
sont susceptibles d'être remplacées par un système où ne figure pas
la dernière des équations (a), on voit encore que les m — i premières
équations du système (a) doivent déterminer x^ x^ ..., <r^i, tandis
que Féquation de condition répond a ce que les valeurs de ces incon-
nues, ainsi déterminées, satisfont à la m1^. Le déterminant des coef-
ficients de x^ a?2» • • • » ^m-\ doit donc être différent de zéro pour les
m— i premières équations (a).

Au cas de m^> n, les mêmes considérations s^appliquent aux équa-
tions ( (3<) et aux équations (aj, puis (aJ.Les conclusions y sont les
mêmes. ,

19. Pour le pro'blème d'avoir? racines communes et p seulement,
le système qui nous a occupé est, au cas de m = n,

/(^)=o, F(^)==o,
^ . ^/(^)=::o, .rF(^)==o,

• • • • * . . . » . , • • • . . - . . . » ,
, ^-Pf^} ==o, ^-^F^^o.

Considérons maintenant le système
A/(^ ) -aF(^ )==o ,
(A^- l -Ai) / (^ )~ [ax^ûi} F (a7 )==o ,a,

A^^ +.. , + A^]f(^) — [ax^ +... •4- a^p] F( x =:o,
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qui est, sous une autre forme,

A __ A,^'-1 -+-.. .-i- A;,. •
a < 2 ^ ^ w - ~ l • + • . .4-û^5

A^ -i-A, __ A^^-2 4-. . .4-A,,,
<2^ 4" «i a ' i X " 1 " " ' -i- ... 4- a//i

A^-P 4-.. . -+• A^-fl _ Am-p+i ^•' -+--.+ A^
^M-^ 4-... 4- a,n^p ""' a,n-p^ ^~1 4-... 4- a^

Supposons les exposants passés en indices de part et d'autre; nous
aurons deux systèmes d'équations du premier degré, le premier de
7^4, n^^p-^ a équations en x^ x^ ..., x^+n-pj le second de m—p 4- i
équations en x^ x^ . . .? ^,^«1.

A la place des deux premières équations du système ( R a ) ^ on pourra
prendre/(^) = o et la première équation du système (^2) ; à la place
des quatre premières du système (Rs ) les équations /(^) = o,
xf{x} ==o, et les deux premières du système (03), et ainsi de suite.
De là, au lieu des im — ï p premières équations du système ( R a ) »
les équations/^) = o, xf[x} == o, ..., x'^f^x} = a, et les m — p
premières du système (a^) . Au lieu du système (pa ) ' o^ P^t prendre
les équations/(^) == o, xf{x} = o, . * . , x^f^x} = o, avec le sys-
tème (as).

Mais comme» dans les équations (aa)? il ne se trouve pour incon-
nues que ^o x^ ..., x,n-M et que x^ ^m+^ - • » ^sw-^ se produisent
de proche en proche dans les équations f{x) = o, xf[x} = o, ...,
^^/{x} = o, les expressions de û0p, Xp^, ..., x^^ en fonction de
x^ x^, . . . » ^-o qui doivent pouvoir se déduire des 2m — 2p pre-
mières équations du système (l3) , seront données par les m — /^pre-
mières du système (a) , puis leurs valeurs devront satisfaire à la der-
nière équation de ce système, quelles que soient les valeurs attribuées
à x^ x^ ..., Xp^. Ensuite c'est par les équations f{x} == o ,
xf[x} = o, . . . » x'^/^x} == o que seront successivement détermi-
nées les valeurs de x,^ x,n+^ • . . ? ^m-p en fonction de x^ x^ . . . » Xp^.

Ânn. d e l ' É c , Normale, 2e Série. Tome VÏ I .— MARS1878. I^
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Au cas de m > ^, le système des w — p -h i équations

/(^)=o, ^/(^)=o, ..., .r——/(^)=o,
(A^" "4-... -4- A^-«)/(^) — aV[x} == o,

( ^ ) < ( A^-^' -+... -4- A/,^«+,)/(^) — ( a ^ + ^ ) F ( ^ ) ==o,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 ( A^"-^ -4-.. . -h A,,-^ ) /( x " } — ( ̂ -v 4-... + ^-/, ) F( x ) == o,

celles-ci pouvant se prendre sous la forme
AJ '̂'l~t^.•lrtAW-" — A^^,^-"'+ ..->-A,»

à """" ffi^"-' 4" ... + ̂

A ,y/»—H-(-l 1,̂  1 _ A ^ /V^——2 _1 _ 1 _ A"v ^~' • • • "T" -t^m—n-{~\ __ A/^—.n '̂.î •A' "T~ • • " ~T" A/»

« x 4- r/, ^2 .y"~"2 - ( - -- . -h- a«
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .6. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A .^-^+...4- A^^ __ ̂ t̂if̂ i-̂ Ll:̂ 4" Aw

^^/<-^ +... •+- a^p ~~" an-p^ ^~1 -h . , + On 5

se prête à des considérations et conclusions analogues r e l a t i v e m e n t
au système

/(^)==o,
^/( .y )==o,
• • ' • • " ' • • • y

wm—n—\ •fl y» \ —— ..̂^ ./(^)-Û,

^•-"/(^)==o, F(.r) =:o,
^"-"+•/(^) =: o, ;r F(^) === o,
- • • - . . . • . . • . . . , . . . . . . . . . .

î. ^//^/(^)=:o, ^^P F(^) =:o.

20. D'après cela, les conditions nécessaires et suffisantes pour que
les équations F(.r) = o,f[oc} = o aient p racines communes sans en
avoir davantage sont que le déterminant des coefficients de x^, xp•Jri,...,
x^ dans les m— p premières équations du système (a^) soit diffé-
rent de zéro, et que les valeurs de o^, ^-H, ..., ^-S qui résultent
de c e s m — p équations, substituées dans la dernière du système, y
satisfassent, quelles que soient les valeurs de x, x^, ..., ,^>w•-l.

réiimination de o^S ,.., x'^ entre les m — p premières équa-
tions conduira à l'équation des racines communes» On pourra effec-
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tuer l 'élimination en mul t ip l ian t les équations respectivement par les
mult ipl icateurs des coefficients de x^ dans le déterminant que forment
les coefficients de xP, a^4-1, ..., .x/"-1 dans ces équations, puis en
ajoutant .

En résumé, les m—p -+- i équations à considérer étant constituées
et ordonnées suivant les puissances décroissantes de x, si l'on y re-
lève les coefficients de a/"~1, x1""'2, ..., ^p, et que, tour à tour, on y
joigne ceux de x^, a^~2, ..., x^ x°, on aura, en égalant a zéro les
p déterminants d'ordre m—p+ i que formeront ainsi les colonnes de
coefficients, pourvu que Je déterminant des coefficients de x111"^, ,..,
^ dans les T ? Z — p premières équations ne soit pas nul, les conditions
nécessaires et suffisantes pour que les équations F(^) == o, f[x-) == o
aient tout au juste p racines communes, finies, déterminées.

Puis l 'équation aux racines communes s 'obtiendra en égalant à zéro
le polynôme de degré p , ou les coefficients de x1^ ^/7""1, . . . » x° seront
les déterminants formés par les coefficients de a/""""*, ..., ^/;+1, en y
adjoignant tour à tour ceux de ^p, x ' p ~ ~ { , ..., x9 dans les m— p pre-
mières équations considérées.

Le polynôme ainsi formé sera le plus grand commun diviseur de
V{x} et f{x}, si les relations de condition sont satisfaites.

21. Il importe de remarquer que, si les équations F(^)=o,/(, /y)==o
o n t / ? racines communes, sans en avoir davantage, le déterminant
d'ordre w-î-n, dit de Syl^ester^ ou le déterminant de Cauchy ou de
Bezout, d'ordre m, ainsi que les déterminants mineurs qui en dérivent,
jusqu'à ceux de l'ordre m -{- n—2^-+-2d'un côté, de l'ordre m—p^r i
de l'autre inclusivement, sont tous nuls.

Considérons, en effet, en supposant q <p, le système d'équations

/(^)=o, F(^==o,
xf[x}-=o, . -yF( .a?)==o,

^-~vf[x} == o, ^"-yF(^) ==o.

D'après ce qui a été reconnu à l'occasion du procédé d'Euler, une
combinaison linéaire de ces équations pourra être nulle, et cela même
d 'une infinité de manières.

i3.
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En conséquence, si l'on y fait passer les exposants en indices et que
l'on y applique ce qui a été fait au n° 8, en désignant m -4- n — sq -4- 2
par N', les multiplicateurs étant M,, Ma, . . .» MN/, la somme sera nu l l e
identiquement moyennant m +• n —• q -h r relations homogènes du
premier degré par rapport à ces indéterminées, de sorte que le
nombre des relations surpassera de q — i celui des multiplicateurs..
Ces relations pouvant être satisfaites à la fois par des valeurs des mul-
tiplicateurs, si l'on prend W de ces relations, n ' importe comment, le
déterminant des coefficients de M^ Ms, • • . , M^ dans le groupe sera
nul. Or les déterminants dont la nullité apparaît ainsi seront, en fai-
sant varier q de p •— r à i, tous les déterminants mineurs en question
et le déterminant Sylvester lui-même*

Le même fait s'étend aux équations de Cauchy, au moins comme
conséquence de l'étude générale qui va suivre, des dé t e rminan t s qui
naissent des deux systèmes d'équations (a') et (|3').


