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FORMULES INTEGRALES
POUR LES FORMES DIFFERENTIELLES
DE TYPE (p, q)
DANS LES VARIETES DE STEIN

PAR JEaAN-PIERRE DEMAILLY ET CHRISTINE LAURENT-THIEBAUT

RESUME. — On construit sur toute variété de Stein un noyau global permettant de démontrer des formules
de Koppelman et Koppelman-Leray pour des formes différentielles de type (p, g) quelconque.

ABSTRACT. — We construct on every Stein manifold a global kernel which enables us to prove Koppelman
and Koppelman-Leray formulas for differential forms of arbitrary type (p, g).

Introduction

Henkin et Leiterer ont construit dans [2] et ([3], chap. 4) des noyaux globaux sur une
variété de Stein grace auxquels ils démontrent des formules intégrales pour les (0, g)-
formes différentielles. Dans cet article nous démontrons des formules intégrales du type
Koppelman et Koppelman-Leray pour les formes différentielles de type (p, g) quelconque
sur une variété de Stein. Celles-ci généralisent a la fois les formules démontrées par
Henkin et Leiterer pour les (0, g)-formes différentielles (cf. [2] et [3], chap. 4) et les
formules de Koppelman et Koppelman-Leray pour les (p, g)-formes différentielles dans
C" (cf. [8], [7] et [1]); elles permettent sous certaines conditions de résoudre des problémes
de 0 avec estimations de croissance ou de régularité.

Dans un premier paragraphe nous construisons des noyaux dont nous donnons une
expression globale sur la variété de Stein M; ce sont des formes différentielles continues
sur M x M privé de sa diagonale. La nécessité d’avoir des formes différentielles invariantes
par changement de coordonnées permettant d’obtenir des formules intégrales pour les
(p, q)-formes différentielles nous a amenés dans le cas p=1 a introduire la connexion de
Chern du fibré tangent.

Aux paragraphes 2 et 3 nous nous intéressons principalement 4 un noyau du type
précédent qui généralise le noyau de Bochner-Martinelli. Il en résulte une formule de
Koppelman pour les (p, g)-formes différentielles sur une variété de Stein (théoréme 2. 2),
et la transformée de Bochner-Martinelli se généralise également dans ce contexte
(théoréme 3.1).

Le paragraphe 4 est consacré¢ a la démonstration de deux formules de Koppelman-
Leray dont on peut déduire des formules de résolution du @ pour les (p, q)-formes
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580 J.-P. DEMAILLY ET C. LAURENT-THIEBAUT

différentielles dans un domaine strictement pseudoconvexe d’une variété de Stein. La
premiére généralise la formule intégrale donnée par Lieb [7] et Qvrelid [8] dans C" et la
seconde la formule de base de I'article [1] de Andersson et Berndtsson.

Le dernier paragraphe donne une méthode, différente de celle utilisée par Henkin et
Leiterer ([3], § 4. 12), pour obtenir des formules intégrales pour les formes différentielles
a valeurs dans un fibré vectoriel holomorphe sur une variété de Stein.

1. Préliminaires

Soit X une variété analytique complexe; si u et v sont des n-uplets de fonctions &*
définies sur un ouvert de X x X, on pose

n
0)2, ;(u)= AN dz, guj
j=t

k#j

o, (W)=Y (1Y tvo; A D, (1,
j=1
<u,v>=.zlujvj
j=

[(z, £) désignent les variables dans X x X].

Le noyau de Bochner-Martinelli dans C"x C" est alors donné par les expressions
suivantes :

m—D! o, (-0 Ao, (z-8

Kgu (2, O)= Qiny |Z—C|2"
_ (=) (=G d, (20> A (KD, ((2-D), d,, g(Z—C)>)"_‘_
(21'5)" IZ_C|2n

Il permet de démontrer des formules de représentation intégrale pour les formes
différentielles de bidegré (p, q) quelconque dans C”.

Dans [2] et [3], chapitre 4, Henkin et Leiterer construisent des noyaux qui conduisent
a la représentation des formes différentielles de bidegre (0, g) dans une variété de Stein.

Précisons maintenant la méthode de construction utilisée par Henkin et Leiterer.

On considére une variété de Stein M de dimension n dont 'orientation est définie par
la condition suivante : si (z;, ..., z,) sont des coordonnées holomorphes locales, la
forme différentielle

(=)'"dzy A ... Adzgndz Ao Az, =(=1)""" D24z Adz, A ... Adz, Adz,
est positive.
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FORMULES INTEGRALES POUR LES FORMES DE TYPE (p, q) 581

On notera T(M) et T*(M) les fibrés tangent et cotangent de M et T(M x M),
T*(MxM) leurs images réciproques respectives par la projection de M xM sur
M, (z, {)>z.

Soit s : M xM — T(M x M) la section holomorphe de T (M x M) définie par Henkin
et Leiterer ([2] et [3], lemme 4.2.4) qui vérifie :

® s(z, z)=0 pour tout ze M
® s(z, .): M—>T,(M) est une application biholomorphe d’un voisinage de z dans M
sur un voisinage de 0 dans T, (M).

Rappelons briévement la construction de s. Soit f: M 5 CN un plongement propre de
M dans CN et soit

0-T(M)>MxCN->N(M) -0

la suite exacte définissant le fibré normal a M, noté N (M).

D’aprés le théoréme B de Cartan on a H! (M, Hom (N (M), T(M))) =0, donc la suite
exacte ci-dessus admet un scindage global g : M x CN — T(M) tel que godf=1Id, ™ La
section s est alors définie par

(2, 0)=g(z f O -1 ().

Grace au théoréme B appliqué sur M x M, on peut d’autre part construire une fonction
¢ holomorphe sur M x M, égale a 1 sur la diagonale A(M) de M x M et dont la restriction
a M x M\ A(M) appartient au sous-faisceau de ¢ (M x M) engendré par s. De plus il
existe un entier x>0 tel que la fonction ¢*/|s|s soit de classe > sur M x M\ A (M)
(cf- [2] et [3], lemme 4.2.4).

Si D est un ouvert relativement compact de M dont le bord dD est de classe ¥ par
morceaux, on appellera section de Leray pour (D, s, @) (¢f. [3], § 4.3.2) un couple
(s*, x*) ou x* est un entier et s* une section de T*(M x M) définie sur D x V,p, V,p
étant un voisinage de 6D dans M, telle que

® (5*(z, ), s(z, ) >#0 pour ze D, { €D tels que @ (z, {)#0 ({ , ) désigne le crochet
de dualité entre T (M x M) et T* (M x M)).

® 9% (z, {)/{s*(z, §), s(z, §) ) est de classe #* sur un voisinage de D x dD dans D x M.

Si U est un ouvert de carte de M et (e;)j-; un repére trivialisant holomorphe de

T (M x M), nous noterons respectivement u et u* les expressions de s et s* dans ce repére
et son dual. Henkin et Leiterer posent alors

0y o . M=D L0 () A o W)
0% % 9=y i, uy

ce qui définit une forme différentielle sur D x dD.
Mais ce noyau ne contient que des termes de bidegré (0, g) en z.

Pour passer a la représentation des formes différentielles de type (p, q) quelconque il
convient donc de compléter ce noyau. La premiére expression du noyau de Bochner-
Martinelli conduirait a remplacer o,(u) par ®, ,(u) dans la définition de Q° (¢, s*, 5)
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582 J.-P. DEMAILLY ET C. LAURENT-THIEBAUT

mais cela ne permet plus de définir une forme différentielle invariante par changement
de coordonnées car s est une section du fibré vectoriel T (M x M). Nous devons donc, pour
obtenir un noyau défini globalement sur D x D, utiliser une connexion de T (M x M).

Soit © une métrique hermitienne ¥* sur T (M), elle induit une métrique hermitienne,
notée encore 0 sur T (M x M) et une application antilinéaire o : T (M x M) - T* (M x M),
E (., &) On appellera D la connexion de Chern de T(M x M) relative 4 0 et V la
connexion de Chern de T* (M x M) associée a la métrique 8* induite par 0 sur T* (M x M).

On notera s la section ¥°, M x M — T*(M x M) définie par s=cos, il est facile de
voir que (s, %) est une section de Leray pour (D, s, @), D étant n’importe quel ouvert
relativement compact 4 bord ¥' par morceaux de M. Remarquons que si 0 est la
métrique hermitienne construite par Henkin et Leiterer a I'aide d’une partition de P'unité
subordonnée a un recouvrement trivialisant de T (M), alors s coincide avec la section s
qu’ils ont définie dans [2] et [3], § 4. 3. 1. De plus s et 5 possédent les mémes propriétés.

On peut alors définir la forme différentielle (o, s*, s) par

(=)t <(s*, Ds) A ({V7s* Ds))" !

Q((Pv, S*a S)= (2 11',)” < S*, s >n

C’est une forme différentielle continue sur un voisinage de D x D dans D x M si (s*, x*)
est une section de Leray associée a (D, s, @) et v=y* Si de plus s*=s, la forme
différentielle (9, s, s) est de classe €' sur MxMN\A(M) si vy et admet une
singularité d’ordre 2n—1 en z={.

Etudions 'expression de la forme différentielle Q(¢", s*, s) dans des coordonnées

locales.

Soient U un ouvert de carte de M et (e;)j_, un repere trivialisant holomorphe de
T (M x M). La métrique 8 est donnée dans ce repére par une matrice hermitienne définie
positive H, ¢, ne dépendant que de la variable z et la métrique induite par 6 sur
T*(M x M) est donnée dans le repére dual par la matrice H ™.

Soient u, u*, u les expressions respectives de s, s* et s dans les repéres choisis; alors
les expressions de Ds, Vs* et Vs dans ces repéres sont données classiquement par
du+(H *0H) Au, du*+(HH ) A u* et du+(HOH ') A u, et par définition de s
ona:u=Hu.

On en déduit que :
(V”’s* Dsy=y ouf A (du;+((H ' 0H) A u))
j=1

(s*, Dsd>=Y u¥(du;+(H™'0H) A u)).

i=1
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Un calcul analogue a celui du lemme 3 de [1] montre que

(s*, Ds)> A ({V”s* Ds))y 1= (—1)""'_1’/2(n—1)![ Y (=1 tur A (—?u,’c"]

j=1 k#j

n

A A (du,+(H"'0H) Au),).

p=1
On a donc pour z et { dans des compacts
(s* Ds) A ((V7s% Ds)) ' =(= 1" D2(n—1)![a, ((u*) A o, ()+0 (|uly]

Dans le cas particulier ou ’on prend comme section s* la section s de [3] et pour 0 la
métrique intervenant dans la définition de s on obtient sur U x VN A (U)

Q(o", s, s)=K+0<-—1—_>
[ufpr?

(si z et { varient dans des compacts de M).

K étant le noyau défini localement dans [5] et qui est une solution fondamentale locale
du 3 ([5], § 2).

Remarquons d’autre part que si M=C" et si la métrique 0 est la métrique habituelle
de C" alors les connexions D et V coincident avec la différentielle ordinaire et si on
prend :

0z 0=1, VY(z )eC'xC"
s(z, O)=z—¢ et s*(z, )=z-C

le noyau Q(¢, s, s) n’est autre que le noyau de Bochner-Martinelli dans C" x C".

2. Formule de Koppelman
pour les (p, g)-formes différentielles

Dans ce paragraphe nous allons étendre au cas des (p, q)-formes différentielles, 0 <p,
g<n la formule de Koppelman donnée dans les variétés de Stein par Henkin et Leiterer
pour les (0, g)-formes différentielles ([3], théoréme 4.5.2).

Considérons le noyau Q(¢, s, s) défini au paragraphe précédent. Remarquons tout
d’abord que s étant holomorphe on a Ds=D"s; les connexions D et V sont d’autre part
liées par la relation naturelle Vs=V (o os)=o o Ds ol o est antilinéaire; par suite Vs=V"'s
et

(="t (s, Ds) A ({Vs, Ds)H)"?
@n)y" [s]3" '

(g s, 9)=
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Le noyau (¢, s, s) admet la décomposition suivante :

Qg% s, 9= Y Qg% s, 5)
1=p=n
1=<q=n-1

ou QF (¢, s, s) est de type (p, q) en z et (n—p, n—q— 1) en £. On peut remarquer que si

s coincide avec la section 5 de Henkin et Leiterer, Y Q2 (9", s, 5) n’est autre que le
1=q=n-1

noyau (3° défini par Henkin et Leiterer ([2], § 2.4 et [3], § 4.5) pour démontrer la

formule de Koppelman pour les (0, g)-formes différentielles : ceci résulte du fait que la

forme de connexion H™'8H qui intervient dans la définition de Q(¢", s, s) ne dépend

que de la variable z. On pose Q° , =Q%=0.

Pour simplifier les expressions ultérieures, nous noterons & et QF les noyaux
Q(¢Y, s, s) et QF (o, s, 5) lorsqu’il ne risque pas d’y avoir de confusion.
Désignons par ¢(T(M xM))=D? et ¢(T*(M x M))=V? les formes de courbure des

fibrés T (M x M) et T*(M x M) pour les connexions D et V; elles sont de bidegré (1, 1)
et ne dépendent que de la variable z.

LEMME 2.1. — On a sur M x M\ A (M).

=0 9" 15 (T(MxM) A s) A (VS Dsdy?

@m" (s, 8)"

+(n—=1)<s, Ds) A (Vs, c(T(MxM)) Asd> A Vs, DsH)" 2.
et donc 0Q a une singularité d’ordre 2n—2 sur la diagonale.
Si de plus ¢ (T (M x M))=0 on a 3Q=0.
Démonstration. — Calculons tout d’abord

d[<5, Ds) A ({Vs, Ds>)"'*]
(s, 8" ‘

d{s, sy=(Vs, s)+<5 Ds)
d{s, Ds>=(Vs, Ds>+{s, c(T(MxM)) A s)
d({Vs, DsH) t=(n—D[c(T*(MxM) A s, Ds)
—(Vs, c(T(MxM)) A sd] A Vs, DsH)y" 2
D’ou
d[<§’Ds>“E<V5’DS>)"'1]= L KE sy(VS DsYy
(s, 8" «s, s
+(5,55¢5, c(TMxM) Asd A Vs, DsHy
—(n—=1)<s, s> <5, Ds) A (Cc(T*(MxM) A s, Ds)
—(Vs, c(TMxM)) Asd) A Vs, DsH) 2
—n(( VS, s)+<5, Ds)) A (5, Ds)y A (KVs, Ds)H) ']
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FORMULES INTEGRALES POUR LES FORMES DE TYPE (p, q) 585

or
(s, Ds)» A {3, Ds)=0
(5, $)((Vs, Ds))'=n{Vs, s) A<, Ds) A ((Vs, Ds)y?

(il suffit de reprendre les calculs du lemme 3 de [1]).

Revenons au noyau {3, comme ¢ est holomorphe et Vs=V"s, on a pour des raisons
de degré

A _(-l)n_l vn
0= enr T
{ (5, c(T(MxM)) Asd> A ((Vs, Ds)Hy' 1 }
N +(n—1){s, Ds> A (Vs, c(TMxM)) Asd> A Vs, Ds )y 2
(s, 8" ’

Etudions maintenant la singularité de 3Q en z={. Par définition de s, on a (s, s>=|s|e
et si z et { varient dans des compacts de M, les formes différentielles ¢ (T (M x M), Vs et
Ds sont bornées donc : 33=0 (|s|y2"*2) car |s|=|os|=0 (] sy

THEOREME 2.2. — Soient D un domaine relativement compact a bord €' par morceaux
de la variété de Stein M et v22y. Si f est une (p, q)-forme différentielle continue sur D,
telle que Of soit aussi continue sur D, 0<p, q<n, on a pour zeD

(2.1 f(Z)=(—1)"+“[ fOAAEY—| o fQ QY

{edD {eD
+0, FEQAQ_ (2 O+ (—1)rer! F© APz, C)]
{eD {eD
ou QF (z, 0)=QF (¢", s, 8)(z, {) et PP (z, () est la partie de bidegré (p, q) en z de oQ.

Remarque 1. — Si p=0, P/=0 car ¢ (T (M x M)) est de bidegré (1, 1) en z, on retrouve
donc la formule (2.4. 6) de [2].

Remarque 2. — Si la métrique 0 est telle que ¢(T (M x M))=0, on obtient la formule
de Koppelman classique pour les (p, g)-formes différentielles.

Démonstration. — La méthode utilisée ici est la méme que celle de la démonstration
du théoréme 4.5.2 de [3]. Il nous a semblé plus clair d’en rappeler ici les principales
étapes.

Il suffit de prouver pour toute forme différentielle g de bidegré (n—p, n—q), €* a
support compact dans D, que

j f@Aﬂ#%4W{j FOAREY AR
zeD (z, Y)e Dx oD
—f @f©A9ﬂ49Ag@]
(z, )e DxD

+j fOAQ_ (0 A0.802)— S© APz 0) A gl2)
(z, )eDxD

(z, ) eDxD
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586 J.-P. DEMAILLY ET C. LAURENT-THIEBAUT

Par des considérations de bidegré on peut remplacer QF et QF_, par &, P? par 3Q
ainsi que Of et Og par df et dg. On doit donc démontrer I'égalité

(2.2 J f@) rg@)
zeD

=(—1)P+‘1U £ A B0 Ag@)— 41O DG, z;)Ag(z)]
(z, ) e Dx oD

(z, )eDxD

+J SO ADGE Y Adg() - fO AT, B0 g
(z, )e DxXD

(z, )e DxD

Grace aux propriétés de s, on peut trouver un voisinage Uy,cM x M de la diagonale
A={(z, z)‘zeM} tel que pour tout z fixé dans M, s(z, () soit biholomorphe pour tout
e M tel que (z, {)e U,. On considére les ouverts

U,={(z, )eU,xU,||slo<e}, &>0.

Comme D cc M, pour ¢ assez petit, dU, (N (D x D) est lisse.

Nous allons appliquer la formule de Stokes a la forme différentielle
f© AQ(z, &) A g(z) sur Pouvert D,=D x D\ U..
Nous choisissons & pour que

0D, N (supp gxM)=(DxdD U dU,) N (supp g x M),

alors
j fFOAREDAgE~- FOABE ) AgE
@ DeDxD @ Deat,
=L ben d. (f©) A8z 0) A g(2).
Or

d, (fQOAQE)Ag@N=d [ () AQ(z ) Ag()
=D QO A, (D) Ag@+H(=DPT Q) A QD) Adg(2)

et pour des raisons de bidegré on peut remplacer d, ;fi par 0, Cﬂ, on en déduit donc
que

(2.3) fOAAE ) Ag@)- fOALE Y AgE)

(z, )e Dx oD (z, {) e dUg

=j d f©Q) QG C)Ag(2)+(-1)"+“f fOAD, 80 g0
2 DeDy

(z, {) e Dg

+(—1)”+"“J fOALGE ) Ad g

(z, ) eDg
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Il est clair que Q ayant une singularité d’ordre 2n—1 au voisinage de la diagonale et
3, (Q une singularité d’ordre 2n—2, ces deux formes différentielles sont localement
intégrables sur D x D et par conséquent les intégrales du second membre de (2. 3) tendent
vers les intégrales correspondantes de (2.2) quand € — 0. Il reste donc a montrer que

(2.4 limf F© A QG C)Ag(Z)=(—1),"+“J S (@)~ g
(z, ) edUg zeD

e—>0

Aprés usage d’une partition de I'unité sur le support de g, on peut supposer que le
support de g est contenu dans un ouvert de carte U de M. Soit V un ouvert tel que
supp gc Ve U.

Si € est assez petit, les conditions ze V et (z, {) e U, impliquent {e U. Avec les notations
du paragraphe 1, le noyau Q(9", s*, s) admet pour (z, {)e V x U I'expression en coordon-
nées locales

Q(Z, C)= (n_ 1)"' (pvnm;, 4(&) Aznmz, C(u) +0(’u|9—2"+2).
2im) |u F

En particulier sur U, N (V x (U N D))

=("_1)! v,.a);,g(';) A, (1) —2n+2
Q(Z’ C) (2111',)" 82,, +0 (8 )

Or la mesure de I'ensemble U, N (V x U) est un O ("7 1), il en résulte que (2.4) se
déduira de

(2.9 limj f@© AKG, Q)/\g(z)=(—1)"+qj f (@) Ag2)
€ 0J(z, Y)edUgn (VXU) zeV

ou

(n—1! o, (W) A o, ()
(2in)" g2 '

K =

Or ce résultat est démontré dans ([3], p. 176-177) pour la section 5 et donc pour s car
ces deux sections ont les mémes propriétés (cf. [3], §4.3.1).
Le théoréme est ainsi démontré.

COROLLAIRE 2.3. — Le noyau Q(", s, s) définit un courant sur M x M qui vérifie

08 (9", s, s)=[A]+P

ou [A] est le courant d’intégration sur la diagonale A de M x M et P la forme différentielle
localement intégrable qui coincide avec 0 sur MxMN\A(M). En particulier si
¢ (T (M x M))=0, alors 3Q(¢", s, s)=[A].

Ce résultat n’est autre que I'interprétation en terme de courants de la formule (2. 1); il
montre que le courant d’intégration [A] n’est autre que le résidu au sens de Griffiths et
Harris ([10], p. 369) de la forme différentielle Q(¢, s, s).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



588 J.-P. DEMAILLY ET C. LAURENT-THIEBAUT

3. Transformée de Bochner-Martinelli

On considére une hypersurface réelle V fermée, orientée de classe €' %% a>0, dans un
ouvert U de la variété de Stein M, telle que U\V ait exactement deux composantes
connexes U* et U™.

On suppose que I'orientation sur V est celle obtenue lorsque ’on considére que V est
la frontiére de U™,

Si f est une (p, q)-forme différentielle de classe €* sur V, a support compact on appelle
transformée de Bochner-Martinelli de f la forme différentielle F définie sur U\ V par

F@=| f©AQ0%s 90

{eV

Dans [6] nous avons déja étudié les propriétés de F, lorsque f est une (0, g)-forme
différentielle, les résultats obtenus s’étendent au cas des (p, q)-formes différentielles.

Les notations sont celles de [6], § 3. On suppose que
V={zeM/p(2)=0}, pe%' (M)

Si fe€, ,(V) on notera f, sa projection sur I'espace quotient de %, ,(V) par les formes
différentielles normales complexes. Si F est une (p, q)-forme différentielle continue sur
U™ ou U™ nous dirons qu’elle se prolonge continiment 4 U* \J V modulo dp s’il existe
une (p, g)-forme différentielle ¥ continue sur U UV telle que F—F=3p A G sur U?,
G étant une forme différentielle continue sur U* de bidegré (p, g—1).

THEOREME 3. 1. — Soit f une (p, q)-forme différentielle, €* sur V, a support compact.
La transformée de Bochner-Martinelli de f

F@=| f©AQ%@,s 90

eV

admet, modulo 0p, des prolongements continus a Ut \JV et U” UV notés F* et F~ et
ona

Ft+ _Ft_ =(_ 1)p+q f;

Démonstration. — 11 s’agit d’'un probléme local, on peut donc supposer que U est un
domaine de carte de M.

Choisissons des coordonnées et un repére trivialisant de T (M x M) sur cet ouvert, on
a alors d’apres le paragraphe 1

. (n=1! o, @) Ao, (¥ _
3. Q v — vn -z, § » § 2n+2
3.1) (@5 9=y e +0 (July?*?)

si (z, {)e U x UN\A(U), z et { variant dans des compacts de M.
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Pour des raisons de degré
F)=| f©QAQe"s5)
eV

et par conséquent grace a (3.1) la forme F est somme d’un terme continu au voisinage
de V et de la forme

P e UL

Qin)" Jeev |“gn

Le théoréme résulte donc du théoréme analogue montré pour F, dans [6] (prop. 2.3.1).

Fo(2)=

Remarque. — Dans [6] nous avions étudi¢ lorsque f est une (n, n—q—1)-forme
différentielle

G(C)=J f@AQ% s, 9, C)=J f@ AL (@590

zeV

onl’= Yy QO
0<g=sn-—-1
Il n’est pas surprenant que F et G possédent les mémes propriétés au voisinage de V.
En effet d’aprés (3.1) et le lemme 2.3.5de [6], si "= Y Qr,

0=gsn-1
0" (0% 5, 9) (2, )—0°(9", 5 5) G 2)

posséde une singularité d’ordre 2n—2 en z={_.

4. Formule de Koppelman-Leray

Sur M x M x [0, 1] on désigne par T* (M x M x [0, 1]) le fibré vectoriel image réciproque
de T* (M) par 'application (z, {, ) z.
On notera 0* la métrique induite par la métrique 6 de T (M) sur ce fibré.

Soit A la connexion hermitienne sur T*(M x M x [0, 1]) relative a la métrique 0%,
holomorphe en les variables (z, {) et invariante par translation dans la direction A.

Si € (M x M x [0, 1], E*) désigne 'espace des formes différentielles #* de degrék sur
M xM x[0, 1] 4 valeurs dans E*=T* (M x M x [0, 1]), on a la décomposition suivante

¢ (MxMx[0,1, BY= @ ¢~

p,q,r
ptqg+r=k

(M xMx [0, 1], B¥)

ou €y, ,(MxMx|0, 1], E*) désigne I'espace des formes différentielles de bidegré (p, q)
en (z, {) et de degré r en A.

i éC se en ou
La connexion A se décompose en A’ + A"’

N: %2, (MxMx0, 1], E¥) > %=, (MxMx[0, 1], E¥)
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A’ €2, (MxMx0, 1], B
S @20y, (MXMx[0, 1], BY) @ €2, . (MxMxI0, 1], E*).

Etudions I'expression de A en coordonnées locales. Choisissons une trivialisation de
T*(M x M x [0, 1]) et notons v* 'expression d’une section t* de T*(M x M x [0, 1]) alors

A t*=H (0, (H 'v¥)
ou H est la matrice de la métrique 6 dans la trivialisation correspondante de T (M)
AN t* = (az, I4 + d)\.) v*.

Soit D un ouvert relativement compact, 4 bord ' par morceau de M et (s*, x*) une
section de Leray pour (D, s, @) (cf. §1).

Comme Henkin et Leiterer ([3], § 4. 5), on pose pour tout Ae[0, 1], zeD et eV}, tel
que {5*(z, ), s(z,5) > #0

4.1 f LN =(1-3)— &0 A SE9
4.1 HE SN e 056 0y T e OR

D’apreés les propriétés de @, s et s* 'application
(z & M o™ B 1 (7, () t* (7, §, M)

définit une section €' de T*(M x M x [0, 1]) sur un voisinage de D x D x [0, 1] dans
D xMx[0, 1]. On en déduit que pour tout entier v = max(y, x*) la forme différentielle
Q@Y s*, 5, 5)=(—1)""1Qm)" @"" (t* Ds> A ((A”t*, Ds))""! est continue sur un
voisinage de D x dD x [0, 1] dans D x M x [0, 1].

LEMME 4.1. — On a les égalités suivantes

Q((pv’ 5*3 5:; S) Ix=o=ﬁ((Pva S*, S)
Q((PV’ S*, §> S) Il=1=Q((pv9 ga S)-

Démonstration. — D’aprés I'expression (4. 1) de t* il suffit de montrer que pour toute
fonction p de classe %!, définie sur un ouvert de M xM contenant le domaine de
définition d’une section s* de T*(M x M) on a

(ps*, Ds) A (CA”(ns*), Ds))" " t=p" (s* Ds) A (CA”s*, D))

on appliquera cette formule successivement avec p=(s* s> ! pour A=0 et
pu=<_§, s> '=|s|y % s*=5§ pour A=1.
La formule résulte elle-méme immédiatement du fait que

Cpus*, Ds) A{d"pu As*, Dsd)=—pd’p A {s* Ds) A {s* Ds)>=0.
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LEMME 4.2. — Soit W x [0, 1] le domaine de définition de Q(¢", s*, s, s), W =« Dx M.
Pour tout (z, {, \)e W x|[0, 1], on a
_ _ A (_ l)n—l
0, +d)Q(g", s*, 5, 8)=——
(0., +d)Q(e ) 2"

+(m—1){t*, Ds) A (A" t%, c(T(MxM)) A s) A ((A”t*, Ds D)2

@ [(t*, c(T(MxM)) As) A ((A”t* DsH)y !

Si de plus ¢(T(M xM)) =0, on a (3, ;+4d,) Q(¢", s*, s, 5)=0.

Démonstration :

Qe +d) Qe 5%, 5, 5)= %W"[(( A”t* Ds))"+{t*, D*s) A ((A”t* Ds))"™!
T

—(m—1t* Ds) (A" t* Ds)—CA”t* D*s))
A (A7 t*, Ds )y 2

or A?=0, D?s=c(T(MxM)) A s.
Considérons une trivialisation de T*(M x M x [0, 1]), soit v* I’expression de t* dans
cette trivialisation et u 'expression de s dans la trivialisation correspondante de T (M x M)

©""({A”t*, Ds))"
=(—1)”"‘"1)/2n!< A
j=

(32,g+dx)(<p"v;-")> A ( A du,+ ((H 10H) A u)k>.
e

1 =1

n

On reprend alors la démonstration du lemme 4.5.4 de [3]: on a ) ¢'v}u,=¢" par
k=1

définition de t* les fonctions ¢ et u, étant holomorphes en (z, {) et indépendantes de A,
on en deéduit

n

2 0., +d) (9" v)=0

k=1

dou A (0, +d,) (9" v})=0 car le membre de gauche est continu d’aprés les propriétés
k=1

des sections de Leray et I'ensemble {(z, {, ,)e W x [0, 1] | s(z, {) # 0} est dense dans
Wx[0, 1]. On a donc: ¢@""({A” t* Ds»)"=0 et le lemme est démontré.

Nous allons maintenant pouvoir généraliser au cas des (p, q)-formes différentielles la
formule de Koppelman-Leray donnée par Henkin et Leiterer ([3], théoréme 4. 5. 3).

THEOREME 4. 3. — Soient D un domaine relativement compact a bord €* par morceaux
de la variété de Stein M, (s*, x*) une section de Leray pour (D, s, ) et v un entier plus
grand que max (2, x*). On suppose de plus que toutes les dérivées de (¢"s*/{s*, s)(z, §)
qui sont d’ordre <2 en z et dordre <1 en ( sont continues pour tout (z, ) dans un
voisinage W de D x 0D dans D x M. Alors pour toute (p, q)-forme différentielle f continue
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sur D telle que Of soit aussi continue sur D, 0 < p, g<n, ona

(=" f ()= FO A, %)@ )= | Ff(©) QY S, 9 Q)

{edD LeD

—J O f©) AL (0 5% 5, 9)(z 5, M)
¢, M) edDx[0, 1]
+—52< f(g) A qu—l((pv7 57 S) (29 (:)
{eD
+f F© A (9% 5% 59 7»))
¢, M) eobx[0, 1]

+(—1)"+"“[ FO APz O)— fO QGG 7»)], zeD,

{eD (€, 2 edDx[0, 1]

ou QF (@, s*, s), QP (0", s, s), Qg((pv, s*, S, s), PP et 951’ désignent resliectiverrzent les parties
de type (p,q) en z de Qg s* s), Q0" s 5), Q¢ s% s, ), 8Z,Cﬂ((p", s, ),
(Bz,i_'_dl)ﬁ((pv’ S*, S: S)-

Remarque 1. — Si p=0, PP=QF=0 car c(T(M xM)) est de bidegré (1, 1) en z, on
retrouve donc la formule (4. 5. 32) de [3].

Remarque 2. — Si la métrique 0 est telle que ¢ (T (M x M)) =0 alors PP=Qf=0 et on
obtient la généralisation aux variétés de Stein de la formule de Koppelman-Leray pour
les (p, q)-formes différentielles de C".

En suivant la méthode utilisée par Henkin et Leiterer dans la démonstration du
théoréme 4.5.3 de [3], il suffit, pour prouver le théoréme 4.3, d’appliquer la formule de
Stokes a la forme différentielle £ () A Q(9", s*, s, s).

COROLLAIRE 4.4. — Sous les hypothéses du théoréme 4.3, si de plus s*(z, {) dépend
holomorphiquement de zeD, q = 1 et ¢(T (M x M)) =0, alors

f(Z)=(—1)”+"[32<J fO AR (9%5 90
{eD
+f FQO AL (¢ 559 K))—(j 3 f©) A QL% 5, 9)(2, §)
€W eaDx[0, 1] {eD
+J 3 f©) A QE(9% 5% 5, 9)(z &, X))]-
&, 2v)edbx[O0, 1]
En particulier pour toute (p, q)-forme différentielle continue sur D telle que 0f=0 sur D

g(Z)=(—1)”+"< SO AR (9% 590

{eD

+I F© A Q0% 5% 5,9 ¢, 7»))
€ M eaDx[0, 1]
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est une solution continue de I'équation dg=f dans D.

Démonstration. — Cela se déduit immédiatement du théoréme 4.3 car si s*(z, {) est
holomorphe en z, Q7 (9", s*, 5)=0 dés que g=1 et comme c(TMxM))=0 PP=Qf=0
d’aprés les lemmes 2. 1 et 4. 2.

Nous allons maintenant prouver une autre formule de Leray-Koppelman, analogue a
celle du théoréme 1 de [1]. Une telle formule pourrait permettre d’aborder des problémes
de division dans les ouverts des variétés de Stein comme I’a fait Berndtsson [9] pour les
ouverts de C".

Dans toute la suite du paragraphe, on considérera un domaine D relativement compact
a bord %' par morceaux de la variété de Stein M, (s*, x*) une section de Leray pour
(D, s, @) vérifiant:

e s* est une section de classe ¥2 de T* (M x M) définie sur D x D.

e Pour tout compact L de D, il existe des constantes positives ¢, (L), ¢, (L) et n(L)
telles que si d (z, {) désigne la distance entre z, { on ait

|s*(z, O)]e<c, (L) d(z §)
[<s* (2, ©), 5 (2 ©)d|Z e, (L) (A ©)?

sid(z, Y)<n(L) pour {eD et zeL.
Remarquons que de telles sections existent : par exemple s.

On désignera par K une forme différentielle de classe €' sur D x DN\ A (D) de degré
2n—1 telle que:

1. dK=R sur DxD\A(D), ou R est une forme différentielle localement intégrable
sur D x D.

2. Pour tout compact L de D il existe une constante c; (L) telle que

|IK—Q(¢" s*, 5)|Sc3(L)(d(z, §)72"*2  si {eD et zeL.

3. K est de bidegré (n,n—1).

THEOREME 4.5. — Sous les hypothéses ci-dessus, si f est une (p, q)-forme différentielle
continue sur D telle que 0f soit aussi continue sur D, 0<p, q<n, on a pour tout zeD

(=)"™f@=| fOAKIEOD—| 0SfQAKEGED

{edD {eD

+32[ SO AKJ_ (2 C)]+(—1)"+"“J f© ARz 0).
{eD 4

eD
K?, R} désignant les composantes de bidegré (p,q) en z et (n—p, n—q—1) en{ de K et R,
avec la convention K, _; =0.

Démonstration. — La démonstration est analogue a celle de la formule de Koppelman
(théoréme 2.2) (voir aussi [1] démonstration du théoréme 1).

Gréce aux propriétés 1 et 3 du noyau K en appliquant la méthode utilisée au début
de la démonstration du théoréme 2.2 on se raméne a démontrer la formule 2.4 ou
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Q(", s, s) est remplacé par K, soit en gardant les mémes notations

limf
€= 0J(z,)edU; n (VXU)

JO AK(z0) A g(Z)=(—1)"+“J f@) A g ).
zeV

De plus d’aprés la propriété 2 de K, il suffit de démontrer ce résultat pour Q (¢, s*, s).
Puisque nous I’avons déja démontré lorsque s* =s il suffit de prouver que si

IEJ @) A Q(g", 5% 5)(z, §) A g(2)
(z,0) e 0Ug n (VX U)

—J Q) A Q" 5,9 0 A g(2)
(z, ) € dUg n (V x 1)

on a lim I.=0.
e—0

Dans V x U x [0, 1] on considére la variété a bord
| X,={(z, Y)eVxU|d(z )=¢}x[0,1]
ona
X, ={d(z, Q)=¢e}x{1}U{d(z )=} x{0}.
On va appliquer la formule de Stokes a la forme différentielle
f© A Qe 5% 5,5) A g(2)

et a la variété a bord X, :
J Q) A Q9" 5% 5,9 0) A g(Z)=j d, . (f©) A Q" 5%, 5,9 (2 §) A g(2).
0Xe Xe

Grice au lemme 4.1 on a par définition de 0X,

L= —J‘ f©) A Q@Y s* 5, 5) (2, ) A g(2).
X,

Par des considérations de degré on voit que

d, A (SO A Q(¢", 5% 5, 9) (2 0) A g(2)
=(@,,+d) (&) A Q9" 5% 5, 9)(z 0 A g(2)
=0,/() A Q" 5%, 5, 8) A 2@+ (—DPTI () A Q(¢, 5%, 5, 5) A 0,2(2)
H(=D)PHfE) A (@, +d) Q¢ 5%, 5, 5) A 2(2).
Evaluons Q (¢, s*, s, s) et (@, +d) Q(¢", s*, s, s) sur X,.

Puisque nous sommes sur V x U nous pouvons exprimer Q(¢", s*, s, s) en coordonnées
locales; si u, v, i, u* sont les expressions de s, t*, §, s* dans les coordonnées choisies
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on a

Q(g, s*, s, 5) = (n=1)! <Z( 1"to; A ((_3,,;+dl)vk>/\<
k#j

o )n A du,+((H_‘6H)Au),>

1=1
En fait seule intervient la composante o de Q (¢, s*, s, s) de degré 1 en dA.
Puisque

uy “k

”"=(1_)”)<u*,u> Chud

car t* est définie par (4.1)

(52§+dx)vk=d7»< L { >+(1—x)azc<v“’? >+x5,§<_1‘1‘_>
’ Cuuy  {ubu) BN T\ <Cuu)

a vérifie alors d’aprés les estimations (4. 2) et la définition de s

P

<u>

|| <Clo]

! >‘(d(z, 0) 2"+ <C (d(z §) 22

pour {eU et ze V compact de D.

De méme en utilisant I'expression de (3, (+d,) Q(¢", s*, s, s) donnée dans le lemme
4.2 ainsi que la définition de s et les estimations (4.2) vérifiées par s*, on voit que la
composante B de (3, +d,) Q(e", s*, s, s) de degré 1 en d\ vérifie |B|=0(d(z, {)"2""?)
sur V x U au voisinage de la diagonale. Par conséquent

-

dz, ;,).(f(C) A Q((Pv’ S*a S, S)(Z, C) A g(z))
est un O (d(z,£) " ?""?) et comme la mesure de X, est un O (¢2"~'), on obtient

lim I,=0.

e=>0

On peut également déduire du théoréme 4.5 le corollaire suivant relatif a la résolution
du a.

COROLLAIRE 4.6. — Sous les hypothéses du théoréme 4.5, si de plus s*(z, {) dépend
holomorphiquement de zeD et si dK=0, pour toute (p, q)-forme différentielle f continue
sur D telle que 3f=0 sur D, 0<p<n, 1<q=<n,

g(2)=(—1)"+“< JO AKI_ (2 C))
{eD

est une solution continue de dg=f dans D.

Remarque 3. — Pour obtenir un noyau K vérifiant dK=0, il suffit de prendre
K =0Q(¢", s*, s) dans un cas ou la métrique  peut-&tre choisie telle que ¢ (T (M x M)) =0.
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Remarque 4. — Henkin et Leiterer ont construit dans [3] une section s* vérifiant les
hypothéses du corollaire 4. 4 lorsque le domaine D est supposé strictement pseudoconvexe
de classe 2.

On peut en déduire par des méthodes analogues a celles de Kerzman [4] dans C” une
section s* vérifiant les hypothéses du corollaire 4.6 et une solution du ¢ vérifiant les
estimées L?. :

Remarque 5. — Lorsque f est une p-forme différentielle holomorphe le théoréme 4.5
nous donne si dK =0 la représentation de Cauchy-Leray suivante de f

f(Z)=(~1)”j f© A KE( ).

5. Noyaux pour les formes différentielles
a valeurs dans un fibré vectoriel holomorphe

On considére un fibré vectoriel holomorphe F sur M, et si IT, et II, désignent les
projections de M xM sur M, (z,{)—z et (z,§)—{, on notera G=Hom (IT¥ F, IT} F);
c’est un fibré vectoriel holomorphe sur M xM dont les fibres sont données par
G, n=Hom(F,F),).

Nous allons construire un noyau A, c’est-d-dire une forme différentielle %' sur
M x M\ A(M) a valeurs dans le fibré vectoriel G, qui nous permettra d’obtenir une
formule de Koppelman pour les formes différentielles a valeurs dans le fibré F.

LemME 5. 1. — Il existe une section holomorphe v de G vérifiant

@) V(z,z)=Idg, pour tout ze M.

Démonstration. — Appliquons le théoréme B de Cartan au faisceau G ® £, dans la
suite exacte

O—»G@f;—»G—»GIA-*O,
ou ¢, désigne I'idéal de la diagonale. Il en résulte que le morphisme de restriction
H°(M x M, G) » H°(A, G |, ~H® (M, Hom (F, F))
est surjectif, d’ou le lemme.

PROPOSITION 5.2. — La forme différentielle A(z, ()= (z,0)Q(9", s, 5)(z, {) est de
classe €* sur M x M\ A(M) et a valeur dans G, elle vérifie

JA=[A].1dg+P. ¥
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ot [A] est le courant d’intégration sur la diagonale A de M x M et P une forme différentielle
localement intégrable sur M xM proportionnelle a c¢(T(MxM)). En particulier si
c(T(MxM))=0 on a IA=[A].1d;.

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le lemme 5.1 et le corollaire 2.3 pour obtenir
la proposition.

Le courant d’intégration sur la diagonale [A], apparait donc ici également comme le
résidu de la forme différentielle A.

On en déduit alors immédiatement la formule de Koppelman suivante pour les formes
différentielles a valeurs dans le fibré vectoriel F.

COROLLAIRE 5. 3. — Soient D un domaine relativement compact a bord €* par morceaux
de la variété de Stein M et v=2y. Si f est une (p, q)-forme différentielle continue sur D, a
valeurs dans F telle que 8f soit aussi continue sur D, 0<p, q<n, on a pour zeD

f(Z)=[j AGYAfO—| A Y AISO)
{edD

teD

+5zj Az 0) /\f(C)+(—1)"+““I P(z, OV (z ) Af(C)]-
teD 4

eD

Remarque. — Le noyau que nous venons de construire pour les formes différentielles
a valeurs dans un fibré vectoriel permet de ramener le cas des (p, q)-formes différentielles
a celui des (0, g)-formes différentielles; en effet

%= (M, F)~%5 (M, A’T*M ® F).

Ceci permet de faire disparaitre le terme en courbure P! dans toutes les formules de
Koppelman.
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