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ESTIMATION DES FONCTIONS
DE LITTLEWOOD-PALEY-STEIN
SUR LES VARIETES RIEMANNIENNES
A COURBURE NON POSITIVE

PAar NoeL LOHOUE

Dans la monographie « Topics in Harmonic Analysis Related to Littlewood Paley
Theory » E. M. Stein a introduit une classe de fonctions de Littlewood Paley qui dans
le cas des groupes de Lie compacts et de certaines équations différentielles du second ordre
permettent de prouver des inégalités L? pour certains opérateurs intégraux singuliers.

En analyse classique ces fonctions de Littlewood-Paley permettent aussi de prouver
des théorémes de convergence non-tangentielle de type Fatou.

Par exemple si M est un espace symétrique, de type non compact, P,(x, y) le noyau
de Poisson de M; la fonction a laquelle on s’intéresse est définie par la formule :

gZ(f)(x>=f wt{lﬁf(x, 0
0 ot

2
+]| V. f G, B2 }dt
ol f: M — C est une fonction C®, a support compact, prolongée a M x R, par
f t)=J P,(x,y) f()ds ()
M

do étant la mesure riemannienne sur M, V, le gradient riemannien de f (x, t) en la
variable x.

Dans I’'ouvrage sus-cité, il a été prouvé que pour tout 1<p=<2:

@ gD =111

Si 2 <p il existe une constante c (p) telle que :

@ [ £, =c@ gD,

P. A. Meyer donne des preuves probabilistes des inégalités ci-dessus dans un cadre un
peu plus général dans [17], voir aussi N. Varopoulos [20].

Cependant I'équivalence ||g(f)|,~ ||f|, ©’a pas encore été établie, méme pour les
espaces symétriques de rang un.

L’objectif initial de ce travail était d’établir I'équivalence ci-dessus. On prouvera des
résultats beaucoup plus profonds qui reflétent la nature géomeétrique des variétés de
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506 N. LOHOUE

Cartan-Hadamard dont la premiére valeur propre du laplacien est strictement positive,
par exemple les espaces symétriques de type non compact, non euclidien.

La fonction g définie ci-dessus ne rend pas compte de la situation géométrique
spécifique des espaces symétriques non euclidiens; en particulier elle ne permet pas de
lire la décroissance exponentielle de P, (x, x) quand ¢ tend vers I'infini.

D’autre part, si I’on veut Iutiliser pour estimer les fonctions d’aire, elle limite singuliére-
ment I'ouverture des cones qui définissent ces fonctions, car un changement de variable
linéaire en ¢ grossit le volume des boules de fagon exponentielle.

On va, par conséquent, définir une nouvelle classe de fonctions g, sur les variétés
riemanniennes & courbure non positive dont la premiére valeur propre du laplacien est
strictement positive. On établira les équivalences || g, (f)||,= || £, pour certaines valeurs
de p qui dépendent de a, g, (f) sera précisément la fonction g(f) de E. M. Stein dans
le cas des espaces symétriques de type non compact, non euclidiens. L’équivalence
llgo (f)]l,= || |, ne sera alors qu’un cas particulier des équivalences || g, (/)|,~ || f ||,

A la fin de Particle, on utilisera ces inégalités pour estimer la fonction S de Lusin
quand p=2.

Ce travail a été réalisé pendant le s€¢jour de I'auteur a McGill University de Montréal
et une visite & Cornell University.

L’auteur tient particulierement a remercier le cher ami C. S. Herz; grace a lui le sé¢jour
a été possible, R. Strichartz pour I'accueil qu’il lui a réservé a Cornell, ainsi que S. Drury
pour de multiples raisons.

1. Enoncé du théoréme principal

Avant d’énoncer le théoréme principal, nous allons fixer quelques notations.

NoraTions. — M est une variété de Cartan-Hadamard, c’est-a-dire simplement connexe
a courbure non positive, compléte. On note comme d’habitude do la mesure induite
par la structure riemannienne. Si 1<p<oo, on note, pour toute fonction f: M — C,
mesurable,

I55= [ 17 @bdoo

/1= eSSS,;IPI f®|

L?(M) est le complété de I'espace 2 (M) des fonctions C® a support compact pour la
norme || ||, si 1<p<oo; L* est I'espace classique pour la norme || ||; si 1Sp<oo,
on note p’ 'exposant conjugué de p 1/p+1/p'=1.

o3

A désigne le laplacien sur M et Aj= —A, V est 'opérateur gradient qui transforme les
fonctions C* en champs de vecteurs.
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ESTIMATION DES FONCTIONS DE LITTLEWOOD-PALEY-STEIN 507

Q,désigne la solution fondamentale de I'équation de la chaleur sur M, P, le noyau de
Poisson : c’est le semi-groupe subordonné a 2, par la formule :

+ o
P,(x,y):j P (x,y)e “u" du.
0

4u

Par la suite, on suppose que la courbure de M est bornée, ainsi que ses deux premiéres
dérivées covariantes; on suppose aussi que la premicre valeur propre de A, est strictement
positive et on désignera par p la constante positive telle que :

Inf (A, f, f)=p.
Il s liz=1
feam

Soit xeM et soit 0<t<oo un nombre réel, on note B,(x) la boule géodésique de
centre x et de rayon t, |B, (x)l le volume riemannien de B, (x).

On notera aussi 1, la fonction caractéristique de I'intervalle [0, t] de la droite numérique.

Les expressions que I’on veut étudier sont les suivantes.

\

Soit a>0 et soit f : M — C une fonction C® a support compact, on note :
S 0= J P.(x,y) f () do ().
M

g2 () (x)= rte“{
0

g(x, O[>+ ||V, f (x, t)Hz}dt

Sz () x)= tIB,(V)I‘{ %‘ 0, 0+ ||Vyf(y,t)||2}dtdcr(y).

3 (x,y)<at

ou ||V, f(», )| est la norme riemannienne du champ de vecteur V, f (», ); 8(x, y)
désigne la distance géodésique de x a y.

On peut maintenant énoncer le principal résultat que ’on va prouver.

THEOREME I. — Soit M une variété de Cartan-Hadamard, de dimension n. On suppose
que :

(i) la premiére valeur propre de A, est minorée par n>0;

(i) les deux premiéres dérivées covariantes du tenseur de courbure sont bornées.

Alors on a I'équivalence || g, () ||,~ || f ||, dans les cas suivants :

(@) 0<oc<2ﬁ et 2§p<4ﬁ/a

(b) O<oc<4\/ﬁ et 1<p<2, p’<4\/ﬁ/oc;

(c) a=0et 1<p<oo.

Dans le cas des espaces symétriques, on peut améliorer les bornes qui interviennent
dans (a); les analogues pour I’équation de la chaleur des fonctions g, sont étudiées aussi
a la page (41) de ce travail.
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508 N. LOHOUE
II. Démonstration du théoréme 1

On utilisera successivement plusieurs lemmes dont le premier est le suivant :

LEMME 1. — Pour tout 8>0, il existe 0<B <39, des points P,e M tels que les boules
géodésiques By (P;) de centre P; et de rayon B forment un recouvrement de M, de sote que
tout point de M n’appartienne qu’a | boules au plus (I arbitraire, dépendant éventuellement
de 8, mais le méme pour tous les points de M).

Ce lemme est prouve dans [1].

Il s’ensuite que pour tout i fixe, il existe au plus /; (indépendant de i) boules By(P))
qui rencontrent Bg g(P;). Soit f : M — C une bonne fonction et soient :

fPx= lBB @y (X) f (%), A= lBa p (PD) () f (%)

ou 1y, p, est la fonction caractéristique de la boule By(P,); il découle du lemme 1 que
pour tout 1<r<oo,

o) [e¢)
LAl 2 A= 3 A2
i=1 i=1

Le signe €, ~¢, entre deux expressions g, et €, veut dire qu’il existe une constante ¢
ne dépendant pas de ¢, et ¢, telle que :

cle <egy<ce,.

On aura besoin du second énoncé suivant :

LeMME 2. — Soit 0 un point fixé sur M et soit Bg 5(0) la boule géodésique de centre O
et de rayon 8B. On note 22 la solution fondamentale de I'équation de la chaleur pour le
laplacien dans Bg 4 (0) avec la condition de Dirichlet au bord. Il existe, pour tout x€ B, 4(0),
une mesure vy, sur R* X 0B, (0) [ou 0B, 4(0) désigne le bord de B, 4(0)] telle que pour
tout yeB, 5(0)

2,(x%,y)=27 (x,y)+ f Pr-s (0, 2) d1,. (5, 2).

[0, [ % B4 g (0)

De plus pour tout £>0 Sup v,{[0,e[xIB,y(0)} Zc(,B) ot c(e, B) ne dépend que
xe B3 g (0)

de € et B.

Ce lemme est prouvé dans [2].

On passe maintenant au troisiéme lemme. On va supposer B assez petit mais fixé de
telle sorte que le laplacien soit uniformément elliptique sur toute boule de centre x et de
rayon 8P, avec des constantes uniformes ne dépendant que de la géométriec de M
d’apreés [7] et que les hypothéses du lemme 1 soient satisfaites.

Soit @y: R — R, une fonction C®, paire, & support compact, qui vaut 1 si |x| <B/3,
s’annule ainsi que toutes ses dérivées jusqu’a 'ordre 4 si | x| 2 B/2.
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ESTIMATION DES FONCTIONS DE LITTLEWOOD-PALEY-STEIN 509

On note K, le noyau défini par la formule :

0 _ _ .
Kl(ml,m2)=(n—2)5;0(m1,m2)9 l(mlam2)81 "(my,m,) si 8(m,,m,)<P/3

00 _ ,
K (my,m,)= {(n—Z) ©g°0(my, mz)g;(ml, m,)8~ ! (my, my)—2 ©p°d(my, mz)}
x 817" (my, my)
0 - ,
- {‘Pg °8(my, my)+ 5;9("% m,)0~ 1 (my, m,) @08 (m,y, mz)}

x82 " "(my,m,)  si B/3ZS(my, my)SP/2.

Ici 0 est donné par la relation :

f f(x)do (x)= j ? J f (Exp, (t ®)) "~ 0 (x, Exp, t ©) do dt.
M 0 JI,—g

X, _, désigne la sphére-unité de R"dw la mesure uniforme sur X, et Exp, est 'application
exponentielle du plan tangent en x TM, sur M. On a prouvé dans [14] le lemme

suivant :

LeMME 3. — Soit f : M — C une fonction de classe C?; pour tout me M

f(m)=c j @o°8(m,m;)Af (m;)do (m,)

M 8"~ % (m,my)

+J K, (m,m,) f (m,)do (m,)
M

¢, est une constante qui ne dépend que de n.
De plus il existe une constante c (B) telle que :

J Ky (5,2)| + ||V, K, (x,7) | do () < ¢ (B)
M

j 1Ky ()| + [V, Ky (o) || do () S B)
M

J (POOS(X, y) + ”Vx<(p0°8(x9 y))

M &2 (x, p) "2 (x, y)
®o°08(x,y) ©o°08(x,y)

L{ 5 (ny) ( )H}'d“méc(ﬁ)'

872 (x,y)
On se propose de prouver que ||g,(f)|,~| f]|, si 1<p<oo. Pour cela on utilisera
constamment la remarque suivante.
Remarque. — Pour prouver I'équivalence ||g,(/)|,= || f||, il suffit de la prouver pour
les fonctions f positives.
En effet chacune des trois expressions indexées par o, satisfait I’inégalité :
8. (f1+12) =clg. (f1)+8&,(f2)] On supposera désormais f=0.

do (x)=c(B)
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510 N. LOHOUE

On va prouver le :

LEMME 4. — Soit :

gz,“(f)(x)=“°°e“t{
1

Alors si p<4 \/ﬁ/a, p=2, il existe une constante c (a, p) telle que
et (Dl <c@p] f |,

Preuve du lemme. — On pose p=p2.

0
_Pt
ot f

2 1/2
<x>+nvx<P,f><x>u2}dt} .

Soit B, la boule dans M x R, (pour la métrique produit) centrée en (x, t) de rayon f;
on choisit ce nombre assez petit de telle sorte que les conclusions des lemmes précédents
ou P intervient soient satisfaites.

Puisque f=0, que (8%/0t>)+ A est uniformément elliptique sur B, avec des constantes
d’ellipticité controlables en termes de la courbure de M et de ses deux premiéres dérivées
covariantes et que P, f (x)=f (x, t) est harmonique sur B, pour I'opérateur (8%/0t%)+A,
d’aprés 'inégalité de Harnack, il existe ¢ (B) >0 ne dépendant que des invariants ci-dessus
tels que pour tout (y, s)e B,

P f0)=cB)P, f ().

Par ailleurs, si
(»,s)€B,, Psf(y)=f H(y,s; z,u) P, f (z)do (z) du
0B

ou H est un noyau tel que :

0
sup «{ —H(,s; z,u)
s,s;zwzp2 L|0s

C(P) étant une constante qui ne dépend que de P.
Il s’ensuit que :

+||V,H,s; 2, u)“} =C(P)

0
aPtf (X)

g IIVxP,f(x)H’gCU
0!

B1

P,/ (2)do (z)]2§0[1=,f(x)]2.

Alors :

2/p © p/2 2/p
U (g f (x)]"do(x)> écq [ f te*' [P, f (x)]? dt] do(x)) .
M M 1

D’apres I'inégalité de Minskovski, si p>2

@ p/2 2/p @ 2/p
I:J [ J te*'[P, f (x)]* dt:| do (x)] < J te*! I:J [P, f (x)}Pdo (x):| dt.
M 1 1 M
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ESTIMATION DES FONCTIONS DE LITTLEWOOD-PALEY-STEIN 511

Mais la norme de P, opérant sur L2 (M) vaut e "o’ ou u2 est, rappelons-le, la premiére
valeur propre de A,; comme celle de P, opérant sur L™ est exactement un, d’aprés
I'inégalit¢ de convexité de Riesz, la norme de P, opérant sur L?(M) ne dépasse pas
e 2mo'P_ Alors :

f|P,f(x)|”dc(x)§0e‘“°‘llfll';
M

et
<] 2/p <] 4”

f tewU|P,f<x)|vdc(x)] dtgc||f||gj et g <Cl| S si a< P,
1 M 1

ce qui revient a dire que pa<4p,,.

Ceci prouve le lemme.

Remarques. — Si M est un espace symétrique de type non compact, non euclidien,
I’estimation du lemme précédent n’est pas la meilleure possible.

Dans ce cas on a le résultat suivant :

LeMME 4’. — Soit M un espace symétrique de type non compact, non euclidien. On note
p la demi-somme des racines positives associées a une décomposition d’Iwasawa du groupe
semi-simple correspondant.

Alors

e D l=Clisll, i p<

2
|Ia“2["p||2+ ”p“\/ | pl —Qa ]

Preuve du lemme 4’. — En effet, on sait d’aprés [12] que la norme de £, opérant sur
L? (M) vaut exactement e~ “!1?11*22)t Alors la norme de P, opérant sur L? (M) est :

*eo 2.2 © 22 20lpllt
e 4ol t?/aupp’ p=uy—=1/2 g, e lell*t%upp’ y—uy = 1/2 du§Ct”2e‘ .
o o Jrp

Si I’on reprend les arguments du lemme précédent, il suffit que :

2
ot2<im.

pp

Il revient au méme de dire que p*>a®—4|p||>p+4| p|]><0; le trindme de droite a
deux racines (puisque |o| < || p||) qui valent

, _4lelP+(/TelF=a®)4]p|
202 '

1
Il faut donc que

20l 2llell oz
2§P<—a—2-+T 2= 2=P1(°‘)‘
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512 N. LOHOUE

Car

Ceci termine la preuve du lemme 4’. Ce lemme donne une amélioration du théoréme 1.
On va maintenant énoncer le lemme 5.

LEMME 5. — Soit @,: R — R une fonction paire, C*, qui vaut 1 si |x|<B*/3 et s’annule
pour Ix 2 B*/2. On pose ¢ (x, »)=¢°8° (x, ), ¥ (x, Y)=1—-0(x, y) et

hz

J P,(x, )V (x,

1
N f e j P,(x, 2) W (x, ) f0)do ()| d.
0 M

Alors : pour tout 1 <p <o, il existe une constante c, telle que :
” hl ”pécp”f”p‘

Preuve du lemme. — (A) On pose :

(Ay) L?

j P (x, MV (x,

1
+J tIIVxJ P,(x, YV (x, y)f(n)do () |]* dt.
0 M
Par définition L? vaut :

2
L2 dt

1 6 ©
t af J P2 (x, )V (x,¥)f () do()e *u~ 2 du
MJo 4u-

+f tIIVx” "2 (6 )W) 0o G u R du[dt
0 MJ0 4u
Soit :
L;(x,t):f J‘t /49, (x,y)\ll(x Wf M do (e u" Y2 du,
M

Le changement de variable u=t?v/4 transforme L, (x, t) en :

Li(x t>=§f J oo e 5 W 9)f0)do ()0~ 2 do
MJO

t

= _f J"”gzs(x, y) e 532 1)\ (x, y)do () ds.
2 MJ1l
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ESTIMATION DES FONCTIONS DE LITTLEWOOD-PALEY-STEIN 513
Soit

05 (x,
_ 9o°8(x ,V)C

Ko(x’ y)_ 6"_2()( y) n

alors d’aprés le lemme 3 on a :
'?s(x: y)‘l’(xs y)=J‘ KO(X> z) Az'qs(z’ y)dO'(Z)\II(X, y)
M

+ J K, (%, 2)2,(z, )ds @V (x, ).
M

et:

L, (x, t)=§f wa Ko (x, Z)aags)‘(z, WU (x ) fG)e 5732 do (2) do () ds
MJ1 M

+ %J J r K, (x, D2,z )2,z YV (x, y)f0)e 457 do (z) do () ds
MJMJ1

=L;;(x, )+L;2(x, 1)

2 r ©
L6 =1 Ly (x, t)—f—f j Ko (s 2222z )W (x »)f0)

x e 14557512 ds do () do ().

g L, ,(x,)=t"1L, ,(x t)—i
at 1, 2 ] 1, 2 ) 4

) f j K, (x, 202, (2 ) ¥ (%, 9)S )
1 MJM

o

x e~ 14557512 o (p) do () ds

V,Li(x t)=§f j f VLK, (x, z)af' (2, ) (5 2)F )
MJMJ1 N

x e 4557312 45 (y) do (z) ds

0
x e 14557312 4o (y) do (z) ds

+Eff oo1<0(x,z)agzs(z,y)V,c\lf(x,y)f(Y)
2Judmds s

+%ervx1<l(x, 2)P(z, YV (x, ») f)
MJMJ1

x ¢4 5732 o (y) do (z) ds

+ %J j rKl x, D)2,z MV (x, p)f)e 55732 do () do () ds.
MJMJ1
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514 N. LOHOUE

Mais :

(1)

%J f r V.Ko(x, 2) aags(z, WU, y)e P45 f(y) s~ do (y) do (2) ds
MJMJ1 N

0P,
o, 2)
N

gff J |V Ko (x, 2) ||| fO) |V (x, J’)Iro
2w 1 9

x e 145732 45| do (y) do (2)

<t J J 1V, Ko (5, D] W(x, )2, G, 9)|f0)]do () do (2)
MJM

+t—J J 1V, Ko (x, 2) || ¥ y)lf(y)rg’s(z, »)
8 MJM 1

x e 45 =712 g |do (y)do (2)

+%f J V<Ko, Z"'“’(x’y)lf@)lfm@s(z,y)
><e*t2/4ss75/2dsdo_(y)do(z).

Le noyau :

t 3
-2, (z, )+ —
‘2 1z, ) SJ

® 3¢
P, y)e s s+ = f P,z y)e s ds
1

1

§C<9’1 (z y)+rs’3/2%(z, y)d8>=0[9’1(z, »+R(z 1=K, (z y)

+ o
OﬁR(x,y)=j Py(x, y)s~>ds
1
Mais puisque R est le noyau d’un opérateur borné sur L?(M) si 1<p=< o0, K, est le
noyau d’un opérateur borné sur L?(M). Alors I'expression a estimer ne dépasse pas :

J <J [V.Ko(x, 2)[| K, (2, y)dG(Z))lf(y)dG(V)=f KK, (x, )| f()|do ().

D’aprés les propriétés du noyau K, établies au lemme 3, c’est le noyau d’un opérateur
borné sur tous les L? 1 <p < oo.

(2) La démarche ci-dessus conduit a la conclusion :

Ef f J “Ko(x 92255 G i, 1) f) e 05732 do () do () ds
2Junds ds

éf KooK, (x, »)|f| ) do ().

t
3 3

f f JwaKl(x, )Pz ) e s do (y)do (2) ds
MJIMJ1
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ESTIMATION DES FONCTIONS DE LITTLEWOOD-PALEY-STEIN 515

éCJ J K, (x, 2K, (2 »)|f()]do () do (2).
MJM

K, provient du lemme 3.

4)

%j f Jle *x, )P,z YV, ) f()e 45732 do () do (2)ds
MJMJ1

< f K, *Ks (x, )|/ ) do )
M

Le noyau K5 est un bon noyau d’aprés le choix de y; les étapes 1, 2, 3 et 4 montrent
que si t<1

|V.Lyy (x, 0| f K°(x, »)|f()|do )
M

ou K° est le noyau d’un opérateur borné sur L? (M) si 1 <p<oo.
Des estimations analogues montrent que :

0
—L,;(x,t
lat 11 (%, 1)

éj K°(x, »)|f()|do ()
M R B

0
—L X, t
‘6t 1,2( )

< j K (%, 3)|f0)|do )
M

|V Ly, 2 (% 0 éj K°(x, »)|f()|do ().
M
Alors :

2
%Ll (O +]| VoL (5 t)II’é[ j K )] (y)dow]

“(th :

—L,(x,t
tl( )

et

2 1/2
+[| VL (x, dt)

c||fll,
p

(A,) Soit :

L, (x, t)=J jw P24 s (6 DV, Y) ) e u 2 dudo (y).
M Ji2/a

Le changement de variable u=t?/4v donne :

12

0€ 44
Ly(x =2 J f _ﬁ P (5 YU (% 9SG do () du
M

1
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_ %J f e P, (3, )%, )I0) - do )
MJO ’

oL,

0] v

x, )= %J f e, (x, )Y (5 NS G) do 0)
MJO §

t3 ! —t2/4 s ds
+ & e” 1P (x, NV (x, 1)) do ) — .
8 Julo S

Mais puisque 3(x, y)=Pp?/4 dans lintégrale ci-dessus, on sait, d’aprés [5] que

C _s52 . er ’
P_(x, Y)S——e 3 &= N4s et 5i 5< 1, cette quantité ne dépasse pas
s y S”/Z
—52
P (x, y)Scste ™ & VI8,

Alors :

oL,

ot (x. 1)

écj e Y’/8|f(y)|dc(y)=f Kq (x, y)|f]| ) do (»)
M M

ou K est le noyau d’un opérateur borné sur tous les L?(M) (la courbure de M étant
bornée), d’apres les théorémes de comparaison (voir [3]); en effet :

(%) J Ke(x, y)do () + j Ke(x, ) do(x)=C
M M

ou C est une constante absolue. Comme il est élémentaire de prouver qu’un noyau qui
satisfait (yk) est borné sur tous les L? (M) on voit qu’il en est ainsi de K.

(2) Par ailleurs :

1 .
1V.L, (x, t)llé§ f f €Y, B, (5, )V (5 ) S0 do )
MJO N

1
+§ f f e P (x, )V U (x, y)ﬂy)d“(y)‘f%'
MJO ’

Puisque |V, 2, (x, )| £Ce™ & "8 dés que 0<s<1 et §(x, y)=p*/4 d’aprés [S], que
”Vx"l’(x’ .V)“§C15°5(X, y)

On voit immédiatement que :
I9.L265 0lls [ Ko )10 d00)
M

ou K, (x, y) est le noyau d’un opérateur borné sur tous les L? (M).
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(A3) A, et A, montrent alors que :

h? t)+ (x, t)

1
dt+j t(J|ViLy (x, )4V, L, (x, )||)*at
o)

1 2
<c f | [ ke 0o 0) [ -l cor
0 M
ou K est le noyau d’un opérateur borné sur L?(M) si 1 <p< oo; il s’en suit que :
f 1, (x)do () =C|| f|I5.
M

Ce qui termine la preuve du lemme.

On va maintenant énoncer le lemme 6 qui constitue la derniére étape pour prouver le
résultat énoncé au début du mémoire.

LEMME 6. — Pour tout 1<p<oco, il existe une constante c(p) telle que la fonction h,
définie ci-dessous satisfasse I'estimée : || h, "p§C(p) A1,

h3 (x)= j

f P.(x, ) o (x

1
' j A j P,(5, 1) (x, 1)/ ) do ()| dt.
0 M

Preuve du lemme. — (B,) Pour étudier h, on va la décomposer en plusieurs morceaux.
Pour cela on pose :

Qi (x, )= J P.(x, ) o (x, y) f(r)do ()
M

f( e %4,,(x,y)du><p(xy)f<y>dc<y)
\/’ /

t

=5L<L e ”’497’1/0(x,y)\/->q>(x NS @) ds ().

0Q,/0t se majore facilement & partir des résultats connus. En effet considérons un
recouvrement de M par des boules de centre P, qui satisfait les hypothéses du lemme [1]

alors :
: an(x,t)Z)vﬂd . U 9Qi(x 9 d] J
J;{(Lt ot °® i=Zl B2p®L Jo at ' o6
Mais :
j [ ! an(xat) dt} 4o (x)
B p(Pi) ot
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J {f tdt i
B, p(P) 0tlu

p/2
J P (x, y)o(x, ) f(y)do (y)lz} do (x)
CJ {Jltdt g
Bap (P) ot

1
+C J‘ do (x) { J t
B3 p(P) 0

p/2
—1g; 00 ) ’f 0 do () dt}

Soit xe B, 4 (P,) alors,

IIA

J P,(x, ) 1p; 40y ) f () do () |2 } do (x)

ai J P,(x, y) [(P %, V) gy 0y )
tJm

133 p(P?) o) |:‘P (x, y)— 133 p(Pi) o) ] #0

seulement si

s B
3(x, y)= 3

Mais par définition :

+ oo

t -t v,
P(x, y)= 5_[ 2 /4y1/v(x J’) o112
0

oPp, L o124 12 [ o124
—t(x, y)=—— Py (X, Y)v*dv+ - 5 Py (%, y) i
0 0

_ 0 —t2/4ug,;( + e —t2/4u‘@( )d“
_—ZO xy)ﬁ 0 e “X,yﬁ.

D’une part

§CR1 (X, y), si o> 1’ OﬁRl(xy y)

I e bu g (x, y)fi—g
1 u

est le noyau d’un opérateur borné sur L?(M).
—~82 .
Comme 2, (x, y)Sce ¥ & Y84 on voit que :

82 (x, y) 2
J”(’"”d Sc@Pe o s b nzE.
0 u

il s’ensuit que si

2
x€B,3(P), yeB;4(P) et d(x, y)>[1 0<s<l1
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0
l a P(x, y) [133 g (P) O e(x, y)— 133 p (P3) (62

ce—az (x, y)/16+R1 (x, y)=R2 (x, »)
Alors :

1
Lz 00 ) f t|2 f P, (%, ) Lyy 0y ) 0 (5, )
0 M

2
—1p @y WS ) do () |*dt<cly,, @, (X)[J R,(x, )0 |f0)]do (y):l
M

par conséquent :

J do (x) { Jl t
B2p (P) 0

ot

J 2 L (x, Vo (x, ») lBsp(Pi) »
M

- 1335 ®) M1 f () do ()

p/2
Zdt} gcf £ 0)|Pdo o),
Bap (P)
Dans le décompte final on aura donc

© 1
> | do(). g, (x){f t
i=1JM

0

oP
J‘M_a—tt x, e, ») 1333 ®) o)

iz 2
gy OO0 )2t} S 3 [1a,my 1311

Par ailleurs d’apres les résultats bien connus, voir [18] (ou bien on peut suivre la réduction
que nous ferons ci-dessous)

RN
t
By ) LJo | Ot

—J P, (x, ¥) g5y ) f () do ()
M

p/2
2 dt} do (x)

< j Ipy ) ()| f ()7 do (%),
M
De telle sorte que dans le décompte final,

RN
i=1JB2p (P) 0 t

‘"J P, (x, y). 133B(P,-)(J’)f0’)d0(}’)
M

p/2
Zdt } do (x)

[

§c(P)Z<J |f<y)|vdo<y)~||f||:>-
i Bag (P)

=1

Il s’ensuit que
0Q,

Py (x, 1)

WL

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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On pose :

fP,(x,y)cp(x,y)f(y)dc(wa
M 2

M

o] 2 d
0 (5 7)1 ) f e Py (5 ) 540 ()
1

t b ua du
1 e N F0) | e P, Dot do ).
2 Jum 0 ut/

On veut estimer

du
2

Ju

lﬂ,Pi(x)éva o (x y)J me_'z"“g’uu(x, »f0)ds ()
1

M

désormais on convient que 1y p,=1g ).

Si x est dans By (P;) les y qui interviennent dans I'intégrale ci-dessus doivent appartenir
a B, (P,). On va par conséquent considerer la solution fondamentale de I'équation de la
chaleur 2! pour le probléme de Dirichlet de la boule Bgg (Py), d’apres le lemme 2,

(%, 9) =P (x, 3)+ f P, (x, 2)dv, (2, 9).

[0, t[ x 2B4p ()
Alors I’expression a étudier devient :

%lﬁ.Pi(x)ij Jw o (x, y)f()’)guu(xa )’)e_‘zumﬂdc(y)
MJ1

Ju

=£13,Pi(x)vx{f (P(x, y)f(y)J\oogil/u(x, y)e—tzu/4_dl%do_(y)}
2 M 1 u

1 ooe—tzu/4
+51,3,.,i(x)vx”M<p(x,y)f(y){fl 7

XJ‘ gil/“)_S(x’ Z) d’Yy(z’ S) du}do (y)].
6345 P) x[0, 1/uf

Mais d’apres [5]

, 1 -(n—1)2
V.P. . (x.2)||<ce ¥ ®aam-s|__¢ .
” x (1/u)—s ] =
: u

Puisque 6 (x, z)>p on voit que :
” ngfllu)—s(x’ Z) “ éC(B)

Par ailleurs comme ||V, ¢ (x, y)||<C, on a I'estimation suivante :

gla.n(xﬂlvx f o, ) f () j " emituay
1

M
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X J‘ gillu)—s(x’ Z) de (Z, S) dO' (y) du“
0B4p (P)) x]0, 1/ul
<Cly 4, (x) [ j [0 (5, $)+ 135, 5,28 (x, )] J e~ w2 du| £ ()| do (y)] |
M 1
<C IB,Pi(x)J |(P(x, y)+135,pi°8(x, J’)”f(}’)ldo'()’)=lp,pi(x)K8|fl(x)
M

ou K est un noyau qui donne lieu a un opérateur borné sur tous les L? (M).

Dans le décompte final, la contribution de ce terme sera majorée par :

© 1
i=1 Bap (Py) 0

X J Pl juy—s (%, 2) dy, (z, s) do (y) }du
oB4gx10, 1/ul

Vx{J (p(x’ y)f(y)J‘wu—l/ze—tzuM
M 1

p/2
2dt } do (x)

e}
sc '21 ” 13|3,P.~f”:='” f"p'
=

(B,) Il reste ’expression :

© dwa i d
%15,.»,-(X)VXUM¢(>€, y)f(y)(Jl e’ “" P (%, J’)ﬁ)dc(y)}

. du

=15 p. v, , TP, (X, d
B’P'(X)JM o (x y)f()’){[ e jau (X y)\/ﬁ} o ()

2/4

+IB, Pi(x) JM¢(x9 y){'[ ny;.zmu(x, y)%}dc(y)

2/4

Mais puisque ||V, (x, y)||Sc1y°8(x, y) la premiére expression ne dépasse pas :

. ; @ . d
Clp,pi(x)j 1,°8(x, »)| f|0)Pi(x, y)do ()  ou Pi(x, y)=j e " P24, (%, »—=
" o Ja

et:

© 1
_Z IB,P.'(X){J‘ t
® —u i du vz -

A7 e v, y)—ﬁ}doml do=c Y g e flE= 71,
t i=1

2/4

jVﬁp(x,y)f(y)

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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Car :

[owof]

1 2 p/2
éj lﬁ,Pg(x){j IJ Pf(x, J’)laﬂ,Pi(Y)lf(y)’dGO’)] dJ’} do (x)
M o JMm

jlﬁoa(x,y)Pf(x,y)lf(V)dG(y)
M

p/2
2tdt } do (x)

éf la,pi(x){ sup JPﬁ(x, J’)lsa,Pi(y)!f()’)|d°'()’)}pdc(x)§cn133,Pif||1pr
M M

o<t<1

d’aprés le théoréme maximal [19].

(B,) 1l faut maintenant étudier I’expression :

@ . d
1g,p,(¥) L o0 fO ( LM VP2, (x, p)e" —\/—9 do ()

=IB'Pi(X)J lzﬂyl,i(y)f(y)J‘oo V. P24, (%, y)e‘ud_udo-(y)
M 24 u

Ju

10,0 f 150,00 [0 (x, y)—lzp,pi(y)lf(y){ f VP (v, y)i"_"du}dc(y).
M 24 \/a

Mais : 1,5 p, () [0 (x, y) =155 p, ()] 15 p,(x) n’est non nul que si 5(x, y) = B?/3.
Puisque t>/4u<1, V, P2, (x, y) <C d’aprés [5]. Ce qui prouve que :

15, P; ()

f 115,000 [0 (6 )= Lop 5, )1 £ ) f VP (s e s (y)”
M 2/4 \/ﬁ

=C1,, pi(x)J 1352 8(x, ») 15,p,0)| f )| do ().
M

Alors :

© 1

Y dG(x)lp,p,.(x){f t f Ly p, M0 (x, ) =155, f )
i=1JM 0 M

+ —u
x{f Y, Play (5, y)e—du}do (y)l
124 \/a

On va examiner le champ de vecteurs :

2 p/2 ©
)" s 3 o =171

+o -

(Bsy) IB,P,.(x)f lzp,pi(v)f(y)(Vx j Pz (%, 1)
M t

" du)do ().
)i

On sait, d’apreés [8], que si s<1

i _ —82 - —52 -
.9’_"(x, y)=9 1/2 (x’ y)e 8% (x, y)/4s ¢ ("/2)+H(s, X, y)e 3% (x, y)/4s ¢ —(n/2)+1
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ot H est une fonction qui satisfait les inegalites :
| S |IVlH||Se,  [HG xp)|se s 3G psL
Alors e ' . ' L
(Bya)  Vai (i)=Y, 0712 (x, y)e 5 eoiie g
B o | +0712(x, y)V e =8 (u)lds g=ni2
: —FV’xH(s, X, y)e—a2 (x, y)/4s g—(m/2)+1

~52 -
+H(S, X, y)Vxe ] (x,y)/4ss (n/2)+1.

Puisque ||V, 0~ /?(x, y)||<c dans le domaine en considération, on voit que :

(V.07 12 (x, »)+sV, H(s, x, y)]e™% /45| < co 8 (. 9/ds,

On remplace V, 22 ,, par I'expression B;,, dans la formule B,;; on trouve :

+o -

lﬁ, P; (x)J 12B,P,~ (y)f(y) VXJ 9i2/4u (x, y)e——udu dO’(y)
M t

» o

+ o0

1 2 t2
=1ﬁ, Pi(x)JMf@)IZB, P; @){‘[2/4 I:Vxe 12 (x’ y)+:‘_quH(Ea X, Y>:]

x ¢~ 482 (x, y)/IZM e’ du}do‘ 6))]
t" \/ﬁ

+

0712 (x, »)V,

2/4

+IB, P,-(x)f fo) 129, P,-(J’){j
M t

% o~ U8% (%, y)/tz(_“iz'ﬁ e du}dc(y)

NG

+1a,p..(x)j f(y>.12ﬂ,p,.(y>“ wH(f— x, y)vx
M t2/4 u

+@m2)-1 ,-u
x o~ 182 (x, V)2 (ﬂ) ¢ _du } do (»)=I{ (x)+ 1 (x) + 15 (x).

t? ﬁ

D’aprés la remarque précédente,
“ I§ (x) ” =C 15. P; (x)‘[ 12;3, Pi(,V) f»
M

+o0 4y)2 ¥
9 f o2 (x, y)/rz%_ ¢ dudo »)
t

2 t ﬁ

+
sClyp, (x)J Lyp. e, ) f(V)f e (% Noyn=112 =0 gy 4o ()
M 0
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=Clg p,(x) L Ly p, ) f )t (3% (x, )+t~ V2 do (),
Par conséquent :
Ll |15 (o) || 2 tdt < C1gp, (%) Ll dt”M Log p, () 22 (3% (x, p)+12) "~ D2 £ () do (y) }2.
Puisque t<1, & (x, y)<3 B
( Ll |1 (X)||2tdt>1/2§1§1;1£o{ L12,,, p, S )13 (x, )+t~ V2 do () }

Le lemme maximal montre encore que
1 p/2
j (f ||Ia<x)||itdt> do(x)§CJ 1y, v,| £ 0)]?do )
M 0 M

B, Estimation de 1

u 2u
967 2 =255, )| 9,85 ) e 520, et e
t t
Par conséquent :

Ills(x)lléma.pi(x)J fO)155.5,0)
M

+o n2 g=u
% { J e W (5 ) (fi) ¢ _du } do (y)
/4 t? \/a

=Clgy, (x)J 0154 5,0)t3 (%, y) (82 (x, y)+13) ™"~V do (p).
M

Puisque 8(x, ¥)<3B, la contribution de I} dans le résultat final est du méme ordre que
celle de IY.

B,, Estimation de I,. — On sait que
0-12(x, »)=1+0[8(x, y)].
Soient
I, (x, y)=s""? Vxe-82 (x., y)/4s

3(x, y)
2 s(n +2)/2

I (x »)=0 (3 (x, »)) e ¥ © /%Y 3 (x, y)
STV (x, )V, e ST | (x, 3)— T 5 (. ).
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on voit facilement [si 3 (x, y)<3 ] que :

15,20 DS C (x, y)e e s g=n =

+ 00 e ¥

Ia(x)=1.,,.,,.(x)J f@)lzp,pi(y){ j 15 (x, 7) du}dc(y)
M t

» NG

- lﬂ, B (X) JM f(y) 125, i (y) { J:2/4 Itzz’/;u (xa y)fﬁdu

}do‘ ).
La norme du dernier terme ne dépasse pas :
Clgp, (X)J F0) 135,008 (x, )1 (3% (x, y)+12) "I do (y)

M

=Clgp, () J SO 135, 5,0)t (3% (x, p)+73) """V do ().
M

L’estimation du terme contenant I , est donc analogue a celle de I.
Il reste le terme contenant I ; que I'on note I, :

B;,, Estimation de I),. — On va étudier I’expression :

+ M2gu
J Vxe'sz (x, ) u/:Z(ﬁ) ¢ du=G(x, y, 1).
, 4

24 t? \/ﬂ

Soit {x,};—, un systétme de coordonnées exponentielles au point P;; soient
x=Expp, (X) et y=Expy, (Y).

On pose : || x—y||=||X—Y| ou || || désigne la norme du vecteur X —Y dans le plan
tangent TM,, au point P; induite par la métrique.

On remarque que 8%(x, y)= ||x—y|*+0 (|| x—»|]?.
SiO<s<l1

s—n/2 Vxe—az (x, y)/4s _ _2—1 S(X, y)sz(x’ y)s—(n+2)/2e—82 (x, y)/4s
- - - -y {2
-2 15(x’ »)s (”+2”2Vx6(x, e Il x=yll%/4s
—2718(x, y)sTMFIZY_§(x, y)[e ¥ x4 e llx-ylias)
=272 (x, y) st D2Y_§(x, y)e—llx~yllzl4s
- - - —y 3 A x=y|I2
—2718(x, y)s~*tD2V _§(x, y)|e Ol x=y1%4s _1]¢ Ilx=yll*/as

Comme la courbure de M est non positive O (|| x—y||?) est positive ou nulle, et

|e—0<||x—y||3)/4s_‘1| éc;“"_}’“3
4s

on voit que

[|8(x, y)s~@* D12V _§(x, y) (e~ UI*—7IP49_1) || SC8*(x, y)s~"+412,
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526 N. LOHOUE
Alors
Gy t)=G,(x, y, ) +G,(x, y, 1)
ou :
“du
\/ﬁ

t (n+2)/2
GZ(xa Y, t) J‘ —27 18()6 y)( u) V S(X, y)

2\ 228
Gi(x, y, )= —2 15 (x, y)( ) V,5(x, y)eulix-vizé 44

“du

_ 3y 4/e2 _ 2,28
x{ O(llx=yl°)u —l}e ullx—y|l*/t \/;

et
L (x)=15,p,(x) j L e, MNSfB)Gi(x, ¥, 1)da(y)
M

+1g,p,(x) f L, p, NS G2 (x, y, D)do ().
M
La remarque précédente montre que

1 B, P; (%)

J L1p,0,0)/0) G2 (%, 3, t)dc(y)llé(?la, pi(X)f 8*(x, ) f®)
M

+ oo 2 —(n+4)/2
X (L (4}—“) e"‘”""”zl'ze’“\d/u—) 2p,p; () do ()
t°/4

=Clyy, (x)j fOIEE (x, Y)+17) 772 1, 5, (v)do ().
M

La contribution de G, dans I'estimation finale s’évalue comme celle de I;.
Puisque

8(x, ) V8 (e MI=([lx=[| +0 (| x—y ) 2{” y"”+0(llx yll)}

k

L, p, (x).[ L0, ) S Gy (%, ¥, Ddo ()
M

"9
= e 1,5 p.
1pp, (x)k; axk( fM 25,0, 0 f)

xJurw(i)— " e ullx- ylzp2e " du % i (y)>
24 \4u \/— 0%,
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1,0 Y {j " p,(y)f(y)[o(llx y||2>( Elvolx- yn)]
k=1

fm(f_)_("”"z o ullx—y 1212 €_ d“dc(y)}i.
2a \4u \/ﬁ 0y

La norme du second terme ne dépasse pas :

2\ ~(n+2)2
(t_> e—ullx—yllzltze—u_d_“_dc,(y)

4u \/—d

Cly,p, (%) f Lyp o, ) SO)]| x— y||2f

124

=Clpp, (x)J L o, NSOVt (|| x—y|*+ ) "2 do ()
M

=C1y5,(x) Sup j Lo, o OV E(|| x—y > +3)~ " D2 do ().

0=5t<1JM

La contribution de ce terme dans le résultat final se traite comme celle de I}.
Mais

2\ —n/2 + o 2\ —n/2
J v -l x-y 1202 y—u GY ZJ v omullx=y 1122 ,-u U
m\4u \/1] o \4u \/—
t2/4 2\ —nj2 —u
_ FN T ez __ g,
0 4“ \/-';

a + oo t2 —n/2 —u||x—y||2/t2 Y du
- lea, 0 )0 j . (—4u> e o
(B342)

_0 LN sy - dY
= 5ka‘M 125,p,-()’)f0’)L <4u> e e \/adc()’)

0 e M a2 e " du
axJMlzg p,(y)f(J’)J < > e Ja do ().

) 24 "2 242
2 1 p,(y)f(y)f (5) e
kJM
1y @510 | L0nOO) | o ("/Mlxk—ykl
\/— B, B, P; B, P;

22€

\["dudo »)=C f 135.5,0) /() do () 1, p, ().

i

et

xe #lx=vyll
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Il est facile d’estimer la contribution du second terme de B,,,, dans le résultat final,
grice a l'inégalité ci-dessus.

9 il i YT Ve S )
6kaM123’P‘@)f@)L <4u> e e ﬁdGU)

N ;96—[ 13, v, [Expe, (Y)] /[Expe, (Y)] P, (X —Y) 6(P;, Y) dY
Xk J T™p,

- 5?_[(1-»,(125, p.f)° Expp]) (X)
Xk
ou

- t
P(X)= ( ”X ”2+t2)(n+1)/2 et 8(P, Y)

est la densité de volume sur TM,,.
La théorie classique montre que

pl2

4 Z(X)dt} dx

+ oo n
Jud), 02
™p, LJO k=1]0%

A Pt [(] 28, Pi.f) ° ExpPi]

gcf | (135, 5./) [P (Expp, (Y)) dY.
TMp;

Il s’ensuit que :

fea(fpez

La sommation suivant i donne I’estimation souhaitée.

ox J lza,Pi(J’)P:(X—)’)f()’)dG(}’)

2 p/2
dt) do (x) SC|| 124, p,fI5-

(B,) Il reste a étudier le champ de vecteurs :

Ly f 0G5 ) j e P (5 1)) do ) 2

Ji

=%j V.o (x, y)j e P, (x, y)f(,v)dCf(}')—d'i
M 0o

NG
t ! “tzll/4 du
+5f o (x J’)VxL e Py, (%, ) [ do () —=.

M

NG

Comme

1
% V.o (x, y)f e M P (x, y)f(y)ﬂdc(y)|§CJ P, (x, »)f()do ()
M 0 \/1; ) M
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le premier terme de 1’égalité ci-dessus s’estime facilement car sa norme ne dépasse pas

Sup P, f(x)=1*(x) et

t20
1/*llo=e,llfll, - daprés (18).

11 faut donc examiner

%f o (x, J’)VxJ‘ e PP (x, ) fO)do (V)ﬂ
M

: N

- f (% ) er e B, (3, I 0)do )
M v

1

=£J o (x, y)Vwae"z/“”J Ko (x, z) (z y)f(y)dc(y)ﬁdo(z)
2 M 1 M /

+ 0 2 d
+ ff 0 (x, ) fo et /“”f K, (x, 2)2,(x ) f()do ()55 do ()
2 M 1 M v

d’aprés le lemme 3.
Examinons le terme

%'J\ j‘ (P(x, y)VxJ‘ e 40J KO

=£J J o (x, Y) V. Ko (x, z)<J°° 12140 92y '(2, )—;,;)f(y)do-(z)dc(y)
2 MJM 1

»f»do (y)3—,2d0(2)
ov
=%J J o(x, »V.Ky(x, 2)2, (z, y)e‘tzf(y)dc(y)dc(z)
MJM
t tz ® —t2/4v dv
+- o, NV Ko(x, 2)— | 2,(z y)e 7,2f () do (y)do (2).
2 MJM 4 1
La norme de cette expression ne dépasse donc pas :
%j (f VKo (x, 2|2, (2, y)do(2)>f(y)d0(y)
M\ JMm
[ v X LAY d
) VKo D | 2 ) 7 |do@10)do0)

_S_CJ f 17, Ko (, z)||{%(z, y)+f°°9’.,(z, y)%}dc(Z)f(y)dc(y)-
MJM 1

Comme
f {%(z, y)+f°°%(z, y)v%}llvxKo(x, 2do @)
M 1
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est le noyau d’un opérateur borné sur L?(M) pour tout 1 <p< oo, la contribution de ce
terme est complétement contrdlable.

I reste le terme :

[¢9) 2 d
%fffp(x,y)fo e "MK, (x, 22, (2, y)f(y)dc(y)gs%dc(Z)

[ [omnvkima] [T o S boio@an
2Jmdm 1 v
sa norme ne dépasse pas :
: f f 19, K, (5 z>||{ f 2.6, y)%}f(y)dc(y)do(z).
2 Jmdm 1 v

La remarque précédente vaut pour ce terme a cause du lemme 3.

Démonstration de (a) et (c) du théoréme 1 :
g (Nx1=c (g, (f) (x) +hy (x)+h, (x))

ou 'on a utilisé les notations du lemme 4 et du lemme 5; rappelons que p=p2.
D’aprés le lemme 4, || g3 ()|, <c||f], si 2Sp <4po/o.
Les lemmes 5 et 6 disent que || h, ||, + ||k, ||,<c||f]|, pour tout 1 <p<oco.

Les deux résultats combinés montrent que || g, (f)]|,<c/||f]|,- Pour voir qu’il existe une
constante ¢ (p) telle que pour tout 2<p, ||go, (f)||,<c®@)| f]|,» il suffit de remarquer que
pour tout 2<p, il existe a>0 tel que 2<p<4p,/a et 'on applique le résultat ci-dessus
puisque pour tout >0, VxeM, g, (f) (%) =g, () (x).

Par ailleurs il est prouvé dans [18] que :

2 1/2
dt)

(J‘ﬂot f 2dt>1/2 (Jﬂotem
0 0

)
—(x, t
at( )
Ceci prouve la partie (a) et (c¢) du théoréme, puisque I'inégalité pour 1 <p<?2 est traitée
dans (18). Soit a prouver (b) pour 1<p=2.

f

0
<c —(x, t
at( )

14

I£llp=e

< &N,

Comme p’ <4 po/a, 2 pe/p’>0a/2 et il existe y>0 aussi petit que I'on veut tel que :

2 o
2o 2 2ne-a)y.
J/ 2

On pose py=(1—~)()‘1 et quitte a choisir y petit on peut supposer que 1<p, <p<2

et:
1 -1
_=(1_9)(1'—'Y)+9 avec 0= (—1— —y) <1 _'Y> .
P 2 4 2

Il s’ensuit que a0~ ' <2 p,. On pose ®=a0" 1.
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Soit X un champ de vecteurs unitaires sur M : || X, || =1, Yxe M. On considére la
famille analytique d’opérateurs : ‘

(%) T,f (x, ) =e™2X_f(x,f) ou O=<Relz<l.

Si Relz=1j

M

{ j " TG onzdt}dcmg Wt
0

d’aprés la premiére partie
(Je¥) SiRelz=0
L
Autrement dit :
Si Relz=0, T, est un opérateur borné de L?r(M) dans LPv[L2 (¢ dt)].

Ceci découle de [18]
() et (Yek) prouvent avec le théoréme d’interpolation d’une famille analytique de

[18] que
l

+ p/2
) j{j wﬂxﬂ&mwﬁ ds ) =c@ |11
M 0

pyl2
do (x)= [|f1I7

+ o0
J t| T, f(x, t)|*dt
0

p/2
do (x)=c@)||f|5

Jmt|Tef(x, t)|*dt

0

ou encore que :

on montre de la méme fagon que :

(i) [ e

(i) et (ii) montrent que :

p/2
g{(x, t)dt} do (x)Zc (@) || 115

&N <c @ 1/l

On se propose maintenant d’indiquer une proposition sur le comportement des
fonctions S,. Pour cela on considére une fonction f: M — C et ’on pose, pour tout a>0.

S: () (x)= t|V, P S| |B,»)| ' do () dt,
d(x,y) S at

L’étude de cette fonction est compliquée parce que d’une part la fonction maximale
de Hardy-Littlewood n’est pas toujours bornée sur L? voir [13]. Cette fonction maximale,
dans le cas des espaces symétriques est bornée sur L?, elle permet alors de copier la
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démonstration classique dans I'étude de S, (f). Mais si a > 1 il y a des sérieux problémes
dus a la croissance exponentielle du volume des boules. Si la fonction maximale n’est
pas bornée sur les L? la situation va empirer.

On va quand méme prouver la proposition suivante :

PROPOSITION. — On suppose 2 < p; on suppose aussi que la courbure de M est comprise
entre —K et —k avec 0 < k < K. Alors il existe une constante c (p) telle que

IS.(Dll, =@ 1,

dans les cas suivants :

0

IIA

a=< et p=2

A=

£<a, k<K<2k e 4=Zpskd?k+Ka]™?!
I%<oc, ka®>>8(Ka+k) et 1/4<p'1<%—4a”1[K+kcx'1]k’1.
Démonstration de la proposition :
st @[ [T IV RSO DIBOI a0y
=L J: ||VyP,f||2(y)t‘1a,06(x, »)|B.(»)| tdo (y)dt
+L J;w [V, P f > 3) 1,28 (x, »)| B, ()| do () dt=Q; (x) +Q; (%).
Soit @ une fonction C* a support compact, alors :
L S (N x) ¢ (x)do (x)= L Qe (x)do(x)+ L Q,(x) ¢ (x)do(x)
on va traiter chacun des termes séparément.
LQZ(x)cp(x)do(x)=L [f &V, P f [P0

Xj |B.0)| ! 0 (0) 1,,°8(x, y)dc(x)dt]dc(y)
" .
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ou B est un nombre arbitrairement petit

e""f |B, ()| ' o (x)1,,°8(x, y)dc(x)=e‘“‘J o (x)do (x) |B,(»)|*
M

§(x,y) S at

< cJ e PrE N Inf {07, | By o e ) |1} @ (x) do (x).
M

On pose :
Ko g(x, y)=c.a" si 8(x,y)Sa

B
Kg.s(xaJ’)=|Bt;(x,y)/a()’)rle—;&(x'y) si d(x, y)>a.
Alors :
e‘“'f |B,(0)| ' o (x)1,,°8(x, yMG(X)éCj K? s (x, ») 9 (x)do (x).
M M

Mais puisque la courbure de M est inférieure 3 —k2, d’aprés [3],
| B8 . D) (y) |~ 1 é ce—(n— 1)/ak d (x, y)
et

Kop( ») K, gl y)=ca” si 3(x,y)<a

=ce l/el(n—1)k+B18 (x, y) si 8(x, y) >«

et ’expression a estimer ne dépasse pas C j gg f) (y)J K, (%, ) 0 (x)do (x).
M M

On va comparer K, ; aux résolvantes du laplacien :
(1) Si Ka < k, on peut écrire

R =

_K K
2

2
avec v, > 0.
(i) Soit 2, ¥ la solution fondamentale de I'équation de la chaleur sur la variété

hyperbolique, simplement connexe, de dimension n, 4 courbure constante égale 4 —K?2.
On sait d’apreés [12] que

+
~-K2 —(n—1)2 2 —f(n— 2 2
J P, K E)e (n—1) /470'dt§e {n—1)2[K+ gl &
0

quand & — oo.
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Il s’ensuit d’aprés le théoréme de comparaison [12] qu’il existe une constante positive
¢ telle que pour 3(x, y) assez grand

o)
e—(n—l)k/aﬁ(x,y)éj e—(n-1)2/478t9"(:2[5(x, )] dt

0

< j e V4t (x, y)dt=R,, (x, ).

0
Alors a linfini :
Kg, B(x9 y) é Km,ﬂ(x’ y) é CRYO(X, y)

Puisque R, est le noyau d’un opérateur borné sur L”(M) pour tout p 2 1, on en conclut
que ||Ka, s (@) ||, =C || (p||,, pour tout r = 1.

(i) Si k/a=K, létude ci-dessous montre que K ;(x, y) <K, g(x,y) et comme
oo
K,p(x, y)=c f 2, (x, y)dt et que la fonction de Green de M donne lieu a un opérateur
0
borné sur tous les L"(M), r > 1, on en conclut que:

IKep Sl =@ f]

pour tout r > 1.

Dans les deux cas (i) et (ii), on conclut que :
j Qz(xm(x)do(x)gf g (NEK, plo|do =Cc@| fl; el

d’aprés le théoréme 1 ou (2/p)+(1/r)=1.
Ce qui prouve que ||Q, ||, < c®)|| f||,-
Maintenant :
1
IBt(y)| d(x,y) Sat

9 (x)do (x)da ()

J Q; () 9 (x)do (x)
M

f J |V, P, f )| tdt
M JO
1 1
gcff ||VyP,f@)||2tdt;I |0 () |do (x)do ()
MJO d(x,y) Sat

éC(a)J 25 (N M [e]l(»)do ()
M

ou

M(9) ()= sup

1
— ¢ (x)do (x).
Oétéu!B()’, t)l 5(x,y) <t
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Mais il est facile de voir qu’il existe, pbur tout r > 1, une constante C(r) telle que
IM(@ |, <£C@ | @], comme précédemment,

1 2
jox(x)cp(x)do(x) N FNGIHEY® ;+;=1§C||f||§||¢||,-

Ce qui prouve [avec (i) et (ii)] que
1SNl =c@ [ f1,

(2) k<Kaet2k>Kao.
On pose p=(n—1) B,

2(k+By)o t=K+_ /KZ—73

et on voit immédiatement d’apreés les calculs antérieurs, qu’a I'infini :

K, (x, y) S e” 7 Dialkrholxdt < C fm e~ 4 P (x, y)dt =R, (x, y)
0
on choisit B, arbitrairement petit.
On voudrait que R, soit le noyau d’un opérateur borné sur L' (M) ou (1/r)+(2/p) =1.
On peut distinguer deux cas:
(@) pz24
Pour que le noyau R, soit borné sur L"(M) il suffirait que (d’apres [14])

_1\2 122
Y(2)(n 1) <4(n 1)k

(ay) 4 4p

donc yZ < 4k?/p.
Pour que g soit borné sur L?(M) il suffit que, d’aprés le théoréme [1]

(a2) p < 2k/B,.

Mais y2=K2—[K—=2(k+B,) o ']~
on doit donc avoir 'inégalité :

(as) K2—[K—2(k+ﬁo)a_‘]2<4—kz.
p

Par ailleurs si K>?—[K—2ka™!]> <4k?/p, on peut toujours trouver un B, tel que
I'inégalité a, ait lieu et que a, ait lieu aussi. Par conséquent la condition k < Ka < 2k
et 4 <p <ko®[k+Ko] ! permet de choisir B, assez petit pour que a,, a,, a, aient lieu,
’estimation de S,( f) se fait comme en 1.

(i) 2<p <4
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Pour que R, soit borné sur L7 il suffirait cette fois que:

2 2
2r 2 )4

par conséquent que :

1
1<—~4oc'1[K+koc_1]k‘1.
p 2

Mais puisque k o> > 8 (K a+k) on a le résultat souhaité.

Remarques. — 1° Si M est un espace symétrique de type non compact les résultats
peuvent étre plus précis. En effet on sait que la premiére valeur propre du laplacien est
exactement | p|[>. De plus la norme de &, opérant sur L”(M) est exactement
e~4191%pP't Ces deux situations permettent avec un calcul précis du comportement du
volume de la boule B, (y) quand ¢ tend vers l'infini d’obtenir des résultats beaucoup plus
fins.

2° On peut prouver des majorations de S,(f) pour p <2, mais I’équivalence
IS. (NI, = || f1|, est plus délicate. On reviendra sur ces deux questions plus tard.

III. Fonctions de Littlewood-Paley
associées a la solution fondamentale
de Péquation de la chaleur

Dans cette partie on va définir une famille de fonctions de Littlewood Paley au moyen
de la solution fondamentale de 1’équation de la chaleur sur M.

DEFINITION. — Soit o > 0 et soit f: M — C une fonction C*® a support compact.
On pose :

G:(f)(x)=j+°°e«'{l__—ag”'f(")
o ot

On se propose de prouver le résultat suivant :

2
t+|| V.2, f (x, )||2}dt.

THEOREME 2. — Soit o = 0 et soit 2 < p < 4p/a. Alors
1G (Nl =11 f

Démonstration du théoréme. — On aura besoin d’une succession de lemmes qui sont
les analogues des lemmes précédents. On peut remarquer toute suite que la seule inégalité
a prouver est : *

1GNl, = c@ | 11,
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J‘-foo
0

et I'on sait, d’aprés [18] que:

nﬂugc@m{j*“4%&199

o ot

Car

2

t*dt < G2(f) (%)

2 1/2
dt}

Le premier lemme dont on aura besoin est le suivant :

02, f (x)
ot

p

LEMME 4. — Soit
G- or{|2L0
1 ot

Si 2 £ p £ 4u2/a, il existe une constante C (p) > 0 telle que :
[Ga.sll, = C@ I f1l,

Preuve du lemme. — Le cas a=0 se raméne facilement au cas o # 0, puisque si
ay < 0, Gy, () (x) = Gy, (/) (X).

On veut encore utiliser I'inégalité de Minkowski, mais on ne peut plus utiliser 'inégalité
de Harnack.

a2l =2( [ el |
1 M

2
Lt +|| V.2, f(x)||2}dt.

02, f (%)

4 2/p
do (x)) dt

+ f "t [ f |ve, f(x)||”d0'(x)]2/pdt.
1 - M

D’une part, d’aprés [14], il existe ¢ (p) > O telle que :
V2 fll, < c@)|2: 1 ||, +1|A2; 1|,

Comme la norme de &, opérant sur LP(M) ne dépasse pas e 24877,
2. fll, < e8| ],
Par ailleurs puisque |02, f /ot||,= | A2, f||,, il suffira d’estimer |AZ, f||, qui est

égale & || 2, (A2, ), ) () [[,<ce 2457 A2y, f ||,

Mais d’apres [5] “Ag’l f “p Zc() || f ||,J ou c(p) est une constante qui ne déﬁend que
2

de p.
Alors :

Ive, f1, < <e 28 cp)| f|,

14

02, f
ot
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et
«© . 4
||G,,,1<f)u§§c<p)f e a2 Cp | S s 2sp<=E0
1

LemMME 5 Soient ¢ et v comme au lemme 5 on note H, la fonction:

1 1 2
Hf@):f IM +|| V. 2L f 0| dt
0 ot
ou

?; f(x)=f Z,(x, NV (x, ) f ¢)do ().
M

Alors pour tout 1 < p < oo il existe C(p) telle que :

IH =@ f]l,

Preuve du lemme. — Puisque (x, y)=0 seulement si 8(x, y) = B?/4, d’aprés [5], il
existe C > 0 telle que :

2,

(x, y) < ce-sl o4t p—(n/2)+2
ot -

Comme & (x, y) doit dépasser B%/4,

lagt(x3 J’), < ce-—ﬁz(x,y)/8=K9(x’ y)‘
ot -

La méme inégalité est vraie pour V, 2, (x, »):
[V, 2.(x, »)|| £ Ky (x, y) d’aprés la méme référence, dés que 0 <t < 1. Alors:

Hi () < ¢ [Ko| f| (01

Puisque la courbure de M est bornée, K, est le noyau d’un opérateur borné sur tous
les L’ (M) 1Sp=Zwet:

IHyll, = c@ll /1,

Ce qui termine la preuve du lemme 5'.
L’analogue du lemme 6 est le suivant.

LEMME 6’. — Soit :

P>
ot

H%(x)=flt [ @+Iv.22 r @ ar
0

ou

??f(x)=J 2:(x ») 0 (x, ) f ()do (¥).
M
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Alors pour tout 1<p< oo,
IH: [,<c @l 11l

Preuve du lemme :
9’3f(>€)=f 2, (x, y)f(y)dc(y)+f 2,(x, ) O[8(x, ) f ) do ().
M M
Si 8(x, y)=B, comme précédemment

0@ (x, y)°

%@‘éce_sz (. y)/8 (0] [8(-’5, y)]=K1o(X, y)
t .

Ainsi on peut facilement estimer le terme qui le contient.
Si

02, (x, _
8(x, y)<B, ’ t(': y))gce”sz("' W4t y=m2)-2

et:

O[3 (x, y)° ScB3(x 1T

02, (x, y)|
ot

Puisque 15°08(x, y)87 "4 (x, y) est le noyau d’un opérateur borné sur L? (M) il est facile
de prouver que :
) /2
p

I

Par ailleurs il est prouvé dans [18] que :

R

O[3 (x, »)* f () do y)

0P, (atc ¥) <c®| £,

02 f x)|?

éc(P)“ f“p'

“

Il reste a examiner :
H3, (x)=Ll V.22 f ()| dt.
Mais :
V.22 f(x)= vaxﬂ,(x, NeX 1) f0)de)+ L@,(x, NV.0(x y) f¢)do ().
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Comme V.o, »]=0B &, »)° Pestimation  du terme avec

j 2P,(x, »)V.0(x, y) f (v)do (y) est analogue au précédent. Il suffit donc d’étudier :
M

[

On considére une famille de boules B, (P,) comme précédemment et :

2
dt = D2 (x).

f V.2,(x, y)o(x ») f () do ()
M

e o]
J01=3 11, 50
i=
on va examiner

f |1, p, 0 () |”d0(X)=j do (x) 1, p,(x)

X<L‘dt

Mais puisque les x et y qui interviennent doivent appartenir 4 B, 4(P,) que

3(x, )=S2B et o(x,)=1+0[3(x, ),

J V2. D)0 (x, p) 15, p,(0) f()do ()
M

2>p/2

1, pi(X)I V2%, V) 134, 5,0) fO) 0 (x, p)do ()

=j V. 2.(x, ¥) 1,5, p,-(y)f(y)dc(y)+f V. 2,(x, )0@ (x, )’ 1,4 5, () f () do ).
M M
Par ailleurs

V.2, (x, 1) 8° (x, y)||Sce™ & Wa1= 71510 (1) <577+ (x, ).

La contribution de ce terme dans I’évaluation de la norme ® ne dépassera pas

c(®)||12,p, f ||5 et par sommation, c(p)|| |,
Il ne reste plus que le terme :

1, p..(x)J V.2,.(x, )15 5,0) f () do ().
M
On écrira alors :
P (x, Y) =012 (x, y) "8 % M1 NZ L H(r, x, y)ot Wi pm 0D+

Comme dans [8]
Le premier terme qui semble poser des problémes est :

Vx(He—82/4t)t—(n/2)+l || VxH(t, X, y)e—sz (x, y)/4tt(n/2)+1 ” Sce—ﬁz (x, y}/4tt—(n/2)+1
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Mais :

t1p, pi(x)J e F NI g 5, () f () do (y)‘
M

S1g p,(x) sup J e F A2 b )] f 0) |do ).
M

0st=1

D’une part il existe ¢ (p) < oo telle que :

” la, Pi(x)suPJ 3—82 e W&ty mn/2 1, B, pi(y)lf(}’)ldo'(',")”p.S_C(P)” 1, B, Pif”p'
M

t<1

on peut donc contrdler le terme ou figure

(V,H(, x, y)e 8 & wiat=@n+1

Par ailleurs :
[HE, x, y)8(x, »)V,3(x, y)e=3 & wiaty=ni2||
<C|H(t, x, y)8(x, y)e ¥ & Wa1=m2| <C5~*1(x, y).

Puisque 1508 (x, )8 """ (x, y) est un bon noyau, on peut complétement contrdler le
terme qui fait intervenir H(t, x, y)(e™% * /4t~ ®2+1)

D’une part ||V,07"2(x, y)||SC8(x, y) dans le domaine en considération par consé-
quent

[ V. [07 Y2 (x, y)]||e % & M4igm2<CE"+ (x, y).
d’ou la bonne estimation.

On pose :

0712 (x, y)=1+0 (3(x, )
et

- - - —52 - -52 -
0 1/2(x’ y)e 82 (x, y)/4tt n/2=e 8% (x, y)/4tt n/2+e 84 (x, y)/4tt n/ZO[S(X’ y)]

Alors :

o2 Vxe—s2 o ATQL2 (x )= 3(x, )V, 8(x, yt~ ™21 o~ (x4t
’ 2

8%

V. 8(x, )t ™D-LO[3(x, y)]e 8 = 4t

. . ’ —52 - -
Le dernier terme est majoré par : ¢ 82 (x, y)e ™5 & W4ty =m/2)=1
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Mais

1
1y p, (x) J t
0

=1, Pi(x)[f 3% (x, ) 1,4, Pi@)|f0)|[Jle‘252(x’ y)/4rt—n—2dt:|1/2 dcy)]2

o

J 82 (x, y)e e Mm@ 1 1, 0 3)| £ )| do () |2 dt
M

(%) <1, () [ J 525, )15 5 5, 0)| £ 0)]5" ()
M
1/82 (x, y) 1/2 72 2
x” e"l/“u-"-Zdu] ]écu, ""(")U " pi(y)lf(y)lﬁ‘"“(x,y)dc(y)].
M

0

On peut donc controler ce terme.

806 »=[lx~y [+0(lx~»["
8% MVL8(% Nt @D = x—p||V,8(x, )t 40 (|| x—y ) V.8 (x, y) =71,

Mais :
10 lx =y [P V.bx, 9= e x—y o,
Par conséquent on peut évaluer
“ 0 (”x_y“z) V,8(x, y)t~ >t o8 (x, y)/4z|| <cd%(x, y)r~ w1 e~ 82 (x w4t
On a déja estimé ce terme.

” x—y ” an(x, y)e‘52 G, yY4tp—(m/2)—1
5= 9805 3T, B (3, ) x5 xR

Comme au lemme 6, 'expression :
|e‘82 G, y)/4t_e—||x—y||2/4r|
ne dépasse pas :

Ce—llx—y||2/4t0 ”x_yns
t

Par conséquent :

(Yek) H”x_ynvxg(x’ y)t—(n/Z)—l[e—S2 (x, y)/4t_e—llx—y||2/4r]”
éc“x_y“4t—(n/2)—2e—|lx—yl|2/4t‘

L’utilisation de I'inégalité de Holder comme en (¥) prouve que la contribution de
(k) est contrdlable. ;
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Les composantes de || x—y|| V, 8 (x, y) par rapport a la base 9/0x; sont :
X~y +0 (|x=y |
et 'on trouve que :

”x_ynvxg(x’ y)e—llx-yII2/4tt-(n/2)—1
=< Y (xj—yj)i>(e—ll x=yli2at-m2-1 4 o (|x—y ||)ze—s2 G M4t p=(n/2)-1 )
j=1 0x;
On a déja vu comment estimer des termes semblables, on se retrouve face a :
1
1, p,.(x)j HVxJ P.(x=y) 1z, , f10)do ) | dt.
0 M

D’aprés [4]

(oo
M (1]

fo P, (x=y)1y5, 5,0) f ) do ()

2 p/2
dt] do ()

§C(P)J 125, Pi(J’)If()’)lpdo'()’)
M

P, (x—y)=e " I Expp, 0 ~Expp, ) l12/4 ¢ ~n/2

ce qui termine la preuve du théoréme.
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