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CONSTRUCTION DE SOLUTIONS SINGULIERES
POUR DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
NON LINEAIRES

Par Eric LEICHTNAM

0. Introduction

Soit P un opérateur quasi linéaire d’ordre m :

u->Pu= Y Px,u ...,8%u ...) 5 sm-1iu+R(x, 3*u)

lal=m

ou les P,, R sont holomorphes en leurs arguments pour x prés de 0eC"**, 08u prés de
uP eC, peN"**; |B| <m—1. Dans cet article, on construit des solutions locales u(x) de
I’équation Pu=0, la fonction u(x) étant holomorphe ramifiée autour d’une hypersurface
complexe lisse ¥ passant par 0e C"*! d’équation s(x)=0, et de la forme :

+

0 u()=a(x)+ Y b (x)s™(x)
k=0

ou (y,) est une suite de R*% strictement croissante et tendant vers + oo, les fonctions a et
b, sont holomorphes dans un voisinage Q de 0, et la série de (0) converge sur le revétement
de O\ <. Nous travaillons toujours avec I’hypothése suivante :

L’hypersurface & est simplement caractéristique pour I’équation linéarisée P, de P en
a, c’est-a-dire que le symbole principal p,, de P, :

Pn(x 8= % Py(x, a(x), 8a(x))p|<m-18"

lal=m
vérifie les deux conditions suivantes :
P (%, ds(x)) |5 =0, 0 P(0, ds(0)) #0.

On supposera toujours connues les données 0? al,—o (P <m—1), b;|,=0(k=0), s|,- ou
t=0 est I’équation d’une hypersurface complexe lisse J transverse au champ de vecteurs
Og P (X, ds(x)). On utilisera le développement linéarisé de P prés de a(x) :

P(a+r)=P(a)+P“n, r—H(x, o r)
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138 E. LEICHTNAM

Py,r= 2%

(x, o a). 0% r

0*P

w g (X, @ a+oug)u,ugdv
Ou, Oug

1
H(X, ua')l a | §m=J (v—l)ZC
0

ou C, 5 vaut 1 si a=p et 2 sinon. Comme P est quasi linéaire on a loc| + |B| <2m-—1
(et |8 <m), en outre si|o| + |B| =2m—1 alors | 8| <m—1; ces deux faits sont essentiels.

L’article comprend deux parties. Dans la premiére on se donne a et & vérifiant les
conditions précédentes, on suppose P(a)=0, et on construit des solutions du type (0)
peu singuliéres : on choisit y,=m+(k+ 1) p ou pe]0, 1] de sorte que la solution u admette
m dérivées bornées. Le résultat est énoncé dans le théoréme 1.1.3 ou sont introduites
des algébres A™. Dans la seconde partie (plus délicate), on s’intéresse a des solutions du
type (0) avec y,=m—1/2+k/2. Létude des solutions de I’équation de Burger
0? u—u8§ u=0 (pour laquelle on vérifie qu’il n’existe pas de solutions du type a+s' avec
O0<y<l1 et y#1/2) laisse penser que ce cas est le seul raisonnable. Contrairement a la
situation précédente, a ne sera plus nécessairement solution de Pa=0 si b, est non nul
[¢f. équation (10) dans II]; a et & seront ici des inconnues au méme titre que les b, (k =0).
Le théoréme 1. 1.6 assure I’existence de solutions de ce type.

Rappelons que pour les équations aux dérivées partielles linéaires a caractéristiques
simples, le probléme de la construction de solutions holomorphes ramifiées [d’un type
plus général que (0) a été étudié dans [6]. Dans [2] et pour des équations semi-linéaires
avec R polynomial en ses arguments, les auteurs ont construit des solutions d’un type
analogue a (0) mais dans le cas ou & est non caractéristique (p,, (0, ds(0)) #0)].

Il m’est agréable de remercier G. Lebeau qui m’a proposé le sujet de travail, et le
rapporteur dont les nombreuses suggestions ont permis de clarifier le texte.

1. Enoncé des résultats

Dans la partie I la fonction holomorphe a et & [d’équation s(x)=0] sont données et
on suppose que Pa=0. Un changement de coordonnées permet de supposer que & est
définie par I’équation s=y, =0. Posons x=(t, y) et

1—y/R=[] (1—y,;R) (R>0).

j=1

Si u=)Yu,)* et v=Y v,y* sont deux séries formelles a coefficients complexes nous

o

écrivons u < v pour exprimer que Vo, |ua| <v,

DerFiniTIOoN 1.1.1. — Soit Y, une indéterminée. Etant donné R>0, £>0, peN et
deN, AY(R, &, p) désigne 'ensemble des séries formelles du type

u=u(x, Yy = Z Z uk,j(t’ J’)Y’iuﬂer (O<p<1)

jz0 k21
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CONSTRUCTION DE SOLUTIONS SINGULIERES 139

ou les fonctions u, ;, holomorphes au voisinage de 0e C**!, vérifient :

+

uk‘j< Z
1

—o(1—y/R)* I+ 11(k+j+p)!

NPdw)y= Y Cped+?itt< + 0.
k, j, 1

t (k+j+D!
kjl

Plus précisément nous définissons N”¢ en supposant que les Cf;, (u) sont les plus petits
réels 20 permettant de majorer u,;.

On pose

A‘R)= U A’(R, g p), A’= U A(R).

>0 R>0

Dans la suite de la partie I on peut supposer 0<e<1, 0<R <1.

Remarque 1.1.2. — La non-linéarité de P entraine la présence des exposants k p, celle
des j résulte de la méthode d’optique géométrique que nous utiliserons, d assure une
régularité minimale. A un élément ue A4(R, ¢, p) on associe de maniére non injective une
fonction u (x)=Y u, ;y***/*4

Si r,eA% et r,e A2 alors r, r, appartient 3 A4 %92, Si « est un multi-indice de N"*!
de longueur <d alors on fait opérer 0* de A? dans A?~'*! de maniére évidente. Comme
& est caractéristique, on vérifie alors que Py envoie A? dans A ™*!, La partie I est
alors consacrée a la preuve du théoréme suivant.

THEOREME 1.1.3. — Soient u,e A™(C") et I une hypersurface analytique passant par
0eC"*!, d’équation t=0, et transverse au champ 0. p, (x, dy,) (et donc a &). Alors il
existe re A™(C"*?) telle que P(a(x)+r(x))=0 et r|,—o=u,.

La preuve consiste a établir, par le théoréme du point fixe, I’existence de re A™
vérifiant r|,=0=u0 et P, (r)=H(x, 0*r). Dans la section 3 nous établissons des résultats
d’opération permettant de contréler H(x, d*r), dans la section 4 nous résolvons dans A™
(par I'optique géométrique) I’équation P, u=veA’. Dans la section 5 nous prouvons le
théoréme 1.1.3. Dans la partie II nous travaillerons avec les algébres définies ci-aprés :

DEFINITION 1.1.4. — B™ ™! (C"*1) désigne I'algébre des séries formelles du type :

+

r(v S)= ¥ b, (x)St+2m-r2
k=0

ou on suppose que les b, sont holomorphes sur un méme voisinage U de 0eC"*! et
qu’il existe une constante C> 0 telle que pour tout k de N et x de U on ait |b, (x)| SC**™.

Plus loin nous substituerons a I'indéterminée S une fonction holomorphe s(x) s’annu-
lant en lorigine et définissant I’équation d’une hypersurface caractéristique pour Py,.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



140 E. LEICHTNAM

Pour |cxl =1 nous définirons alors I'action de &* sur B"~! en convenant que :

k+2m—

au(s(k+2 m—l)/2)= 2 1 S(k+2 m—3)/2 aus(x),

et nous définirons l'action de &% pour |o| <m, par récurrence. A un élément r(x, S)
de B" !(C"*') nous associerons de maniére non injective une fonction multiforme
x = r(x, s(x)) définie prés de l'origine. La partie Il sera consacrée a la preuve du
théoréme 1. 1.6; avant de I’énoncer nous définissons quelques notations.

NortaTions 1.1.5. — x=(t, y)e C x C". Supposons que "opérateur quasi linéaire P de
lintroduction soit de la forme P=0"+Q/(t, y, ) ou |a| <m, as(m, 0, ..., 0). Le
symbole principal de lopérateur linéaris¢ P, (a) de P en a est de la forme
Pu(t, v, ®a, 1, £) ou |B| <m—1 (P est quasi linéaire). Considérons alors des données de
Cauchy a,(y) 0<p=m—1 holomorphes prés de 0 C" et un point (7% £°) de (C x C")\\0.
Supposons que :

Pn(0, 8% a,(0), 1° €9 =0,  0.p,(0, 0” a,(0), 1° £%) #0

ou p+|B|Sm—1. On choisit alors la racine t,(x, u; &) de I'équation (en 1)
P (%, u, 1, £)=0, holomorphe prés du point (0, &% a,(0), £% et y prenant la valeur 1°.
Enfin soit s, holomorphe prés de 0e C" telle que s, (0)=0 et ds, (0) =&°.

TuEOREME 1.1.6. (avec ces notations). — Soit Y by (»)S**2™~V2 appartenant a
B™~1(C") (voir déf. 1.1.4). Alors il existe un voisinage de 0e C"* ! sur lequel il existe des
fonctions holomorphes s, a, b, (keN) telles que : b, (0, y)=b;, 07a(0, y)=a,(p<m—1),
0,5(0)=1° s(0, y)=s,, s est caractéristique pour Py, et :

+ o0

r(x, S)= z bk(x)s(k+2m—1)/2eBm—1(Cn+1)

k=0

et x > a(x)+r(x, s(x)) est solution de P=0.

Dans la preuve nous commencerons par définir des normes formelles relatives 4 B™~*
et permettant d’obtenir de trés bonnes majorations. Nous devrons redémontrer le
théoréme de Cauchy-Kovaleska. Nous utiliserons la linéarisation de P en a écrite dans
I'introduction, nous montrerons qu’on peut appliquer le théoréme du point fixe dans un
Banach ou linconnue est la suite infinie (bg, by, . ..,). Pour cela nous établirons des
identités algébriques permettant d’écrire un systéme infini d’équations de sorte que la
donnée de b, permette de déterminer a et s & chaque itération.

2. Propriétés des espaces A’

La proposition suivante précise les domaines géométriques de convergence associés
aux normes N? ¢ définies en 1.1.1.
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CONSTRUCTION DE SOLUTIONS SINGULIERES 141

ProposiTioN 1.2.1. — 1° Soit ue A*(R, &, p), alors ; est holomorphe dans

Q= {(t, »eC™ |y <Ret|t| <e]] <l—m>}
i=1

R

et, pour tout compact K < Q, il existe Cy >0 tel que
sup |u,;| < CEHHL
K

2° Réciproquement, soit (w,;) une suite de fonctions holomorphes sur un voisinage ouvert
V de 0eC"** telles que sup|uy;| SC**7*1, alors Y u,, ; Yi#*titde Al
v

Preuve. — Comme NP ?(u) est fini (notations de la définition 1.1.1) il existe M>0
tel que :

—(k+2j+1
Cry(u)sMeg~*+2J*h,
On peut alors écrire :

Me %20 "2 det (k+j+I)!
(I=yR** S (1=y/R)" 1 (k+)t

Uy <

Le 1° découle de Iégalité suivante, valable pour |a| <1 :

+ o
k+)! de 1

Soll(k+)! T (1—aftitt
Reprenons les notations du 2°, V contient un polydisque fermé centré en 0 de rayon
R’>0 assez petit. Les inégalités de Cauchy permettent alors d’écrire :
k+j+td t o

RN

11 est alors clair que ue A,

Remarque 1.2.2. — Muni de la norme N??A4(R, ¢, p) est un espace de Banach. Si
p'=p il est clair que la norme N?"¢ majore la norme NP ¢ Soit d’ed+ N, une simple
opération de décalage sur I'indice j montre alors que :

VueA?(R, g 0), N4 u)<e2@-INO4 (y).

ProPOSITION 1.2.3.. — Soient d;20 et u;e A% (R, €, 0) pour 1<j<gq.

q q
Posons d=Y.d,. Alors [|u; appartient ¢ A*(R, &, 0) et :
1 1

NO"‘< I1 uj> < [T N4,

j=1 i=1

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



142 E. LEICHTNAM

Preuve. — Nous prouverons le résultat dans le cas g=2, le cas général s’en déduisant
par récurrence. Soient donc uc A% (R, ¢, 0) et VeA“2(R, ¢, 0).

Posons j=j, +j,, k=k,+k,, I=1;+1,. L’interprétation combinatoire des coefficients
binomiaux montre que :

(k1+j1+ll)!(k2+j2+lz)!s(k+l+j)!‘
I Vky+j) Nk +j)! — I k+))!

Avec des notations évidentes, le terme associé a Y%**/*? dans la série définissant
uve A9 est

k-1 j

IS Upy, j1 Vk—ky.i- i1

ki=1 j1=0

I'inégalité précédente permet alors d’obtenir I'inégalité :
k-1 Jj

1
ng(“v)é Z z Z Cl?1j111(u)cl?—kl,j—jl,l—-ll(v),

k1=1 j1=011=0

celle-ci entraine immédiatement le résultat de la proposition.

3. Estimations

Le résultat suivant m’a été communiqué par C. Wagschal.

LEMME 1.3.1. — Considérons leN et 0<R <R’. Alors :

1 1 < R’ 1
1-y/R’ (1—y/R)"** "R’—R (1—y/R)'*V

Preuve. — En faisant la différence des deux termes on obtient :

( R’ 1 1 R 1 ( 1—- y)‘ t
R'—R 1—y/R’J(1—y/R)}*t R’—R (1—yp/R)}\ R’
comme les coefficients de cette série entiére sont =0 le résultat est prouve.

ProposiTiON 1.3.3. — Soient b une fonction holomorphe et bornée par K sur un
polydisque centré en 0eC"*! de rayon R’ et ueA*(R, ¢, p) avec 0<R <R’, 0<eg<R".
Alors bue A“(R, €, p) et :

R’ R’

NP4 (bu) <
R'—R R'—¢

KNP-4 (y).

4° SERIE — TOME 20 — 1987 — N°2



CONSTRUCTION DE SOLUTIONS SINGULIERES 143

Preuve. — D’apreés les inégalités de Cauchy, on a :

1 2y
b(t <K
) <K R LR

Le lemme 1.3. 1 permet alors d’écrire :

R & (k+j+D!  (k+j+D!
RET-GRFT e )Z

bu,; < K R ‘R
on obtient alors les deux inégalités suivantes, qui entrainent le résultat :

, !

R’——R[z Ck}ll( )R,l ll

, -1
KR z z Ck]ll(u)8k+2j+ll<i,) 1‘

—Rigi =0 R

Cl; (bw <K

NP4 (bu) < <

ProrposITION 1.3.3. — Soient F(x, u) une fonction holomorphe et bornée par K sur un
polydisque centré en 0eC"*' xC? de rayon R’ et uy, ..., u,€A°(R, ¢ 0) 0<R <R/,
0<e<R’, telles que N °(u)<R’. Alorsv=F(x, uy, ..., ..., u)—F(x, 0)eA°(R, ¢, 0)

et
’ ’ q 0,00, )\ -1
NO’O(U)§K< R ) R H(I_N (u1)>
R'—R /R"—¢g;-; R’

Preuve. — Les inégalités de Cauchy permettent d’écrire que :

F(x, uy, ..., u)—F(x,00= ) F,(x)uft

ae NI\ 0

ou les F, sont holomorphes et bornées par KR’~!*! sur le polydisque centré en 0 de
rayon R’>0. L’inégalité suivante découle des propositions 1.2.3 et 1.3.2 et entraine le
résultat.

R -1 R/I—Iul 1

NO’O[Fau‘;l...uZ‘I]§K<1———> H(NO O(u))nl

R') Ro—¢ -

PrOPOSITION 1.3.4. — Soit aeN"*!, |a| <m, |o| <p. Il existe ¢>0 tel que, pour tout
ueA™(R, ¢, p), 0<e=<1l, O<R <1,

Np— lel,m=- l“'(@“u)écR_'“N"' ’"(u).

Preuve. — Nous prouverons le résultat quand |0£| =1, le cas général s’en déduisant
par récurrence. Nous distinguerons trois cas correspondant a t, y,, y,(q=2) au cours
desquels nous effectuerons des décalages d’indices. Soit g=2, on a :

¢ k+j+1+1)!
.Vq k1< z

(1_ /R)k+1+l+1 l'(k+]+1+p 1) le( )

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



144 E. LEICHTNAM

Dans I’expression de 6yqueA’”_1 6yq u; est le terme d’indice (k, j+1) donc :

_ 1 .
Cijl l(ayqu)é ch,j—l,t(“)a j=L

On en déduit que : N""'""l(ayqu)_gazR'lN”""(u). Pour 4, on reprend ce qui
précéde et considére en plus le cas ou on dérive y{**/*™ au lieu de u,;, on obtient alors

(les termes d’indices <0 sont nuls) :

kp+j+m

1
Cryt(d, u)S —CP _y (w)+
kjl (_v1 )—R k, j l,l() k+]+p

ijz ().

Donc NP~ 1"71(9, w)<1/R(e*+Cte)N”™(u). O,u, ; est, dans I'expression de
o,ue A™ !, le terme d’indice (k, j+1) et on a :

t k+1+j+1)!
atukj<z ( + .]+ )

j C? ).
1 (I—Y/R)’HHN—I l!(k+p—1+j+1)! k,J,l+1( )

Donc

Chir @, w=CE 1141
et:
NP~Lm=1(5 u) <e NP ™ (u)
C.Q.F.D.

Le théoréme suivant est I’'aboutissement de cette section, il permet de contrdler le
terme non linéaire H (x, 0*u) (voir introduction). On fixe R’ >0 de telle fagon que toutes
les fonctions H (x, u, v), apparaissant dans I’expression de H(x, u)—H(x, v) fournie par
la formule de Taylor a ’ordre un avec reste intégral, soient holomorphes et bornées sur
le polydisque centré en O et de rayon R’, puis on fixe Ry>0, £,>0 tel que Ry=1,
Ro<R’etgy=1, g,<R’. On a alors le :

THEOREME 1.3.5. — Il existe ¢>0 tel que, pour

0<R=R,, 0<e=g,
0<r=<cR?™
Papplication u— H(x, du) envoie la boule fermée B(0; r) =« A™(R, €, m) dans la boule
fermée B(0; (r/2)) = A*(R, &, 0) et soit lipschitzienne de rapport 1/2.

Preuve. — Etant donné que H(x, 0)=0 il s’agit de vérifier le caractére lipschitzien de
rapport 1/2. On observe que la formule de Taylor permet de décomposer
H(x, u,)—H(x, v,) en une somme finie de termes du type : F(x, us vs)u, (us—vy) ou
F(x, ug, v5) v, (ug—vg), ol dans les deux cas |o’| +|B| =2m—1. Cela dit on suppose
N™™w)<r, N™™(v)<r, alors la proposition 1.3.4 assure que :

N uw<c,;rR™  (pour |o'| <m)

4¢ SERIE — TOME 20 — 1987 — N°2



CONSTRUCTION DE SOLUTIONS SINGULIERES 145
si ¢, 7 R™™<R’/2 (cest-a-dire r<c, R™, condition a fortiori vérifiée si r<c, R?™ vu que
R 1), on a d’aprés la proposition 1.3.3 :

N °(F(x, u, v)—F(x, 0, 0))<c,4
les propositions 1.2.3 et 1.3.2 assurent que
NO Y (F(x, u, V)—F(x, 0, 0)) 0" ud® (u—0v)) Sc’rR2™"N™™(u—v)
NOY(F(x, 0,0)0*ud®(u—0v))<c’rR™2™"N™"(y—v)

il existe donc une constante ¢ >0 tel que 0<r=<cR?2™ entraine

N1 [H(x, *u)—H(x, *v)]< —Zr—R_z’"N"‘""(u—v)g %N"""’(u—v).
c

C.Q.F.D.

4. Théoréme linéaire

Rappelons que ’hypersurface caractéristique & est définie par I’équation y, =0 et que
P,;, envoie A™ dans A'. Posons x=(t, y,, x') =(t, y), nous préciserons un peu plus loin
le choix des coordonnées. Nous voulons construire par ’optique géométrique une solution
u dans A™ de 'équation Py, u=uv, u|,_o=u, ol v est donnée dans A' et t=0 est I'équation
d’une hypersurface transverse au champ 0, p, (x, dy;). Nous chercherons une solution
u=To sous la forme : To=u=Y) u,; Yi**/*™ On a P,,=) pg(x)°. L’optique géomé-
trique introduit les opérateurs différentiels £, d’ordre <o définis par :

B! ,
L= Z Dp (xX)————0% 65'
|Bl=m oy (B —ay)! .
ag=p1t+to-m

de sorte que

Py, (/)= ogomgd Hyyme

Vu les hypotheses faites, un changement de coordonnées permet de supposer :
ZLo=y1b(x), L =0,+a(x).
On peut écrire alors I'équation Py, u=v=y v, ;Y{**/*! sous la forme :

o) o= (kp+j+m)!

S kg1 D)] [0+ a(x)+(kp+j+1)b(x)]uy,

S (kp+j+1+m—o)!
o=2  (kp+j+1)!

Ly (uk,j+1—c)

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE



146 E. LEICHTNAM

d’ou I’existence d’une solution «formelle » u. Nous allons alors prouver le résultat linéaire
suivant:

THEOREME 1.4.1. — Soit I une hypersurface analytique passant par 0e C"*1, d’équation
t=0, et transverse a 0, p, (X, dy,) (donc a &). Soit 1>R’>0 tel que tous les coefficients
de Py, soient holomorphes et bornés sur le polydisque centré en 0 de rayon R’, soit
0<R <R’ Alors il existe €,>0, ¢>0 tel que pour 0<e<g, et u,€ A™(R, €, m) on puisse
définir un opérateur T de A* dans A™ tel que Yve A' (R, ¢, 0) on ait:

TU|:=0=“0a Py (To)=v
N™™(Tv)Zc(eN” ! (v) +N™™(u,))
dou:
N™™(Tv—Tv)<ceN> ! (v—0) si veAl'(R, g 0).

Preuve. — Pour alléger I’écriture posons

t k+j+1+1)!
(1—y/RHH U (k4 j+m)!

Mka =

Soient D,; les coefficients figurant dans la définition de la norme N°!' de
veAl(R, g, 0). A fortiori on peut écrire:

(k+j+m)!
”kj<szﬂ.—)
1 (k+j+1)!

(kp+j+ 1), <Cte Y My, CIy (u).
1

kjl

Si dans # apparait 07 0} ? alors, comme lors de la preuve de la proposition 1.3.4
on majore 07 9 Puy ;- pPar:

+ ©

k+j+m)!
(Yeio) 2 My Cliiioisp (k+jtm)
1=0

(k+j+1—oc+m)!

pP—¢C

Les coefficients des opérateurs sont holomorphes et bornés sur le polydisque centré en
0 de rayon R’(>R). Si c(x) est un tel coefficient alors la preuve de la proposition 1.3.2
montre qu’on peut majorer ¢ (x) 67 0 Puy ;.1 -, par:

(k+j+m)! i i

r=(1-1q)
Ck,j+1—a,11+p(“)R v,

RP7°Y M, ;
Z,: k+j+1—c+m)! /2o

Maintenant reprenons la solution «formelle » u donnée par (vY), la formule (yy) permet
d’obtenir une expression pour 0, u;; et on a:
(kp+i+1)!

: <Cte(k+j+1)' ™™
(kp+j+m)!
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Comme la fraction figurant dans (5% 5%) est majorée par Cte (k +j+1)° 1, les inégalités
précédentes prouvent ceci: pour que

5 t k+j+D! .,
(1—y/RFH L (k+j+m)t "

Ui <
il suffit que (C désigne une constante dépendant de R)

1 m o l
Ckmjl+lgC[ijl+ Z C;c"jllR/ll—l+ 2 Z z Cl':j+1—c,ll+pR/ll_l]

;=0 6=2p=011=0

et on obtient la plus petite solution en prenant des inégalités partout (les C}, sont donnés
et correspondent & uy=u|,_). On en déduit que: :

! . m c Il+p
zﬂﬂécl:Dkﬂ_*' Z Cl’cnjl1R”1_'+ Z Z Z Cl’:j+l—o,llR’11_P—l:|.

;=0 6=2p=01,=0

Soit £,>0 tel que €,<1, g, <R’. On cherche a priori €, <g,. En multipliant les
inégalités précédentes par €' *!'*2J/ en observant que ) (¢/R’)'Sc et que (pour
120
20—p—1=2c—-121):

8l+1+2}=811+2(1+1—a)sl+p—ll 82(1'—1;—1

on obtient:

z C,"'}181+2jéc,8[z ijlgl+2j+ Z C;‘r;_lgl+2j]
j j i
121 120 1

[\

0

et on conclut en prenant &, =min(g,, 1/2¢’).

5. Preuve du théoréme 1.1.3

Reprenons les notations des théorémes 1.3.5 et 1.4. 1. Choisissons R, r et € strictement
positifs conformément au théoréme 1.3.5 et tels qu’en outre ¢ N™ ™ (u,) <r/2, ce<1. On
peut alors définir une application T, qui envoie la boule fermée B’(0;r) de
{uful,=o=uo} N A™(R, &, m) dans elle-méme, est contractante et telle que:

VueB'(0,r), Py, (T, w)=H(x,&"u).

Le théoréme 1. 1.3 découle alors du théoréme du point fixe.
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1. Préliminaires

Nous commengons par introduire des fonctions et lemmes auxilliaires. On sait (voir
[5]) qu’il existe C>0 tel que la fonction définie par:

C
(p(t) pzo(P+1)2

vérifie > < @. Pour R >0 posons:

G(=11 ¢(R)

i=1

on a alors O3 <Oy et, pour R”>R et 1 <j<n:

@R( )<_1_ R()))
R l—y/R 1—y/R’

<C(R,R') Or(»)

C(R, R’) ne dépend que de R/R’ et R - C(R, R’) est croissante (voir [5]).

En utilisant les inégalités précédentes et les inégalités de Cauchy on obtient le:

LEMME 2.1.1. — Soit f(y) une fonction holomorphe et bornée par K sur le polydisque
centré en 0 et de rayon R’>R. Alors on a: f(y) KKC(R,R’) Og ().

Soit maintenant b (¢, y) une fonction holomorphe prés de 'origine, on considére alors
les plus petits C, appartenant a R* \U { + o0 } tels que

6213
1 b(t, )< ?
M .5 Z(l_ TR
+ o0
Nous poserons || bz, .= Y, C,&, cette quantité (éventuellement infinie) sera parfois
1=0

notée || b|| lorsqu’il est inutile de préciser R, &.

ProrosITION 2.1.2. — 1° Soient b, (t,y), 1<j=<k, k fonctions holomorphes prés de 0
telles que les quantités || b; ||x., soient finies. Alors on a:

()],

2° Soit b(t, y) une fonction holomorphe et bornée par K sur le polydisque centré en 0 de
rayon R’ >R. Supposons 0<e<R’, alors on a:

“bHR,eg

k
<T11IB) k. o
= 1

C(R,R)K
(1—¢/R%)

Preuve. — 1° 11 suffit de prouver le résultat pour k=2, le cas général s’en déduisant
par récurrence. Notons C; , les plus petites constantes intervenant dans la définition de
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|| 5;]lr, .- Comme O} <Oy on a alors:

+ © ]

O
by (t,M)by (L, Y<K Y, ﬂtl Y Ci,Coiyy

,=0(1—y/R)' 1;=0

on obtient alors immédiatement le 1°. Prouvons le 2°. Considérons le développement
b=Xb,(y)t, les inégalités de Cauchy et le lemme 2. 1.1 entrainent alors:

< ’ r=1 @R(y)
bi0) <C(R,R)KR"™ s

on obtient alors immeédiatement le 2°.

o]

Soit r=Y b, (t,y) S**2m~1/2 yn élément de B™~* (C"*') (voir déf. 1.1.4), considérons
0

les plus petits C, ;e R U { + o0 } tels que:

+ o0

O (k+D!
(2) bk(t,.V)<’=Zo(1_y/R)k+ll!(k_l_m_l)!

k, I

On pose alors pour A et £>0,

M) (A, &)= Y C, A*et

k, 120

Nous noterons B™ (R, A, &) I’ensemble des r de B™ ! tels que M (r)(A, ¢) soit fini,
c’est un Banach pour cette norme. La proposition suivante précise les domaines géométri-
ques de convergence associés a ces normes, sa preuve est assez analogue a celle de la
proposition 1.2. 1.

PropoSITION 2.1.3. — 1° Soit r(t,y,S)eB™ *(R, A, ¢) alors les b, sont holomorphes
dans

Q={(t,y)e@"“,lyjl<Ret|t|<8 1 (l—lyjl/R)}

j=1
et, pour tout compact K < Q il existe C>0 tel que:

VkeN, sup|b,|SCH*L.
K

2° B"~1(C"*1) défini en 1.1.4 est exactement la réunion des B" (R, A, ¢).

Preuve. — 1° Par hypothése il existe D>0 tel que:

D Ok () (Ag)"‘z(k"'l)! te™!

be(t,y) <
AL T k!IU (1-y/R)
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le 1° découle alors de Iégalité suivante, valable pour |a|<1:

)

gDl

S kN (L=t

2° Considérons un élément £ b, S**2m-1/2 de B™ 1(C"*?), il existe C>0 et un

polydisque D centré en 0 de rayon R'>0 tels que VxeD, Vk, on ait {bk(x)|<C"“.

Ecrivons b, (t, )= b, (¢, les inégalités de Cauchy et le lemme 2.1.1 permettent
1

d’écrire pour R<R’:

P _1ym—1 Nkt () (k+D!
by)<k+m—-1)""'C(R,R)C*"'R AR kem—T)

on obtient alors immédiatement le 2°.

LEMME 2.1.4. — Soient u, v, a; ; (1=i,j=n), u; (1=j=n) des fonctions de (t,y) holo-
morphes prés de Porigine et telles que d,u=Y a; ;0,.u;+v. Alors pour 0<R <1 et €>0
i

Yi

ona:
€
lulle,e= a1 < s [+ [0+ e le~o) -
LJ

Preuve. — Notons Ci4, Cl, C, les coefficients intervenant respectivement dans la
définition de || a; j|lr. o ||%;|r. o ||v||r. s Les propriétés de U permettent d’écrire:

+ o 1
3,,u;< 1 7 (+1)t Op J
J Rz:o(l—y/R)l+1

on peut alors écrire:

+

122 g+ndo oo
Ly LDt leas 3 ciel, |

o, u<
! Rl=0(1—)’/R)’+1 i,jl11=0

on en déduit I'inégalité suivante:

+

1 I+ 0g Lo
ut,y)—u@,y< =) ——| C+ C/Ci-
(& »)—u(©,y) <R,§o(1—y/R)’“|: 1 ;jllgo 1“1 11:|

et on obtient alors immédiatement le résultat voulu.

Dans la suite nous utiliserons fréquemment la proposition suivante qui permet de
majorer la norme de F (.. .) sous des conditions faciles a écrire; on la démontre aisément
en utilisant la proposition 2.1.2 et en procédant exactement comme dans la preuve de
la proposition 1.3. 3.

PROPOSITION 2.1.5. — Soit F (x,z) une fonction holomorphe et bornée par K sur le
polydisque centré en 0 C"*! x C? de rayon R’ >2R. Supposons 0 <& <R’/2, et considérons
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des fonctions u,, . . ., u, holomorphes prés de 0 C"** telles que || u;||g, . <R ’/2 pour 1 <j<p.
Alors

C(R,R)K [ ( ||| )-1
F(x,uy, ..., ST (1- 10
” (x ul up)“R» I_S/R/ Jl:ll R/

<2?*'K C(R,R")£27* K Cte.

Dans [4] est exposée une preuve moderne du théoréme de Cauchy-Kovaleska, nous
aurons besoin d’introduire une fonction paramétre b, et de le redémontrer briévement
pour estimer les normes || || des solutions qu’il fournit.

THEOREME DE CAUCHY-KOVALESKA 2.1.6. — Soit ke N*. Soient deux fonctions (sca-
laires) b, (t,y), b, (t,y) et une fonction vectorielle v(y)=(v, (), ..., v, (»)) holomorphes
prés de lorigine. Considérons, pour i=1, 2 un systéme P, non linéaire d’ordre 1 de k
équations a k inconnues de la forme:

Piuzatu+Q(t,y, auu)+bis(t7y9 u)

ou |0c| <1, a#(1,0,0,...,0), Q(t,y,u,) et S(t, y,u) étant supposées holomorphes preés de
(0, *v(0)). Alors sur un voisinage de 0 C"*1 il existe, pour i=1,2, une unique fonction
vectorielle holomorphe ' = (i, . . ., u}) vérifiant P;u'=0 et u'(0,y)=v (y). Soient et K >0,
il existe E, ¢, R, et £,>0 tels que quel que soient 0<R <R, et 0<e<min(cR ™', gy), si
les || b; ||g. , sont inférieures a K alors pour tout B de longueur <1 on a:

Max ” [o° u;— o “;(0)] “R, «SO+E. ” (b;—b;(0)) ”R, P

15jsk

Max || [0°uj — 3P u?]||g. .<E.|| by —b, [|g. .

1=jsk

Preuve. — Considérons donc & et K >0. Raisonnons pour P, et b,. En posant g= (0" u')
ou | B | <let B#(1,0,...,0), on se rameéne au systéme matriciel quasi linéaire du premier
ordre:

0,q=L(t,y,4,0,9)=1(t,y, 9+ (t,y,9b; +G (t,y,9)0,b, +H(t, y,9) 0,q

ou q(0,y)=c(y) est donnée. Quitte a remplacer q(t,y) par q(t,y)—c(y) nous pouvons

supposer ¢q (0, y)=0; le lemme 2. 1.1 et le fait que c(R, R’) ne dépende que de R/R’ (voir

[5]) montre qu’il existe R5>0 tel que pour 0<R <R on ait ||c¢(»)—c(0)|[g<5/2. Nous

allons appliquer le théoréme du point fixe a I'opérateur T qui & q(¢,y) holomorphe

vérifiant q (0, y) =0 associe q'=T(q) vérifiant d,q'=L(t,»,4,0,9) et ¢’ (0, »)=0. Si g=(q)

nous poserons || q||=max || g;||. Il est plus commode d’écrire dés maintenant les fonctions
J

et équations (matricielles) dont nous aurons besoin:
(3 0 (TP)—T(@)=(Vy+ Vb +V30,b,+V,0,9) (p—q@)+V50,(p—9).
Si g, (t, y) désigne la solution correspondant a b; on a:

(4) 0,(q1—9,)=(U;+U,b,+U;0,b,+U,0,q,)(q; —95)
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+Us(b; —by) +Us (3y(b1—b2)+U7 ay(‘h“‘b)
(5) 0,u'—0,u (0)=W, ¢;+ W, +b,(W; g+ W,) +(b,—b;(0)) W

ou W, et W, sont des fonctions de x s’annulant en 0. W, et W, sont des fonctions de
(x,q), W est une constante.

(6) a:(“l‘u2)=(U8+U9b1) (q1—4q2) + U o(by —by).

On choisit alors £,>0 et R">0 tels que toutes les fonctions I, J, G, H, V;(x,p, q),
U,(x,4q,,9,), W, soient holomorphes et bornées sur les polydisques centrés en 0 et de
rayon R’, et tels que pour tout R <R’/2 et £<¢; on ait:

) )
[Wall, .=

”WZHR,aé Ma m

[C’est possible d’apres le lemme 2. 1.1 et les propriétés de C(R, R") (voir [S])].

Dans la suite nous noterons B, ie N, des constantes ne dépendant ni de € ni de R.
Supposons que:

(%) O<R=min(L,R/2), 0<e=R’/2, |qlk. et |alk .SR/2,

alors la proposition 2.1.5 montre qu'on peut majorer la norme || ||z, de I, J, G, H,
V;, U, W; par une constante B;. Sous les hypothéses de I’énoncé et la condition (5%), le
lemme 2. 1.4 montre que || T(q) ||z, .<B, (¢/R); par conséquent si:

(e %) 0<p=<R’/2, B,—=<p

= | e

alors || qlg..<p=1|T(q)||<p. Sous les conditions (¥¥) et (Jrvy), 'équation (3) et le
lemme 2. 1.4 montrent que

Ipll=p et flall=p, IIT(p)—T(q)IIéBsgllp—qll

d’ou une contraction stricte si B;(g/R) <1, condition qui résulte de (Y ¥%) en prenant B,
suffisamment grand. En résumé:

IR,>0, €,>0, py>0,B>0 tel que pour
O0<R =R, 0<e=<g,

€

R

(Yo7 79)

B—<p=p,

on ait une solution g vérifiant || g ||z, ,<p.
On peut supposer p,<(8/2), alors || || <(5/2) et en revenant a u;:

[D*u'—D*u'(0)[|[£8  pour |a|<1,  a#(1,0,...,0).
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La proposition 2. 1.5, 'équation (5) et (v¢yryy) montrent que:

||5tui—0tyi(0)||n,e§<l34p+ >(1+K)+E1 [|6:—b: (@) |

5
2(1+K)

)
S<Bspo+ 5 +E,; ”bi—bi(o)”

ou E, est une constante. En supposant Bs p,<6/2 on a:
[|6,u'—6,u' (0)||<8+E, || b;—b;(0) ||.

L’équation (4) et le lemme 2. 1.4 montrent que:
||‘11“12||§36§(“‘11_‘12”+“b1—b2“)
nous prenons p, suffisamment petit dans (v¢¥yyy) pour avoir Bg(g/R)<(1/2) alors on a
”‘11_‘12||§2B6§||b1—b2”énbl_bzn’

d’ou
||D*u; —D*u, || SE,||by—b,|| pour |a|<1,  a#(1,0,...,0)
ou E, est une constante. L’équation (6) et la proposition 2. 1.5 entrainent alors:
|6, u' —6,u*||<Es|| by —b, ||

Posons E=max E,, il existe ¢ >0 tel que si e<cR alors on peut choisir p, suffisamment
petit dans (5% y%ys) pour avoir:

Po<8/2,  Bspo<8/2, Bs— <

e_1
R™2

le théoréme est alors prouvé.

2. Preuve du théoréme 1.1.6

Nous commengons par donner plusieurs lemmes établissant des identités algébriques
qui nous permettront de bien identifier les termes que nous voulons controler.

LemME 2.2.1. — Pour aeN"*! et y réel, on a

lal
v! .
(=Y ——s"IB; ()
jgo(Y—])! !
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ol les B; , sont des polynomes en les dérivées 0" s avec 1§|a|§| aI—j+ 1, de la forme:

Bj, a(as) =z Bj, 7 S PN Ayoky, oo .y Iq(a)'l S)k1 oo (a"l S)kl

A | k=], Tki=j et Y k(M—2)<max(0,|a|—j-1),
3

1]z

By, o=1 et By ,=0 si a#0.

Preuve. — 1l est clair que dans I'expression de B; ,(ds), = k;|A;|<|a| et = k;=j. On a
donc:

1
¥ k(M=) = o] s
i=1

d’ou

A= Z ki(l}"il_z)= Z ki(l}"il_l)— Z kié‘“‘—f— Z ki
%123 %123 %123 (%123
d’ou A<|a|—j—1 s'il existe des |A;|=3, sinon A =0 et le résultat est trivial.
La formule de Leibniz et le lemme précédent entrainent alors le:

LEMME 2.2.2. — On a

lal 1

Ebsn=Y ——s7i Y B, . @b
j=o(Y=D!  piTal-j
/

ot B; g o=(5) Bj o—p-

Pour 2y=k+2m—1, posons C;(k)=y(y—1)...(y—j+1); c’est un polyndme de degré
j en k. En utilisant le lemme précédent et en réordonnant les indices on obtient aisément
le lemme suivant:

LeMME 2.2.3. — Soient o, . . ., ay des multi-indices de N"**. Si

+ 0
re Z by s+ 2m= 12
o
alors
N
o AN 4 — (k/2)+N (m—(1/2))—q B;
or.. . ONr=Y s Y [1C,(k) By, 5, q,(35) 3 by .
. k20 kit ... +knsk j=1
q20 q1+ ... +tan=4g

IBjl=lajl—gqj
Avec les notations de I'introduction du I rappelons que:

P(a+r)=P(a)+Py,(a).r—H(x, 3*r)
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le lemme 2.2.3 permet d’obtenir les deux lemmes suivants.

LEMME 2.2.4:
+ oo a
Pi.(a).r=Y sk*bi2 Y Cj(k’)——li(x, 0a)B; 4 ,(0s) 3% b,.
k=2 K-2j=k+2-2m Ou,
0<js|alsm
IBl=lel—j
LEMME 2.2.5:
+w N
H(x, 5°‘r)= Z S(k+1)/22E¢1, - .,uN(x’ aa) l—I Cq](k_;) qu, Bj» aj(as) agjbkl
k=-1 i=1

la somme étant étendue: a tous les N-uplets de multi-indices (a4, ...,oy) (N=2),
avec|o;| <m et un au plus étant de longueur m, a tous les indices k;20, j=1, .. .,N, ¢;20,
j=1.. N, |Bj|S|oy|—q; et k+1=k+...+ky+2N(m—1/2)=2(q,+. .. +qy), on
observe que 2<N<k+3. LesE,, ,, étant holomorphes sur un méme polydisque centré
en (0,0° a,(0) p+] B]_S_m de rayon R{>0 et y vérifiant des estimations du type
sup|E,,. ... u|SK'*™N. Enfin si pour un indice j|o;|=m alors E,, . ne dépend que
des dérivées de a d’ordre <m—1.

Preuve. — On peut écrire
H(x, ®r)= Y E, o0 0a)d*r.. . 0"r

1, o0y EN

les propriétés de H mentionnées dans I'introduction montrent que N = 2, |ozj| <m, un
au plus étant de longueur m. Le lemme 2.2.3 permet alors d’obtenir la formule du
lemme et les propriétés énoncées. Vérifions toutefois que N < k+3. Tous les g; sauf
peut-étre un sont inférieurs ou égaux a m—1 et ils sont tous majorés par m, comme les
k; sont = 0 on a alors :

N . N
k+1=Yk+NQ2m—-1)—2Y ¢, 2 N2m—1)—2(m+(N—1) (m—1)).
1 1

Avec les notations des lemmes 2.2.4 et 2.2.5 posons alors :

+ o0
Py, (@).r= 3 s“"V24,
k=-2
+ o0
—'H(x, aar)= Z S(k+1)/2dk'h (d_z'h=0).
k=-1

dy=dy 4 +dy in-
L’équation P(a+r)=0 est alors entrainée par le systéme infini d’équations :
d_ 2,lin = 0
P(a)+d_ 1, lin+d—l,h=
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di 1in+dy,,=0 pour tout k = 0.

On note la présence, dans d, ,, du terme by b, ,; qui nous empéche de considérer un
systéme récurrent comportant un nombre fini d’équations. Calculons d_, y;, et d_, y,;
considérons dans le lemme 2.2.4 les termes correspondants a k=—2 et k=—1: k’ est
égal 4 k+2+2(j—m) et est positif ou nul, comme dans les deux cas k+2 <0 on a
forcément j=m=|a| et | p|=0.

n

Enfin on constate que B,, , ,(ds)=B,, ,(0s) est aussi égal a [ (0y;8).
o
Le lemme 2.2.4 assure alors que :
d_5 1in=C,(0) p,, (x, Oa, 0s) b,
d_,, lin=C,(1)p,, (x, 0a, 0s)b,.
L’équation d_, ;, =0 résulte alors de I’équation eikonale
0,s=1,(x, %a, &s), |j|]=1, |B|sm—1
et on a alors d_, j;,=0. Désignons par t la variable duale de t.

LEMME 2.2.6. — Posons B,=(1,0, ..., 0), 3*o=0,. Pour tout k =0 ona:

dyoin=Co -1 (0 L2 (x, 30, d5)8,b,+ T C; () 22 (5, 30) B, 5, (09) 2.
T U,

La derniére somme est étendue aux indices j, k' et aux multi-indices o, B tels que
k"—2j=k+2-2m, |B| est inférieur ou égal a {cx|—-j, 0j= |0t| =m,j<m, (k,], a, B)
est distinct de (k, m—1, o, B,) si |a|=m.

Preuve. — Compte tenu de I’expression de d, j;, fournie par le lemme 2.2.4 il s’agit
de vérifier que :

Pmx pa, ds)= Y P (s, 0a)Byy_ . 5o, (35)
ot la[=m Otty

or on a B,_; 4 ,=(,)B
suivante :

m—1,0—po =% Bm—1,04-p, 1€ lemme résulte alors de I'égalité

q0 Bm— 1,a—PBo (as) = aO (at s)“O -t ]__I (ayi s)aj'

j=1
LeMME 2.2.7. — Il existe une fonction holomorphe E telle que
d_, ,=biE(x, a, @s) ou |a|]<m—1 et [j|=1

Preuve. — Considérons I’expression de d_, , fournie par le lemme 2.2.5. Comme
k=—1,0ona N=2vuque 2 <N =< k+3. En outre (lemme 2.2.5)

0=k+1 =k1+k2+4<m— %)—2(q1+q2)
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g;<|o;|  dou g+g,<2m-—1

douk,+k,=2(q,+q,)—4(m—(1/2) < 0soit k,=k,=0¢t q, +q,=2m—1 ce qui impli-
que g;=|a;| d’ou B;=0. Dans I'expression de B, , (0s) on a 1 < |X;] < |o;|—g;+1 soit
])»,-[= 1. L’un des «; étant de longueur m, E ne dépend que des dérivées de a
d’ordre <m—1.

Les résultats précédents montrent alors que P(a+r)=0 est entrainé par les équations
suivantes, numéroteées (9), (10), (11):

L’équation eikonale :
9) o,s=1,(x, 0a, dIs)|B|=m—1, |j|=1
(10) P(a)+b2E(x, *a, &'s)=0, |Bl<m—1, |j|=1

a et s vérifiant les conditions initiales indiquées dans I’énoncé du théoréme 1.1.6.
Pour tout k 2 00,b,=D; ,+D,; y;, ou :

-1 1
Cm— 1 (k) apm/at (xa aaa dS)

k, lin — j, B, (9s) ag by,

Y C; (k’)gg(x, da)xB
ua

les indices figurant dans cette somme sont précises dans le lemme 2.2.6

‘ N
-1 1 - .
(11) Dk, = C i (k) ap /a‘c (_) ZEul, vy AN (X, aa) jl;[l qu(kj) qu. Bj» aj(as) 65} bkj’

les indices figurant dans cette somme sont précisés dans le lemme 2.2.5.

Nous prouverons le théoréme 1.1.6 en appliquant [pour une norme M(R, A, g)
convenable] le théoréme du point fixe a 'opérateur T défini comme suit: a une suite
b=(b s o telle que Yk b, (0, y)=b; () on associe d’abord le couple (a, 5) vérifiant les
équations (9), (10) et les conditions initiales associées, puis la suite f=( f,), > o vérifiant
Vk f,(0, »)=b; (), 0, fr=Dy, 1in(b)+D; ,(b). On pose alors T(b)=f et on remarque
qu’un point fixe de T fournit une solution des équations (9), (10) et (11).

Dorénavant nous considérerons deux suites b et b’ vérifiant les conditions précédentes,
nous poserons T (b)=f, T(b’)=f" et nous noterons (a’, s") le couple correspondant a b’.
Nous désignerons par A, , [resp. C; ] les plus petites constantes = 0 (dépendant de R)
permettant de majorer b,—b; [resp. a la fois b, et b;] comme il est indiqué¢ dans
I'inégalité (2). Nous désignerons par G, [resp. F;] ou Ie N les plus petites constantes = 0
(dépendant de R) permettant de majorer a la fois toutes les dérivées d’ordre < 2 de s—s’
[resp. de s et s']. Avec ces notations on a le :

LemME 2.2.8. — Soit 0 <R < 1 et B; 4 , comme dans le lemme 2.2.2. Alors

J .
1° On peut majorer B; , . (0s) par la somme d’un nombre fini de termes du types :

J> B, a
+ oo 1 .f
B} £ Op ()
CteR™* Y ——R2 (4] Fitoo
,go(l—y/k)”" ,ZHl it

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



158 E. LEICHTNAM

ol les v; sont des entiers naturels tels que Y v; < v= max(|oc|—| B|—]—1 0), et Y. I,=1. Si
0

j=0 on convient que [ ( )=1.
i=1

2° On peut majorer B
type :

(0s)—B; 4 ,(0s) par la somme d’un nombre fini de termes du

J, By a J, B, a

+ o0

_ ‘o J
cter*Y LD (145G, L, [T Fuen
S5 (1—y/R) - i

1
les indices vérifient les propriétés énoncées au 1°. Si j=1 on convient que [[ ( )=1.
i=2
Preuve. — 2° Le résultat est trivial pour j=0 carB, (=1 et B, ,=0 pour o # 0. Nous
supposons j = 1. L’inégalité (1) et les propriétés de O montrent qu'on peut majorer
7" d; 0% s par :
+ o0

(12) R"" tOr@)  (+n!c

1I=o (1—y/R)"™*" 1!

l+r

on majore &,7" 9} (0> s—0*s’) par le terme (12') obtenu en remplagant F,, . par G,
dans (12). D’aprés les lemmes 2.2.1 et 2.2.2 B; 4 ,(0s) est une somme de termes du
type :

(8) Bj a—p,ary,. M,kl,...,k,(agl)kl X ... x(gmk
ou
Z‘)"i|ki§|a|_|ﬁl’ 2 ki=j, k'(|7"i|_2)§max(0> |°‘l“|ﬁ|—j—1)-
| &

il23
On a 'identité :

N

Xy X xXy=Xix . oxXi= Y X4 X (X = X)Xy X

i=1

En prenant X,;=0"s, X;=0"s" (répétés k, fois), en utilisant les majorations (12), (12)’,
O3 « Oy et Pinégalité suivante (j < |o| < m).

1'[ +’l) < C(m, n)<1+21,.>2'i
i=1

i=1

on obtient le 2°. En prenant F;=G, on obtient le 1°.
Pour contrdler D, ;, nous aurons besoin des deux prochains lemmes.

LEMME 2.2.9. — Considérons les indices j, k', o, B figurant dans D, ;, et spécifiés dans
le lemme 2.2.6, k' =k +2(1—m+j). Posons v=max (|a|—|B|—j—1,0). Alors
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1° k'+|B|+v+m—1—j est inférieur ou égal a k+1 et :

4 ! . . !
(k/+|[3|+1).(kﬂ)_mﬂﬂ(l“)vécte (k+1+1)! ‘
(k'+m—1)! (k+m—1)!

2° Posons B=(B;, B'),onak’=Zk—2met :
Bi+k +l+v<k+I1+1.
Preuve. — 1° On observe que

k'+m—1)! (k+j)!

comme j £ m—1 il suffira de vérifier que :
k+1—k’—|B|—v—(m—1—j) =0

si v=0 ce terme se réduit a m—j—] [3| qui est bien = 0. Si v > 0 ce terme se réduit a
1+m—]|o| qui est bien positif. Ceci prouve le 1°.

2° 1l s’agit de prouver que 2(1—m+j)+ B, +v—1 est strictement négatif. Si v > 0 ce
terme se réduit a: —m+j+|a|—m+pB; —|B| qui est bien < 0. Supposons donc v=0, ce
terme se réduit alors a: 1+B; —2(m—j). Si |a| <m—1 alors on majore 1+p, par
1+loc|— j Sm—j et Cest gagné. Si |o|=m, le seul cas posant a priori probléme est celui
ol By=m—j et m—j=1. Comme |B| < |a|—j=1 ceci entraine que (k’, j, o, B) est égal a
(k, m—1, a, B,) ce qui est exclu. Le lemme est donc prouvé.

Pour alléger les notations posons

O )t k+1+1)!
(1=p/R**H (kym—1)11!

k, 17

Il sera utile d’introduire une fonction S(x) holomorphe preés de O et les plus petites
constantes = 0S5, telles que :

> o)
13 S — RV g
(13 0 < X TRy

LeMME 2.2. 10 (avec ces notations). — Posons B=(B, ') et soit 0 <R < 1.
1° On peut majorer le terme

S (x)

————C;(k")B; 0s) * by,
Cm_l(k) _]( ) J»B,a( S) k

figurant dans D, y;, (b) [voir (11)] par la somme d’un nombre fini (ne dépendant que de m
et n) de termes du type :

1 \v+Ipl to !
Cte<—> Z Xk,zzck',zowl n F’i*”is‘i“
R 1=0 I i=1
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ou les v; sont des entiers naturels tels que Y v; est inférieur ou égal a

j+1

v=max(|a|-|B|-j—1,0), ov+|p|=m, Y L=l
0

2° Avec ces notations on peut majorer le terme

S , ’ ’
Cm%k)cj(k )[B,,p,(05) 0 b —B, 5 , (85 0° by]

par la somme d’un nombre fini (ne dépendant que de m et n) de termes du type :

1\e+ete J j
Cte(ﬁ) Z Xk,lzslj+1(Ak’, Io+B1 H Fl.-+u.-+ck’, lo+B1 XGI1+U1 1—[ F’i+”i)
1=0 I; i=2

i=1

1

ou on convient que || ( )=1 et les qutres indices vérifiant les propriétés énoncées au 1°.
i=2

Preuve. — 2° On peut majorer P b, par

L\t t Op () k' +1+|B]!
(14) - Y AIF1B] (1 Ci, 14y
R 50 (1—y/R) k' +m—1!U

on peut majorer 9°(b; —b,) par un terme (14)’ obtenu en remplagant C,. 1+p, Par
Ay 1+p, dans (14). Comme 02 « O, le lemme 2.2.8 et les inégalités (14), (14)” entrainent
les deux inégalités suivantes :

C. (k)
B, (ds)—B,. (3s)) % b,. S(x) —L——
( jBa( S) Jﬁu( S)) k (x) Cm;l(k)

Cte C;(k) t' Oy (k" +1+|B]!

< - - 1+10)°
RUFIBTC,_ (k) 150 (1—y/R)HEHIBL (K m—1)1! (+)

i
ZG11+v1 H Fli+vi Ck’, lo+P1 Slj+1
1l i=2

et
C; (k")

—I 7 S(x)B,q,(0s) (0P b, — 0P b,
Co_. (k) (x) ,pa(s)( k %)

L Cte ) ' Og (k" +1+[B]!
Rv+|ﬁ’| Cm_l(k)lgo(l_y/R)l+u+k’+|a| (k’+m—1)/l/

A +1y

i
X ZSUH Ak'. lo+B1 1_[ Fli+vi
I i=1

comme C;(k’) est majoré par Cte C,_, (k)(1+k)y ™*! le résultat découle du lemme
2.2.9 1°. Cette preuve permet d’obtenir aisément le 1°.
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Nortations 2.2.11. — Notons ¢(R, €)=(c;(R, ¢)) la famille des normes || ||z . des
fonctions 0*a—0"a(0) (|o| < m), 0 s—0Ps(0) (|B| < 2). En remplagant a par @’ et s par
s’ on définit de méme la famille ¢’ (R, €) =(cj(R, €)). En remplagant a par a—a’ et s par
s—s’ on définit de méme la famille d(R, €)=(d;(R, €)). Enfin les équations (9) et (10)
montrent, b, (0) étant fixé, que les 3*a(0) et 8 s(0) sont des constantes indépendantes de
bO (t’ y)

O (0) est indépendant de R donc il existe une constante Z = 1 indépendante de R (ne
dépendant que des conditions initiales) telle que Y F,&' est majoré par Z+ch(R, €).

1 J

On note que Y d;(R, &) majore ) G,&"

PropoSITION 2.2.12. — Soit I(x, u,, vg) une fonction holomorphe bornée par K
sur le polydisque de rayon R[>0 de centre (0,3%a(0), ®*s(0)) ou |a|=m,
|B| <2 Soit 0<R; <R} supposons 0<R <min(l,R,/2), 0<2e<R, et
2sup(c;(R, g), ¢j(R, €)) < R,. Alors il existe une constante C ne dépendant que de m et n

J

telle que :

K Sur, o).

I(x, 0%a, 0Ps)—1(x, 0"a’, OPs’

lR,z é

Preuve. — La formule de Taylor & ’ordre un montre que :

I(x, 0%a, Ps)—1(x, 0*a’, Ps)=) ], 0*1(a—a’)+) Ly, 0P1(s—5)
ay B1

ou les J, , Ly, sont des fonctions de (x, 0*a, 0*s, * a’, * 5) holomorphes et bornées
par K(R;—R,)™* sur le polydisque de rayon R, et de centre
(0, 0*a(0), 3*s(0), 0¥ a’(0), 0* s'(0)). Supposons vérifiées toutes les hypothéses de la
proposition. La proposition 2. 1.5 montre alors qu’on peut majorer ||J,, ||x.. et || Lg, [x. .
par

KC’
R,—R,

ou C’ ne dépend que de m et n, la proposition 2. 1.2 montre alors que :
19,2 =) £ [y | 0% @) 11, [ 4y R, )
L, 15 =) < [ Lg, [[ [[* (s =) || < | L, [ 25 (R, ©)

on obtient immédiatement le résultat de la proposition.

PROPOSITION 2. 2. 13 (avec ces notations). — Supposons A > 1 et posons e,=¢ A>™R ™™

1° Considérons les plus petites constantes positives H, ,,, telles que :

+

VkeN, Dy y, )« Z X, 1 Hy 1410
0
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Alors il existe R; >0 et J, > 0 tels que si on impose R < min(1, (R,/2)), 2e <R, et
2sup(c;(R, ¢), ¢j(R, €)) <R alorsona :
i

ZHk,zAkekH S¢g, ] M(by(A, ).

2° Considérons les plus petites constantes positives H; ;. , telles que :

+ o

VKeN, Dy y,(b)—Dy i, (b) < Z X, 1 Hi, 1415
k=0

alors comme au 1° il existe R, et J| > 0 tels que avec les mémes conditions on ait :
YH, A* T < g, T M (b—b)+(M(B)+M (b)Y d](A, ¢).

Preuwve. — 2° S(x) [resp. S’(x)] désignera des fonctions du type
0P/ou, (x, da) (0. p,,(x, 0a, ds))~ ! [resp. on remplace (a, s) par (@, s') dans la précédente
expression] que nous pourrons supposer holomorphes et bornées par K sur un polydisque
de rayon R/ et de centre (0, 0fa(0), 3°s(0)) ou |B| <m, |8| < 1. Soit R €]0, Ri[ et
considérons des reels € et R positifs et inférieurs a R /2. Considérons alors les réels S,
S;” (IeN) permettant de majorer [voir (1)] S(x) et (S(x)—S’(x)) de sorte que ||S||g., et
|S—S’||r,. soient respectivement égaux a Y S;&, ) S;¢. Supposons en plus
2xsup(c;(R, ¢), ci (R, €)) <R, les propositions 2.1.5 et 2.2. 12 montrent que :

J

(15) IS, < K Cte
(16) |S—S|lr.. < KCte) di(R, ).

Pour chaque keN nous devons majorer un nombre fini ne dépendant de m et n de
termes du type [voir (11)]:

SO 5B

o 62 (05) 8 b, —S' (x) B
m 1

J Ba

(05") 3k by)

les conditions sur j, B, o sont précisées dans le lemme 2.2.6, k'=k+2(1—m+j), le 1°
du lemme 2.2. 10 permet de majorer le terme :
C; (k)

B
c 1(k)(S S) B; g, (0s) 03 by..

Le 2° du lemme 2. 2. 10 permet de majorer le terme :

C.(k
L)S(BJ Ba
Cm-—l (k)
4° SERIE — TOME 20 — 1987 — N°2
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Reprenons les notations du lemme 2.2.10, on peut alors majorer H; ,,; par un
nombre fini de termes (ne dépendant que de m et n) du type:

1\e+IB] j i
Cte<E> Z [S1j+1 (Ak', lo+B1 l_[ Fli+vi+Ck', lo+B1 Gll+”1 H Fli"’”i)
i=1 i=2

lo+..+lj+1=1
j
’7
+81. 1 Cetoep 11 Fli"’”i:l'
i=1

Rappelons que R <1 et v+|p'|<m. Comme A>1 et k" 2k—2m, le 2° du
lemme 2.2.9 entraine :

3 Hy &t 'A< CleR e AP IS (ZFiel) (T A 8 AY
k, 1 L

+(CF ey 1Y GeY C, et A+ S—8

X F ey xY C, ek AR

On majore ) F,¢' par Z+Y ¢;(R, &) (voir juste aprés 2.2.11) et ) G,&' par
J
Zdj(R, g). Les inégalités (15), (16) permettent d’obtenir immédiatement le 2°. Cette
j

preuve permet d’obtenir aisément le 1°.

Pour contrdler D, , (b) nous utiliserons les deux prochains lemmes.

LemME 2.2.14. — Considérons les indices q;, kj, o, B; j=1, . .., N figurant dans D, ,
et spécifiés dans le lemme 2.2.5. Posons v,=max(|a;|—|B;|—q;—1,0), v=3v, I=Y 1,
Posons aussi

(k;+|B;|+1))! ‘
Gl=——d TP () 41y C (k).
! (k,.+m—1)!1,.!( " Coy k)

1° Alors il existe C;>0 ne dépendant que de m et n tel que :

N

Y (kj+v;+L+|B;)Sk+1+1+42—N

j=1

k+1+1)!
(kI D! o

N
k+1) ] G <

N

2° Posons B;=(B;, B}, alors 1+ Y. (k;+Bj+v,) est inférieur ou égal a k+1+1+2—N.
ji=1

Supposons N=2, s’il y a égalité alors k,+k,=k+ 1. Par ailleurs ij;k—sz.
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N

Preuve. — 1° Le lemme 2.2.5 montre que k+1=) (k;+2m—1—24;) et que chaque
1

q;+v; et | B;|+g; est inférieur ou égal 4 |o;|, d’our :

N N N
k+1+1= Y (k;+|B;|++v)=Y @m—1—g;—v;—q;—|B;)Z Y, @m—1-2||).
i=1 j=1

j=1

On a N22 et |o;|<m pour au moins N—1 indices j, le membre de droite est donc
supérieur ou égal a N—2, ce qui prouve la premicre inégalité. Les g; sont compris entre
0 et m, un au plus étant égal & m, on a donc :

N N
N-2+ Y k;<k+1< Y kj+2N<m—%>.
j=1 j=1

J J=

Donc chaque k; est majoré par k+1 et ) k;=k—2mN. On peut majorer C,;(k;) par
C(1+k;%, ou C>0 ne dépend que de m et n. Comme |B;|+q;<|a;| et que, pour au
moins N—1 indices, |a;|<m, on constate que |B;|+v;—m+1 est négatif ou nul pour au
moins N —1 indices j et est inférieur ou égal a 1 pour tout j. Chaque k; étant majoré par
k+1; on a donc :

N
(k+1)71 Y Cp ik (L 4k Psl*emmei<CN
j=1

J

k+2
k+1

Cela dit on obtient facilement les inégalités suivantes :

(k,.+|Bj|+l,)!(1+l_)vj<c,(m n)(k,.+|[3j|+l,.+u,)!
J = 2

(L+kj)tPiltesmmet
(k;+m—1)! (k;+v;+[ B!

N

1 Gy | By + L)t (ks +[ B[ +1+0)!
ot (ky+ | By +op LT (Cky+| By +op! I

comme k +1+1 majore Y (k;+|B;|+]+v) ona:

Tht B+ 0)! b Do (DL
(X ky+|B;|+vp! (k+1)! (k+m—1)!

(k+1)2‘"'(

on obtient immédiatement le 1°. Prouvons le 2° supposons N=2 et que k+I/+1 soit
2

égal a I+ Y (k;+ B} +v).
1

Le début de la preuve du 1° montre que g;+v; et B} +g; sont égaux a |a;| et que
|oty |[+] 0, |=2m—1. Par exemple on a :

2|a |=2m=v,+Bl+2q,, 2|, |=2m—2=0v,+PB}+2q,

4¢ SERIE — TOME 20 — 1987 — N°2



CONSTRUCTION DE SOLUTIONS SINGULIERES 165

on vérifie immédiatement que ceci entraine v, =v,=0. Comme |o;|>q,+|B;| on a
forcément g, =|a, | et g,=|a, |, donc g, +g,=2m—1 et donc k, +k,=k+1.
CQFD.

Dans le lemme suivant nous reprenons une fonction S(x) holomorphe prés de 0
verifiant (13) (¢f. lemme 2. 2. 10).

LeMME 2.2.15. — Supposons 0<R <1. Si B;e N"** on pose B;=(B}, B))
1° On peut alors majorer le terme ci-dessous noté C(s, b)

N

S(xzk) [1C,;(k)Bg, 5, o 05)Piby,
"‘ 1 i=1

(ou les indices sont précisés dans le lemme 2.2.5) par la somme d’un nombre fini (=CN ou
C ne dépend que de m et n) de termes du type :

Cte \"N 2
— Z Xy, IZSIO H Ck, 1;+8} H Fv, i+,

R
ou, la Cte ne dépend que de m et n, lo+ Y (I;+ Y.1; )=1, pour chaque j la somme des v; ;

J
est inférieure ou égale a max (|o;|—|B;|—gq;—1, 0).
2° Si C(s', b’) désigne le terme du 1° ou on a remplacé s par s’ et par b par b’ alors on
peut majorer C(s, b)—C(s’, b") par la somme d&’un nombre fini (=CN ou C ne dépend que
de m et n) de termes du type :

Cte mN + N q; N
— IZOXk, zZS:o H n ij i+l i Z Ak,, In+Bh H ij 1+p}
= j= j=1

R i=1

ji=h

N 4j
+ Z Ckl 1;+8} Z Glh 1+0h, 1 H th i+lp, ,HH vj, i+1j, ,]
i=1=1
jh
q

ou on convient que [[( )=1 si q<p, la Cte ne dépend que de m et n, et les indices
p

vérifient les propriétés énoncées au 1°.

Preuve 2°. Nous utiliserons I’identité :
1 "XZN_XTI"' /2N= ZX’i...X;_I(Xj-—X})Xj+1...X2N
ji=1

en remplagant, pour j<N, X, [resp. X]] par qu B o (0s) [resp. Bq] B, (0s")] et en
remplagant, pour j>N, X; [resp Xj] par 0" by, [resp. 0" b;]. Comme dans la preuve du
lemme 2.2. 10 on peut majorer oPi by, resp [0 J(b,‘ —bi)] par un terme du type (14) [resp.
(14)’]. Reprenons les notations du lemme 2.2. 14 le lemme 2.2.8 (et ce qui précéde)
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montre qu’on peut majorer C(s, b)—C(s’, b’) par :

Cte \"N Ot ioml o
<_R_) Z(1_y/R)l+2(vj+kj+|[5]-|)(1+k) <].—.[GJ M

i=1

ot M désigne I'expression ) S, [. . .] écrite dans le 2° du lemme.
Le lemme 2.2. 14 assure que :

Ot
(1 _y/R)l+2(vj+kj+| ﬂj|)

N
(k+1)'m [1G;<CYX, ,
' 1

on obtient alors le 2° et on prouve le 1° d’une maniére analogue.

PROPOSITION 2.2.16. — . Supposons A>1 et posons e,=c¢A>™R ™™
1° Considérons les plus petites constantes >0 H, ,,, telles que :

+

VkeN. D, ,(b)< Y X, Hy 141
0

Alors il existe 1,, I, et R, >0 tels que si on impose R <min (1, (R,/2)), 2e<R,,
2sup(c;(R, g), c;(R, €))<R, et 2e, YR, ou :
i

Y=(m+1)(1+MB)+M®)) A, &) x(Z+Y ¢;(R, e)"
ona:
Y H, Ake* ' SR™2mMA 1], Y246, A*"R 2" Y3,

2° Considérons les plus petites constantes Z0H; ., telles que :

+

VkeN, Dk, h(b)‘”Dk, a(0)< Z Xk, lHl/c, I+1°
)

Alors comme au 1° il existe 1, I, et R, >0 tels que sous les mémes conditions on a :

YH; A* T S(M(b—b)+ Y d)[R2™A T Y246, A*"R 2" Y315].
j

Preuve 2°. — Reprenons les notations du lemme 2.2.5. Dans cette preuve
S (x) [resp. Sy(x)] désignera des fonctions du type E,, | ,\(x, @)X (O,pm(x, Oa, ds))
[resp. on remplace (a, s) par (a’, s”)] que nous pourrons supposer holomorphes et bornées
par KN*! sur le polydisque de rayon R et de centre (0, 8*a(0), 0°s(0))|B|<m, |5|<1.
Soit R, €]0, R[ et considérons des réels positifs € R inférieurs & R,/2. Considérons,
pour leN, des réels Sy ,, Sy, ; tels que (cf. preuve de la proposition 2.2.13) }'Sy €' et

1

Y. 8% €' soient respectivement égaux a ||Sy|k. .. ||Sn—S&
1

R s Supposons
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2sup(c;(R, ¢), ¢j(R, €)) <R,, les propositions 2. 1.5 et 2.2.12 montrent que :
j

(17) || Sx|lr, < Cte KN**
 CteK™*
(18) || Sw Rf’ Zd(R 8.

Pour majorer H; ,,, nous commengons par considérer les deux termes suivants :

S —Si(x) |
Co-1 () ,nlc B b o

SN (%)
Con-1(k)

(@5) 0% by,
( [1C,,(k)B,, 5, o, @5)0Pb,,

N
- Hl qu (k;) qu, Bj» @ (057) x % b;‘j)'
j=

Reprenons les notations du lemme 2.2.15, il montre que Hj ,,, est majoré par
0

Zh' (k’ l+l, N) Oﬁ Chaque h, (k’ l+l’ N) est majoré par ]a somme d,un nombre flnl
2
(=C’Y) de termes du type :
Cte \"N 9j
<?> q‘%; II: N, lo H Cyj. 1j+8} l_[ Fo, i+, 0158 10 :l
A LR |
l, i

ou M’ désigne le terme gigantesque écrit entre [ ] dans le 2° du lemme 2.2.15 (juste
aprés S; ). Comme A>1 et Y k;2k—2Nm le lemme 2.2.14 montre qu’il existe C>0
ne dépendant que de m et n tel que :

Z h/(k, l, N) Ak8k+l§XNcN+1(ZCk’ ,Ak8k+l)N
k, 1

x || Sx— Sk

LEF )9+ Sh[(EEF ) 9xNE A,

XAksk-H)(ZCk’ lAk8k+1)N—l+(ZCk, lAk8k+l)NN(ZG’81)
x Y QL FehEa1),
aj

ou, si N>3, X, désigne R ™NA2ZmNeN-2 oi N>2, X, désigne soit R 2™ A*™¢ soit
R™2mA~1 Les q; sont <m et le nombre de N-uple (q,) est majoré par (m+ 1)V, comme
Z>=1on a alors :

YO FeFusm+DNZ+Y c;(R, )N

4
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Nous mettons a part le terme correspondant 8 N=2 et X,=R"2™A "', Pour N>3
ona:

CN+1 YNR—mNAZmNEN—2=£2A4mR—2mc4Y3(32YC)N—3'
Comme Y, A et R~ sont plus grands que 1 on a (pour N=2) :

A*mC3Y2R " 2mg<g, A*mRT2mY3C3
Maintenant supposons R; <(KC) ! et 2¢, Y<R,, alors :

Y N(CK)V[e, (M(B)+ M BN (m+DN(Z+Y ¢;(R, &)™"N< + o0.

nz2

En utilisant (17) et (18) on obtient alors aisément le 2°; cette preuve montre comment
on obtient le 1°.

Fin de la preuve du théoréme 1.1.6. — En dérivant I’équation (9) par rapport a ¢ nous
obtenons :

9y 02s=0,7,((x, *a, 6;s)+§5,,5, T, (x, Oa, 075)0,0% a

+y By, Ty (%, *a, 035)0,0) s
7

ou |B| et |B’| sont <m—1 et ou |j|=|j
I’équation (10) donne :

=1. En reprenant les notations 1.1.5,

(10) ma+Q'(t, y, ®a)+b2E(x, ®a, d's)=0

ou |B|sm—1,|j|=1, |a|<meta#(1,0,...,0). Sil'on remplace le terme 0" a apparais-
sant dans (9)’ par lexpression fournie par (10) on peut former un systéme du premier
ordre (comme celui considéré dans le théoréme 2. 1.6) du type :

o,u+Q(t, y, *u)+b%S(t, y, u)=0

ou I'inconnue u(t, y) est le vecteur colonne constitué des o*s ou |X|§1 et des 0Pa ou
| B| <m—1; la condition initiale u (0, y) s’obtient a partir de I'équation (9) et des conditions
initiales vérifiées par a et s dans le théoréme 1.1.6. Par hypothése il existe des réels A’,
R’, ¢, K strictement positifs tels que M (b)) (a’, €) < \/K —1; dans la suite nous fixons
un tel réel K et considérerons des réels strictement positifs A, R, ¢ tels que R<R’,
Aeg<A’¢, de sorte que M (b}) (A, €) soit inférieur a \/K— 1. Cela dit considérons R, >0
fourni par les propositions 2.2.13 et 2.2. 16; considérons 0<3d<R,/8; au couple (3, K)
le théoréme 2. 1.6 associe (entre autre choses) un réel E>0. Nous montrerons plus loin
que ’on peut choisir A > 1 puis €< 1 de sorte que 'opérateur b —» f=T (b) envoie

B(A, R, &) ={(bJ/b (0, »)=b; (), M(b)(A, &) = /K,
M(b-b(0, y)(A, &) S8(4E /K) ™'}
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dans elle-méme et est contractant, ce qui prouvera le théoréme 1.1.6. Reprenons les
notations du théoréme 2. 1.6, nous imposons a € et R les conditions suivantes :

0<R <R, R <min(1, R,/2)

0<e<min(cR7Y, g), 2e<R,,

nous supposerons aussi R suffisamment petit de sorte que :
(19 1500, 3)=bo (0) [ <B(4E  /K) "
Soient b, b’'eB(A, R, €),ona:
165 Ik, :Ilbo P <M?(B) (A, ) <K
E||63(t, »)—b%(0)||r, ;<E||bo+bo (0)||. || bo—bo (0) ]

<2E|[bo [[([| bo—b0 O, »)|[+]156 0, 1= )
< JKIM(b=b (0, )(A, &)+ bo (0. )~ bo O) ||

I'inégalité (19) montre alors que :

R
E||b3 (t, »)—b3(0) [lr, ;<3< —81
Le théoréme 2. 1.6 montre alors que :

25up (R, 9, (R, ) S2(5+9)5 L.
J

vV, d;(R, &) SE||b5—by?

J

‘R, eéE“bO*bi)n X ”bo‘*'b;)”
<ExM(b—b)(A, &) x M(b+b)(A, ) S2E /KM (b—b) (A, c);

il existe donc C>0 tel que :

Y.d;(R, & <2CE /KM (b—b)(A, ).

Soit p le nombre de c;(R, €), nous supposerons en plus que :
2m+1)(1+2 /K)(Z+pRy/2)"e, <Ry,

de sorte que b, b’eB(A, R, &) =2¢, Y R (Y est défini dans 2.2.16). Les propositions
2.2.13 et 2.2.16 montrent alors que pour tout b, b’e B(A, R, €) on a les inégalités :

200 M(T(B)(A, &) <e,J, M(B)+R " 2"A~1 Y21+, A*"R 2", + M (b})
M (T (6)—T (b)) (A, &) SM(b—b) (1+2CE /K) [z, (1+M(b)+ M (b)J;
FR2MATII Y2 4g, A*mR27Y3 Ty,
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On observe qu’on peut majorer M (T (b)—b (0, y)) par le second membre amputé de
M (bl) de la premiére inégalité (20). Les estimations précédentes montrent alors qu’on
peut choisir A > 1 puis 0<eg=<¢g, pour que A ! et ¢, soient suffisamment petits de sorte
que b — f=T (b) envoie B(A, R, €) dans elle-méme et soit contractante. Ceci prouve le
théoréme 1.1.6.

Remarque 2.2.17. — Sil’équation est linéaire par rapport aux dérivées d’ordre =m —1,
il semble qu’on ne puisse pas construire des solutions « moins réguliéres ».

Dans le cas (n+1=2) de (2.1): 0?u—ud2u=0 on ne peut pas construire, par la
méthode précédente, des solutions du type

+

u=a+ Y, b, sk*V?
k=0

3/2

ou b,#0. En effet en injectant u dans (21) et en annulant les coefficients de s~ °/* et

s~%? on trouve by=0 ou ds=0.
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