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CONSTRUCTION DE SOLUTIONS SINGULIÈRES
POUR DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

NON LINÉAIRES

PAR ERIC LEICHTNAM

0. Introduction

Soit P un opérateur quasi linéaire d'ordre m :

u^Pu= ^ P(x,^, ...,â^, . .J ipi^. i^+R^,^)
| a | =w

où les P^, R sont holomorphes en leurs arguments pour x près de OeCn+l, 8^u près de
M^eC, peP^1; |p | ^ m — 1 . Dans cet article, on construit des solutions locales u(x) de
l'équation PM=O, la fonction u(x) étant holomorphe ramifiée autour d'une hypersurface
complexe lisse y passant par OeC"^ d'équation s(x)=0, et de la forme :

+00

(0) u(x)=a(x)+ ^ \(x)s^(x)
k=0

où (y^) est une suite de R*. strictement croissante et tendant vers +00, les fonctions a et
bj, sont holomorphes dans un voisinage û de 0, et la série de (0) converge sur le revêtement
de Q,\y. Nous travaillons toujours avec l'hypothèse suivante :

L'hypersurface y est simplement caractéristique pour l'équation linéarisée P^ de P en
a, c'est-à-dire que le symbole principal p^ de Pj^ :

An(^ y= E P.(̂  a(x\ ^a(x)),pi ̂ _,y
| a | =m

vérifie les deux conditions suivantes :

^(x, rf5(x))|^=0, ,̂(0, ̂ (0))^0.

On supposera toujours connues les données ^f a\^Q(p-^m—\), ^ j^o(fe^O), s|^o °ù
î=0 est l'équation d'une hypersurface complexe lisse y transverse au champ de vecteurs
8^pm(x, ds(x)). On utilisera le développement linéarisé de P près de a(x) :

P(a+r)=P(a)+P^r-îî(x,8cltr)
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138 E. LEICHTNAM

Plin^Z-^Oc,^).^
a' OU^

f1 a2?
H(^ ^')|a'|^m= (^-I)EC^ p (X, ^a+^)^Mp^

Jo Su^Su^

où C^ p vaut 1 si a = P et 2 sinon. Comme P est quasi linéaire o n a | a | + | p | ^ 2 m — 1
(et | ô | ̂  m), en outre s i | a | + | p | = 2 m — 1 alors 1 5 1 ^ m — 1 ; ces deux faits sont essentiels.

L'article comprend deux parties. Dans la première on se donne a et y vérifiant les
conditions précédentes, on suppose P(a)=0, et on construit des solutions du type (0)
peu singulières : on choisit Jk=m +(fe + 1) |i où ne]0, 1[ de sorte que la solution u admette
m dérivées bornées. Le résultat est énoncé dans le théorème 1.1.3 où sont introduites
des algèbres A^ Dans la seconde partie (plus délicate), on s'intéresse à des solutions du
type (0) avec Y f c = m — l / 2 + f e / 2 . L'étude des solutions de l'équation de Burger
S^u—u8^u=0 (pour laquelle on vérifie qu'il n'existe pas de solutions du type a-\-s1 avec
0<y<l et y 7^ 1/2) laisse penser que ce cas est le seul raisonnable. Contrairement à la
situation précédente, a ne sera plus nécessairement solution de Pa==0 si bo est non nul
[cf. équation (10) dans II]; a et y seront ici des inconnues au même titre que les b^Çk^Q).
Le théorème 1.1.6 assure l'existence de solutions de ce type.

Rappelons que pour les équations aux dérivées partielles linéaires à caractéristiques
simples, le problème de la construction de solutions holomorphes ramifiées [d'un type
plus général que (0) a été étudié dans [6]. Dans [2] et pour des équations semi-linéaires
avec R polynomial en ses arguments, les auteurs ont construit des solutions d'un type
analogue à (0) mais dans le cas où y est non caractéristique (/^(O, ds(0))^0)].

Il m'est agréable de remercier G. Lebeau qui m'a proposé le sujet de travail, et le
rapporteur dont les nombreuses suggestions ont permis de clarifier le texte.

1. Énoncé des résultats

Dans la partie 1 la fonction holomorphe a et y [d'équation s(x)=0] sont données et
on suppose que Pa=0. Un changement de coordonnées permet de supposer que y est
définie par l'équation s=j^=0. Posons x==(t, y) et

n

l-y/R= nO-^W (R>0)-
j= i

Si u=^u^ya et v=^v^y(ï sont deux séries formelles à coefficients complexes nous
a

écrivons u < v pour exprimer que V a, | î-^ | ̂  v^

DÉFINITION 1.1.1.—Soit YI une indéterminée. Étant donné R>0, e>0, pe^ et
rfeF^J, A^R, e, p) désigne l'ensemble des séries formelles du type

u=u(x, Yi)= ^ ^ u^^yW^ (0<H<1)
7^0 fc^ l
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CONSTRUCTION DE SOLUTIONS SINGULIÈRES 139

où les fonctions u^p holomorphes au voisinage de OeC"4'1, vérifient :

u -y tl (k+j+l)[ C"uk^ ^(ï-y/R}^1 n(k+j+pV.ckfl

N'''"(u)= ^ C^e^^^^+oo.
t, j. l

Plus précisément nous définissons W1'' en supposant que les Cj^i(«) sont les plus petits
réels ^ 0 permettant de majorer «y.

On pose

^W= U A''(R, E,p), A''= U A^R).
e>0 R > 0

Dans la suite de la partie 1 on peut supposer 0<e<l, 0<R<1.

Remarque 1.1.2. — La non-linéarité de P entraîne la présence des exposants k p,, celle
des j résulte de la méthode d'optique géométrique que nous utiliserons, d assure une
régularité minimale. A un élément MeA^R, e, p) on associe de manière non injective une
fonction u (x) = ̂  u^ ̂ ./ ̂ '+d.

Si r^eA^ et r^eA^ alors r^r^ appartient à A^i^. Si a est un multi-indice de ^n + l

de longueur ^d alors on fait opérer 3" de A^ dans A^"1 0 1 1 de manière évidente. Comme
y est caractéristique, on vérifie alors que P^ envoie A^ dans A^"^1. La partie 1 est
alors consacrée à la preuve du théorème suivant.

THÉORÈME 1.1.3. — Soient ^eA^C") et ST une hypersurface analytique passant par
OeC"4'1, d'équation î=0, et transverse au champ 8^p^(x, dy^) (et donc à c^). Alors il
existe reA^C"^) telle que P(a(x)+r(x))=0 et r\^o=Uo.

La preuve consiste à établir, par le théorème du point fixe, l'existence de reA^
vérifiant r\t=o=uo et Piin (r)= H (x, ô^r). Dans la section 3 nous établissons des résultats
d'opération permettant de contrôler H(x, ô^r\ dans la section 4 nous résolvons dans A"1

(par l'optique géométrique) l'équation P^u=veA1. Dans la section 5 nous prouvons le
théorème 1.1.3. Dans la partie II nous travaillerons avec les algèbres définies ci-après :

DÉFINITION 1.1.4. — B"1"1 (C"'^'1) désigne l'algèbre des séries formelles du type :

+00

r(x, S)= ^ ^OOS^2"-^2

k=0

où on suppose que les b^ sont holomorphes sur un même voisinage U de OeC"^ et
qu'il existe une constante C > 0 telle que pour tout k de ^ et x de U on ait \bk(x)\^Ck+l.

Plus loin nous substituerons à l'indéterminée S une fonction holomorphe s(x) s'annu-
lant en l'origine et définissant l'équation d'une hypersurface caractéristique pour P^.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



140 E. LEICHTNAM

Pour | oc| = 1 nous définirons alors l'action de 3" sur B"1"1 en convenant que :

8-(S(k+2m-l)/2)=k+2m~lS(k+2m-^28çls(x),

et nous définirons l'action de ^a, pour |a| ^m, par récurrence. A un élément r(x. S)
de B^^C"^) nous associerons de manière non injective une fonction multiforme
x->r(x,s(x)) définie près de F origine. La partie II sera consacrée à la preuve du
théorème 1.1.6; avant de l'énoncer nous définissons quelques notations.

NOTATIONS 1.1.5. — x=(î, y)eC x C". Supposons que l'opérateur quasi linéaire P de
l'introduction soit de la forme P=8m-^Q/(t, y, B") où |a| ^m, a^(m, 0, . . ., 0). Le
symbole principal de l'opérateur linéarisé Pnn(û0 de P en a est de la forme
p^(t, y, 8^ a, T, ^) où | P| ^ m — 1 (Pest quasi linéaire). Considérons alors des données de
Cauchy dp (y) 0 ̂ p ̂  m -1 holomorphes près de 0 e C" et un point (ï°, ^°) de (C x C")\0.
Supposons que :

7^(0, a^(0), T°, ç°)=o, ,̂(0, ̂ (0), T0, ̂ o

où / ? + I P ' I ^ m — 1 . On choisit alors la racine Ti(x, u^ Ç) de l'équation (en r)
p^(x, u, T, Ç)=0, holomorphe près du point (0, S ^ ' a^(0), Ç0) et ^ prenant la valeur T°.
Enfin soit s^ holomorphe près de Oe C" telle que s^ (0) =0 et ds^ (0) =Ç°.

THÉORÈME 1.1.6. (avec ces notations).—Soit ^b],(y)S{k+2m~l)l2 appartenant à
B^1 (C") (voir déf. 1.1.4). Alors il existe un voisinage de OeC""^1 sur lequel il existe des
fonctions holomorphes s, a, ^(feeN) telles que: fc^(0,^)=^, ^fa(0, y)=ap(p^m—\\
6^5(0)=T°, s(0, y)=s^ s est caractéristique pour P^ et :

+00

r(x, S)= ^ bk(x)S(k+2m~l)/2ç:Bm~l(Cn+l)

et x-> a(x)-\-r(x, s(x)) est solution de P=0.
Dans la preuve nous commencerons par définir des normes formelles relatives à B"1"1

et permettant d'obtenir de très bonnes majorations. Nous devrons redémontrer le
théorème de Cauchy-Kovaleska. Nous utiliserons la linéarisation de P en a écrite dans
l'introduction, nous montrerons qu'on peut appliquer le théorème du point fixe dans un
Banach où l'inconnue est la suite infinie {bo, &i, . . .,). Pour cela nous établirons des
identités algébriques permettant d'écrire un système infini d'équations de sorte que la
donnée de fco permette de déterminer a et s à chaque itération.

2. Propriétés des espaces A^

La proposition suivante précise les domaines géométriques de convergence associés
aux normes W' d définies en 1.1.1.
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CONSTRUCTION DE SOLUTIONS SINGULIÈRES 141

PROPOSITION 1.2.1. — 1° Soit ueA^R, e, p\ alors u^, est holomorphe dans

Q= Jo, ̂ eC^1; |^| <R et \t\ <e n f 1-^)11 j = i \ R / J
^î, /WMF toMî compact K c: Q, i7 é?xf5té? CK>O ̂  ̂

supl^l^C^1.
K

2° Réciproquement, soit (u^) une suite de fonctions holomorphes sur un voisinage ouvert
V de OeC^1 telles que sup|^.| ̂ C^^1, ûfors ^M^.YÎ^^^eA^.

Pr^^. - Comme N^^) est fini (notations de la définition 1.1.1) il existe M>0
tel que :

ŒO^Me-^2^.

On peut alors écrire :

« ^^le^y°_t'e^(fe+7+0!
fv (1 -y/R)^,^ (1 -y/R)1 l!(k +j) ! '

Le 1° découle de l'égalité suivante, valable pour | a | < 1 :

^ (fc+j)! ^___1_
-̂' 1 t / Ï , «\ 1 ^1 \ Ir^oH(fc+j)! (l-a)^1'

Reprenons les notations du 2°, V contient un polydisque fermé centré en 0 de rayon
R^O assez petit. Les inégalités de Cauchy permettent alors d'écrire :

r^k+j+d +co A

""fc^™,^-
II est alors clair que u e A^.

Remarque 1.2.2. - Muni de la norme N^A^R, e, p) est un espace de Banach. Si
p ' ^ p il est clair que la norme N^ majore la norme îsP'< Soit ^erf+^J, une simple
opération de décalage sur l'indice j montre alors que :

V^eA^R, s, 0), N0'^)^2^-^0'^).

PROPOSITION 1 .2 .3 . .— Soient d^O et ^.eA^(R, e, 0) pour 1 ̂ j^q.
9 9

Posons d= ̂ dj. Alors ]~\Uj appartient à A^R, e, 0) et :
i i

N o • d f^^)^^? > ^(^ .
\7=1 / J= l\7=1 / J= l
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142 E. LEICHTNAM

Preuve. — Nous prouverons le résultat dans le cas q=2, le cas général s'en déduisant
par récurrence. Soient donc ueA^(R, e, 0) et VeA^R, e, 0).

Posons j ==Ji+7'2, f e = f e i + ^ 2 ? ^=^1+^2- L'interprétation combinatoire des coefficients
binomiaux montre que :

(fei+À+^H^+^+^î ^(fc+^î
Ji !( fei+À)! /2Î( fc2+72)! ~ n^+7)!'

Avec des notations évidentes, le terme associé à Y^^ dans la série définissant
MueA^^ est :

fc-i j
S Z ^,71 ^1,7-71

f c l = l j i = 0

l'inégalité précédente permet alors d'obtenir l'inégalité :

k-l j l

c?,(̂  S E Z cîu.i^^-^j-^i-iM
k l = l j i = 0 4=0

celle-ci entraîne immédiatement le résultat de la proposition.

3. Estimations

Le résultat suivant m'a été communiqué par C. Wagschal.

LEMME 1.3.1. — Considérons l e ̂  et 0 < R < R'. Alors :

1 1 R' 1
<

1-y/R' (1-y/R)^1 R'-R (1-y/R)^1

Preuve. — En faisant la différence des deux termes on obtient :

/ R- 1 \ 1 ^ R 1 P-^"1

^R'-R - l - y l R ' f ç i - y / R ) ^ 1 ~ R'-R (l-y/R)1^^ )

comme les coefficients de cette série entière sont ^ 0 le résultat est prouvé.

PROPOSITION 1.3.3. — Soient b une fonction holomorphe et bornée par K sur un
polydisque centré en OeC"^ de rayon R' et ueA^R, £, p) avec 0<R<R', (^^R'.
Alors ^MeA^R, c, p) et :

W-d (bu) < —R— ^— KW'd (u).
R'-R R'-e
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CONSTRUCTION DE SOLUTIONS SINGULIÈRES 143

Preuve. - D'après les inégalités de Cauchy, on a :

b(t,y)^K——1——T-L.
ï-y/R'^R"

Le lemme 1.3.1 permet alors d'écrire :

bu,, < K-^- ̂  ^+^0' (^+0' ç, ^ y t1

R'-RÀd-QVRr^ ink+j+pr.^1^^

on obtient alors les deux inégalités suivantes, qui entraînent le résultat :

CW^K—— i Wu)——
K — K ^ = o R ^

T^p/ ^ / \ i _ _ i

N^^——E E c^(«)£-^-->(-)-1.K —Ky; ;i=o \R /

PROPOSITION 1.3.3.— Soient F(x, u) une fonction holomorphe et bornée par K sur un
polydisque centré en OeC^xC" de rayon R' et «i, . . ., M,6A°(R, e 0) (^I^R'
0<e<R / , telles que N^^R'. Alors v^F(x, u,, . . . , . . . , u,)- F (x, 0)eA°(R, e, 0)
et

NO.o^^Kf-^^nfl-'^^V1
{R'-RJR'-K^ R' ) •

Preuve. — Les inégalités de Cauchy permettent d'écrire que :

F(x, u^ . . . , «,)-F(x, 0)= ^ F,(X)MÎI . . . u^
v.(=Nq\0

où les F^ sont holomorphes et bornées par KR'- ' a ' sur le polydisque centré en 0 de
rayon R^O. L'inégalité suivante découle des propositions 1.2. 3 et 1. 3.2 et entraîne le
résultat.

N°.°[F^ . . . u^Kd-^Y^——^ n (N°.°W.
\ I v / K — £ ^ = i

PROPOSITION 1.3.4. - Soit ocef^1, |Q(| ^m, |a| ̂ p. Il existe c>0 tel que, pour tout
ueA'"(R,s,p), 0<e^l, 0<R^1,

NP-l«l,m-|,|^<^^-|«|^p,,,^

Preuve. - Nous prouverons le résultat quand |a| =1, le cas général s'en déduisant
par récurrence. Nous distinguerons trois cas correspondant à t, y ^ , y,(q^2) au cours
desquels nous effectuerons des décalages d'indices. Soit qï2, on a :

8, u, <IT tl . (k+j+l+l)\
'" kj R"J(l-J//R)t+^'+l l^k+j+l+p-ïy^'^-
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144 E. LEICHTNAM

Dans l'expression de S y ueA"1'1 8y u^ est le terme d'indice (fe, j+ 1) donc :

C^1^^)^1^,.^,^), 7^1 .
K

On en déduit que : N^"1^"1 (ây^ M) ̂  s2 R ~1 W'w (u). Pour ^ on reprend ce qui
précède et considère en plus le cas où on dérive y\^+3+m w lieu de u^p on obtient alors
(les termes d'indices <0 sont nuls) :

^l(g.^)^-CL-l^^)+Y+7+mc^(^
-K- K, \ J i p

Donc N^^'^^M^l/R^+Cte):^'^). Q^j est. dans l'expression de
ô^eA"1"1, le terme d'indice ( f e ,7+ l ) et on a :

. „ ̂  ^ ( fc+J+7+1)!
^•^(i-./Rr— n^-î i)!^^

Donc

et :

q^^^C^,.^^)

ÎSP-^-^M^eW'^)

C.Q.F.D.

Le théorème suivant est l'aboutissement de cette section, il permet de contrôler le
terme non linéaire H(x, ^u) (voir introduction). On fixe R^O de telle façon que toutes
les fonctions H(x, u, u), apparaissant dans l'expression de H(x, ù)—îî(x, v) fournie par
la formule de Taylor à l'ordre un avec reste intégral, soient holomorphes et bornées sur
le poly disque centré en 0 et de rayon R", puis on fixe Ro>0, ^o>0 tel que R o ^ l »
RO < R" et £o ̂  1, EQ < R'. On a alors le :

THÉORÈME 1.3.5. — II existe c > 0 tel que, pour

0<R^Ro, 0<s^£o
(^r^cR^

l'application u->ïî(x. Su) envoie la boule fermée B(0; r) c A^R, £, m) dans la boule
fermée B(0; (r/2)) c A^R, e, 0) et soit lipschitzienne de rapport 1/2.

Preuve. — Étant donné que H(x, 0)=0 il s'agit de vérifier le caractère lipschitzien de
rapport 1/2. On observe que la formule de Taylor permet de décomposer
H(x, M^)—H(x, i^) en une somme finie de termes du type : F(x, u^ v^)u^(u^—v^) ou
F(x, u^ v^)v^(u^—v^, où dans les deux cas [ a ' I + [ p| ^ 2 m — l . Cela dit on suppose
N^'w (u) ̂  r, N^'m (v) ̂  r, alors la proposition 1.3.4 assure que :

N^^M^CirR^ (pour |a'| ^m)
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CONSTRUCTION DE SOLUTIONS SINGULIÈRES 145

si c^rR^^R'^ (c'est-à-dire r^c^R^ condition a fortiori vérifiée si r^c^R2"1 vu que
R ̂  1), on a d'après la proposition 1.3.3:

N^F^^-FOc^O))^

les propositions 1.2. 3 et 1. 3.2 assurent que

N0'1^^, M, v)-¥(x, 0, O^i^M-îO^c'rR-^N^M-î;)

N^F^c, 0, 0)3a 'M(9p(M-y))^c / /rR -2WNW•w(M-î;)

il existe donc une constante c>0 tel que 0<r^cR2m entraîne

N011^^, 8au)-îî(x, ôav)]^^-R-2m^mfm(u-v)^]-^m9m(u-v).
le 2

C.Q.F.D.

4. Théorème linéaire

Rappelons que l'hypersurface caractéristique y est définie par l'équation y^ =0 et que
Pun envoie Aw dans A1. Posons x=(r, y^ x/)=(t, y), nous préciserons un peu plus loin
le choix des coordonnées. Nous voulons construire par l'optique géométrique une solution
u dans A"1 de l'équation P^u=v, u^=o=Uo où v est donnée dans A1 et t=0 est l'équation
d'une hypersurface transverse au champ 8^p^(x, dy^). Nous chercherons une solution
M = T y sous la forme : rTv=u=^u^\k^+j+m. On a Pi^E^pOc)^. L'optique géomé-
trique introduit les opérateurs différentiels J^ d'ordre ^a définis par :

^CT= s ^ p l ! ^WI p l ^ w ai!((3i-ai)î
ai = Pi + C T — m

de sorte que

Piin(M)= z ,—''—^œyi-'"^
o=o(?'-m+cr)!

Vu les hypothèses faites, un changement de coordonnées permet de supposer :

^o=yib(x), £'i=ô,+a(x).

On peut écrire alors l'équation Pli,,M=u=^t^.YÏt'+•'+l sous la forme :

^) vk- '= ̂ ^^T)*.'[8t + a (x) + (fc vi +j +1) b (;c)] M^-

m (fcu+j+1+m-a)!
À (fcu+,+1)! câ?°(M^•+'-°)

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



146 E. LEICHTNAM

d'où l'existence d'une solution «formelle» u. Nous allons alors prouver le résultat linéaire
suivant :

THÉORÈME 1.4.1. — Soit yune hyper'sur'face analytique passant par OeCn+l, d'équation
r=0, et transverse à ë^PmÇ^dy^) (donc à e95'). Soit 1>R/>0 tel que tous les coefficients
de Pun soient holomorphes et bornés sur le polydisque centré en 0 de rayon R/, soit
0<R<R/. Alors il existe Si>0, c>0 tel que pour 0<£<£i et i^eA^R, £, m) on puisse
définir un opérateur T de A1 dans A"1 tel que V y e A 1 (R, e, 0) on ait:

Tv\,=o=Uo, PHn(Tu)=u

N"1'm (T y) ̂  c (s N°'1 (r) + N"1'w (î ))

rf'OM:

N^Ty-Ti/^ceN0'^--^) sf i/eA^R, s, 0).

Preuve. — Pour alléger l'écriture posons

M ^ ( f c + 7 + f + l ) /
fej! (l-.vW^^n^+j+m)!'

Soient D^ les coefficients figurant dans la définition de la norme N04 de
yeA^R, s, 0). A fortiori on peut écrire:

^ZM^^^D,,fcj^ ^(^+^+1)! ^

(fcu +7+1) u,, < Cte S M,,, C ,̂ (M).
f

Si dans J^ apparaît BPB^~P alors, comme lors de la preuve de la proposition 1.3.4
on majore ^f^^+i-a par:

(^} Y°M C- (fe+7+m)!
VXX^ Z^ ^kjl^kj+l-a^+p——————————^——T,^1=0 ( fe+7+l -o+m)!

Les coefficients des opérateurs sont holomorphes et bornés sur le polydisque centré en
0 de rayon R' ( > R). Si c (x) est un tel coefficient alors la preuve de la proposition 1.3.2
montre qu'on peut majorer c(x)8^ô^~pu^j+^_^ par:

R^'^VM (fe+7'+m)! ^ (lAR'-^1-1^K L^kji",—.—,————— L ^j+i-CT.Ji+pW^
i J (k+J+l-CT+m)!^=o

Maintenant reprenons la solution «formelle» u donnée par (^f), la formule (^) permet
d'obtenir une expression pour ô^u^ et on a:

(4t+I+l)! ̂ (k+j+iy-
(fel.i+7+m)!
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Comme la fraction figurant dans (^^ est majorée par Cte(fc+7+1)0"1, les inégalités
précédentes prouvent ceci : pour que

« ^ t1 (k+j+l)\
kj< -(l-^/R)k+^ i/!(k+7•+^n)! fv"

il suffit que (C désigne une constante dépendant de R)

j— Z W <T f —i

C^^C Dy,+ S C^R^-'+S S S Ci",,^^^-'
L ^1=0 < r = 2 p = 0 f i = 0 J

et on obtient la plus petite solution en prenant des inégalités partout (les C .̂o sont donnés
et correspondent à UQ=U\^Q). On en déduit que:

r- l m a l+p -,

C^i^C D»,,+ ^ C^R^-'+E E E Ci^^R"!-"-'
L 4=0 <r=2p=0f i=0 J

Soit £o>0 tel que £o^^ SC^R'. On cherche a priori £i^£o. Bn multipliant les
inégalités précédentes par sl+l+2J, en observant que ^ (e/R^^c et que (pour

lï0

2a-/?-l^a-l^l):

p^+l+2j^F^+20'+l-(T)pf+p-4 p2<r-p-l

on obtient :

E C^^^^CetE D^e^2^ ̂  C^^}
3 J i

1^1 1^0 1^0

et on conclut en prenant e^ =min(£o, 1/2 c').

5. Preuve du théorème 1.1.3

Reprenons les notations des théorèmes 1. 3. 5 et 1.4.1. Choisissons R, r et £ strictement
positifs conformément au théorème 1.3.5 et tels qu'en outre c N"1'w (uo) ̂  r/2, C £ < L On
peut alors définir une application T^ qui envoie la boule fermée B" (0; r) de
{U/U\^Q=UQ] OA^R, e, m) dans elle-même, est contractante et telle que:

V^B^r), P^(T^))=H(x,^).

Le théorème 1.1.3 découle alors du théorème du point fixe.
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1. Préliminaires

Nous commençons par introduire des fonctions et lemmes auxilliaires. On sait (voir
[5]) qu'il existe C>0 tel que la fonction définie par:

+00 ^(p(0=C V ———^+1)2

vérifie (p2 <^ (p. Pour R >0 posons :
M

^p oo =0^0^)j'-i
on a alors ^R«^R et, pour R/>R et 1^/^n:

^x,̂ . Î^/R^"^^
C(R, R') ne dépend que de R/R' et R -> C(R, R') est croissante (voir [5]).

En utilisant les inégalités précédentes et les inégalités de Cauchy on obtient le :

LEMME 2.1.1. — Soit f(y) une fonction holomorphe et bornée par K sur le polydisque
centré en 0 et de rayon R'>R. Alors on a'. /(j)^KC(R, RQ (9^(y).

Soit maintenant b(t,y) une fonction holomorphe près de l'origine, on considère alors
les plus petits Cj appartenant à lR^ 'L^- l -oo} tels que

(1) ^^XÏ^-C,j=o(l-^/R)
+00

Nous poserons | |^| |R,e= Z Q6^ cette quantité (éventuellement infinie) sera parfois
1=0

notée I I b || lorsqu'il est inutile de préciser R, s.

PROPOSITION 2.1.2. — 1° Soient b^(t,y\ l^j^fe, k fonctions holomorphes près de 0
telles que les quantités || bj HR g soient finies. Alors on a:

i l / k v i i k(n^) ^nn^ike.
\ 1 / R,e 1

2° Soit b(t,y) une fonction holomorphe et bornée par K sur le polydisque centré en 0 de
rayon R'>R. Supposons (^^R7, alors on a'.

C(WK^
" " ' (l-e/R')

Preuve. — 1° II suffit de prouver le résultat pour fe=2, le cas général s'en déduisant
par récurrence. Notons Cj ̂  les plus petites constantes intervenant dans la définition de
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I I ^ / H R . E - Comme ^^^p on a alors:

b^y)b^y)^i^^^1 E C^C^
i = o ( i — y / ^ ) f i=o

on obtient alors immédiatement le 1°. Prouvons le 2°. Considérons le développement
b == E bi (y) t\ les inégalités de Cauchy et le lemme 2.1.1 entraînent alors :

^^(R^KR-^^

on obtient alors immédiatement le 2°.
00

Soit r^b^y)^^2"1-1^2 un élément de B^^C"-^) (voir déf. 1.1.4), considérons
o

les plus petits C^ j e R4" U { +00} tels que :

(2) b^y^Ï (9^)tl (fc+o! C .̂
ztoO-jYR^n^+m-l)! kfl

On pose alors pour A et £ > 0,

M(r)(A,e)= ^ C^.A^^^.
f c , J^O

Nous noterons B^^R.A.e) Fensemble des r de B"1'1 tels que M(r)(A,s) soit fini,
c'est un Banach pour cette norme. La proposition suivante précise les domaines géométri-
ques de convergence associés à ces normes, sa preuve est assez analogue à celle de la
proposition 1.2.1.

PROPOSITION 2 .1 .3 .—1° Soit r(t,y, S)eB W ~ l (R,A,e) alors les b^ sont holomorphes
dans

0={(î ,^)6CM + l , |^ , |<R^|r |<£^(l- |^ | /R)l
l j= i J

et, pour tout compact K c= D il existe C > 0 tel que :

Vkef^ , sup\bk\^Ck+l.
K

2° B"""1 (C^1) défini en 1.1.4 est exactement la réunion des Bm~l (R, A, e).

Preuve. — 1° Par hypothèse il existe D>0 tel que:

h(^ Dw (As)-^0' t;e"(i-;VRr ; fe 'n (I-J/R)'
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le 1° découle alors de l'égalité suivante, valable pour | a \ < 1 :

y(fc+Q!^ 1

,to k\l\ (l-a)^1^

2° Considérons un élément S^S^2"1"1^2 de B^^C""^), il existe C>0 et un
polydisque D centré en 0 de rayon R/>0 tels que VxeD, Vfe, on ait |^(x)|<C fc+l.
Écrivons b^{t,y)=^b^i(y)t\ les inégalités de Cauchy et le lemme 2.1.1 permettent

i
d'écrire pour R < R/ :

^(yW+m-ir-^R^C^R--, ^ ) , , , ( f c + o ! ,(l-y/R)k+l l\(k+m-l)

on obtient alors immédiatement le 2°.

LEMME 2.1.4. — Soient u, v, a^ j (l^fj^n), Uj (l^j^n) des fonctions de (t,y) holo-
morphes près de l'origine et telles que 8^u=^di jSyMj+v. Alors pour 0<R<1 et s>0

i.j
on a'.

hlke^-Œll^.llxl^ll+II^ID+ll^l^o)!!.
K i , J

Preuve. — Notons Cj'7, C\, Cj les coefficients intervenant respectivement dans la
définition de |ûf ^.HR g, ||^||R,e, IMI^e- Les propriétés de (9^ permettent d'écrire:

i y d+i)t1^
^"^RÀd-^/Rr10'

on peut alors écrire :

s•'^^^[c•^^cï'c•-l•\Ki=oH—.VW L i,jii=o J

on en déduit l'inégalité suivante :

1 • 0 0 i i+ i /o r "i+00 1 1 + 1 ^ 0 r l
V l ^R L^ , Y^ Y^(^)-.(O^)^_E R C^E E qVQ.Ju{t,y}—u

K ^ o U — ^ / K ) L i,jli=0 J

et on obtient alors immédiatement le résultat voulu.
Dans la suite nous utiliserons fréquemment la proposition suivante qui permet de

majorer la norme de F(. . . ) sous des conditions faciles à écrire; on la démontre aisément
en utilisant la proposition 2.1.2 et en procédant exactement comme dans la preuve de
la proposition 1.3.3.

PROPOSITION 2.1.5. — Soit F (x, z) une fonction holomorphe et bornée par K sur le
polydisque centre en OeC"4'1 x C^ de rayon R/>2R. Supposons 0<e<R72, et considérons
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des fonctions u^ . . ., Up holomorphes près de OeC"-^ telles que || u^^R'/lpour 1 ̂ j^p.
Alors

ii^,«,,...,«,n,.,c^n(.-M)-
i—C/K j = i \ K /

^-^KC^RO^-^KCte.

Dans [4] est exposée une preuve moderne du théorème de Cauchy-Kovaleska, nous
aurons besoin d'introduire une fonction paramètre b, et de le redémontrer brièvement
pour estimer les normes || || des solutions qu'il fournit.

THÉORÈME DE CAUCHY-KOVALESKA 2.1.6. - Soit fee^j*. Soient deux fonctions (sca-
laires) b,(t,y), b^y) et une fonction vectorielle v (y) = (v^ (y\ . . .,^(y)) holomorphes
près de l'origine. Considérons, pour f = l , 2 un système P, non linéaire d'ordre 1 de k
équations à k inconnues de la forme :

PiU=8,u+Q(t,y,8çlu)+biS(t,y,u)

où |a|^l, a^(l,0,0, . . .,0), Q(t,y,u^) et S(t,y,u) étant supposées holomorphes près de
(O^i^O)). Alors sur un voisinage de OeC"-^ il existe, pour f= l , 2 , une unique fonction
vectorielle holomorphe u1 = (u\, . . ., u[) vérifiant P, u1 = 0 et u1 (0, y) = v (y). Soient ô et K > 0,
il existe E, c, Rç et Eo>0 tels que quel que soient O<R^R() et (^e^min^R'^So),
les I I bi HR, e 5ont inférieures à K afors ^our îoMr p de longueur ^ 1 on a :

SI

Max||[^^-^^.(0)]||^^Ô+E.||(^-^(0))||^i ^ j ^ f e

MaxJI^^-^^]||^^E.||^-^||^,

PreMt;e. - Considérons donc § et K>0. Raisonnons pour P, et b^. En posant g=(a pM l )
où | p | ̂  1 et p ̂ (1,0, . . ., 0), on se ramène au système matriciel quasi linéaire du premier
ordre :

8t<}='L(t,y,q,ôyq)=ï(t,y,q)+J(t,y,q)bt+G(t,y,q)Syb^+H{t,y,q')8yq

où q(0,y)=c(y) est donnée. Quitte à remplacer q(t,y) par q(t,y)-c(y) nous pouvons
supposer q(0,y)=0; le lemme 2.1.1 et le fait que c(R, R') ne dépende que de R/R' (voir
[5]) montre qu'il existe Ro>0 tel que pour 0<R^Ro on ait ||c(j)-c(0) 1^8/2. Nous
allons appliquer le théorème du point fixe à l'opérateur T qui à q(t,y) holomorphe
vérifiant q (0, y) = 0 associe q' = T (q) vérifiant ô,q' = L (t, y, q, Sy q) et q' (0, y ) = 0. Si q = (q.)
nous poserons ||g||=max|[^.||. Il est plus commode d'écrire dès maintenant les fonctions

j

et équations (matricielles) dont nous aurons besoin :

(3) 8^(P)-^(q))=(V,+V^+y,8,b,+V^q)(p-q)+V,8,(p-q).

si <li(t,y) désigne la solution correspondant à fc, on a:

(4) ^(<h-^)=(Ui+U2^+U3<^+U4a,,^)(^-^)
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+U5(bi-b2)+U,ô,(b,-b,)+U7^(^-g,)
(5) a^ l-a^ l(0)=Wl^+W2+b,(W3^,+W4)+(^-^.(0))W5

où W^ et W4 sont des fonctions de x s'annulant en 0. W^ et W3 sont des fonctions de
(x, q), W5 est une constante.

(6) ^(u l-M2)=(U8+U9fc,)(^-^)+U,o(fal-fc2).

On choisit alors £o>0 et R^O tels que toutes les fonctions I, J, G, H, V^(x,/?,^),
Uj(x, ^1,^2)5 ^i soient holomorphes et bornées sur les polydisques centrés en 0 et de
rayon R/, et tels que pour tout R^R72 et £^£o on ait:

5 „„.„ ô
^2 R,s^-7———^ ^4 R,s^ -2(1+K) " " ' 2 ( 1 + K )

[c'est possible d'après le lemme 2.1.1 et tes propriétés de C(R, R') (voir [5])].
Dans la suite nous noterons B(, I G ^ J , des constantes ne dépendant ni de s ni de R.

Supposons que :

(^) 0<R^min(l,R72), 0<s^R72, \\q\\^, et ||^||^R72,

alors la proposition 2.1.5 montre qu'on peut majorer la norme || HR g de I, J, G, H,
V p Uj, W^ par une constante B^. Sous les hypothèses de l'énoncé et la condition (^r), le
lemme 2.1.4 montre que | |T(^)HR g^B^Ce/R); par conséquent si:

(^-ù) 0<p^R72, B^^p
R

alors | | (3| |R^p==>||T(^)| |^p. Sous les conditions (^r) et (^r^r), l'équation (3) et le
lemme 2.1.4 montrent que

\\p\\^p et l l ^ l^p , ||T(p)-T(^)||^B38||^-^||
R

d'où une contraction stricte si B3(£/R)^1, condition qui résulte de (^r^r) en prenant B^
suffisamment grand. En résumé :

(^^}

3Ro>0, £o>0, po>0,B>0 tel que pour
O<R^RO, 0<s^8o

B^P^Po
R

on ait une solution q vérifiant \\q\\^ ,g^P.
On peut supposer po^(S/2), alors ||^||^(ô/2) et en revenant à M;:

llD^-D^O)!)^ pour |a|^l, a^(l,0, . . .,0).
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La proposition 2.1.5, l'équation (5) et (-ù^) montrent que:

l."'-V(0)||R,^('B4p+—-5-)(l+K)+El||fc;-b,(0)|[Il 5,
\ z ( l + K^ /

^B5po+j+Ej|fc.-fc..(0)||

où EI est une constante. En supposant 85 po^§/2 on a:

||^u'-^«'(0)||^§+Ei|[fc,-fc..(0)|[.

L'équation (4) et le lemme 2.1.4 montrent que:

hi-^ii^B^di^-^ii+ii^-^ii)
lv

nous prenons po suffisamment petit dans (^-^) pour avoir B<,(e/R)^(l/2) alors on a

Ik-^II^B^II^-^ll^-^ll,
lv

d'où

||DBMl-DaU2[[^E2||fcl-^| | pour |a|^l, a^(l,0, . . .,0)

où E^ est une constante. L'équation (6) et la proposition 2.1.5 entraînent alors :

IK»1-^2!!^ \\b,-b,\\.
Posons E=maxE,-, il existe c>0 tel que si e^cR alors on peut choisir po suffisamment

petit dans (-^^^) pour avoir :

po^§/2, Bspo^ô/2, Be-6^-1 ,
lv 2

le théorème est alors prouvé.

2. Preuve du théorème 1.1.6

Nous commençons par donner plusieurs lemmes établissant des identités algébriques
qui nous permettront de bien identifier les termes que nous voulons contrôler.

LEMME 2.2.1. — Pour ae^J^1 et y réel, on a

^-^^,..m
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où les Bj „ sont des polynômes en les dérivées 8^ s avec 1 ̂  | a | ̂  | a | —j +1, de la forme :

B,^)=2:B,,^ . . ,x,^ . . .,^1^. . .(^5)^
OM

S|?L, |fc,^ |a | , 2:^,=7 et ^ ^(|?i,|-2)^max(0, |a|-;-l),
|X i | ^3

Bo,o=l ^ Bo,,=0 si a^O.

Preuve. — II est clair que dans l'expression de B^(^s), Z fej^ |^ |a | et £ ^=J. On a
donc:

j
^^(|^|-l)^|cx|-7;

1=1

d'où

A= Z fc,(|^|-2)= ^ ^(|^|-l)- ^ fc^|a|-7- ^ fe,
l^i 1 ^ 3 1 ^ 1 ^ 3 1 ^ 1 ^ 3 1 ^ - 1 ^3

d'où A ̂  | a | —j— 1 s'il existe des | ̂  ^3, sinon A =0 et le résultat est trivial.
La formule de Leibniz et le lemme précédent entraînent alors le :

LEMME 2.2.2. — On a

y!
8W)= ̂ ——^-J S B,,^(Ô5)^, a V1'"/ '"x l

l^|a|-j-
/!

^B^^B^.p.
Pour 2 y = f e + 2 m — 1 , posons C .̂ (fe) = y (y — 1). . . (y —j + 1); c'est un polynôme de degré

j en k. En utilisant le lemme précédent et en réordonnant les indices on obtient aisément
le lemme suivant :

LEMME 2.2. 3. — Soient o^, . . ., ON des multi-indices de ^n+l. Si
+00

^=Z fcfcS^2"-^2

0

alors

y^r. ..y-r= s ^+N<m-<l/2»-» s n c ,̂)B,,p,̂ )< .̂
i f c ^ O f c l + . . . + f c N : ? : f c J = l

^0 4i+ . . . +4N=4

| Çj\^\aj\-qj

Avec les notations de l'introduction du 1 rappelons que :

P(a+r)=P(a)+P^„(a).r-H(.?c,âar)
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le lemme 2.2.3 permet d'obtenir les deux lemmes suivants.

LEMME 2.2.4:
+00

Plin^).̂  S ^fc+l)/2 ^ C,̂ ) p(^8a)B^^(8s)8^.
fc=2 f c ' - 2 j = f c + 2 - 2 w ^a

O ^ j ^ l a l ^ w
IP I^ |a | - j

LEMME 2.2.5:
+00 N

H(x,^r)= S ^^ZE^ . . ,^(x,Sa) f] C,/fe,)B^^(<5s)<?^.
k = - l j= l

!a somme étant étendue: à tous les ^-uplets de multi-indices (ai, . . . ,»^ (N^2),
avec | Oy | ̂  m et un au plus étant de longueur m, a tous les indices kj ̂  0, j = 1, . . ., N, g^ 0,
7=1, . . .,N, |p^|a^-4, et f c + l = f e i + . . . +fcN+2N(m-l /2)-2(^i+. . . +^), 01
observe que 2^N^fe+3. L^s E^ ^îanî holomorphes sur un même polydisque centré
en (0, ô^ ap(0)) p-\-\ P |^m ^ rayon R i>0 ^ ^ vérifiant des estimations du type
sup [ E^ ^ [ ̂  K1 +N. £n/m 5f /?OMr un indice j \ Oy | = m aJors E^^ . . ., «N n^ dépend que
des dérivées de a d'ordre ^ m — 1.

Preuve. — On peut écrire
H(x, 5^)= ^ B^,,.,^(x, ̂ ^ir. . .^Nr

ai, ..., «N

les propriétés de H mentionnées dans l'introduction montrent que N ^ 2, | Oy | ̂  w, un
au plus étant de longueur m. Le lemme 2.2.3 permet alors d'obtenir la formule du
lemme et les propriétés énoncées. Vérifions toutefois que N ^ k + 3. Tous les q^ sauf
peut-être un sont inférieurs ou égaux à m — 1 et ils sont tous majorés par m, comme les
ki sont ^ 0 on a alors :

N . N

fe+l=^fe ,+N(2m-l ) -2^^^N(2m-l ) -2(m+(N-l ) (m-l ) ) .
i i

Avec les notations des lemmes 2.2.4 et 2 .2.5 posons alors :

P,^(a).r= S" ̂ ^nn
k=-2

+00

-H(x,a«r)= S ^+1)/2^,» (d-z.^0).
k=-l

dk=dk,h-^dk,îin'

L'équation P(a+r)=0 est alors entraînée par le système infini d'équations :

^-2,lin=0

P(^+^-l. l in+^-l.h=0
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^fc, i in+^fc,fc=0 pour tout k ^ 0.

On note la présence, dans d^,/,, du terme &o^k+ i q111 nous empêche de considérer un
système récurrent comportant un nombre fini d'équations. Calculons ^-2,im et ^-i,n^
considérons dans le lemme 2.2.4 les termes correspondants à fe= —2 et k= — 1 : k ' est
égal à f e + 2 - h 2 ( / — m ) et est positif ou nul, comme dans les deux cas f e + 2 ^ 0 on a
forcémentj=m=|a| et | P|=0.

n

Enfin on constate que B^o^(<95)=B^(3s) est aussi égal à ]~] (^.5)^.
o

Le lemme 2.2.4 assure alors que :

rf-2,iin=C,(0)^(x,Ba,as)&o
rf_ i , lin=C^(l)/^(x, 8a, 8s) b^.

L'équation ^-2,lin=0 résulte alors de l'équation eikonale

^s=Ti(x,ôPa,^s) , |7|=1, | P | ^ m - l

et on a alors ^-i ,nn=0- Désignons par T la variable duale de t.

LEMME 2.2.6. — Posons Po==(l, 0, . . ., 0), 8^°=8^ Pour tout k ^ 0 on a :

^lin^-iW^x, 9a, ̂ âA+EC,^)^^, ôa)B^^(8s)^.
ÔT ÔUy

La dernière somme est étendue aux indices j, k ' et aux multi-indices a, P tels que
fe'^j^fe^^^m, | P| est inférieur ou égal à | o e |—/ , 0 ̂ j ^ |a| ^ m, j < m, (fe^j, a, P)
est distinct de (fe, m — 1, a, Pô) sf | a | =m.

Preuve. — Compte tenu de l'expression de d^^ fournie par le lemme 2.2.4 il s'agit
de vérifier que :

spm(x,8a,ds)= E ^(^)B,-i,p,,ja5)
^ \^\=mOU^

or on a ^m-i^^^^^m-i^-^^m-i^-^ le lemme résulte alors de l'égalité
suivante :

n

aoB.-^-pJ^ao^o-1 F] (a^.
j=i

LEMME 2.2.7. — II existe une fonction holomorphe E telle que

d-i,h=bî^(x, S^a, S3 s) où | a | ^ m — l et |7'|=1.

Preuve. — Considérons l'expression de r f _ i ^ fournie par le lemme 2.2.5. Comme
A;=-l , on a N=2 vu que 2 ^ N ^ fe+3. En outre (lemme 2.2.5)

0 = f e + l = f e ^ + f e ^ + 4 ( m - - ] - 2 ( ^ i + ^ )
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^.^|a^| d'où ^ i + < ? 2 ^ 2 m — l

d'où k^+k^==2(q^-}-q^)—4(m—(l/2) ̂  0 soit k^=k^=0 et ^1+^2 = 2 m — l ce qui impli-
que <?j=|ocy| d'où Py=0. Dans l'expression de Bq. y.(8s) on a 1 ̂  |^| ̂  | a , |—^+l soit
|À,J=1. L'un des a, étant de longueur m, E ne dépend que des dérivées de a
d'ordre ^ m— 1.

Les résultats précédents montrent alors que P(a+r)=0 est entraîné par les équations
suivantes, numérotées (9), (10), (11) :

L'équation eikonale :

(9) 8,s=^(x, 8^a, ^5)|P| ^m-1, |j|=l.

(10) P^+^EOc,^,^)^, | P | ^ m - l , | j |= l .

a et s vérifiant les conditions initiales indiquées dans l'énoncé du théorème 1.1.6.
Pour tout k ^ 0 ̂  fcfe = Dfe ^ + D^ i^ où :

P.,iin-————— 1 . ^ZC,(kAx, âa)xB,^(â.)^.
Cm-iW SpJQ^(x, âa, ^5) 3 ,̂

les indices figurant dans cette somme sont précises dans le lemme 2.2.6

(11) D^=———— 1 ZE,,...^(X, ôa) n C^.(fe,)B^,^^.(ôs)^^.,
^m-l^^ OPmlm\~) J=l

les indices figurant dans cette somme sont précisés dans le lemme 2.2.5.
Nous prouverons le théorème 1.1.6 en appliquant [pour une norme M(R, A, e)

convenable] le théorème du point fixe à l'opérateur T défini comme suit : à une suite
b=(bk)k^o tene ^w Vk^(0, y)=b],(y) on associe d'abord le couple (a, 5) vérifiant les
équations (9), (10) et les conditions initiales associées, puis la suite f=(fk)k^o vérifiant
VkA(0,^)=^(^), ^A=D^(b)+D^(b). On pose alors T(b)=/et on remarque
qu'un point fixe de T fournit une solution des équations (9), (10) et (11).

Dorénavant nous considérerons deux suites b et V vérifiant les conditions précédentes,
nous poserons T(fc)=/, rT(b/)=f/ et nous noterons (a\ s ' ) le couple correspondant à b\
Nous désignerons par A^i [resp. C^ j les plus petites constantes ^ 0 (dépendant de R)
permettant de majorer b^—b^ [resp. à la fois ^ et b^ comme il est indiqué dans
l'inégalité (2). Nous désignerons par Gi [resp. FJ où le^ les plus petites constantes ^ 0
(dépendant de R) permettant de majorer à la fois toutes les dérivées d'ordre ^ 2 de s— s '

x [resp. de 5 et 5']. Avec ces notations on a le :

LEMME 2.2.8. — Soit 0 < R < 1 et By p „ comme dans le lemme 2.2.2. Alors
1° On peut majorer Bj p ^ (8s) par la somme d'un nombre fini de termes du types :

cteR-z/'^L^^yEriF^1=0 U—.yW ii 1=1
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où les Vi sont des entiers naturels tels que ^^. ̂  u=max( | a |—| p | — / — l , 0), et ^?f=?. Si
o

7=0 on convient que Y[ ( )=1.
1=1

2° On peut majorer B- n ^(3s)—B. p ^ ( S s ' ) par la somme cTun nombre fini de termes du
type :

cteR-E .^^/i+o-EG.^n^.
1=0 ( l—.y/K) ^ 1=2

1

les indices vérifient les propriétés énoncées au 1°. Sij= 1 on convient que Y[( ) = 1.

Preuve. — 2° Le résultat est trivial pour 7=0 carJ8o o= 1 et B() ,=0 pour a + 0. Nous
supposons 7 = 1 . L'inégalité (1) et les propriétés de (9^ montrent qu'on peut majorer
8^-"'8^ 82 s par:

(^ I^T t^pOO O+^F(12) R ^(î^/Rr-"^^
on majore S ' y ' 1 ' ' 8^ (82 s—82 s ' ) par le terme (12') obtenu en remplaçant F^^ par G^+^
dans (12). D'après les lemmes 2.2.1 et 2 .2.2 B .̂ p ,(ôs) est une somme de termes du
type:

(pB^_p.,^,,,„^...,^(^)fclx . . . x(8^

où
SN^M-|P|, S^=Â Z ^(N-2) =max(0,|cx|-|P|-7-l).

1 ̂  1 ^ 3

On a l'identité :

N

X^ x . . . x X N — X I x . . . x XN= ^ X ^ . . . X ^ _ ^ ( X ^ — X f ) X^^ . . . XN.
1=1

En prenant X^=8Kis, X/^=8^is' (répétés k^ fois), en utilisant les majorations (12), (12)',
(9^ « (9^ et l'inégalité suivante (/' ^ | a | = m).

n^c^i+f,;)1''1=1 n ' \ 1=1 /

on obtient le 2°. En prenant Fj=G^ on obtient le 1°.
Pour contrôler Dj^ i^ nous aurons besoin des deux prochains lemmes.

LEMME 2.2.9. — Considérons les indices 7, fe', a, ^figurant dans D^ ̂  et spécifiés dans
le lemme 2.2.6, f c / = f c + 2 ( l — m + 7 ) . Posons u=max( | a |—| P | — 7 — l , 0 ) . Alors
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1° k ' +1 ? [ + v + m — 1 —j est inférieur ou égal à k + 1 et :

^^^^^^(^D———^^D^Cte^^^0^(fe'+m-l)/ v ^ - ^_^_^

2° P^ons P=(Pi, P'), on a k' ^ k-2m et :

P i + f e ' + J + r < f e + / + l .

Preuve. — 1° On observe que

( fc/+lpl+^)/(^l)———^^l^<Cte( fc/+lpl+^+t;)/
(k'+m-l)/' v ^ - ^^,

comme j ^ m — 1 f/ suffira de vérifier que :

fe+l-^-|P|-i;-(m-1-7)^0

si u=0 ce terme se réduit à m — / — | P | qui est bien ^ 0. Si y > 0 ce terme se réduit à
1 +m — | a [ qui est bien positif. Ceci prouve le 1°.

2° II s'agit de prouver que 2 ( l — m + 7 ' ) + P i + y — l est strictement négatif. Si v > 0 ce
terme se réduit à: — w +7 +1 a | — m + P i — | P [ qui est bien < 0. Supposons donc v = 0, ce
terme se réduit alors à: l + P i — 2 ( m — / ) . Si | a | ^ m — l alors on majore 1+Pi par
1 +1 a [ —7 ^ m —j et c'est gagné. Si | a [ == m, le seul cas posant a priori problème est celui
où Pi = m —j et m —j = 1. Comme | ? | ̂  | a | —j = 1 ceci entraîne que (fe', 7, a, P) est égal à
(fe, m — 1, a, Pô) ce qui est exclu. Le lemme est donc prouvé.

Pour alléger les notations posons

^ ^p(y)t1 ( fc+J+1)/
kfl (1-y/R)^^1 ( fe+m-1)/ ; /"

II sera utile d'introduire une fonction S(x) holomorphe près de 0 et les plus petites
constantes ^ 0 S^ telles que :

(13) SOO^f ^-^S,
,=o(l-y/R)'

LEMME 2.2.10 (avec ces notations). — Posons P=(Pi, P') et soit 0 < R < 1.
1° On peut majorer le terme

s(x—C,(kf)B^(8s)ô^b,.
^m-l W

figurant dans D^ ^(b) [voir (11)] par la somme d'un nombre fini (ne dépendant que de m
et n) de termes du type :

/ 1 \ y + | P ' | +00 j

Cte , EX^SC^^p,nF,.,S^,,
\ K / 1=0 If i= l
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où les Vi sont des entiers naturels tels que ̂  v^ est inférieur ou égal à
j+ i

r=max(|a|-|P|-7-l,0), u+lp^m, ^ l,=l.
o

ï Avec ces notations on peut majorer le terme

s(x) C, (k') [B,, p,, (8s) ̂  \. - B,, p,, (Ss-) 5P ̂ ]
^m-l (rc)

^ar ?a somme d'un nombre fini (ne dépendant que de m et n) de termes du type :

cteW" ' ZX^ZS^(A^^ niv^c^o^0^ nF,^.)
\ K / f = o ff i=l i=2

1

où on convient que \\( ) = 1 et les autres indices vérifiant les propriétés énoncées au 1°.

Preuve. — T On peut majorer ^ b^ par

(U} (^^ Y0 tl(PR(y) (^+IP|)-c( ) <<Ry Àd-^/R)^^'^ (k'+m-l)/;/'''^1

on peut majorer 3p(fc^—fcfc) par un terme (14)' obtenu en remplaçant C^. j + p ^ par
A^ ^p^ dans (14). Comme ^^ « (P^, le lemme 2.2.8 et les inégalités (14), (14)' entraînent
les deux inégalités suivantes :

(B.p^-B.pJ^))^ S(x) c^c-)

^m-l^)

„ Cte C,̂ ) y t'^, (fc-+?+|P|)/ ^
R-'^'l ^^(^(^(l-j'/R)'^^'^'" (k'+m-l);/

J

X^l+yi 11 ^li+Vi^k',lo+^l ^lj+1
li i=2

et
cj(k/) S (x) B, p, (os-) (^ ̂ . - ̂  fc,,)

^w-l (tc)

„ Cte C^feQ y ,̂ ( fc-+;+ |p | ) /
R ^ I P ' " ^^(^.^(l-^/R)^'^^1^ (fc'+m-l) /; / '

jx z^•+l^ L fc ' . fo+pl n ¥li+viii 1=1
comme Cj(k') est majoré par Cte C^_i (^)(1 +^y - w + l le résultat découle du lemme
2.2.9 1°. Cette preuve permet d'obtenir aisément le 1°.
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NOTATIONS 2.2.11. — Notons c(R, e)=(^.(R, e)) la famille des normes [[ [[^g des
fonctions S^a-o^aÇO) (|a| ^ m), ^5-^5(0) (| p| = 2). En remplaçant a par a' et s par
5' on définit de même la famille ^(R, £)=(c^(R, e)). En remplaçant a par a—a' et s par
5—s" on définit de même la famille d(R, e)=(dj(R, s)). Enfin les équations (9) et (10)
montrent, &o(0) étant fixé, que les S^aÇO) et 8^ s(0) sont des constantes indépendantes de
bo(t,y).

(^(0) est indépendant de R donc il existe une constante Z ^ 1 indépendante de R (ne
dépendant que des conditions initiales) telle que ^F^ est majoré par Z+^Cy(R, e).

f j
On note que ̂ dj(R, e) majore ^G^.

PROPOSITION 2.2.12.—Soit Ï(x, Uy, Va) une fonction holomorphe bornée par K
sur le polydisque de rayon Ri > 0 de centre (0, ^"^(O), 8^s(0)) OM | a | ^ m ,
| P| ^ 2. Srô 0 < Ri < R'i; supposons 0 < R < min(l, Ri/2), 0 < 2s < R^ ^r
2sup(c^(R, e), Cy(R, e)) ^ Ri. Ators f? existe une constante C n^ dépendant que de m et n

j
telle que :

CK
||l(x, ^a, ^5)-I(x, ^a-, ^ ^ [ ^ ^ . — — ^ ^ ^ ( R , e).

R I — R I i

Preuve. — La formule de Taylorà l'ordre un montre que :

I(x, ̂  a, ̂ -HX, ya\ ̂ 0=^^1(0-00+^4^1 (5-<)
ai Pi

où les J^, Lp^ sont des fonctions de (x, ^a, ôp5, y ' a\ S^' s ' ) holomorphes et bornées
par K^Ri—Ri)" 1 sur le polydisque de rayon Ri et de centre
(0, ^(O), (^5(0), ^^'(O), 8^ ^(0)). Supposons vérifiées toutes les hypothèses de la
proposition. La proposition 2.1.5 montre alors qu'on peut majorer || J^ ([^ g et || Lp^ ( IR g
par

KC'
RI-RI

où C' ne dépend que de m et n, la proposition 2.1.2 montre alors que :

IIJ^^i^-^II^II^JI^i^-ûOll^llJ.JI^rf^R.e)

HL^I^-^II ̂  ||LJ|. H^^-^OH = ||LpJ|S^(R, e)

on obtient immédiatement le résultat de la proposition.

PROPOSITION 2.2.13 (avec ces notations). — Supposons A > 1 et posons e^=eA2mR~m.
1° Considérons les plus petites constantes positives H^ j + i telles que :

+00

Vfee^J, D,,,,Jfo)« ^X^,H,,,^.
0
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Alors il existe R^ > 0 et 3^ > 0 tels que si on impose R < min(l, (R^/2)), 2e < R^, ^
2sup(^.(R, £), c^(R, £)) ^ R^ alors on a :

j

^H^A^^e^M^KA,^

2° Considérons les plus petites constantes positives îîk,i+i telles que :

+00

Vfee^ D^^(b)-D^(b')« E X,,,H,,,̂ ,
fc=0

a^rs comme au 1° i7 ^xf5^ R^ ^ J^ > 0 îris que avec les mêmes conditions on ait :

^H^Ak£ f c + z^£2Jl[M(fc-fc /)+(M(b)+M(& /))^^](A,£).

Preuve. — T S(x) [resp. S'(x)] désignera des fonctions du type
8P/8u^(x, 8a)(8^p^(x, Sa, ds))~1 [resp. on remplace (a, s) par (a', s") dans la précédente
expression] que nous pourrons supposer holomorphes et bornées par K sur un polydisque
de rayon R\ et de centre (0, 8^a(0), 8^(0)) où |P | ^ m, |8| ̂  1. Soit Rie]0, R'J et
considérons des réels £ et R positifs et inférieurs à Ri/2. Considérons alors les réels S^,
S^ (le M) permettant de majorer [voir (1)] S(x) et (SOO-S'Oc)) de sorte que \\S\\^^ et
11 S — S" | IR g soient respectivement égaux à ^ Si s.\ ^ S^ s.1. Supposons en plus
2 x sup(cy(R, £), c\ (R, £)) ^ Ri, les propositions 2 . 1 . 5 et 2 . 2 . 1 2 montrent que :

j

(15) ||S||R^KCte

(16) IIS-S'II^KCte^R^).

Pour chaque k e M nous devons majorer un nombre fini ne dépendant de m et n de
termes du type [voir (11)] :

C (k^
———^ (S (x) B, ̂  (35) 3S &„ - S' (x) B, p, (350 ̂  ̂ 0
^m-l (^)

les conditions sur j\ P, a sont précisées dans le lemme 2.2.6, ^=^+2(1—m-I-./), le 1°
du lemme 2.2.10 permet de majorer le terme :

^—(S-SQB,^^)^^.
^w-i W

Le 2° du lemme 2.2.10 permet de majorer le terme :

C^S(B,pJ^)^^-B,p,(a5/)^^).
^m-1 W
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Reprenons les notations du lemme 2.2.10, on peut alors majorer H, ̂  par un
nombre fini de termes (ne dépendant que de m et n) du type :

ViO ^...^^{^^(^'^^^à^'^^^0^104^^.^^

j 1'^j+i^fo+pi n ¥li+vi [
i=i J

Rappelons que R < 1 et v+\y\^m. Comme A > 1 et k ' ^ k - î m , le 2° du
lemme 2.2.9 entraîne :

E H,,^^ ^ CteR-^A^^^a^ey^A^^^^A^)

+(ZF,£y-l^G,£ZSC^efc+fAfc)+|[S-S/[|(i:F,£yxi;C^£fc+JAfe].

On majore ^F^ par Z+^c,(R, s) (iwr juste après 2.2.11) et ^G^ par
j

S^(R, £). Les inégalités (15), (16) permettent d'obtenir immédiatement le 2°. Cette
j
preuve permet d'obtenir aisément le 1°.

Pour contrôler D^ ^ (b) nous utiliserons les deux prochains lemmes.

LEMME 2. 2.14. — Considérons les indices q^ k^ a,, ̂  7 = 1 , . . . , ^figurant dans D, ,
et spécifiés dans le lemme 2.2.5. Posons ^=max([a,[-| p^[-^-l,0), u=^î;, ?=y'L.
Posons aussi Jî r

°'--!^w^
1° Ators ï7 existe C^>Q ne dépendant que de m et n tel que :

N

E (fc,+^+f,+|P, |)^+/+l+2-N
j=i

(^i^-nG^-^^^^i-c?
/4 ^ - ( f e + m - l ) ! / ! 1 '

N

2° Posons P,=(PJ, P;.), alors /+ ^ (^+p^+^.) est inférieur ou égal à f e + / + 1 +2-N
j=i

Supposons N = 2, s'i7 ̂  a ̂ «ré alors k^k^k+\. Par ailleurs ̂  fe^ k - 2 N m.
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N

Preuve. — 1 ° Le lemme 2.2.5 montre que k + 1 = ̂  (fe, + 2 m — 1 — 2 ̂ .) et que chaque
i

^ + Vj et | P^ | + qj est inférieur ou égal à | o .̂ |, d'où :

N N N

f c+ ;+ l -^ (fe,+|P,|+/,+i;,)= ^ (2m-l-^-t;,-^-|p,|)^ ^ (2m-l-2|oc,|).
j= i j= i j= i

On a N ̂  2 et | Oy | < m pour au moins N — 1 indices 7, le membre de droite est donc
supérieur ou égal à N—2, ce qui prouve la première inégalité. Les qj sont compris entre
0 et m, un au plus étant égal à m, on a donc :

N N / 1\N-2+ ^ fe,^+l^ ^ fc,+2N m-- .
j=i j = i \ 2/

Donc chaque kj est majoré par k-}-\ et ^^ .^fe—2mN. On peut majorer C^.(fey) par
C(l+fe^, où C>0 ne dépend que de m et n. Comme |P^|+<^|a^| et que, pour au
moins N — l indices, |oJ<m, on constate que | P ^ | + U y — m + l est négatif ou nul pour au
moins N — l indices j et est inférieur ou égal à 1 pour tout 7. Chaque kj étant majoré par
fe+ 1; on a donc :

N fc+2
(^c+1)-1 ^ C (fe,)(l+fe,)'^'+l7.-w+l^CN——.

j = i k-\-\

Cela dit on obtient facilement les inégalités suivantes :

^+|P.I+^)'(^^<C^^^+|P.I+^^'(^,)I,,|..,-.^
(fe,+m-l)! i' - ^ ' (fe^.+[^.|)î

n (fcj+l^•l+L•+^•)' ^Œ^•+1^•1+?.•+^•)!

M (fe, +1 p, 1 +1;,) ! ;, ! - (^ fe, +1 p, | + v,) ! l !

comme k +1 +1 majore ̂  (fej. + [ |3̂  | + ?,. + Uy) on a :

(^^-JZ^IP^^^'^^^-J^^D^^^^+D!
Œ^IP^^)! ~ ( fc+l ) ! ~ (fc+m-1)!

on obtient immédiatement le 1°. Prouvons le 2°; supposons N=2 et que k + / + l soit
2

égam+^k.+P^+î;,).
i

Le début de la preuve du 1° montre que qj+Vj et Pj+^- sont égaux à [a, | et que
Ia! | +1 ̂ 21 = ̂  m — 1- P^ exemple on a :

2|aJ=2m=i;i+Pi4-2^i, 2|a2|=2w-2=i;2+P^+2^
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on vérifie immédiatement que ceci entraîne v ̂ =v^=0. Comme |a,[^i+|P^[ on a
forcément q^=\^ [ et q^=\OL^ |, donc q^-\-q^=lm—\ et donc k^-\-k^=k-\-1.

C.Q.F.D.
Dans le lemme suivant nous reprenons une fonction S(x) holomorphe près de 0

vérifiant (13) (cf. lemme 2.2.10).

LEMME 2.2.15. — Supposons 0<R<1. Si P^ef^1 on pose P^=(P^, Py).
1° On peut alors majorer le terme ci-dessous noté C(s, b)

^—nc^k^^^s^
^m-1 \ K ) j = l

(où les indices sont précisés dans le lemme 2.2.5) par la somme d'un nombre fini (=CN où
C ne dépend que de m et n) de termes du type :

/CteV11^00 N qi

[ ~D ) ^ ̂ kf ̂ ^0 F! ^kj, ly+pj 11 ^vj, i+lj, i
\ K. / I=Q j= i 1=1

où, la Cte ne dépend que de m et n, ?o+ Z(^-+ Z^, 1)==^ P0^ chaque j la somme des Vj ,
j i

est inférieure ou égale à max ( [ Oy | — [ P^-1 — qj— 1, 0).
2° Si C(s\ V) désigne le terme du 1° où on a remplacé s par s' et par b par V alors on

peut majorer C(s, b)—C(s\ V) par la somme d'un nombre fini (=CN où C ne dépend que
de m et n) de termes du type :

/CteV11^00 ^ N /'J \ N N— sx,, ,ssj n n F., ̂ ,. z A,, ̂  n c,, ̂
\ K / 1=0 Lj'=l\i=l / h=l j = l

J=h

N N 9h N <lj -.

~h z ^kj, ij+^ L ^ih, i+vh, i nF^, i+ih, i nn ^j, i+ij, i
j=l h=l i=2 1 = 1 = 1 J

Jh

q

où on convient que Y[( )==! si q <p, la Cte ne dépend que de m et n, et les indices
p

vérifient les propriétés énoncées au 1°.
Preuve 2°. Nous utiliserons l'identité :

2 N

x ^ . . . X ^ N — X I . . .x^is^ ^ x^ . . .x^_i (x^—x^)x^+i . . . X ^ N
J=l

en remplaçant, pour 7^N, Xj [resp. X}] par B^ ̂  (8s) [resp. B^ ̂  ^(Ss')] et en
remplaçant, pour7>N, Xj [resp. X^] par 3^'^. [resp. 8^^]. Comme dans la preuve du
lemme 2.2.10 on peut majorer 8^b^. resp [8^(b^.—bk)] par un terme du type (14) [resp.
(M)"]. Reprenons les notations du lemme 2.2.14, le lemme 2.2.8 (et ce qui précède)
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montre qu'on peut majorer C(s, b^—CÇs', V) par :

/Cte^^ (9 t1 / N \
(?) ^.-,/R).X^i..n('^---(n°;)M

où M désigne l'expression ^S^[. . .] écrite dans le 2° du lemme.
Le lemme 2.2.14 assure que :

'̂''''(i-^^^n '̂̂ -
on obtient alors le 2° et on prouve le 1° d'une manière analogue.

PROPOSITION 2.2.16. — . Supposons A>1 et posons ^=£A.2mR~m.
1° Considérons les plus petites constantes ^0 H^ ^ + 1 r^fcs ^i^ ;

+00

Vfc6^D, , , ( fc)< I:X,,,H».,^.
0

Alors il existe I^, 1^ et R^>0 tels que si on impose R<min (1, (R^/2)), 2e<Ri ,
2 sup(c,(R, 8), ^.(R, £))^Ri et l^Y^R^ où :

j

Y=(m+l)( l+M(fc)+M(y)) (A,s)x(Z+^c, (R,£)) w

on a :

^H^A^-^R-^A^IiY^eîA^R-^Y3^.

2° Considérons les plus petites constantes ^OH^ j + i telles que :
+00

V/ce f^J , D^ ,(&)-D,, .(fc7)^ S X,, ,H,, ^i.
0

Ators comme au 1° f! ^xi5^ Ii, I^ ^ R^ >0 î^h que sous les mêmes conditions on a :

^H^A f c£ f c +^(M(fc-^)+^^)[R-2 WA- l^lY2+£2A4 WR-2 mY3^2].
j

Preuve 2°. — Reprenons les notations du lemme 2.2.5. Dans cette preuve
SN(x)[resp. SN(X)] désignera des fonctions du type E^ . . ., ^(^ ôa)x(ô^(x, ôa, ds))
[resp. on remplace (a, s) par (a\ s')] que nous pourrons supposer holomorphes et bornées
par K^1 sur le polydisque de rayon R^ et de centre (0, 8^a(0), 96s(0))\^\^m, |8|^1.
Soit Rie]0, R\[ et considérons des réels positifs e, R inférieurs à Ri/2. Considérons,
pour /G^J , des réels S^ i, SN. i tels que (cf. preuve de la proposition 2.2.13) ^S^ ̂  et

i
SN^ i s1 soient respectivement égaux à 11 SN | |p, g, 11 SN - SN | IR, g . Supposons

i
ES,
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2sup(c,(R, e), c;.(R, e))^Ri, les propositions 2 . 1 . 5 et 2 .2 .12 montrent que :

(17) HSNiJ.^CteK^1

(18) lISN-SNik^^^E^e).KI—K^ ,

Pour majorer H^, ,+i nous commençons par considérer les deux termes suivants :

^̂ nc.̂ B,,,,,̂ ),̂ ,.
^̂ ^nc,,(̂ ,)B,, p, ,,(̂ A,

N

- n C,, (fe,) B ,̂ ̂  .̂ (< )̂ x ̂ . b,}.

^Reprenons les notations du lemme 2.2.15, il montre que H î est majoré par

^h'(k, /+!, N) où chaque h'(k, l+ï, N) est majoré par la somme d'un nombre fini

( = CV N) de termes du type :

/ctey^ r N ^ -i
V R ) L , SN> '° n ckj-li+^ n F.,, ..+<,, ,+SN, ,0 M'•• / îj. kj> yL 7=1 1 = 1 J

h.i

où M' désigne le terme gigantesque écrit entre [ ] dans le 2° du lemme 2.2.15 (juste
après SJ. Comme A>1 et ^fe^fe-2Nw le lemme 2.2.14 montre qu'il existe C>0
ne dépendant que de m et n tel que :

^h'(k, l, ̂ A^'^XNC^1^^ lA^^'f

XJISN-SNIIX KEF^y.+USNilKE^F^y^xN^A, ,
ÎJ qj

xA^^')^^, ^A^^r^+ŒC,, ^A^^rN^G^')

X^ŒF,^^-!],
v

où^si N^3, X^ désigne R-N^N^ ^ ^^2, X, désigne soit R-^A4^ soit
R A . Les <?, sont ^w et le nombre de N-uple (<?,) est majoré par (w + 1)̂  comme
Z ̂  1 on a alors :

S (̂  F, s')2 ". ̂  (w + If (Z + ̂  c, (R, e))'"N.
"j
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Nous mettons à part le terme correspondant à N=2 et X^=R~2mA~l. Pour N^3
on a :

C N + l Y N R - m N ^ 2 m N g N - 2 ^ ^ 4 m R - 2 m c 4 Y 3 ( ^ Y C ) N ~ 3 .

Comme Y, A et R ~ 1 sont plus grands que 1 on a (pour N = 2) :

A4mC3Y2R~2ms^A4mR~2m\3C3.

Maintenant supposons Ri<(KC)~1 et 2 £2 Y ^R^, alors :

^ N(CK)N[82(M(&)+M(fc /))]N(m+l)N(Z+Sc,(R, ^r^+oo.
nï2

En utilisant (17) et (18) on obtient alors aisément le 2°; cette preuve montre comment
on obtient le 1°.

Fin de la preuve du théorème 1.1.6. — En dérivant l'équation (9) par rapport à t nous
obtenons :

(9)' 82 5 = ô, TI ((x, ^ a, ^ s) + ̂  ̂  TI (x, ^ a, ^ 5) ô, ̂  a
P'

+E^Tl(x,aPa,a^)^aJ;s
j"

où |P | et |P'| sont ^ m — 1 et où |7|=|/|=1. En reprenant les notations 1.1.5,
l'équation (10) donne :

(10) ara+Q'^ y, ^âO+^EOc, ^a, a l5)=0

où | P | ^ m — l , |7|=1, |a |^m et a#(l, 0, . . ., 0). Si ron remplace le terme ô^ a apparais-
sant dans (9)' par l'expression fournie par (10) on peut former un système du premier
ordre (comme celui considéré dans le théorème 2.1.6) du type :

^u+Q(t, y, a^b ,̂ y, u)=0

où l'inconnue u(t, y) est le vecteur colonne constitué des ô^s où |^|^1 et des Q^a où
| p | ̂  m — 1; la condition initiale u (0, y) s'obtient à partir de l'équation (9) et des conditions
initiales vérifiées par a et s dans le théorème 1.1.6. Par hypothèse il existe des réels A',
R', £', K strictement positifs tels que M(^)(a', e ^ ^ / K — l ; dans la suite nous fixons
un tel réel K et considérerons des réels strictement positifs A, R, £ tels que R^R',
A^A'e', de sorte que M(fo^) (A, e) soit inférieur à ^K— 1. Cela dit considérons R^ >0
fourni par les propositions 2.2.13 et 2.2.16; considérons 0<Ô^Ri/8; au couple (8, K)
le théorème 2.1.6 associe (entre autre choses) un réel E>0. Nous montrerons plus loin
que l'on peut choisir A ^> 1 puis e<^ 1 de sorte que l'opérateur b ̂ /=T(fc) envoie

B(A, R, s)={(W,(0, y)=bi(y\ M(&)(A, e)^^K,

M(b-fc(0,30)(A,£)^ô(4E^/K)-1}
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dans elle-même et est contractant, ce qui prouvera le théorème 1.1.6. Reprenons les
notations du théorème 2.1.6, nous imposons à e et R les conditions suivantes :

0<R<Ro, R<min(l, R^/2)

0<£^min(cR~ 1 , £o), 2£<Ri ,

nous supposerons aussi R suffisamment petit de sorte que :

(19) ||MO,;0-fco(0)M8(4E^/K)-1.

Soient fo, V e B (A, R, e), on a :

l l ^ l lR . e^ l l ^o l l ^M^fcXA.^^K

B l I ^ ^ ^ - ^ W l k ^ E l I f c o + f t o W l I . l l f c o - ^ W l l

^2E||&o||(||fco-^(0^)||+||fco(0^)-fco(0)||)
^ ̂ /K [M (fc - b (0, ^)) (A, e) + I I fco (0, }0 - &o (0) I I ];

l'inégalité (19) montre alors que :

E\\b^y)-bï(0)\\^^8^.
0

Le théorème 2.1.6 montre alors que :

2 sup(c,(R, c), c;.(R, e^^ô)^.
j 2

V,, ^ ( R . ^ ^ E l l ^ - f o o ' I k s ^ E l l ^ o - f c o l l x l l f c o + f o o l l
^ExM(&-h / ) (A, £)xM(fc+^)(A, 8)^2E^ /KM(fc-fc /)(A, s);

il existe donc C > 0 tel que :

^.(R, s^CE^/KM^-^HA, £).
j

Soit 77 le nombre de Cy(R, s), nous supposerons en plus que :

2(m+l)(l+2^/X)(Z+^Rl/2)w£^Rl,

de sorte que b, fc /eB(A, R, c) =>2c2Y^Ri(Y est défini dans 2.2.16). Les propositions
2.2.13 et 2.2.16 montrent alors que pour tout b, b/eB(A, R, e) on a les inégalités :

(20) M(T(fc))(A, e^e^JiM^+R-^A-^Ii+^A^R-^Lî+M^)

Mfr^-T^KA, £)^M(&-fcO(l+2CE^)[£2(l+M(fc)+M(fc'))Ji
_ ^ R - 2 m ^ - l ^ Y 2 ^ g ^ 4 m R - 2 m Y 3 i y
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On observe qu'on peut majorer M(T(h)-&(0, y)) par le second membre amputé de
M(&^) de la première inégalité (20). Les estimations précédentes montrent alors qu'on
peut choisir A ^ l puis O<£^EO pour que A"1 et e^ soient suffisamment petits de sorte
que b->f=T(b) envoie B(A, R, e) dans elle-même et soit contractante. Ceci prouve le
théorème 1.1.6.

Remarque 2.2.17. — Si l'équation est linéaire par rapport aux dérivées d'ordre ^m — 1,
il semble qu'on ne puisse pas construire des solutions « moins régulières ».

Dans le cas (n+ l=2) de (2.1) : ô2u—uô2,u=0 on ne peut pas construire, par la
méthode précédente, des solutions du type

+00

u=a+ ^ ^(fc+l)/2

fc=0

où bo#0. En effet en injectant u dans (21) et en annulant les coefficients de s~312 et
s~212 on trouve bQ=Q ou ris==0.
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