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ALGÈBRES DE LIE
ET PRODUIT SCALAIRE INVARIANT

PAR ALBERTO MEDINA ET PHILIPPE REVOY

Algèbres de Lie et produit scalaire invariant

0.1. Soit G un groupe de Lie connexe d'algèbre de Lie A. La donnée sur G d'une
métrique pseudo-riemannienne bi-in variante équivaut à la donnée d'une forme quadrati-
que q : A -> R non dégénérée dont la forme bilinéaire < , > associée vérifie

(1) < [ x , ^ ] , z > + < ^ [ x , z ] > = 0 ,

quels que soient x, y et z dans A. Une telle forme sera dite un produit scalaire invariant
sur A.

Le but de ce travail, qui est une suite de celui entrepris par le premier des auteurs
dans [3], est de caractériser les algèbres de Lie qui possèdent un produit scalaire invariant.

0.2. Soit ^ la classe des couples (A, (p) où A est une algèbre de Lie réelle de dimension
finie et (p un produit scalaire invariant sur A. Si (A,., (p^.), f = l , 2, sont deux objets de ^,
leur somme (A^+A^, (pi-Lcp2) est dans ^. Un objet de ^ est indécomposable si la
restriction de (p à tout idéal propre de A est dégénérée. L'algèbre de dimension 1 et les
algèbres simples (non commutatives) munies de leurs formes de Killing sont indécomposa-
bles. Éventuellement d'autres objets indécomposables pourront être obtenus de la façon
suivante :

Soient (W, \)/) un objet de ^, S une algèbre de Lie et d : S -> Dér (W) un homomor-
phisme d'algèbres de Lie de S dans l'algèbre des dérivations antisymétriques de W.
Considérons l'application œ : W x W -> S* définie par

(œ(wi, ^2), s)=\|/ (5.Wi, ^2),

où s. Wi = d (s) Wi. Alors l'espace vectoriel A = S* ® W @ S devient une algèbre de Lie en
posant :

K/l» Wi, Si), (/2. ^2, 52)]

= 0?2 • /l - Si . /2 + <° (w!» ^2)» [w!» ̂ L 4- Si . W2 - 52 . Wi, [S^ 52],).
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554 A. MEDINA ET P. REVOY

De plus si P est une forme bilinéaire invariante sur S, la forme (p : A x A -^ R donnée
par

(p((/l, Wi, Si), (/2, W;,, S2))=\|/(Wi, W2)+P(5i, 5^) 4- /i (s^) + fz (s^),

est un produit scalaire invariant sur A. L'algèbre A est appelée l'algèbre double extension
de (W, \|/) par S au moyen de d.

0.3. Le principal résultat de cet article est le suivant :

THÉORÈME I. — Tout objet indécomposable (A, cp) de ^ où A n'est pas simple est une
double extension d'un couple (W, \|/) par une algèbre simple ou par l'algèbre de dimension 1.

Parmi les conséquences de ce résultat on a :

THÉORÈME II. — La classe ^ des algèbres de Lie qui possèdent un produit scalaire
invariant est la plus petite classe d'algèbres de Lie qui contienne les algèbres simples et les
algèbres abéliennes et qui soit stable par somme directe et double extension.

THÉORÈME III. — La classe ^' des algèbres résolubles ayant un produit scalaire invariant
est la plus petite classe d'algèbres de Lie contenant les algèbres abéliennes et qui soit stable
par somme directe et par double extension par l'algèbre de dimension 1.

Ce travail complète celui fait dans [5]. Le contenu des différentes sections est le suivant :
Paragraphe 1, idéaux et produit scalaire invariant; paragraphe 2, double extension.

Démonstration du théorème I; paragraphe 3, exemples et applications; paragraphe 4,
produit scalaire invariant, dérivations antisymétriques et cohomologie.

Dans la suite les algèbres de Lie sont de dimension finie sur un corps K de caractéristi-
que nulle. Parfois, quand il est nécessaire, K désigne le corps des nombres réels.

1. Idéaux et produit scalaire invariant

1.1. Soit ^ la classe des algèbres de Lie de dimension finie ayant un produit scalaire
invariant. Évidemment ^ contient les algèbres abéliennes et les algèbres semi-simples. Un
élément (A, (p) de ^ est dit indécomposable s'il n'est pas produit direct de deux éléments
de ^. II est clair que l'algèbre de dimension 1 et les algèbres simples sont des éléments
indécomposables.

Dorénavant (A, (p) désigne un élément de ^. De (1) il résulte que l'orthogonal d'un
idéal de A est lui aussi un idéal de A. Soient C7(A) et C^(A) respectivement les idéaux
des suites centrales descendante et ascendante de A; on a :

1.2. PROPOSITION. — Une algèbre de Lie A munie d'un produit scalaire invariant vérifie
les conditions suivantes :

1° Pour tout entier r, C,(A)-L=C,(^).
2° Un sous-espace J de A est un idéal si et seulement si le centralisateur Z^(J) de J

dans A contient J1.
3° Tout idéal de dimension 1 est contenu dans le centre de A.
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ALGÈBRES DE LIE S 55

La première assertion résulte d'un argument de récurrence; la deuxième découle de la
définition d'un idéal. Quant à la troisième elle se démontre ainsi : soit 1 = K z un idéal
de dimension 1, I1 est de codimension 1 et Z^(ï) le contient. Il suffit de montrer que
Z^I)^!1 sinon il existerait c dans A tel que <z, c> et [z, c\ sont non nuls. Alors
[z, c]=U^Oet<[z, c], c > = À , < z , c>^0mais<[z , c], c > = < z , [c, c]>=0 d'où le résul-
tat.

Noter que 1.2 fournit des conditions nécessaires pour qu'une algèbre ait un produit
scalaire invariant. Ainsi par exemple on devra avoir dim A=dim ^(A)+dim Z(A). En
particulier une algèbre résoluble de centre nul n'admet pas de produit scalaire invariant.

La nature des éléments indécomposables de ^ résulte de la proposition suivante :

1.3. PROPOSITION. — Soit (A, (p) un objet de ^ et soit 1 un idéal minimal de A; alors :
1° Si 1 est non dégénéré, 1 est un idéal simple ou un idéal central de dimension 1.
2° Si 1 est dégénéré, 1 est totalement isotrope et commutatif.
3° L'idéal I1 est un idéal maximal de A.
D'après 1°, on distingue trois types d'éléments indécomposables de ^ : l'algèbre de

dimension 1, les algèbres simples, munie par exemple de leur forme de Killing, et les
algèbres non simples dont tout idéal propre est dégénéré. Une simple récurrence fournit
alors :

1.4. COROLLAIRE. — Un élément (A, (p) de ^ se décompose en somme directe d'idéaux
orthogonaux de l'un des types ci-dessus.

Une autre conséquence de 1.3 est la suivante :

1. 5. COROLLAIRE. — Si (A, (p) n'a pas de vecteurs isotropes alors A est réductive.
Les formes bilinéaires symétriques invariantes sur une algèbre de Lie simple correspon-

dent aux 3-cocycles à valeurs réelles [2]. On peut montrer que l'espace de ces formes est
en correspondance biunivoque avec le plus grand sous-corps commutatif L de EndiJA)
tel que A soit une L-algèbre de Lie simple. On a ainsi :

1.6. PROPOSITION. — L'espace des formes bilinéaires symétriques invariantes sur une
algèbre de Lie réelle A est de dimension 1 ou 2. Il est de dimension 1 si et seulement si
A(R (x) C est une C-algèbre simple.

Pour plus de détails le lecteur est renvoyé à [3].

2. Double extension. Démonstration du théorème 1

2.1. Soit 1 un idéal minimal de A, 1 est totalement isotrope. Un calcul simple montre
que 1 est commutatif et qu'il est contenu dans le centre de I1. La restriction à I1 du
produit scalaire de A a pour radical I; par suite il y a sur l'algèbre W^^/I un produit
scalaire invariant déduit de celui de A. Considérons les deux suites exactes d'algèbres de
Lie suivante :

r o -> I -. I1 -> I1/! -> 0,
(7\ iv / [ 0 -> I1 -> A -> A/I1 -> 0.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



556 A MEDINA ET P. REVOY

L'algèbre quotient S=A/I1 est soit simple, soit abélienne de dimension 1; donc A est
produit semi-direct de I1 par S et nous pouvons identifier S à une sous-algèbre de A.
Étudions les liens entre les deux suites.

Désignons par P : A2 W -> 1 le 2-cocycle défini par la première suite de (2). Comme S
est supplémentaire de I1 dans A, H =1 © S est un sous-espace non dégénéré de A, hyper-
bolique car 1 est un sous-espace totalement isotrope de dimension 1/2 dim H. On a alors,
A = H @ H1 et ï±=ï @ H. Identifions le sous-espace W de I1 à H1. D'après la première
suite, pour x et y dans H1 on a :

[^.yL^^w+PC^jO.

où peHom (A2 W, I) est un 2-cocycle, 1 étant considéré comme W-module trivial. Pour
à dans S et x dans H1 posons d{x)=[d, x}^=d^ (x)+^(x) où (^(x)eH^ et ^(x)eL Si
à' appartient aussi à S on devra avoir :

<[^^],X>A=O=<^,[^,X]>A,

ce qui signifie que < d, À,^ (x) > = 0 dans H. Ceci étant vrai quel que soit d dans S, À^/ (x)
est orthogonal à S et à 1 et donc nul.

Par conséquent pour d dans S et (x, y) dans W2 on a d'une part
< ̂  [̂  ^A > = < d, P (x, y) > et d'autre < d, [x, y}^ > = < d, (x), y >^.

On a donc la relation fondamentale suivante :

<^, P(x,jO>H=<^lW^>W

pour tout x et y dans W et tout d dans S.
Ceci veut dire que la connaissance de P équivaut à celle de l'homomorphisme d -> d^

de S dans l'algèbre des dérivations antisymétriques de W.
Reste à étudier la structure de S-module de I, c'est-à-dire le crochet [u, d] pour u dans 1

et d dans S. Quel que soit d ' dans S on a < [u, d], d ' >„= < u, [d, à'\ >. Les éléments à et u
étant fixés, à' —> < u, [d, d ' ] )^ est une forme linéaire sur S.

Comme H est non dégénéré, il existe v unique dans 1 tel que <y, ^ > H = < M , [d, d ' } >n
et donc v=[u, d]. Ainsi le S-module 1 s'identifie à S* ce dernier étant regardé comme S-
module par la représentation co-adj ointe.

Ceci achève la preuve du théorème I.
Remarquer que l'espace vectoriel sous-jacent à A est S* @ W @ S et que le crochet de

Lie y est donné par la formule :

(3) [(M, x, s), (r, y, t)] = (ad* (v) - ad* u + P (x, y\ [x, y}^ + s. y -1. x, [s, t}\

où s -> ad* dénote la représentation co-adj ointe de S et s. y l'action de S sur W.

2.2. Réciproquement donnons-nous un objet (W, \|/) de ^, une algèbre de Lie S et un
homomorphisme d de S dans l'algèbre de Lie des dérivations antisymétriques de W. La
formule (3) définit sur l'espace A =S* @ W © S une structure d'algèbre de Lie. De plus,
la somme orthogonale de v|/ et d'un produit scalaire invariant sur l'algèbre S* x S de la
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forme

<(/, S), (//, 5-)>= /(5 /)+/ /(5)+<5, ̂

où <s, s^i est une forme bilinéaire symétrique invariante sur S, définit un produit
scalaire invariant (p sur A.

L'algèbre A ainsi construite est dite une double extension de (W, v|/) par S au moyen
ded.

2. 3. Prouvons maintenant les théorèmes II et III.

Prenons d'abord (A, (p) avec A résoluble. Compte tenu de 1.4, nous pouvons
supposer A indécomposable. D'après I, A est une double extension d'une algèbre W
de dimension dim A — 2 puisque un idéal minimal 1 de A est une droite (1°) de 1.2).
Évidemment W est résoluble. Alors le théorème III résulte d'une simple récurrence.

Pour prouver le théorème II on peut se ramener aux objets (A, (p) de ^ dont le centre
de A est réduit à 0. Dans ce cas il n'y a pas d'idéal minimal 1 de dimension 1 (1.3) et
A/I1 = S est simple et non commutative. Comme auparavant un argument de récurrence
achève la démonstration.

3. Exemples et applications

Dans ce qui suit (W, \(/) est un élément de ^.

3.1. Soit (W, \|/) l'algèbre réduite à 0 et soit S une algèbre quelconque. La double
extension de (W, \|/) par S n'est autre que l'algèbre A=S* x S produit semi-direct suivant

la représentation co-adj ointe. Si (pi est une forme bilinéaire symétrique invariante sur S,
la forme

(p((/, x), (g, y))=f(y)+g (x)+(pi (x, y)

est un produit scalaire invariant sur A. Si à est une dérivation antisymétrique de S par
rapport à (p^, le couple b=(~td,d) est une dérivation antisymétrique de A. Si S possède
une dérivation inversible à, en prenant cpi=0, ô est une dérivation inversible de A. Dans
ce cas le 2-cocycle P sur A défini par P(a, ^)=(p(ô(a), b) est inversible et un groupe de
Lie connexe d'algèbre A sera muni d'une structure symplectique invariante à gauche.

3.2. Soit d une dérivation antisymétrique de (W, (p). Le 2-cocycle sur W associé à d
est défini par P(wi, W2)=v|/(^(wi), w^); il détermine un homomorphisme d d'algèbres de
Lie de R dans les dérivations antisymétriques de W.

Soit A la double extension de (W, \|/) par R au moyen de d; si W et d sont niipotents
l'algèbre A est niipotente.

Soit V un espace vectoriel et soit (W, \|/) l'algèbre commutative V* © V munie de sa
structure d'espace hyperbolique canonique. Si u est un endomorphisme de V, le 2-
cocycle Py sur W associé à la dérivation S=(~tu, u) vient donné par :

Pu((/, ̂  fc y))=g(u(x))- f(u(y)).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



558 A. MEDINA ET P. REVOY

Munissons V y = V ® I R ^ d u crochet de Lie définie par [x, y]=0 pour x et y dans V et
[e, x]=u(x). L'algèbre A^ double extension de (W, \|/) par R n'est que le produit semi-
direct A^=V^x V^ (3.1). Si M est bijectif, l'algèbre dérivé ^(AJ est isomorphe à l'algèbre
d'Heisenberg et Ay a un 2-cocycle inversible.

3.3. Soit (W, \|/) une algèbre commutative munie d'un produit scalaire défini positif
et soit d une dérivation antisymétrique inversible de W. Il existe une base orthonormale
e^ l^ î^2^, de W et des scalaires À-i^^^ • • • ^p>0 tels que rf(^--i)=^ e .̂,
^ (^2 j) = — ^/ ^2./-r L'algèbre A(^i, . . ., 'kp) double extension de (W, v)/) par R=lR^o
suivant d est une algèbre indécomposable munie d'un produit scalaire invariant d'indice 1.
Le crochet sur A(^i, . . ., 'kp) est donné par le tableau suivant :

[d. e! j-l]= ̂ j e! p [d. e! jï = - ̂ j e! j - 1.

[^2 j - 1. ^2 j \ = ̂ j ̂  [d. ^o] = k. ^o] = 0.

où 1 ^/, k-^1 p.
Le produit scalaire a pour expression

2 p \ 2 p( z p ^ z . p

<1 E X,^+^)=Xo^+ ^ X?.
i-0 / i = l

Deux algèbres A (À,i, . . ., À-p), A(ui, . . ., Up) sont isomorphes et isométriques si et
seulement si, il existe k >0 tel que ^=fe ̂ . Une algèbre A (^) est isomorphe et isométrique
àA( l ) .

Les A (À-i, . . ., À-p) sont les seules algèbres indécomposables non simples à être munies
d'un produit d'indice 1 invariant (cf. [3]). En particulier, le groupe simplement connexe
d'algèbre A(l) est un modèle d'espace-temps (voir [4]).

Soit G le groupe de Lie simplement connexe d'algèbre de Lie A (k^ . . ., À-p).
Les sous-groupes discrets co-compacts de G déterminent des variétés de Lorentz

compactes homogènes de groupe G.
Pour des applications des produits scalaires invariants aux structures de Lie-Poisson,

le lecteur est renvoyé à [4].

4. Produit scalaire invariant,
dérivations antisymétriques et cohomologie

De ce qui précède il est bien évident que les doubles extensions de (W, \|/) sont
déterminées par les dérivations antisymétriques de W. Ainsi on connaîtra les algèbres
ayant un produit scalaire d'indice 2 invariant si l'on connaît les endomorphismes anti-
symétriques de l'espace de Minkowski et les dérivations antisymétriques des algè-
bres A(À-i, . . ., 'kp) construites en 3.3. Les dérivations antisymétriques de (W, \|/) ont
aussi d'étroits rapports avec la cohomologie réelle de l'algèbre W. En effet on a :
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4.1. PROPOSITION. — II y a un isomorphisme naturel entre l'espace de
cohomologie H2 (W; R) et le quotient de l'espace des dérivations antisymétriques de W par
le sous-espace de ses dérivations intérieures.

En fait si P : W x W -> (R est une forme bilinéaire alternée, il existe un unique endomor-
phisme de l'espace W tel que :

(4) P (x, y) = < d (x), y >; x, y dans W.

Or il est facile de vérifier les deux faits suivants :
(i) d est une dérivation de l'algèbre W si ei seulement si P est un 2-cocycle réel pour la

représentation triviale.
(ii) d est une dérivation intérieure si et seulement si P est un 2-cobord.
A titre d'exemple étudions les dérivations antisymétriques de l'algèbre

W=A(À,i, . . ., À-p) de 3.3 et l'espace H^W, R). Pour ceci notons ^, 0^ i^2/?+l la
base de W décrire en 3.3. Le centre Z(W) de W a pour base e^ et les e^ 0 ^ f ^ 2 p est
une base de ^(W). Puisqu'une dérivation ô de W laisse stables Z(W) et ^(W), elle
s'écrit matriciellement comme :

(a cp v\
8= 0 U y ).

0 0 P/
Ici, a, P et v sont des scalaires, U est un endomorphisme de l'espace W engendré par

les e^ 1 ̂ i^2p, y est un vecteur de W et (p une forme linéaire sur W. Aussi ô(^o)=oc(?o.
ô(^2p+l)=V^o+^+P^2p+l.

Le fait que Ô soit antisymétrique implique v=0, a+P=0 et (p(x)+<x, ^>^,=0 pour
tout x dans W; en outre U est antisymétrique pour le produit scalaire de W.

D'autre part, comme ô est une dérivation il suit qu'on a dans End(W/) la relation
[d, U]=a^ où d est la restriction de ade^p+^ àW. On en déduit pour tout entier
positif n, [d\ U]=na^. Donc [P(d\ LT^adP^) pour tout polynôme P, F étant son
polynôme dérivé.

Soit Q le polynôme minimal de d. On a aidQ/(d)=Q et puisque d est inversible dans
gl(W), aQ'(rf)=0. Ainsi a=0, [d, U]=0 et la matrice ô devient

/O (p 0\
8=( 0 U y y

\0 0 O/

Par ailleurs, si z='k e^p+^+t avec teW, la dérivation intérieure adz de W a pour
matrice

/O ^ 0 \
adz=^ 0 ^d -dt j ,

\0 0 0 /

où (p^ est la forme linéaire x\->(dt, x>^/. En ajoutant une dérivation intérieure à ô
on peut annuler y et (p de sorte que ô est représentable par une application linéaire
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560 A. MEDINA ET P. REVOY

antisymétrique U : W -> W qui commute avec d. Deux applications Ui et U^ comme
celle-ci seront dites équivalentes si leur différence est proportionnelle à d. Nous avons
donc :

4.2. PROPOSITION. — L'algèbre quotient des dérivations antisymétriques de
A (^i, . . ., 'kp) par l'idéal des dérivations intérieures est la partie antisymétrique du commu-
tant de R[d\ dans glÇW) modulo la relation d'équivalence ci-dessus.

Ce commutant dépend des valeurs À-;. Si tous les ^ sont différents, cas générique, R [d]
est un espace vectoriel de dimension lp\ le polynôme minimal de d, et son polynôme

p
caractéristique, est ]~[ (d2 +À-f) et le commutant de U [d\ est exactement R [d\. Les éléments

i=l

antisymétriques de R (d] sont les polynômes impaires de R [d] : l'algèbre des dérivations
antisymétriques de A(^i, . . ., À,p) est donc l'algèbre abélienne de base d3, d5, . . . , d2^"1

de dimension/?— 1.
Si tous les À,f sont égaux à À-, le polynôme minimal de d est d2 4- À- et IR [d\ est le corps

des complexes; W est un C-espace vectoriel de dimension p et le commutant de R [d\ est
g I c C ^ ' ) ' On se ramène au cas ^=1 et on pose alors pour x et y
dans W'/(x, y)= <x, ^ > + ï < x , dy> : c'est une forme hermitienne définie positive. La
condition [d, U]=0 et l'antisymétrie de U signifie que U est un élément de l'algèbre de
Lie unitaire u(p). Par conséquent l'algèbre quotient dans 4.2, pour À^=À-, \^i^p, est
l'algèbre su(p) qui est de dimension p2—\. Dans le cas général, dont la démonstration
est laissé au lecteur, on a :

4. 3. PROPOSITION. — Soient À/i, . . . , À,^ les valeurs distinctes parmi les ^ et a^, . . ., a^
^Mrs multiplicités respectives. Alors l'algèbre de Lie des dérivations antisymétriques modulo

q

les dérivations intérieures de A(^, . . ., Kp) est le quotient de l'algèbre D= ]~~[ u(^) par
1 = 1

la sous-algèbre abélienne de dimension 1, plongement diagonal de IR dans le centre
^ fi x ̂  fi x • • • x ^ fq de D.

La proposition suivante est une conséquence immédiate de 4.3.

4.4. COROLLAIRE. - dim H^A^i, . . ., À,p); R)= ^ a?-l.
1=1

Pour terminer nous allons prouver le résultat suivant que nous avions déjà énoncé
dans [5].

4.5. THÉORÈME. — Soient A une algèbre de Lie munie d'un produit scalaire invariant.
Dans l'espace des dérivations antisymétriques, l'ensemble des dérivations de rang maximal
est un ouvert U (au sens de la topologie de Zariski ou de la topologie ordinaire si K= R ou
C). Si d est dans U, la sous-algèbre Ker d est abélienne.

La première affirmation est claire car la maximalité du rang se traduit par un nombre
fini d'inégalités algébriques. Pour la seconde rappelons d'abord le résultat suivant dû à
M. Dufio et M. Vergue [1] : soit A une algèbre de Lie, /eA* et A ( / ) = { x e A ;

4e SÉRIE — TOME 18 — 1985 — ?3



ALGÈBRES DE LIE 561

/°adx=0}. Alors A ( / ) est une sous-algèbre de A; l'ensemble des /de A* tels que
A ( / ) soit de dimension minimale est un ouvert dense de A*; de plus si /est dans cet
ouvert, A (/) est une sous-algèbre commutative de A. Dans les hypothèses de 4. 5, Kerd
est le radical de la 2-forme fermée P^(x, y)=(dx, y ) . La preuve de la seconde assertion
se fera en rendant d intérieure et donc P^ exacte au moyen d'une double extension et en
appliquant le résultat rappelé.

Soit B l'algèbre de Lie double extension de A par R suivant d\ on a alors pour tout x
dans A :
( 5) dim Ker (d + ad^ x) = dim Ker adn (d + x) - 2.

En effet Ker (d + ad^ x) est l'ensemble des vecteurs z de A tels que d (z) + [x, z] = 0 tandis
que Ker ade^+x) est formé des vecteurs 'kd+[ie+y tels que d(y)-\-[x, y]-'kd(x)=0 et
< À- d (x), y > = 0. Comme d (y) et [x, y] sont tous deux orthogonaux à y, la première
condition entraîne la seconde. La condition restante peut alors s'écrire
d(y—'kx)-{-[x,y—^x]=0, c'est-à-dire que y—^xeKer (d+âd^x). On voit donc que
l'application de Ker ade(^+x) dans K2 © A qui a À^+aé?+^ associe (À-, u, y-^x) est
une bijection sur K2 © Ker (d-{-2id^x) d'où (5).

Choisissons d dans l'ouvert U. Pour xeA voisin de l'origine, d+ad^x est encore dans
l'ouvert U et donc dmKer(d-{-2Ld^x) est constante pour x dans un voisinage de 0
dans A. D'après (5) il s'ensuit que la dimension de Keradg(^+x) est constante dans un
voisinage de 0 dans A. Comme e est dans le centre de B, si v est voisin de l'unité du
corps K et H quelconque, la dimension du noyau de adeV^+x+ae) est constante. Cela
signifie que dim Ker adg (. ) est constante dans un voisinage de d dans B. Posons
/= (d, —>B, puisque Ker adg^ est le radical de Py, on voit alors qu'il existe dans B* un
ouvert 0 contenant/dans lequel le rang de ^P, geQ., est constant. Donc le rang de P^,
définie par (3^ (x, y)= <^, [x, y] > est maximal et la sous-algèbre Ker?^- =Ker ëid^d est
abélienne. Finalement comme la sous-algèbre Kerrf de A, est l'intersection de A et de
Ker adg d, le résultat est démontré.
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