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REPRESENTATIONS EXCEPTIONNELLES
DES GROUPES SEMI-SIMPLES

PAR M. BRION

0. Introduction

Soit (p : G -> GL (V) une représentation rationnelle de dimension finie du groupe semi-
simple complexe G. Soit C [V] l'algèbre des fonctions polynomiales sur V. Les problèmes
de la classification à G-équi valence près des éléments de V, de la description de l'algèbre
C [V]0 des fonctions polynomiales G-invariantes sur V, et du G-module C [V], semblent
très difficiles pour V quelconque. On est donc amené à étudier les représentations vérifiant
des critères de régularité, par exemple : V est « corégulier », i. e. l'algèbre C [V]0 est libre
(engendrée par des éléments algébriquement indépendants), cf. [1]; ou V est « colibre »,
i. e. le CFV^-module C[V] est libre (cf. [2]); ou chaque fibre de l'application
V -> Spec C [V]0 ne contient qu'un nombre fini de G-orbites (cf. [3]).

Dans ce travail, on étudie les G-modules V soumis à la condition très restrictive
suivante : l'algèbre C [V^ est libre, où U est un sous-groupe unipotent maximal de G.
Dans la première partie, on montre que si V est un tel G-module (appelé « exceptionnel »
par la suite) alors toute adhérence X d'une G-orbite dans V est normale, à singularités
rationnelles (on peut retrouver ainsi la normalité de diverses variétés déterminantielles).
De plus, on peut calculer la dimension de X, connaissant l'algèbre CpC]^ Dans la
deuxième partie, on classe les G-modules exceptionnels, où G est un groupe simple; les
résultats sont rassemblés dans un tableau. Dans la troisième partie, on montre que si G
est un groupe simple, V un G-module exceptionnel simple et X l'adhérence de la G-
orbite de x e V, alors le lieu singulier de X est le « bord » X — G x de X, sauf dans un
cas (ce résultat est analogue à celui de H. Kraft et C. Procesi [4] pour la représentation
adjointe de SL^ (C), mais les cas traités ici sont plus simples). On peut retrouver également
certaines classifications d'orbites, par exemple celles des spineurs en petite dimension.
Enfin, dans la quatrième partie, on étudie certaines sous-variétés d'un G-module quel-
conque V, définies par l'annulation de covariants quadratiques. On retrouve et on
généralise ainsi des propriétés des « variétés de complexes » (cf. [23]).

Les résultats de cet article ont été annoncés dans [5] et généralisent une partie de ceux
de [6].
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346 M. BRION

1. Propriétés des adhérences (Torbites

1.1. NOTATIONS. — Dans toute la suite, G est un groupe algébrique semi-simple,
connexe et simplement connexe, sur C, avec un sous-groupe unipotent maximal U. Soient
T un tore maximal de G normalisant U, et B=TU le sous-groupe de Borel de G
contenant U. Notons R le système de racines de (G, T), avec une base ^= {o^, . . ., o^}
correspondant à B; soit P++ l'ensemble des poids dominants (pour ce choix de SS} avec
TOI, . . . ,TJ(JJ les poids fondamentaux. Si œeP^, on note E(œ) un G-module simple de
plus grand poids œ. Si A est une partie d'un G-module M, on note <G. A > le G-module
engendré par A. Si E est un C-espace vectoriel, on note C[E] l'algèbre des fonctions
polynômes sur E, et C (E) le corps des fractions rationnelles sur E.

Soit V un G-module exceptionnel; alors T opère sur l'algèbre libre CIV^ avec tous
ses poids dans P++, donc il existe des poids dominants À,i, . . .,^ et des polynômes U-
in variants algébriquement indépendants Pi, . . . ,?„ sur V tels que chaque P, soit homo-
gène de poids ̂  par rapport à T et que C [V^ = C [P^, . . ., PJ.

Remarque. — L'algèbre CfV]0 est engendrée par les P^ tels que ^=0. Soit A l'algèbre
engendrée par les autres Py; alors C^^C^OA, d'où C^^CEV]0® <G.A >
comme G-module. Donc tout G-module exceptionnel est colibre.

1.2. THÉORÈME. — Si V est un G-module exceptionnel, alors l'adhérence (pour la
topologie de Zariski) de toute G-orbite dans V est une variété normale, à singularités
rationnelles.

Démonstration. — Soient x e V et X = G x. Écrivons C [V^ = C [Pi, . . ., PJ comme
précédemment.

Soit K : C [V] -> C [X] la restriction; n induit une surjection T-équi variante
n : C [V^-ï-C [X]^ On peut donc supposer que les îi(Pf) sont non nuls pour l<i<m,
et engendrent C [X]^

D'après le théorème 2 de [6], on a

W m l

S ^i= Z cjmj °ù 0^c^2 pour l^j^l.
i= l j=l

Soit Q[7i(Pi), . . .,7t(P^)]=0 une relation de dépendance algébrique entre les n(Pi). On
peut supposer Q isobare par rapport à T, c'est-à-dire

Q(Xi....,XJ=^_,^Xîi...X^,

m

où ^ aj'kj ne dépend pas de (a^, . . .,a^) tel que Qa , . . .,am^^' ç>'1^ exlste Jo et Jo ^^
.7=1

que À^-^Tiï^eP'1"'', alors, d'après (^), CT^ ne figure dans aucun ^ pour j 7^/0. par
suite,

^ a,^.=2a^îîj^mod © ZOT,
J=1 i^j'o
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REPRÉSENTATIONS EXCEPTIONNELLES DES GROUPES SEMI-SIMPLES 347

pour tout (ai, . . ., aj. Le degré de Q par rapport à X^ est donc indépendant du
monôme figurant dans Q, donc

Q(X,, . . .,XJ=X%Q,(X,, . . .,X,,, . . .,X,).

Comme X est irréductible et 7t(P^)^0, on voit que ît(P^) n'intervient dans aucune
relation irréductible entre les 7i(Pf), l^ ï^m.

On peut donc supposer, d'après (^), que tout ^ est somme de poids fondamentaux
distincts, avec des coefficients 0 ou 1. Définissons un graphe r par :

— l'ensemble des sommets de F est { 1, . . ., m};

— { i , j} est une arête de F si et seulement si un même poids fondamental figure à la
fois dans ̂  et ̂  (on choisit alors un tel poids fondamental, noté CT^ ^).

•- ^
Si { i , j } est une arête de F, alors À^+^-^în^^eP'^ donc d'après (^), TO^ ^

n'apparaît dans aucun À^ pour fe ̂  { f , 7}. D'où

m

^a,\= (a, + a,) ̂ ,, ^ ̂ mod © J, ̂
(=1 <Bfc^®{i, j }

pour tout (ûi, . . ., ÛL^). Par suite, û^+Oy ne dépend pas du monôme X^1. . . X^" figurant
dans Q. Si de plus {7, k] est une arête de F, alors af—afc==(fl ,+a,)—(oy+afc) ne dépend
pas du monôme X^... X^"* figurant dans Q.

Soient maintenant f et j des sommets quelconques de F. On déduit immédiatement de
ce qui précède que :

— si i, j sont liés par un chemin de longueur impaire dans F, alors a^ + a, ne dépend
pas du monôme X^.. . X^» figurant dans Q.

— si f, j sont liés par un chemin de longueur paire dans F, alors a^—a^ ne dépend pas
du monôme X^ ... X^« figurant dans Q.

Soit F=FI U ... U F, la décomposition de F en composantes connexes. Deux sommets
de F sont dits équivalents si on peut les joindre par un chemin de longueur paire. On
vérifie facilement que chaque F; est formé d'au plus deux classes d'équivalence, qu'on
note F^ et F," (éventuellement F^ peut être vide). Soient f et F deux sommets de F'i, et
/,/' deux sommets de F'/. D'après ce qui précède, a^—Oy^ Oy—ay. et a^-\-ay ne dépendent
pas du monôme X^1... X^* figurant dans Q. Il existe donc des entiers d^O tels que

Q(X,, . . . , xj=( n x?oz^... .,aj n ^o( n ^'x n w
» < = r i i^ri igr'i j e r ,

Comme les 7t(P,) sont non nuls, on peut supposer que tous les ri, sont nuls. Supposons
de plus que Q fait intervenir X,. Soit (p : C [X^ -> C [G^ l'application telle que
<P(/)fe)=/(^) pour /eCpCf et geG. Alors (p est un T-morphisme, injectif car
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^^ M. BRION

X=Gx. O n a :

s^i... ..^ n (p0^?^ n ^^(P^'K n (p°7i(p,)^)=o» ^ r" < ' A A ' V ^ / Îl<Ér l *eri ,erï
avec ay^ay indépendant de (a^ . . .,aJ; posons a^+û^=d. Il existe donc un polynôme
R en les (p°7i(P,) (j^^i) tel que f] (p°7i(P,) divise R x f] (P°^(P/); R est isobare

l'er'i je ri
par rapport à T.

D'après la définition des F,, le poids À- de R par rapport à T n'a pas de poids
fondamental en commun avec les poids des cpoTc(Pf), ier\.

Par suite, R et ]~[ (po7i(P,) n'ont pas de diviseur commun dans CfG]^
i-el-i

Or C[G] est factoriel (cf. [7], Corollary 4.5) donc €[0^ aussi; on en déduit que
]~[ cp°7i(P,) divise ]"[ (p°7i(P,) dans £[0]". Comme r\ et F'/jouent des rôles symétri-

»er'i j e r ' i
ques, il existe une unité c de €[0^ telle que n (p°7c(P,)=c ]~[ (p°7c(P^). L'action de

ter'i jgr ï
T sur C [Gf définit une ^-graduation de C [G]U avec C [G]^ = C [G]0 = C, donc les seules
unités de C [G^ sont les constantes. Comme q> est injective, on a finalement :

(2^) F] ̂ i)^ ]"[ ^œ -̂) Pourun ceC*
ler'i jerï

de plus

Q[TI(P,), . . .,TC(PJ]= ̂ q^ . . .,a, n ^(P»)0'.^ ]"[ ^(Pf))0^^'
^ri f e r i

=( n ^œ^.z^,... ..a, n ^'7r(p,r1
f e r i i^ r i

Donc (^^) est la seule relation irréductible entre les 7i(P;), faisant intervenir n(Pi') (en
effet le polynôme n X,.-c ]~[ Xy est irréductible).

i e r'i j e rï

On en déduit que l'algèbre C [X^ est isomorphe à un produit tensoriel d'algèbres de
laformeCpCi, . . .,X,, Yi, . . .,YJ/(Xi . . . X.-Y^ . . . Y^).

LEMME. - Uhypersurface Z (T équation Xi . . . X^-Y^ . . . Yy=0 dans C"^" est
normale, à singularités rationnelles.

Démonstration du lemme. — On vérifie aisément que Z est non singulière en
codimension 1, donc normale. De plus le tore

{ ( t i , . . .,t,, 9i , . . . .e^ec^lOi... e ,=t i . . . t^o]
4e SÉRIE — TOME 18 — 1985 — ?2



REPRÉSENTATIONS EXCEPTIONNELLES DES GROUPES SEMI-SIMPLES 349

opère sur Z avec une orbite dense [celle de (1,. . ., 1)]. Le lemme se déduit alors de [8],
th. 14.

D'après le lemme, Spec C [X]17 est normale, à singularités rationnelles. On conclut en
appliquant le résultat de Kraft utilisé dans [6] (démonstration du théorème 4).

1.3. Comme en 1.2, on peut associer un graphe r à chaque G-module exceptionnel
V. (L'ensemble des sommets de F est un système générateur minimal de CFV^ sur
CIV]0; les arêtes relient deux sommets dont les poids contiennent un même poids
fondamental.)

On verra dans la démonstration du théorème 3.1 que pour un groupe G simple, les
composantes connexes de F sont o ou o————o. Par contre, si G n'est pas simple, on
peut obtenir des graphes plus compliqués (pour des exemples, voir 3.5).

1.4. Le théorème suivant permet de calculer la dimension d'une G-orbite Y lorsque
l'algèbre C [Y^ est connue :

THÉORÈME. — Soit X une G-variété affine irréductible telle que C[X]°=C. Soient
X^=SpGcC\X}v; HX le nombre de racines positives orthogonales à tous les poids des
éléments de CpC]^ et n le nombre de racines positives. Alors dimX=dimXu+n—nx-

Démonstration. — On peut choisir un système générateur minimal (a^ .. ., aj de
C [X]^ formé d'éléments T-homogènes, tel que a^, . . ., a^ soient algébriquement indépen-
dants sur C, et ÛN+I , . . .,û^ algébriques sur C[ûi, . . .,0^, avec N=dim Xy. Pour
1 r^i^m, soit ^ le poids de a^

Soit a une racine orthogonale à À-i, . . .,À.N. Alors a est orthogonale à ^+i» • • • » ^ - m
(en effet si a n'est pas orthogonale à À,,, on voit facilement que a^ . . ., a^, âj sont
algébriquement indépendants). Donc Ux est Ie nombre de racines positives orthogonales
à À,i, . . ., À,N. De plus, il est immédiat que C (X) est algébrique sur C « G {a^ . . ., a^} ».
Donc on peut supposer que C [X]v=C[a^ . . ., a^] sans changer ni dim X, ni dim Xy, ni
"x.

Pour ©eP^, notons |œ| = ^ (œ, o^) et C[X]^ la somme des sous-G-modules de
aeR +

C[X] isomorphes à E(œ). Posons C[X]^= © C[X]^, pour tout ne fU Soient
| w 1 =n

E(Â,)<=C[X],; E(p,)<=C[XL et E(v)(=E(À,).E(p). Alors E (v) ç E (À.) ® E (n) donc
V^À,+H, et |v| ̂  |^,[ + |n| =n+w. Par suite,

CPCL.CpCLcr © C[X],.
p^n+m

Donc

( © cpcu^
n'^n

est une filtration de C PC].

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



350 M. BRION

On en déduit que dimX est l'ordre en z= 1 de la fraction rationnelle

F(z)= ^ z^imCtXL
n^O

(série convergente pour | z | < 1).
Or pour ne^J, on a :

dimC[XL= ^ dimC[X]^= ^ dimC[X£.dimE(œ)
| <o 1 =n | œ | =n

De plus, comme C[X]v=C[a^, . . .,a^], on voit que dimC[X]^ est le nombre de
(x^ . . ., XN) e ̂ N tels que x^ Â-i + . . . +XN^N=œ- Donc

/ N \F(z)= ^ dimE ^ x,^ xz|^^A|.
xi, . . . , X N \ j = l /

D'après la formule de Weyl (cf. [9], chap. VIII, § 9, th. 2) on a :

/ N \
. N . [ S x,X,,al

dimE E^A = n l+——————— '
\J=1 } a.R+ (P. OC)

où p=l/2 ^ a.
(X6R +

/ N \
Donc la fonction (x^ . . .,x^) ̂ dimE( ^ Xj^j j est un polynôme à coefficients

\ j= i /
entiers positifs, dont le degré total est le nombre des aeR'^ telles que (a, À-^O pour au
moins un7'e[l, AT); ce nombre est donc n—n^.

Soient d^ . . ., d^ des entiers positifs; posons | À^.[ =Uj pour 1 ^/^N. Alors

s ^i. . . x^z\^j\= n ( n ^^jxj)'
(xi, . . . .XNÎe^ J= l Xj^O

Or F ordre en z= 1 de ^ xâzux est égal à rf+1, donc l'ordre en z= 1 de
x^o

N

S xli...x^z|^^|
(xi. . . . .XNÎe^

est égal à rfi + . . . +^N+N. On conclut que l'ordre de F(z) en z= 1 est n—nx+N, d'où
le théorème.

2. Classification des G-modules exceptionnels (G simple)

II est immédiat que tout sous-module d'un module exceptionnel est exceptionnel; il
suffit donc de classer les G-modules exceptionnels « maximaux ».

4e SÉRIE — TOME 18 — 1985 — N° 2
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2.1. Un G-module exceptionnel V est dit maximal si Ve = { 0 } et si pour tout G-
module E^E0, E © V n'est pas exceptionnel.

THÉORÈME. — Tout G-module exceptionnel est contenu dans un G-module exceptionnel
maximal; le tableau 1 donne la liste des G-modules exceptionnels maximaux (à automor-
phisme du diagramme de Dynkin près), et la description de l'algèbre des \J-invariants de
ces modules.

Montrons d'abord, sur des exemples, que tout G-module V figurant dans le tableau 1
est exceptionnel, et que le tableau 1 fournit bien les degrés et poids des générateurs de
CIV]17. On se limitera aux cas où V est réductible; en effet les cas irréductibles ont été
traités dans [6]. Par suite, d'après le tableau I, on peut supposer que G est un groupe
classique.

On utilisera le :

LEMME. — Soit V un G-module réductible figurant dans le tableau I. Soient P^, . . ., P^
des polynômes \J-invariants sur V, non G-invariants et dont les degrés et poids figurent
dans le tableau I. Si les P, sont deux à deux linéairement indépendants, et ne sont divisibles
par aucun polynôme G-invariant, alors ils sont algébriquement indépendants sur C (V)0.

Démonstration du lemme. — Remarquons d'abord que d'après le tableau I, le poids
Xf de chaque P, est fondamental; les P; sont donc des polynômes irréductibles. Si
Q(PI, . . .,P^)=0 est une relation irréductible non triviale entre les Pp à coefficients
dans C [V]0 et faisant intervenir P^, alors P^ divise un polynôme non nul en P^, . . ., P^,
à coefficients dans C [V]°. Comme un même poids figure au plus deux fois dans la liste
des À-f, on en déduit qu'il existe un unique j'^2 tel que À,i=À^., et que Pi divise une
puissance de Pj.

Donc Pi et P, sont proportionnels, ce qui est absurde.

2.2. G DE TYPE A^, n^ 1, G est alors isomorphe à SL^+i (C).

Rappelons que si À,=(À,i, . . ., À,p) est une partition de longueur au plus (n+1) et si s^
est la fonction de Schur associée à À- (cf. [10]), alors s-^(x^ . . . ,x^+i) est la trace sur V^
de diag(xi, . . .,^-n)eG, où

V,=E((?4-^)^i+(^2-^2+ . • . +(^-^+i)0.

On peut donc calculer des produits tensoriels de G-modules à l'aide des formules sur le
produit de fonctions de Schur. Par exemple, d'après [11], I, 5.17, on a

s(l) s(lr) = •^CT'1'1) ^~ s(2, 1^1)

et
s(12)s(lr)=s(lr+2)+5(2, l^^^2, 1̂

d'où :

(i) E(CTi)(8)E(0=>E(în,.n) pour l^r^n

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



352 M. BRION

et

(ii) £(^2) ® ̂ (^r) =) ^(^+2) pour l ^ r ^ n — 1

[on convient que E (^ +1) = C].
Étudions par exemple le G-module V=2E(CT,,) © E(^_i).
Supposons d'abord que n est pair, égal à 2p.
D'après [6], Table, CtV^ contient des éléments ^J3 xP'*'4'-homogènes, non nuls, de

degrés et poids : (0, 0, 1, CT^)? (O? 0, 2, ^4), . . ., (0, 0, p, xa^ p). On a de plus des U-
invariants homogènes, non nuls, de degrés et poids (1, 0, 0, CTi) et (0, 1, 0, OT^). Donc
d'après (i), il existe des U-invariants homogènes non nuls, de degrés et poids :
(1, 0, 1, t^), (1, 0, 2, XQ^ . . ..(1, O» J^-l» ^2p-i\ (l» O» P. 0)- De plus, on obtient un U-
invariant homogène non nul de degrés et poids (1, 1, 0, ICT^), d'où en appliquant (ii),
des U-invariants homogènes non nuls, de degrés et poids (1, 1, 1, ^4),
(1, 1,2,^-..,(1. 1,^-1,^?).

On vérifie à l'aide de [l]. Table 1 a, 3, que C [V]° est engendré par les éléments de
degrés (0, 1, p) et (1, 0, p) trouvés précédemment. De plus les U-invariants ci-dessus de
poids non nul ne sont divisibles par aucun polynôme G-invariant (en effet leur degré
total est au plus /?, et le degré minimal d'un G-invariant non constant est p-\-1) et sont
deux à deux linéairement indépendants : en effet c'est vrai pour deux U-invariants de
poids distincts, et deux U-invariants de même poids ont des degrés distincts.
D'après le lemme 2.1, les U-invariants trouvés précédemment sont algébriquement
indépendants sur C. Il ne reste plus qu'à montrer que l'algèbre A qu'ils engendrent est
CtVf.

Pour cela, on utilise l'identité suivante entre fonctions symétriques :

z^no-^-no-^)''1
À, i i < j

(cf. [Il], I, 5, exemple 4).
D'autre part ^ 5^=n(l-^)~1 d'après [11], I, 2.5.

n^O i

Donc no-^.no-^r^z^,
i i<j X. n

Or d'après [11], I, 5.16, on a :
^E^^Z^

où la sommation de droite est sur les [i telles que [i—'k soit une bande horizontale. On
en déduit que le coefficient de s^ dans f] (l—x^x,)"1 est C^= nombre de ^ telles que

i<J
H—À, soit une bande horizontale, c'est-à-dire si H=(Ui, . . .,Hp) : C^= nombre de
( À - i , . . . , ̂ ) telles que

O^À-i^Ui; ^À-2^^ • • • » ^p-i^p^p,

4e SÉRIE — TOME 18 — 1985 — N° 2
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donc
pc^...,^= n^-^-i+i)-

1=1

où l'on convient que Ho=0-

En remplaçant chaque x, par t. x^ dans l'égalité

no-^.rKi-x.x.r^zc^
l i<J M

et en remarquant que chaque s^ est homogène de degré |u [ (où
|(Ui, . . . ,Up) | =Ui+ . . . +(ip) on obtient :

no-tx.r'.no-^.^r^Ec^i^
' •<J »>

d'où

n (i-^,)-2. n (i-t2n (i-tx,)-2. n (i-^x.x,)-^ i c,ti-'v
l ^ i ^ n + l l ^ K j ^ n + 1 î ( p ) = w + l

Graduons C[V] en attribuant le degré 1 à chaque E(in^_i) et 2 à E(n^_2); si ^ est la
matrice diag(xi, . . ., x^+i) eG, alors d'après [6], démonstration du théorème 1, on a :

^ t ' -Trcivi .fe)- . ' ,= H (l-^.)-2 H (l-t^.x,)-1.
w=0 aelvH—^ l^i^n+t l^i<j^n+l

Par suite,
n + l

© f'cm,^ ® n^.-p.-i+i)
w ^ O 0 ^ ^ i ^ H 2 ^ - - - ^ P n + l i = l

^^+. . .+^^E((^_^)^+ +(^_^_^)^)

n+l

0 n(^+1) t f l l + 2 û 2 + • • • + ( n + l ) a " + l E ( a l C T l + . . .+fl^^).
(ai, . . . .û^^ef^1 i = l

La série de Poincaré de l'algèbre CIV^, F^-graduée comme précédemment et W1-
graduée par l'action de T, est donc

n+lz n ( ^ + l ) t a l + 2 û 2 + • • • + ( n + l ) û " + l t ï l . . . ^"
ûl, . . . , û n + i l = l

n

^(ZOï.+l)^.)'̂  Z (ûn+i+l)^1^1

l = 1 ûi un + i

=(l-»l)-2(l-t2^) -2...(l-t ' 't„)-2(l-t' '+l)-2.
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D'autre part, l'algèbre A est engendrée par : deux éléments de degré 1 et poids CTI; deux
éléments de degré 2 et poids m^ . . . ; deux G-in variants de degré 1 +2/?=n+1, donc sa
série de Poincaré est égale à celle de C [V]^ On conclut que A = C [V]^

Si n est impair, on prouve de même que précédemment que C [V^ contient des éléments
homogènes, algébriquement indépendants, dont les degrés et poids sont ceux du tableau I.
On vérifie, en utilisant les calculs ci-dessus que ces éléments engendrent C [V]^

TABLE]

Degrés et poids de générateurs homogènes,
algébriquement indépendants, de C [V]17

2 E (TOi) C 2 E (CT,,)
(M ̂ 3)

E (2 0

2E(^)+E(^_i )
(^2)

A.. <

E (CTi) ® E (ro«) @ E (CT«_
(n^3)

2E(CTi)eE(^_0
(n=2p+l,p^2)

2 E (m,)

2 E (CT2)

E(CT3)

2 E (CTi)
E (roi) @ E (^2)

2 E (^2)

(1, 0, 0, 0, ro,,), (0, 1, 0, 0, ©„), (0, 0, 1, 0, mi), (0, 0, 0, 1, roi)
(1, 1, 0, 0, ^_i), (0, 0, 1, 1, ro2), (1, 0, 1, 0, 0), (1, 0, 0, 1, 0)

(0, 1, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 1, 0)
(1, 2 TOi), (2, 2 CT2), . . ., (n, 2 TO,,), (n+ 1, 0)

n = 2 p, p ̂  1
(1, 0, 0, CTi), (1, 0, 1, CT3), . . . . (1, 0,^-1, TO2p-l) , (1, 0,^ 0)

(0, 1, 0, CTi), (0, 1, 1, CT3), . . ., (0, 1,^-1, CT2p-i), (0, I,/?, 0)
(0, 0, 1, ̂  (0, 0, 2, TOJ, . . ., (0, 0, p-1, rs2p-2\ (0, 0, /?, m^),

(1, 1, 0, CT2), (1, 1, 1, TS^ . . . , (1, 1,/?-1, CT2p)

n=2/?+ l , / ?^ l
(1, 0, 0, m,), 1, 0, 1, rs^ . . ., (1, 0, p, ^p+i)
(0, 1, 0, CTi), (0, 1, 1, ̂  . . ., (0, 1, p, ^p+i)

(0, 0, 1, TO;,), (0, 0, 2, roj, . . ., (0, 0, p, in^p), (O, O, ^+ 1, 0)
(1, 1, 0, m^, (1, 1, 1, in^), . . ., (1, 1,^-1, m^), (1, 1,/?, 0)
n=2p,p^2

(1, 0, 0, ̂ ^ (1, 0, 1, CTi)» • • ., (1, 0,^-1, CT^p-i)
(0, 1, 0, OTi), (0, 1, 1, OT3), . . . , (0, 1,/?-1, CT2p-l), (0, 1 ,A O)

(0, 0, 1, T^)» (0, 0, 2, CT^)» • • . , (0, 0, p- 1, TîÏ2p-2)» (0, 0, p, CT2p)

1) (1, 1, 0, 0), (1, 1, 1, în^, . . ., (1, 1,^-1, zn2p-2)
n=2/?+ 1, p^ l

(1, 0, 0, ^^i), (1, 0, 1, ^), . . ., (1, 0,^, ^p-i)
(0, 1, 0, CTi), (0, 1, 1,CT3), (0, l , A f Ï 2 p + l )

(0, 0, 1, ^2), (0, 0, 2, CTJ, . . ., (0, 0, /?, TO2 p), (0, 0, ̂ + 1, 0)
(1, 1 ,0 ,0 ) , (1 , 1, 1,^), . . . , ( 1 , ^P,^2p)

(1, 0, 0, ̂ p^i\ (1, 0, 1, mi), . . ., (1, O,/?, m2^-i)
(0, 1, 0, ̂ ^0, (0, 1, 1, CTi), . . ., (0, 1,^, ̂ .-i)

(0, 0, 1, ©2), (0, 0, 2, Til^), . . ., (0, 0, p, CT2p), (0, 0, p+ 1, 0)
(1, 1, 0, ra^\ (1, 1, 1, 0), (1, 1, 2, m,), . . ., (1, 1, p, m,,)

(1, 0, CTi), (0, 1, TOJ, (1, 1, 0)
(1, 0, m^ (0, 1, ^2), (1, 1, roi+ro3),

(2, 0, 0), (0, 2, 0), (1, 1, 0)
(1, m^ (2, CTi+ro5)» (3, CTa)» (4, ^2+^4)» (4, 0)

(1, 0, CTi), (0, 1, roi), (1, 1, CT^), (2, 0, 0), (0, 2, 0), 1, 1, 0)
(1, 0, rni), (0, 1, ^2), (1, 1, ra^ (1, 2, TOi), (2, 0, 0)

(1, 0, TO2), (0, 1, TO2), (1, 1, TOi), (1, 1, 0)
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Type
de G V

Degrés et poids de générateurs homogènes,
algébriquement indépendants, de C [V]0

E (CTi) © E (^3) ) (1, 0, CTi), (0, 1, 1 )̂, (1, 1, ©3),
B3 . . . . . . . . ( (1, 1, ̂  (2, 0, 0), (1, 1, 0), (0, 2, 0)

2 E ( i n ) S ( l ,0,m3),(0, 1, ^3), (1, 1,^),
( (1. 2, ma), (2, 0, 0), (0, 2, 0)

B^ . . . . . . . . E (TOi) © E (njj S (1' °' m^ (0' lï ro^ ̂  1» ̂ h (0, 2, toi), (1, 2, CT2), (1, 2, t^)
( (2, 0, 0), (0, 2, 0), (1, 2, 0)

B5 • • • • • • • • E (^5) (1, TOs), (2, ®i), (2, CT2), (3, TOs), (4, m^ (4, inj, (4, 0)
cn ̂ ^ • • • 2 E (CT!) (1, 0, m,), (0, 1, m^ (1, 1, ^), (1, 1, 0)
C3 . . . . . . . . E (TO2) ^ ^2), (2, TO^ (2, 0), (3, TOI 4^3), (3, 0)

E (CT3) (1. ^3), (2, 2 CTi), (3, ^3), (4, 2 ro^), (4, 0)
Dn ̂ ^^ • • • 2 E (^1) (1, 0, in,), (0, 1, TOJ, (1, 1, ,n,), (2, 0, 0), (0, 2, 0), (1, 1, 0)

( (1, 0, 0, CTi), (0, 1, 0, ro3), (0, 0, 1, TOJ, (1, 1, 0, mj, (0, 1, 1, m,)
E (vf,) © E (^3) © E (mj ^ (1, 0, 1, m^), (1, 1, 1, ^), (1, 1, 1, m^ (2, 0, 0, 0), (0, 2, 0, 0)

D4. . . . . . . . (0, 0, 2, 0), (1, 1, 1, 0)
(1, 0, 0, ̂  (0, 1, 0, inj, (0, 0, 1, TO^, (1, 1, 0, m^ (1, 0. 1, ^)

2 E (OTi) © E (ro3) (0, 1, 1, m^ (1, 1, 1, TO3), (1, 1, 2, ^2), (2, 0, 0, 0), (0, 2, 0, 0)
(0, 0, 2, 0), (1, 1, 0, 0)

\ (1, 0, CTi), (0, 1, TOs), (1, 1, 1 )̂, (0, 2, OTi)

Ds. . . . . . . . E (CT1) e E (CT4) ( (^ 2» ̂  (2, 0, 0), (1, 2, 0)
E (nu) © E (m,) ( (1, 0, ^), (0, 1, înj, (2, 0, m,), (0, 2, in,), (1, 1, ̂  (2, 1, m,)

I (1, 2, OTJ, (3, 1, ̂  (1, 3, OT3), (2, 2, îiï^, (1, 1, 0), (2, 2, 0)

( (1. 0, roi), (0, 1, rn^ (1, 1, TOs), (2, 0, 0), (0, 2, OT^), (1, 2, Wi)
^ . . . . . . . . E (m,) © E (in,) (l, 2, t^), (0, 3, ̂  (0, 4, 0), (1, 3, m,), (0, 4, ^), (2, 2, ̂ )

v (l, 4, ÎB3), (2, 4, roj
G 2 - • • • • • • • E^i) - (l.^),(2,0)
F4 • • " " • • E ̂  (l» ^4), (2, 1CT4), (2, 0), (3, CT3), (3, 0)
E6 • • • • • " • E (m^ (1, mi), (2, in6), (3, 0)
E7 ' " • " • • E (TO7) (1' ̂  (2, Wi), (3, W7), (4, CT^, (4, 0)

(SMitë)

Cas de V = 2 E (wi) © 2 E (^). - D'après [6], table, S^ £ (m,) ̂ E(pvs^ pour tout /? e ̂ .
Donc

S^ E (CTO ® S^E (tCTi) ̂ E (^CTi) g) E(q^)

^E((p-^q)^)QE((p^q-2)r3,+^)Q . . . © E ((^-^) ̂ +^ ^2)
si/?^^.

La série de Poincaré de l'algèbre (f^2 x P^ ̂ -graduée C[2E(CT„)]U est donc
E^( z tr<^-2rîr2)= E ^y^tï^t^i-xt.r^i-yt.r^i-xyt.r1.

P. î O^r^p a, b, r
O^r^q

Donc celle de C [2 E (vs^ est

z ^^^^rr'^-i
a, b, r
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d'où

^ xVz-CpEOn^Edn,,)]..,,,,,

^ ^ x-^^z-Eaa+^+r^.O^EOvOTi)
a, b, r, w

^ ^ xa+r/+r^c+d+<•E((a+b-c+d)OT,,+(r-<OOT,,_l+<;TOl).
a, ft, r)t. q. c^a+b

c,d,e ( et d^r

r "~ •" - — —

/u u u d \

a+b

La série de Poincaré de C [2E(vs^) @ E^)^ est donc

S ,..a+r,,b+r_c+d+e*e 4.r-d ^.a+b-c+d
X y Z ' - l ^ n - l ' - n

c^a+b
d^r

^ V yû+d+d' -.b+d+d-c+d+e ^.e ^d' ^a+b-c+d

c^a+b

=(l-^^t„)-l(l-Ztl)-l(l-X^-l)-l E X"/^^^-'.
c^a+b

On vérifie facilement que

1-X^Z^
y xaybzcta+b~c=

c^b (\-xz)(\-yz)(\-xQ(\-yt^

donc la série de Poincaré de C [2E(v5^) © E(^)]17 est
( l-^)-i(l_^)-i(l_^^)-i(l_^^)-i(l_^^-i(l_^^^)-i

^(l-jcz)-^!-^)-1 ^ x^^^^z0^^.^^^
a, 6, c, d

Pour calculer la série de Poincaré de l'algèbre (f^xP'^ ^-graduée CtV]^ il suffit donc
de calculer

^ xa+dyb+âzc^(cm^d^_^(a+b)^)®^te'E{exs^
a, b, c, d e

= ^ xa+dyb+âzctp+q+r+SE((s+c-r)î3^rx3^(d-q)m^^(a+b-p+q)^
r^c
q^d

p^a+b
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|) / U L-lL""̂ "1!

a+ô d c

La série de Poincaré de C [V^ est donc

(l-XzV^l-yz)-1 ^ ^+<y-K^c^-K,+r+5 x^-^^:^^-^

rsc
î^

p^û+b

^I-XZ)-^!-^)-1 ^ ^+^y^+^r+r' x^+^r+^r'^_^+b-p^

p^a+b

^l-xz)-^!-^)-1^-^»,,)-^!-^.!)-1

xO-zn^-^i-ztir'o-ni)-1 ^ x-yt1'^»-"
p§a+i>

=(l-xz)- l(l-^)- l(l-x^^_0- l(l-z«,)- l(l-z^) - l

xo-no-^i-xo-^l-^o-^i-x^)-1.
On en déduit qu'il existe des U-invariants homogènes non nuls, dont les degrés et poids
sont ceux de la table. Le lemme 2.1 montre qu'ils sont algébriquement indépendants sur
C, et le calcul ci-dessus montre qu'ils engendrent C [V]^

2.3. G DE TYPE €„, n^2. — D'après [10], les G-modules (rationnels de dimension
finie) simples sont indexés par les partitions de longueur au plus n; à la partition
À-=(À,i, . . ., À-^) correspond le G-module

< À - > =E((Xi-À,2) CTi+(À,2-À,3) CT2+. . . +^T^).

De plus

o>®<u>=®<wo.ai/o>
ç

(cf. [12], Theorem II), où la sommation est étendue à toutes les partitions Ç telles que
^ ̂  et Ç Œ H, et où (W(H/O=EC,V si 5^.5^=^C,5,

Étudions le G-module V=2E(OTi). D'après la table de [6], on a 8 (̂1111)̂ (̂ 1)
pour tout ne ̂  d'où, si (n, m)e F^J2

C[V]^^^E(nîîyO®E(mînO^<(n)>(8)<(m)>

= ® < (n/Q. (m/0 > ̂  ® < (n -^). (m -^) >,
C 0^p^inf(n,m)

d'après la définition de X/Ç (cf. [Il], I, § 5).
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Donc d'après [11], I, 5.16, on a si n^m :

C[V]^^ © (<(n+m-2;0>©<(n+m-2/?-l, ! )>©. . . ©<(m-p,n-p)>)
O^p^n

^ © E((n+m-2/?)îîyi)©E((n+m-2/?-2)îCTi+îîÏ2)© . .
O^p^n

©E((m-n)tîïi+(n-p)OT2)^ © E[(n+m-2p-2q)v5^-^-qv5^
O^p+q^n

La série de Poincaré de l'algèbre (^j2 x P^ ^-graduée C [V^ est donc

^ ^y"^-2^2^!
O^p+û^n
O^p+qïm

== y jçû+P+î yb+p+î^a+ft ^q

(a, fc, p. g) e l̂ 4

E ( l̂)^^!)'̂ )^^^)'
(a, b, p, q) e M4

=(i-xt,)-l(l-yt,)-l(\-xy)-l(l-xyt,)-l.

II existe donc des U-invariants homogènes non nuls, de degrés et poids (1, 0, CTi),
(0, 1, CTi), (1, 1, 0), (1, 1, ^2). On voit, en utilisant le lemme 2.1, qu'ils sont algébri-
quement indépendants sur C, et le calcul précédent montre qu'ils engendrent C [V]11.

2.4. G DE TYPE B^ ou D,,. — Soit 95,, (resp ?)„) l'algèbre de Lie d'un groupe de type B,,
(resp. D^). Alors S^-i c: !)„ c= 9^ pour tout n^3. Soit M un 93,,-module (rationnel de
dimension finie) simple de plus grand poids ^ i£ i+ . . . -\-gn^n (avec les notations de [9],
chap. VIII, § 13, n° 2 et 4). Alors d'après [13], p. 19, le î^-module M est somme directe
(avec multiplicités 1) des modules simples de plus grand poids g\ e^ + . . . +^e^ (mêmes
notations) où

|^| ̂ g^gn-^gn-^ . . . ^g2^8l ̂ 1,

et (^i-^i,...,^-^) 6 Z".

La longueur du î^-module M est donc

(2^+l)(^-i-^+l)(^_2-^-i+l). . . tei-?2+l)

comme 2^-module.
De même, soit N un D^-module (rationnel de dimension finie) simple de plus grand

poids / i i8i+. . +h^.

D'après [13], p. 19, le ®^_i-module N est somme directe (avec multiplicité 1) des
modules simples de plus grand poids h\ e^ + . . . +^-i £^-i où

N^^-i^-i^... ̂ 2^1 ̂ i
et^^,...,^.,-^)^-1.
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La longueur du 93,. _^-module N est donc

(^i-^+l)(^-^+l). • . (^-2-^-i+l)(inf(^_i-^,^_,+^)+l).

D'autre part,

N^E((^-^)^+ . . . +(/^-^-3)^-2

comme î^-module.
On déduit de ce qui précède le :

LEMME. — (i) Soit M un S^-module simple déplus grand poids a^ V5^ + . . . +^CT^; alors
la longueur du ^^-module M est (a^ + 1). . . (fl^+1).

(ii) SoiT N un T)^module simple de plus grand poids a^ m^ + . . . -\-a^m^ : alors la longueur
du »„_ ̂ -module N est (û^+l ) . . . ( a^_ i+ l ) (inf(^_i, â^)+l).

D'autre part, on vérifie facilement la liste suivante (où la flèche indique la restriction
de^àî)^ oude^à»^) :

©s, E^)-^, E«)©E(în5);

3)5, E (CTi) © E (^ ̂  ®4, C ® E (CTi) ® E (înj -^
î)4. 2C © E(^) ® E^) © E^);

î)4, E(îîÎ3)©E(îîÏ4)^»3, 2E(CT3);

3)4, E (îïïi) © E (^4) -^ ®3, C © E (mi) © E (^3) ;
3)3, E (mi) © E (^3) -^ $82, E (CTi) © E (CT^) ;

3Ï3, E (^2) © E (CTi) isomorphe à ^3, E (CTi) © E (^3).

Pour montrer que les G-modules du tableau I sont exceptionnels, avec des générateurs
de leur algèbre des U-mvariants dont les degrés et poids figurent dans la table, il suffit
donc de le faire pour les G-modules suivants :

De, E(CTi)©E«);
DS, E(^)©E(CT4);

D4, 2 E (CTi) © E (1^3) et D^ ou B^, 2 E (CTi),
puis d'utiliser le lemme ci-dessus pour calculer l'algèbre des U-invariants des autres
modules du tableau I.

Montrons par exemple comment résoudre le cas de D5; E^) © E^) à partir de
85, E^s).

Soient V le B5-module E^g) et U(resp. U') un sous-groupe unipotent maximal d'un
groupe de type Ds(resp. Bs). D'après la table de [6], la série de Poincaré de l'algèbre
N x N ̂ graduée C [V]^ est

(l-x^-^l-^O-^l-x^-^l-x3^)-1

xo-x^r^i-^r^i-x4)-1

=(l-x4)-1 ^ x^2^2^3^4^4^^^.
(a,b,c,d,e,f)e^6
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Donc d'après le lemme 2.4 (i), la série de Poincaré de l'algèbre CEV]^ graduée par le
degré total par rapport à V, est

(1-x4)-1 ^ x f l + 2 f c + 2 c + 3 d + 4 e + 4 ^(^+l ) (c+l ) (^+l ) ( /+ l ) (a+^+l)
a, b, c, d, e, f

=(l-x4)- l(^(a+d+l)x f l + 3 < ' )(^(fc+l)x2 t >)
a,d b

x(^(c+l)x2c)(S(e+l)x4e)(^(/+l)x4/).
<• <• î

On vérifie aisément que

^(a+d+Ï)^3^ l-x4

./ (l-x)2(l-x3)2

donc la série de Poincaré de C [V]" est

( l-x4)" lx^_^f_,yx( l-^2)•2o-^2)-2o-
^l-xr^l-x2)-^!-^3)-^!-^4)-4

D'autre part, d'après [l]. Table 3 a, 22, C [V]^ est engendrée par deux éléments homogènes
algébriquement indépendants, de degrés (1, 1) et 2, 2).

De plus C [V^ contient des éléments non nuls, homogènes, de degrés et poids :
- (1, 0, OTs), (0, 1, CT4);

- (2, 0, CTi), (O, 2, CTi) d'après la table de [6];
- (1, 1, CT^) car E^) ® E^s) =D E^) (c/: [l]. Table 3b)\
— (2, 1, TS^) : en effet la multiplicité de E^) dans S2 E^) ® E(CT4) est égale à

dim Hom^ (E (^5) 00 E (^5), S2 E (^5))

= dim Hom^ (E (2 ̂ 5) ® E (^ © E (OTi), E (2 ̂ 5) © E (^1)) = 2

(pour la décomposition de E^s) ® E(CT5), c/ [l]. Table 3b) donc CtV]17 contient un U-
invariant de degrés et poids (2, 1, 105), différent du produit des U-invariants de degrés et
poids (1, 1, 0) et (1, 0, CTs) :

— (1, 2, CT4) P^ symétrie;
— (3, 1, ^3) : avec les notations de [6], prop. 2, si P (resp. Q) est de degrés et poids

(1, 0, CTs) [resp. (2, 1, ^5)] alors (P, Q)^ est un U-invariant non nul, de degrés (3, 1) et
de poids 2 ̂ 5 — 05 = ̂ 3 ;

— (1, 3, CT3) par symétrie;
- (2, 2, CT^) car S2 E (^5) (g) S2 E (^5) =3 E (^1) ® E (m^) ̂  E (r^).

On vérifie que d'après leur construction, les U-invariants précédents ne sont divisibles
par aucun G-invariant non constant. D'après le lemme 2.1, ils sont donc algébriquement
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indépendants sur C. De plus, la série de Poincaré de l'algèbre qu'ils engendrent est bien

(1 -x)~2 (1 -x2)-4 (1 -x3)-2 (1 -x4)-4,

donc cette algèbre est égale à C [VIe.
Montrons aussi comment résoudre le cas de 84, E(v5^) © E^) à partir de 05,

E(CTi) ©£(^4). Soient V le ^-module E(CTi) ©£(^4) et U (resp. U') un sous-groupe
unipotent maximal d'un groupe de type B^ (resp. 05). En admettant les résultats du
tableau 1 pour 05, E(xni) ©E^), la série de Poincaré de l'algèbre f^l2 x ^-graduée
C [V'fèst

[(l-xt,)(l-yt,)(\-xyt^(\-y2t,)(\-xy2t^(\-x2)(\-xy2)rl

=(l-^2)-l(i_^2)-l ^ ^c^^^2^^^

(a, b, c, il, e) e M 5

donc d'après le lemme 2.4 (iï), la série de Poincaré de l'algèbre M ̂ graduée C [V]" est

(l-x2)-l(î-xy2)-l^xa+c+''yb+c+2d+2'!(a+d+l)(e+l)(lnî(b,c)+ï)

=(\-xlrl(\-xy2rl(^(a+d+\)xay2â)

x^+lKx^K^inf^ct+l)^/^).

On vérifie que

^(a+d+l)x-y=—— l~xy2 ,,
(ï-x)2^^2)2

et que

^(inf(fc, c)+ l)xcyb+c= ——————!—————-.
(l-y) (ï-xy)(Ï-xy2)

La série de Poincaré de C [V]" est donc

/ ^ ^ ^ — ^ /- ^^_^ 1 '-7 A -̂

•>; (l-x)2(\-y2)2'(l-xy2)2' (l-yH\-xy)(\-xy2)

==(\-x)~2(\-x2)~l(\-y)~l(\-y2)~2(l-xy)~l(\-xy2)~3.

Soit V le ®4-module E(îïïi) © E(îîÏ4). Alors V '^C©V comme ®4-module, où C est
contenu dans le ^-module E(OTi).
La série de Poincaré de C [V^ est donc

(1-x)-1 (1-x2)-1 (\-y)~1 (l-^2)"2 (l-x^)-1 (1-x^2)-3.

D'autre part on obtient, par restriction à V des U'-in variants de V figurant dans le
tableau I, des U-invariants non nuls, de degrés et poids : (1, 0, OT^), (0, 1, ^4), (l, 1, ^4),
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(0, 2, TOO. (0, 2, 0), (1, 2, CT^), (2, 0, 0), (1, 2, 0). Les G-invariants figurant dans cette liste
sont algébriquement indépendants et engendrent C [V]0 d'après [l], Table 3 a, 18. De plus
si P (resp. Q) est de degrés et poids (0, 1, ̂  [resp. (1, 1, CTJ] alors (P,Q)^ est non nul,
de degrés et poids (1, 2, T^) car 2^-^=xn^ En utilisant le lemme 2.1, on vérifie que
les U-invariants ci-dessus sont algébriquement indépendants sur C; la série de Poincaré
de l'algèbre N ̂ graduée A qu'ils engendrent est donc

(1-x)-1 (1-y)-1 (l-xy)-1 (\-y2)-2 (1-xy2)-3 (1-x2)-1,

donc A =C [Vf.

Il ne reste plus qu'à traiter les cas de D^, E(^)©E(^); D^ E(CT,) © E(0; D^,
2E(CTi)©E(îU3); D^ ou B^, 2E(CTi). On se bornera au cas (le plus difficile) de D^,
E (TOi) © E (OTe). Soient G de type Dç et V = E (^1) © E (CTJ.

D'après [l]. Table 3 a, 28, l'algèbre C^V]0 est engendrée par des éléments homogènes,
algébriquement indépendants, A de degrés (2, 0) et B de degrés (0, 4). De plus, d'après
la table de [6], on a :

C[E(îni)]^C[A]®(® E(MCTi))
n^O

et

C[E(CT6)]^C[B]®[ © E(aT3^bm^(c+d)x3^)]
a. b, c, d

^C[B]®(© (c+l)E(aTîJ2+fcCT4+CCT(,)),
a, 6, c

comme G-modules.
Donc C [A] ̂  C [A, B] ® H comme G-module, où

H = ( © E(nCTi))(g)( © (c+l)E(aCT2+foOT4+COT6)).
"^0 a, fc, c

Soit Cne revêtement universel de SO^C); alors G est un sous-groupe distingué d'indice
2 de G. D'après [10], à une partition À-=(À,i, . . .,À.e) est associé un G-module simple
noté [̂ ].

Si À,6=0, alors

Pl]^E ((^-^) CTi+(^-^3) ^+(X3-^) CT3+(À4-^) ^+^5 (^4-^))

comme G-module.

Si À^O, alors

Pl]^E((^-^) W i + . . . +(^4-^5) ^4+(^5-^6) ^5+^5+^6) ^ô)

©E((^-^) CTI+ . . . +(^-^) ^4+^5-^6) ^6+(^5+^) ^5)

comme G-module.
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On a aussi un G-module simple [A; À-], et

[A; ̂ E((^-^) C T i + . . . +(^4-^5) ^+(^5-^6) ^5+^5+^6+1) ^ô)

©E((^-^) CTi+ . . . +(X4-^) OT^+^+^+l) CTs+^-Xe) CT(,)

comme G-module.
Soit

K = ( © E(nCTi))®[(2©E(aîîj2+feOT4))
n ^ O a, b

© © (a+l)E(aCT2+&CT4+cTU5) © (a+\)'E(am^bm^cm^\.
00 c>0

Alors K est un G-module, et si a est la symétrie du diagramme de Dynkin de G, alors
K^H©o(H). Déplus

K=(E M) g) [2 ^ [u,u,v,v]
n^O uïvïO

+ ^ (2W+1)[M,M,Î;,1;,W,W]
u^v^w^O

+ S (2w+2)[A; M, M, i?, i;, w, w]]
u^v^w^O

car

[u, M, t;, i;, w, w]^E ((u—v) CT^+^—W) ^+2 w 1^5)

©E ((u—v) CT2+(u—w) OT4+2 w OTe)

si M^r^w>0, et

[A; M, M, V, V, W, W]2=:E ((M-U) CT2+(^-W) CT4+(2 W + l ) ^5)

©E((M-y)î^2+(î ;-w)CT4+(2 w+1) zîjô)

si M ^ u ^ w ^ O .
Pour ne N et À, une partitiobn, on a d'après [12]

M®M=E[(n/O.WO]
ç

avec des notations analogues à celles de 2.3.
Comme (n/Ç)^0 si et seulement si on a Ç=(m) où O^m^n, on a :

[n](2)[?i]= ^ (n-m).(?i/m),
0£mSn

d'où

ŒM)<»^]=E[(a).(^)].
n^O fl^O

b^O
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D'autre part, d'après [11], 1.5.16, on a :

Wb)=^

où la somme est étendue aux partitions [i telles que À,—p. soit une bande horizontale de
longueur b, donc

E Wb)= E H.
b ̂  0 3l — n bande horizontale

En particulier, si X=(u, M, v, v, w, w), on a

Z (^) = Z (u, H2» ̂  H4» w. ̂ ô)-
b^O M ^ H 2 ^ y ^ P 4 ^ w ^ H 6 ^ 0

Donc

( E M) ® k M, v, v, w, w] = ^ [(a). (u, H2> ̂  H4» w, He)]-
n^O ^<^^2^* ;SH4sw^^6^0

a^O

Toujours d'après [11], 1,5.16, on a :

E M 00 [M, M, u, u, w, w] =E [̂ i, • . •, ^-7]»
n^O

où la somme de droite est étendue aux À,i, . . ., ̂  telles que

^1^M^2^2^3^^4^4^5^W^6^H6^7^

donc

^ [n]®[M,M,t;,l;,W,w]=^(^-?L3+l)(^-^+l)a6-^7+l)[^...,U
nïO

sommation sur les [À,i, . . ., ^-7] telles que

À.i^M^2^À,3^U^4^5^W^À-6^7^0.

Or d'après [14], (43), on a :

[À,i, . . ., À,7]=0 sauf si À7=0, ou ^-7=2, ou ^=^7=1.

De plus,

[Xi, . . ., ̂  2]= -[^i, . . ., ^] et [ ,̂ . . ., ^5. 1. l]=[^i. • • .. ^5]-

Donc

^ [n]®[M,M,r,î;]= ^ (^-^3+1)(^4-^5+1)[^...,U
n^O 3Li^«^X2^X3^«;^X4^X5^0

S M ® [M, M, U, V, 1, 1]
n^O
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E (^2-^+1)(^4-^)(^6+1)P^ . . .,^]
.̂1 ̂ "^2 ̂ 3 ̂ ^4 ̂ 5^1 ̂ 6^0

+ S (^2-^3+1)(^4-^+1)[^ . . .^5]
^•l ̂ «^2 ̂ 3 ̂ ^4 ̂ 5^1

=2 E (^2-^3+1)(^4-^5+1)([^ . . .^5, 1]+[^ . . .^5])
^ l^ t<^^2^^3^^^U^^5^1

et si w ^ 2 :

S M®[M,M,^t;,w,w]
nï0

Z (^-^+1)(^-^+1)(^6+1)[^ . . .^J
îll^u^3l2^3^t^U^5^w^3L6^0

Z (^-^+1)(^-^+1)(^6-1)[^ . . .^J
^l^"^^2^^3^^^U^^5^w^X6^2

+ Z (^2-^3+1)(^4-^5+1)[^ • . .^5]
À.i^u^À.2^X3^v^3l4^Â.5^w

=2 Z (^2-^+1)(^-^+1)P4, • . .^0]
^l^M^2^3^y^4^5^w^3l6^1

+2 ^ (^2-^3+1)(^4-^5+1)[^...^5].
^ l^"^^2^^3^y^U^^5^w

Par suite, si w^O, alors

E [n] 0 [M, M, u, r, w, w]
n^O

=2 Z (^2-^3+1)(^4-^5+1)P4, • • .^J
^l^"^^2^^3^y^U^^5^w^À.6

On en déduit que

Ki=(SM)®(2 Z kM,^^]+ ^ (2w+l)[u,M,r,t;,w,w])
n^O u^v^O M^v^w^O

=2 ^ (^1-^2+1)(^2-^3+1)(^3-^4+1)(^4-^5+1)[^ . • .^5]
^1^. . .^5^0

+2 ^ (^1-^2+1)(^2-^3+1)(^3-^4+1)
>.l^. . .^6^0

X(^-^+1)(^-X6+1)(^+^6+1)[^ • . .^ô]

+2 ^ (^1-^2+1)(^2-^3+1)(^3-^4+1)(^5+2)X5[^ . . .,U
À,i^ . . . ^315^0

car

^6 ^"5

^ (2w+l)=(^+2)^ et ^ (2w+l)=(X5-^+l)a5+^+l).
w = l w=3le
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Donc

Ki=2 $: DJ^,...,U
À.i^ . . . ^316^0

où on pose

D,=(^-^+l)(^2-^3+l)(^3-^4+l)(^4-^5+l)(^5-^6+l)(^5+^6+l).

On a

K=Ki+K2,

où

K2=( E [n])®( E (2w+2)[A;u,M,t;,i;,w,w|).
n^O u^v^w^O

Pour calculer K2, on utilise le fait que

[^[A^^A^/O.^/Ç.P)]
Ç,s

(c/ [14], formule (24)).

D'après [11], 1,5.17, on a :

(ÇMl5)^,

où la somme porte sur les \JL telles que p.—Ç soit une barre verticale de longueur s. Donc
si n/ÇQ.Çl8)^^ alors il existe un entier m tel que O^m^n et que (w)—Ç soit une barre
verticale, de longueur s. Ceci impose que Ç=(/0 pour un entier/? et que O^s^ 1. Donc

n

[n]®[A;^]= ̂  [A;(^).(n/^)]+^[A;(^).(n)/(^).(l)].
p=o p

Comme

(/0.(1)=(/?+1)+(A 1) pour 7^1,

on a

n n-1

M®[A;^]= ^ [A;(X/^).(n-p)+ ̂  [A;(^).(n-/?-l)j,
p=0 p=0

d'où

S M®[A;5i]=2^[A;(?L/fc).(a)].
n^O a,b
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Par suite, si u ^ u ^ w ^ O :

^ [n] ® [A; M, M, y, u, w, w]
n^O

= 2 E [A; (M, ^2. ̂  H4» W, Uô) • (û)]
"^m^^^^^w^pe^o

=2S(^-^3+1)(^4-^5+1)^6-^7+1)[A;^, . . .,^7]

sommation sur les (À,i, . . ., K-j) telles que

^ ̂ 11^X2^X3 ̂ u^X4^À5^w^À.6^À,7^0.

Or d'après [14], (35), on a

[A; ^, . . . . ̂ =0 sauf si ^7=0 ou ^7=!,

et

[A;^, ...,^, 1]=-[A;^, ...,?iJ

Donc

^ [n](x)[A;M,M,î;,t;,w,w]
n^O

=2 ^ (^2-^3+1)(^4-^5+1)(^6+1)[A;^,...,^]
^1^ . . . ^w^À.6^0

-2 E (^2-^3+1)(^4-^5+1)UA;^ . . .,^]
^1^ • • . ^w^À.6^1

=2 S (^2-^3+1)(^4-^5+1)[A;^,...,X6].
^1^. . . ^ w ^ X 6 ^ 0

D'où

1^2=2 E (^1-^2+1)^2-^3+1) (^3-^4+1)^4-^5+1)
^1^ . . . ^6^0

X(X5-^+l)(^5+^6+2)[A;Xi, . . .,^]

car
^5

S (2w+2)=(?i5-^+l)(^+^6+2).
w=^6

Posons

E^=(^l-^2+l)(^2-^3+l)(^3-^4+l)(^4-^5+l)(^5-^6+l)(^5+^6+2);

alors
K= ^ (2DJX]+2EJA;^]).

f ( À ) ^ 6

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



368 M. BRION

Or, si l(k)^5, alors
HL [^(ûl+l) . . . (û(5+l) E(û4 CTI+ . . . +05 OT5+fl5 CTe)

en posant

a < = À , i — À , 2 ; . . . ; a<=À-..

Si /(À,) =6, alors

DÎL P^M^i+l) . . . (ûç+l) [E (ai ^ + . . . + 0 5 CT5+a6 ̂
© E (Oi CTI+ . . . +06^5+^5 ^ô)].

où
a i = = À - i — À - 2 ; . . . ; f l5=À,5—À-6; fl6=^5+X6.

Sn(À-)^6, alors

E^ [A; À-]^(ûi+l) . . . (a^+l) [E (â4 î n ^ + . . . +^5 1115+06 CTe)
© E (â4 O T I + . . . +fl6CT5+a5 ^A

où

^1=^1-^2; • • • ; ^5=^5-^6; 06=^5+^6+1-

Donc la série de Poincaré du G-module ^J ̂ gradué K est

2Z(^+1) . . . (05+1)^1. . . ̂

+2 ^ (ûi+1) . . . (^+1)^ . . . ^(^^6+^6^5)
"5^6

a6— a5 pair

+2 ^ (a, + 1 ) . . . (^ + 1) rî1 . . . t;4 (^ ̂  + ̂ 6 ^ô5)
û5<û6

aç- 05 impair

=2(l-^)-2(l-^)-2 . . .( l-t ,)-2.

Définissons une ^-graduation sur H par: le degré de E(a^m^+. . . +a^xs^ est
QI + . . . +06. Comme K^H©a(H) comme G-module et comme le degré défini ci-dessus
est invariant par CT, la série de Poincaré de H est l/(l—r)12.

Pour terminer la démonstration, il suffit de prouver l'existence des 12 U-in variants
non G-invariants du tableau I, et de montrer qu'aucun d'eux n'est divisible par un G-
invariant non constant.

L'existence des U-invariants homogènes non nuls, de degrés et poids (1,0, ̂ i), (0,1, xa^,
(0,2, CT2), (0, 3, OTç), (0,4, ̂ 4) est prouvée dans [6] (table).

D'après [l], Table 3b, E^) ® E(m^) ̂  E(CTi), donc E(w^ ® E^) => B^) d'où un
U-invariant de degrés et poids (1,1,1^5).

De plus, E(OTi) (g) S^OTe) ^ E(nji) ® E(OT(,) ^ £(^5) d'où un U-invariant de degrés
et poids (1,3,^5).
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D'autre part, E(îiji) (g) S^^g) contient le G-module

E(^)®E(^)=[l]®[12]=[(l).(12)]®[l]=[l3]©[2,l]®[l],

d'où des U-invariants de degrés et poids (1,2, ̂ 3) et (1,2, ̂ i).
De même E(îîïi) ® S^^) contient le G-module

E(^) (x) E(0=[l] (g) [I^KIMI4) © [l3],

d'où un U-invariant de degrés et poids (1,4, vs^).
D'après leurs degrés, tous ces U-invariants ne sont divisibles par aucun G-in variant

non constant. Pour prouver l'existence d'un U-invariant de degrés et poids (2,2, CT^)» non

proportionnel au produit de ceux de degrés et poids (2,0,0) et (0,2, CT^), montrons que
la multiplicité de E^) dans S^^) ® S2E(Tï5ç) est au moins 2.

En effet

S2 E (CTi) ® S2 E (^) ^ (E (2 CTi) © C) ® E (i^)

=([2] ® [l2]) C [2] = [(2). (l2)] © [(1) .(!)]© [2] ^ 2 [2].

De même, pour prouver l'existence d'un U-invariant de degrés et poids (2,4, ^4), non
proportionnel au produit de ceux de degrés et poids (2,0,0) et (0,4, vs^), montrons que
la multiplicité de E^) dans 8^(1^) (x) S^E(v5ç) est ^2. En effet

S2 E (TOi) ® S4 E (înj ^ (E (2 CTi) © C) (x) E (^4)

=([2] ® [l4]) © [l^PMl4)] © [(l).(l3)] © [l4] ̂  2[14],

ce qui termine la démonstration.

Remarque. — Les résultats rassemblés dans le tableau 1 résolvent partiellement des
problèmes posés par Littlewood dans [15].

2.5. Montrons maintenant que tout G-module exceptionnel maximal figure dans le
tableau I. Pour cela, on utilisera les remarques suivantes, dont les trois premières sont
évidentes :

(a) tout sous-G-module d'un module exceptionnel est exceptionnel;
(b) si V est un G-module exceptionnel de longueur s, et si Cr^^C^i, . . . , /?„] où

chaque p, est de degré à, et de poids À-^, alors

^i+. . . +^^dim V^s+2 dim U,
et

n l

Z ^i= E bjVSj avec bj^l pour l^j^l
i=l j = l

(cf. [6], théorème 2 et corollaires);
n i

(c) si V est comme précédemment et si ^ ^i=2 E m? alors v est maximal;
» = i j = i
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(d) soient œ un poids dominant non nul et E=E(œ). Alors 3E n'est pas exceptionnel.
Si de plus S2E* contient un G-module simple de plus grand poids À, où ̂ 0 et ^7^2œ*,
alors 2 E n'est pas exceptionnel.

Démonstration de (d). — Un système générateur minimal de l'algèbre CpE^ contient
au moins trois élément de poids À,* (et de degré 1), donc 3 E n'est pas exceptionnel
d'après (fo). D'autre part, si S^* ̂  E(À-), alors comme S2(2E)*=(2S2E*) ©(E* 00 E*),
un système générateur minimal de CpE^ contient des éléments de degrés et poids
(2, 0, ^), (0, 2, À), (1, 1, À-) et on conclut comme précédemment.

(i) Soient G un groupe simple de type A^, et V un G-module exceptionnel. Examinons
d'abord le cas où n^3. D'après (a) et le théorème 3 de [6], V est somme de sous-G-
modules isomorphes à E(CTi), E^), E(^_i), E(2{ïïi), E(2^); ou à E^) si n=5. De
plus E(2CTi) et E(2znJ vérifient la condition de (c) donc sont maximaux.

Supposons d'abord que n^5, ou que n=5 et V ne contient pas E^). Il existe alors
des entiers a, a\ b, b' tels que

V^aE^e^E^efcEOîj^œ^E^.i).

D'après (b), on a :

(n+l)(a+â/)+n(n:^l)(^+fc/)^û+a/+ft+^+n(n+l),

d'où

n^a^^-^^^Çb^b^n^l).
2

Comme n >: 3, on a :

3(n-l)(n+2)>n(n+l),

donc b-^-b'^2.
— Si fc+^=2, alors n^+a')^ donc a+a /=0==a=a / . A dualité près, on a donc

V^E(CT2)®E(^-i), ou V^2E(CT2).
Si V^2E(iîÏ2) et n^4, alors comme S^i^)* =) E(^_3) (c/: table de [5]), V n'est

pas exceptionnel d'après (d).
Si V^E(CT2)©E(CT^-i) et n^4, alors

S2y* ̂  E(2^_i) © E(t^_3) ® E(2CT2) © E^)® E^+^-l) © E(CTi +CTj©C,

S^^)* S^^.i)* E(^)*®E(^_,)*

donc un système générateur minimal homogène de C [V]17 contient des éléments de degrés
et poids (l,0,^_i), (0,1,^), (2,0, ̂ .3), (0,2,^), (1, I,CTI+^), (1,1,0) et les autres
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éléments sont de degré au moins 3. Si V est exceptionnel, alors l'inégalité
rii+ . . . +^dimV [cf. (b)] donne :

2+2x4+3(w-6)^dimV,

n(n+l )
ou

w^dimV—dimU=

D'où

n(n+ ) -8^n(n+l) et n^-lé^O,

ce qui est faux pour n^4.
Il ne reste donc que le cas de n =3; y=2E(v5^), qui figure dans le tableau I.
- Si b-^-V= 1, on peut supposer que fc= 1 (quitte à remplacer V par V*).
Il faut étudier a E (m^) © a' E (^) © E (CT^).
D'après (c) et le tableau I, 2E(m^) © E^) et E(CTi) © E(CTJ © E^) sont maximaux

ainsi que (pour n impair) 2E(^) © E^).
Il ne reste plus qu'à prouver que V=2E(^) © E^) n'est pas exceptionnel pour

n=2p, p entier ̂ 2. Or un système générateur homogène minimal de C[V^V contient des
éléments de degrés et poids : (1,0,0,^), (0,1,0, CT^), (p,0,0,CTi) et on conclut en appli-
quant (b).
- Si fc+^=0, on a :

V^aE^ea'E^).

On sait que a ̂ 2 et a' ^2 [d'après (rf)]. Or 2E(îîTi)©2E(^) est exceptionnel d'après le
tableau I; il est donc maximal.

Supposons maintenant que n=5 et que V contient E^). Alors

V^âE(CTl)®a / E(OT5)®&E(CT2)©fc / E(î^4)©cE(CT3) ,

avec c>0. D'après (b\ on a :

6(a+fl /)+15(^?+^/)+20c^a+a /+^?+^+c+30,

d'où
5(a+û0+14(^+y)+19c^30.

Donc b=b'=0 et c= 1. Il suffit de prouver que V=E(OTi) © E^) n'est pas exceptionnel
Or

S^*^ E(2CTs) ©E(2CT3) ®E(CTi+CT5)©E(CT3+ÎÎJ5)®E(îiÏ2).

S2 E (CTs) S2 E (133) E (105) ©E (^3)
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Donc un système générateur homogène minimal de C [V^ contient, en degré total 1 ou
2, les éléments de degrés et poids (1,0, ̂ 5), (0,1, T^), (0,2, ̂  +^5), (1,1, ̂ i)'

Si V est exceptionnel, alors d'après (b) :

2+4+3 (m-4)^dimV

et m^dimV-dimU=26-15=ll, et dimV=26, d'où une contradiction.
Il ne reste plus que les cas n= 1 ou n=2.
Si n= 1, on obtient V^aE(CTi), et a ̂ 2 d'après (d); le cas a =2 figure dans le tableau I.
Si n=2, on obtient V^aE^) ©a'E^). D'après (fQ, a ̂ 2 et a^2; de plus d'après

le tableau 1 et (c), 2E(x3^@E(x3^) est exceptionnel maximal.

(ii) Soit G un groupe simple de type B^, n^2. D'après (a) et la table de [6], un G-
module exceptionnel V est somme directe de sous-modules isomorphes à E(îni), ou (si
n^5) àE(^).

Si V^aE(CTi), alors a ̂ 2 d'après (rf), et a =2 convient d'après le tableau I; donc
2E(m^) est le seul G-module exceptionnel maximal pour n^6.

Si n=5, on peut supposer que V^aE(CTi) © bE(w^ avec ̂ 0.
On a : dimU=25; dimE(îCTi)=ll et dimE(tn5)=32 donc d'après (b) : lOâ+31^50

donc b=\.

Il suffit d'éliminer V = E (m^) ® E (^5). Or E (^1) ® E (i^) =) E (^5) car
E(în5)(x)E(CT5)=>E(CTi) (cf. [l]. Table 3fc) d'où un système générateur minimal homogène
de C [V^ contenant des éléments de degrés et poids (1,1, T^), (0,1, îUs), (0, 3, T^) donc V
n'est pas exceptionnel d'après (b).

Si n=4, on peut supposer que V^ûE(îïïi) ® bE(^) avec b>0, et comme
dim E (OTi) =9; dim E (^4) = 16 et 2 dim U = 32, on obtient 8 a + 15 b ̂  32.

Les possibilités pour (a, b) sont donc (2, 1), (1, 1), (0, 1), (0, 2).
Si a =2 et ^=1, alors un système générateur homogène minimal de

CpE^^QE^)^ contient des éléments de degrés et poids (1,0,0,^), (0,1,0,^).
(0,0,2, CTi) donc V n'est pas exceptionnel d'après (b).

Si a =0 et b =2, alors Vr^E^) mais S^T^)^^^) ® E(CTi) © C donc V n'est
pas exceptionnel d'après (d).

Le cas de EÇw^QE^s) figure dans le tableau I.

Si n=3, alors V^aE(CTi) © bE(m^) avec 6a+17fc^ l8 car dimE(îni)=7;
dimE(în3)=8; 2 dim U= 18.

De plus a ̂ 2 d'après (^). Les possibilités pour (a, fc) sont donc (2,0), (1,1), (0,2) et
elles figurent toutes dans le tableau I.

Si n==2, alors V^aE(OTi) © fcE^) avec 4a+3fc^8. On a les mêmes possibilités
pour (a, b), et elles figurent toutes dans le tableau I.

(iii) Soit G un groupe simple de type €„, n^3.
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On montre comme précédemment que 2E(v5^) est un G-module exceptionnel maximal,
et que c'est le seul pour n^4. Si n^3, on a d'après la table de [6] :

V^aE(xs5^)@bE(^)QcE(^)

et on peut supposer fc^O ou c^O.
Comme dim E (m^) = 6; dim E (^2) = dim E (^3) = 14 et 2 dim U = 18, on a d'après (b) :

5a+13ft-hl3c^l8.

Les possibilités à éliminer sont donc E(CTi) 00 E^) et E(CTi) ® E^).
Si V=E(CTi)®E(CT2), alors comme E(CTi)(x) E^^E^i+î^) ® E(^i) © £(^3)

(c/: [12]), un système générateur homogène minimal de C[V]V contient des éléments de
degrés et poids (1, 0, CTi), (0, 3,^i +^3), (1, 1, CTi) donc V est exclu d'après (b).

Si V^E(CTi) ® E^), alors, comme E(t»ïi) ® E^) ^ £(^3), E^i) 00 E^) =3 E^)
d'où des U-invariants non nuls sur V, homogènes de degrés et poids (1,1, CT^)» (O»4» ̂ î^)
et on conclut de même.

(iv) Soit G un groupe simple de type D^, n^4.
Un G-module exceptionnel V est somme directe de sous-modules isomorphes à E^),

ou (pour n^6) à E(^_i) et E(^). On montre comme en (ii) que 2E(x3^) est exceptionnel
maximal, et que c'est le seul pour n ̂  7.

Si n=6, alors on peut supposer V^aE(CTi) ©cE^) avec fc^O. Comme
dim E (CTi) = 12; dim E (njs) = dim E (î^) = 32; 2 dim U = 60, on obtient :
l la+31(fc+c)^60doncc=0, b=l et y^aE(m^) © E^).

Or E(îni) ® E(î)(T5) est exceptionnel maximal d'après le tableau 1 et (c), donc a= 1.
Si n=5, on peut supposer y^aE(w^(SbE(w^@cE(î3s) avec b^O.
Comme dimE(OTi)=10; dimE(îîÏ4)=dimE(CT5)=16; 2 dim U= 40, on obtient

9 a +15 (7?+c)^ 40; en particulier ^+c^2. D'autre part, comme
S2E(v54)^E(2^) ©E(tïï5), le G-module 2E(CT5) n'est pas exceptionnel d'après (rf),
donc b^l et c^l. De plus, d'après le tableau I, les G-modules E (^4) © E (1515) et
E(CTi)®E(CT4) sont exceptionnels, le premier étant maximal d'après (c). Il suffit donc
d'élminer V=2E(CTi) © E^). Or un système générateur homogène minimal de CFV^
contient des éléments de degrés et poids (1,0,0, CTi), (0,1,0, CTi), (0,0,2, T^) et on conclut
en utilisant (b).

Si n = 4, on peut supposer V ̂  a E (i^) ® & E (^3) © c E (^4) où a^b^c.
Comme dim E (vs^) = dim E (^3) = dim E 1^4) =8, et 2 dim U = 24, on obtient :

7(a-hb+c)^24 donc â+Z?4-c^3. De plus max(a, &, c)^2 d'après (rf).
A automorphisme du diagramme de Dynkin près, on obtient donc bien les G-modules

du tableau I.

(v) Soient G un groupe simple exceptionnel et V un G-module exceptionnel. Si G est
de type G^, alors Vc^aE^). Mais 2E(x3^ n'est pas exceptionnel car
E(îni) (x) E(CTi)^E(2CTi) © E^) ® C (cf. [16], Liste 5) d'où trois éléments de poids CTI
dans un système générateur minimal de C pE^i)]^ Donc a= 1.
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Si G est de type F4, alors il suffit de même d'éliminer V=2E(CT4); or
S2V*^E(2îîT4) © E^) © C d'après la table de [5], donc (d) s'applique.

Si G est de type Eç, alors V^aE(îCTi) © fcE^).
D'après (a), il suffit d'exclure 2E(v5^) et E^i) © E^)-
Mais S2E(m^)^E(2v5^) © E^^) donc 2E(îiïi) n'est pas exceptionnel d'après (d).
D'autre part, si V=E(CTi) © ̂ (^e)^ alors l'algèbre CIVj0 est engendrée par quatre

éléments algébriquement indépendants (cf. [l]. Table 5 a, 6) et la dimension de C [V^ est
au moins dim V — dim U = 54 — 36 = 18.

Par suite, si V est exceptionnel, alors un système générateur homogène minimal de
Ciy^ contient au moins 14 éléments de poids non nuls; comme G est de rang 6, au
moins 3 de ces éléments ont un même poids fondamental en commun, ce qui contredit (b).

Si G est de type E-j, il suffit d'éliminer 2E(OT7).
Or S2E(îîÏ7)*^E(2CT7) © EÇxa^) et (d) s'applique.
Si G est de type Eg, il n'y a aucun G-module exceptionnel d'après le théorème 3 de

[6].

2.6. ACTIONS «SANS MULTIPLICITÉ» DES GROUPES SIMPLES. — Rappelons (cf. [3]) que

l'action du groupe réductif H sur l'espace vectoriel de dimension finie E est dite « sans
multiplicité » si pour tout H-module simple F, la multiplicité de F dans C [E] est au plus
1. On montre facilement (cf. [6], lemme 6) qu'un tel E est un module exceptionnel sur
DH (groupe dérivé de H).

Dans [3], Théorème 3, on trouve la classification des actions irréductibles sans multipli-
cité. D'autres exemples sont fournis par la :

PROPOSITION. — Soit H un groupe réductif tel que DH soit simple. Soit E un espace
vectoriel de dimension finie sur lequel H opère « sans multiplicité » de façon réductible et
fidèle. On est dans Pun des cas suivants :

(a) H=GLy,(C) et E est Fun des îî-modules suivants :

C"©(CT (n^3); ^©A2^ (n^4); ^^©A2^ (npair^C),

ou se déduit d'un de ces modules par automorphisme de H.
(b) H est l'image dans GL(E) du produit direct de (C*)2 par un groupe simple de type

D4 et (à automorphisme de H près),

E=E(CTi)©E(îïï3),

où si (X, n)e(C*)2 et (x, y)eE, on a :

(À,, [i)(x,y)=(kx, \xy).

Démonstration. — D'après ce qui précède, le DH-module E est un sous-module
réductible d'un module du tableau I, et deux générateurs distincts de C [E]0 ont des poids
distincts ou nuls (où U est un sous-groupe unipotent maximal de H). Un examen du
tableau 1 fournit alors les modules du tableau II.
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TABLEAU II

Degrés et poids de générateurs homogènes
E algébriquement indépendants de C [E]17

E(TOi)CE(^)
(^2) (1,0.^),(0, l ,roi) ,( l , 1,0)

A..

D.

E(TOi)eE(CT2)

< (^3)

E^CE^)
n impair^5

E(CTi)eE(ro3)

n=2p

n=2/?+l

(1,0,^2 „),(!, 1,^^-2), . . . , (1,^,0)
(0, 1, ^p-i), (0, 2, lïï^-a), . . ., (0, A CTO

(LO,m^iUL l,^2p-i), . . . ,(1,^,^)
(0, 1, ^p), (0, 2, TO2p_2), . . ., (0, ^+1, 0)

(n=2^+l)

( l , 0 , C T i ) , ( l , l , T O 2 p + l ) , . . . , 0 9 , 1,^)

(0, 1, m^\ (0, 2, TO2p-2), . . . , (0, p, m^\ (0, /?+ 1, 0)

(1, 0, roi), (0, 1, ^3), (1, 1, TÎU), (2, 0, 0), (0, 2, 0)

On voit alors que si E figure dans le tableau II, le produit de DH par C* (si DH est
de type AJ ou (C*)2 (si DH est de type 04) opère « sans multiplicité » sur E.

3. Orbites dans les modules exceptionnels sur un groupe simple

3.1 THÉORÈME. — Soient G un groupe simple^ et V un G-module exceptionnel. Soient
X=Gx l'adhérence de la G-orbite de xeV, et I(X) l'idéal (G-stable) des fonctions
polynomiales sur V, nulles sur X.

(i) L'algèbre C [Xf est libre.
(ii) L'idéal I(X) admet pour système générateur le G-module engendré par certaines

combinaisons linéaires entre les ^-invariants du tableau I.
Démonstration. — Remarquons d'abord que le graphe F défini en 1.2 a pour composan-

tes connexes o ou o————o : en effet c'est évident si C [V^ est engendrée par des éléments
de poids fondamental ou nul; sinon, d'après le tableau I, on est dans un des cas suivants :
A^, E(2iîïi); A3, E(CT2)©E(OT2); As, E^); €3, E^); €3, E^), et on peut vérifier
cas par cas.

Si C [X]17 = C [Pi, . . ., PJ comme en 1.2 et n : C [Vf -. C [Xf est la restriction, d'après
la remarque précédente et la démonstration du théorème 1.2, l'idéal KQTK de CFV^ est
engendré par certains P; (où i est un sommet isolé de F) ou Pf-cP, (où { i , 7} est une
arête de F). Par suite, C [Xf^C [Vf/Ker n est une algèbre libre d'où (i), et Ker Tt^X^
est engendré par des combinaisons linéaires entre U-invariants du tableau I, d'où (ii).

3.2. THÉORÈME. — Avec les notations précédentes, le « bord » X\Gx de X est de
codimension au moins 2 dans X.

Démonstration. — D'après le théorème 3.1, on peut écrire CpCl^CIPi, . . .,PJ où
PI, . . ., P^ sont algébriquement indépendants sur C et chaque P, est de poids ^ par
rapport à T.
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Supposons que X\Gx contienne une composante irréductible Y, de codimension 1
dans X. Soit J l'idéal des fonctions régulières sur X, nulles sur Y; alors J est G-stable
donc J^ est un idéal premier de C [X]^ II est clair que C [X]0^ [Y]0^ donc d'après le
théorème 1.4, on a : d imX=m+M-nx et dim Y = dim C [Y^ + n - Uy. De plus riy^n^ et
m ̂  dim C [Y]^ Comme dim X = dim Y +1, on doit avoir riy = n^ et m = dim C [Y^ +1. On
en déduit que tout poids fondamental apparaissant dans un des ̂  apparaît aussi dans
un poids de C [Y]11, et d'autre part que J11 est de hauteur 1 dans C [X]11, donc l'idéal î^
est engendré par R(Pi, . . .,PJ=P, où R est un polynôme irréductible. Soit À, le poids
de P. Deux cas se présentent :

(i) Les poids des P^ apparaissant dans R (P^, . . ., PJ sont deux à deux distincts. Dans
ce cas, comme ces poids figurent dans le tableau I, ils sont linéairement indépendants
sur Z. On voit alors facilement que R(Pi, . . ., PJ est un monôme en les P,. Comme R
est irréductible, on en déduit que P=P^ pour un ie[l, m]. Si À^À^. pour i^j, alors un
poids fondamental figurant dans ̂  n'apparaît dans aucun poids de CtY^C [(P^-^J, ce
qui est absurde.

Donc il existe j^i tel que ^=^,; de plus d'après le tableau I, le poids ̂  est fondamen-
tal.

Soient a la racine simple telle que (^JoO^O, et S=Pf(X_^.)-P^.(X_^.).
Alors S est U-invariant de poids 2 À-,—a (d'après [6], proposition 2) etSeJ, donc Se^

et il existe S'eC[X] tel que S=PS'. S' est U-invariant de poids À-,-a, or ^•-a^P''"'
car (?i,-a|a)<0. Donc S'=0 et P,(X_^.)=P^.(X_,P,). D'autre part, comme X, est
fondamental, on a : X^P^X^P^O, et X_pP,=X_pP^ .=0 pour toute racine simple
P^a. On en déduit que pour toute y e^, on a :

P,exp(îX_,P,)=P,.exp(rX_,P,)

i. e.
exptX_,(P^.)=P^.

Donc PJPj est une fonction rationnelle G-invariante, non constante, sur X, ce qui
contredit le fait que X est l'adhérence d'une G-orbite.

(ii) II existe i et; distincts tels que P, et P, figurent dans R(Pi, . . .,PJ et À,,=^.
D'après le tableau I, le poids À,, est fondamental. Soient a la racine simple telle que

(^.|a)^0, et
S=(X|a)P(X_^)-(^a)P,(X_,P),
S^I^X.^-^^P.CX.^

D'après [6], proposition 2, S et S' sont U-in variants, de poids ^+^,—a.
On montre comme dans le premier cas que S=S'=0. On en déduit que

Pi(X_^Pj)—Pj(X_^Pi)=0 et on conclut comme précédemment.

COROLLAIRE. - Soit H le stabilisateur de x dans G. Alors C [X] ̂ C [G]".

Démonstration. - Comme X est normale (cf. théorème 1.2) et codinix (X - G x) ̂  2,
ona:C[X]^C[Gx].
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3.3. REMARQUES ET CONTRE-EXEMPLES. — (i) Le théorème 3.2 est (bien sûr) faux si V
n'est pas exceptionnel. Par exemple, si G =81.2(0) et V= {polynômes homogènes de
degré 3 en x et y }, alors X =Gx2y=Gx2y U Gx3 U { 0} contient la G-orbite Gx3 de
codimension 1.

(ii) Soit V un G-module exceptionnel. Soit ^(V) le nilcône, i. e. l'ensemble des xeV
tels que P(x)=P(0) pour tout P(=C[V]0. Alors l'algèbre C^V)^ est engendrée par les
U-invariants de poids non nul, donc est libre; par suite J^ (V) est normal, à singularités
rationnelles. Il arrive que ^ (V) ne contienne pas de G-orbite dense.

Exemple. - G=SL4(C) et V=2C4 ©2(C4)*.
On vérifie alors que dim ^ (V) = 12 et que la dimension maximale d'une G-orbite

dans ^T(V) est 11.
Soient de plus

et

Y={x©Xx©/©n/ |x6 (C 4 ) * , (^^)eC2,f(x)=Oei^2=^}

Z={0©x©0©/ [xeC 4 , /e (C 4 ) î ( cet / (x )=0} .

On vérifie facilement que X =Y U Z est un fermé irréductible G-stable (de dimension 8)
de J^ (V), et que Y est un ouvert affine G-stable de X avec CtY^CtM, v^^-v2).
Comme C [Y]0 n'est pas normal, Y n'est pas normal donc X non plus.

Le théorème 1.2 ne s'étend donc pas aux fermés irréductibles G-stables même contenus
dans le nilcône.

3. 4. SINGULARITÉS DES ADHÉRENCES D'ORBITES DANS UN G-MODULE EXCEPTIONNEL SIMPLE.

THÉORÈME. — Soient G un groupe simple et V un G-module exceptionnel simple. Soient
xeV et X=Gx. L'ensemble des points singuliers de X est X\Gx, sauf si X=V, ou si G
est de type B^ et V=E(x3s).

Démonstration. — On utilisera le lemme évident suivant :

LEMME. — Soit M un sous-G-module non trivial de C [V] tel que X soit l'ensemble des
zéros de M. Soit 8M l'ensemble des 8P/8v où PeM et veV. Alors :

(a) 8M est un sous-G-module non trivial de C [V], image de l'application de V ® M dans
C [V] qui à v ® P associe 8P/8v.

(b) L'ensemble Y des zéros de 8M est formé de points singuliers de X.
Montrons maintenant, sur des exemples, que (avec les notations précédentes) l'ensemble

des zéros de M est X\G x.

Exemple 1. - G est de type A^ et V=E(2^).
On identifie V à l'ensemble des formes quadratiques à (n+ 1) variables.
Soit P : V -> C le discriminant. Si P(x)^0 alors X =Gx est lisse.
Si P(x)=0, alors X est l'ensemble des formes quadratiques de rang au plus (/?—!), pour

un/?e[l, n+1]. On peut donc prendre M = E (2 xSp) c C [V]p (cf. [6], III. 2, Remarque 2).
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Alors

aM^E(2^)®E(2^)=E(2^+2^)®E(^+^+^_i)©E(2^_i)

et de plus

8M c C[V]^_i^ ©E(2ai^+. . . +2^_i^_i )

[somme sur les (a^ . . . ,ûp_ i ) tels que û i+2û2+. . .+( /? - ! ) ûp_i =/?-!].
Donc, comme âM^ { 0 } , on a : aM=E(2TCTp_i) c: C[V]p_i.
Par suite, l'ensemble Y des zéros de 8M est l'ensemble des formes quadratiques de

rang au plus (p—2), c'est-à-dire Y=X\Gx.
Le cas de A^, E(xs5^) est analogue.

Exemple 2. — G est de type £7 et V==E(CT7).

Soient Pi, P^, P3, P^ P^ des U-invariants comme dans le tableau I. Supposons d'abord
que PS est nul sur X. Alors X c ̂  (V) et d'après [6], démonstration du lemme 2, C [X]11

est l'une des algèbres suivantes :

C; C[PJ; CtPi.P^]; CfPi.P^]; C[Pi,P2,P3,PJ.

Mais si CpC^CtPi, P^ P3], alors P4=(Pi, P^ est nul sur X, donc on prouve comme
dans la démonstration du théorème 3.2 que P^/P^eC(X)0, ce qui est absurde.
- Si C [Xf = C [Pi, P;,, ?3, PJ, alors X = ̂  (V) et on peut prendre M = C Ps. Comme

E(^)=y®M-^8M et 8M^ { 0 } , on voit que 8M est le G-module engendré par P3.
De plus P4<(Pi, P^) (avec les notations de [6], proposition 1); on en déduit que
Y = { zéros de < G. ?3 >, < G. ?4 >, PS } est le bord de X, et que C [Yf = C [Pi, P^].
- Si C [Xf = C [Pi, P^], alors on peut prendre M = < G. P^ >. Donc

8M c S2E(CT7)=E(2îîÏ7) ©E(CTi). Comme 8M ne contient pas E(2x3^) (sinon il existe
PeM et ueV tels que 8P/8v=P2^ donc P et v sont de poids ^7, et P=P3<(Pi, P^) ce
qui contredit [6], démonstration du lemme 8) on a : 8M=E(xs5^= (G.P^). D'après
[17], Y = { zéros de < G. P^} est égal à G.V^ Par suite, Cm^CtPi] (cf. [18]) donc
Y est le bord de X.
- Si C [X]U=C [PJ alors d'après [18], le bord de X est { 0} et 0 est point singulier de

X.

Supposons maintenant que Ps n'est pas nul sur X. Alors, d'après le théorème 3.2,
l'idéal HX^ de CpCf est engendré par Ps-Ps^), une partie de {P2, P^ } et des
combinaisons linéaires entre Pi et P^. De plus PI^UX^ car X^ { 0 } . Montrons par
l'absurde que 1 (X) = (Ps - P^ (x)).

Si P4eI(X), alors (Pi, P3),7=0 sur X donc P3/PieC(X)0 et P3-cPi6l(X) pour un
ceC. On a c=0 (sinon le cône KX associé à X (cf. [19]) est inclus dans {zéros
de <G.Pi > } = { ( ) } donc dimX=dimKX=0, et X = { 0 } ) d'où PseUX). Comme
P5<(Pi, ?3), on voit que PseUX), contradiction. De même, si P^eï(X), alors P3eI(X)
car P3<(Pi, P^) (cf. [6], démonstration du lemme 8); d'où PS^UX) ce qui est absurde.
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Donc I(X) est engendré par P5—P5(x) et des combinaisons linéaires de Pi et P^,
mais d'après ce qui précède, ces combinaisons linéaires ne peuvent être que nulles.

On en déduit que X= {ye^\Ps(y)=Ps(x)} d'où X=Gx (sinon, soit Y l'adhérence
d'une G-orbite dans X\Gx; alors Y=X d'après ce qui précède) donc X est lisse.

Remarque. — Cette démonstration prouve aussi que :
(1) J^ (V)={xeV|P5(x)=0} contient quatre G-orbites : { 0 } =Zi, Z^ Z^ et Z^

densedans^ (V^etCtZ^CtPJîCtZ^CtPi, P^C[Z^=C[P,, P^ P^ PJ
En utilisant le théorème 1.4, on trouve pour les dimensions de ces G-orbites : 0, 28,

45, 55. De plus Z^ est le bord de Z^TT pour 1 ^f^3.
(2) Pour tout ceC*, l'ensemble des xeV tels que Ps(x)=c, est une G-orbite lisse.
On retrouve et on complète ainsi certains résultats de [20].
Les cas de A 5, E^); €3, E^); Dç, E^^) s'étudient de façon analogue.

Exemple 3. — G est de type ¥^ et y=E(x3^).
L'algèbre C [V^ est engendrée par

PI homogène de degré 1, de poids ^4,
P^ homogène de degré 2, de pods ^4,
?3 homogène de degré 3, de poids 1113,
?4 homogène de degré 2, de poids 0,
?5 homogène de degré 3, de poids 0.

De plus P3=(Pi, P^ P4<(Pi, Pi) et P5<(Pi, P^.
Si X c jV (V) alors d'après [6], théorème 4 et sa démonstration, C [X^ est l'une des

algèbres suivantes :

C; C[PJ; C[P,,P,]; C[P,,P^P,].

On élimine, comme dans l'exemple précédent, le cas de C [Pi, P2]; celui de C [Pi] est traité
dans [18]. On peut donc supposer que CpCI^CtPi, P^, P3J, donc X=^T (V)= {zéros
de M} où M=CP4©CP5. Tout zéro de 8(CPs) est donc un point singulier de M;
or a(CP5)^-E(OT4) et S(CPs) c= C[V]2 (cf. le lemme) donc a(CPg)= <G.?2 >. Par
suite l'ensemble des points singuliers de ^ (V) contient {zéros de < G. P^ >} =G. V^
(d'après [17]) et on conclut comme dans l'exemple 2.

Si ?5 n'est pas nul sur X, alors on montre comme dans l'exemple 2 que P3^I(X); de
plus P2^I(X) car P5<(Pi, P^ On en déduit que Cpq^CtPi, P^, P^] et que

X={^eV|P400=P4(x) et P^O^P^x)}.

On conclut, comme dans l'exemple 2, que X est lisse.
Il reste le cas où P^ est nul sur X, et P^ non nul sur X. On montre alors, comme

dans le cas où X=J^ (V), que l'ensemble Y des zéros de <G. P^ > dans X est formé de
points singuliers de X, et que Y est le bord de X.
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Remarque. — On vient de prouver que
(1) ^(V)= {xeV|P4(x)=P5(x)=0} contient trois G-orbites { 0 } =Z^, Z^, et Z^

dense dans ̂  (V); de_plus C[Z^V=C\P,h C[Z^=C[P^ P^, Pa] d'où dim Z^=16 et
dim Z3=24. En outre Z, est le bord de Zf+ i pour i= 1 ou 2.

(2) SiceCetdeC*,alors

{xeV\P^(x)=c et P^(x)=d}

est une G-orbite lisse.
(3) SiceC*, alors

{xe\\P^(x)=c et P5(x)=0}

est l'adhérence d'une G-orbite, dont le bord est vide ou de dimension 16.
On retrouve ainsi des résultats de [21].
Le cas de €3, E^^) se traite de la même façon. Les autres cas sont plus faciles,

excepté B5, îL(w^).

Exemple 4. - G est de type 85 et V=E(OT5).
Soit H un groupe simplement connexe de type Dç. Alors H opère sur V [on est dans

le cas de Dç, E(CT(;)]. D'après le tableau I, on a C [V^C [V]0.
Soit ^(V) le nilcône (pour G ou pour H); on montre comme dans l'exemple 2 que

J / ' (V) contient l'adhérence X d'une H-orbite de dimension 25, et que le H-bord Y de X
est de dimension 16; de plus Y est le lieu singulier de X.

Mais d'après [22], proposition 6, X et Y sont des adhérences de G-orbites, et X contient
une G-orbite Z de dimension 23, qui est donc formée de points lisses de X. Le G-bord
de X n'est donc pas le lieu singulier de X.

3.5. Pour terminer, donnons (sans démonstration) quelques exemples de modules
exceptionnels sur des groupes non simples, afin de montrer que les graphes qui intervien-
nent sont plus compliqués que ceux des modules exceptionnels sur des groupes simples.

Dans les exemples qui suivent, le groupe G est de la forme H x H" où H et H' sont
simples; les poids fondamentaux de H (resp. H") sont notés CT^, CT^, . . . (resp.
CTI, xa^ . . . ) et ordonnés comme dans [9].

Exemple 1. ;

G=SL3(C)xSL2(C),
V = E (CTI + OTi) © E (^2).

L'algèbre C [V]11 est engendrée par des éléments homogènes, algébriquement indépen-
dants, de degrés et poids :

(1,0,^+^i), (0,1, mi), (2,0,0, (l.Wi), (2,1,^).

Le graphe est : o————o————o o————o.
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Exemple 2 :

G=SL4(C)xSL2(C),
V = E (TOI + 0 © E (^2).

L'algèbre C [V]17 est engendrée par des éléments homogènes, algébriquement indépen-
dants, de degrés et poids :

(1,0,ÎÎÏ3+0, (1,1,^+0, (2, l ,CTi+ÎCT3), (0,1, V5^

(0, 2, 0), (2, 0, ̂  (2, 1, 0).

Le graphe est : o—o o—o

Exemple 3 :

G=SL3(C)xSp4(C)

où Sp4(C) est le groupe symplectique de rang 2,

V=E(îni+0.

L'algèbre C [V^ est engendrée par des éléments homogènes, algébriquement indépen-
dants, de degrés et poids :

( l ,CT2+OTi) , (2,OTi+OT'2), (2,CTi), (3, V5\), (4,^+^2)-

Le graphe est : o————o————o————o————o.
Remarque. — G opère sur V « sans multiplicité » (cf. [3], théorème 3).
Exemple 4 ;

G=SL4(C)xSp4(C),
V=E(tni+<).

L'algèbre C [V^ est engendrée par des éléments homogènes, algébriquement indépen-
dants, de degrés et poids :

(1,^3+0, (2,^2+^2). (2,^ (3,OTi+<),
(4,^+^3+^2), (4,0).

0

.Le graphe est : o————o————o<, o.
o

Remarque. - Le groupe C* x G opère sur V « sans multiplicité » (d'après [3],
théorème 3).
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QUESTIONS. - Si V est un module exceptionnel sur un groupe G non simple, et si X
est l'adhérence d'une G-orbite dans V, l'algèbre C [Xf est-elle libre? Le bord de X est-il
de codimension au moins 2 dans X? (La réponse à ces questions est affirmative si V est
simple.)

4. Zéros de covariants quadratiques

4.1. Soit V un G-module rationnel de dimension finie, isomorphe à
E(^i) © . . . ©E(^,) où ^i, . . ..À-,. sont des poids dominants. L'algèbre C[V] est donc
P^-graduée. Posons

^=(0,. . . ,0,1,0, . . . ,0)6^;
î

alors
cm ^f^^W si i^MVJ,̂  ^^ ^ ^

donc
C[V]^^E(^,+À,)*.

Pour l^f , 7^r, soit M,^ ^ un supplémentaire G-stable de E(À,;+X,)* dans C [V]^.+^..

THÉORÈME. - Soit 1 (resp. J) V idéal de C[V] engendré par les M, ^ pour \^i<j^r
(resp. l^i^/^r). Alors î et J sont G-stables, réduits et
(C[V]/I)U^C[E(^)]u(x) . . . OCtE^f; (CCVl/J^C^, . . .,(p,] ^^ur l^^r, ^
esî de degré e^ et de poids X*.

Les ensembles X des zéros de I, ^t Y des zéros de J, sont des variétés normales, à
singularités rationnelles.

Deplus\=G.\v.

Démonstration. — Montrons d'abord quelques résultats préliminaires. Soit ^ une C-
algèbre de type fini, sur laquelle G opère par automorphismes localement finis. Deux
éléments T-homogènes P et Q de ^u sont dits orthogonaux (on note P-LQ) si l'image
de l'application d e < G . P > ( x ) < G . Q > dans ̂ , qui à R ® S associe RS, est le G-module
engendré par PQ.

LEMME. — Soient P, Q, Q' des éléments T-homogènes de ̂ u tels que P soit orthogonal
à Q et Q'. 5i R<(Q, Q') alors P est orthogonal à R.

Démonstration du lemme. - Soit 9 l'algèbre de Lie de G. Choisissons, pour tout aeR,
un X,eQ\{0} et H,eg\{0} tel que

C= ^ X,X_,+ ^ H,2,
a e R aeâ8
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soit un opérateur de Casimir (cf. [9], chap. VIII, § 2, proposition 6). On va calculer les
valeurs propres de C opérant sur < G . P > . < G . R > .

Soit S un élément T-homogène, de poids œ, de < G . R > . Soient À,, |i, ^/, v les poids
respectifs de P, Q, Q', R. On a

C(PS)= S (X,X_J(PS)+ S H^(PS)
a e R aeâS

= Z(X,X_^(P)S+ ^ H^P)S
a e R ae^

+ ^ X_.(P)X,(S)+ S X_,(S)X,(P)
a e R a e R

+2 S H.(P)H.(S)
aeâ?

+ ^(X.X_,)(S)P+ ^ H^S)?
a e R aeâ8

=C(P)S+2 ^ X_JP)X,(S)+2<?i,œ>PS+C(S)P,
a e R +

car XJP)=0 pour aeR-"; et ^ HJP)H,(S)= <À., œ>PS.
ae^B „

Or S 6 < G . P > . < G . Q / > donc S s'écrit S= ^ S,S;. où S^.e<G.Q>^.; S^G.Q')^.
/'=!

et ^.+^=0) pour 1^/^n. Donc

S (X_,P)(X,S)= ^ (X_,P)(X,S,)S,+(X_,P)(X,S;.)S,.
a e R - ^ l^^n

a e R +

Remarquons qu'on a :

2 I: (X_,P)(X,S,)=C(PS,)-C(P)S,-PC(S,)-2<?i,^>PS,
aeR +

et une formule analogue pour les Sp donc

C (PS)=C (P) S+C (S) P+2 < ^, œ > PS
n

+ ^ C (PS,) S;. + C (PS;.) S, - 2 C (P) S, S;.
j= i

-P(C(S,)S;.+C(S;.)S,)-2«?i,n,> + <?i,n;.»PS,S;.
n

=-C(P)S+C(S)P+ ^ C(PS,)S;.+C(PS;.)S,-P(C(S,)S;.+C(S;)S,).
7=1

Or d'après [9], (chap. VIII, § 6, corollaire de la proposition 7), on a

C(P)= < X , X + 2 p > P ; C(S)= < v , v + 2 p > S ;
C(S,)=<H,ti+2p>S, et C(S;)=<^l/,^l/+2p>S;..
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De plus, comme P1Q, on a : PS,e<G.PQ> donc

C(PS,)= <?i+H,?i+n+2p>PS,

et de même
C(PS;.)= (^^^H^p)!^;..

Donc C(PS)=fcPS où

fe=-<À,, À . + 2 p > + < v , v + 2 p >

+ <^+u, À,-m+2p> + <À,+u', îi+H^p)

- <u, u + 2 p > - <u', H '+2p>

= < À, ?i+2 p > +2 < À,, H+U- > + < v, v-h2 p >.

Or R <Q, Q') donc E(v) c, E(u) (g) E(u').

Par suite, on a v^+u'—s où s est une somme de racines positives. D'où

k= <À<, ?i+2 p> +2<X, v> + <v, v+2 p> +2<À,, 5>

et k^ <À,+v, À,+v+2p>.

Soit E(Ç) un sous-G-module simple de < G . P > . < G . R > ; C est une homothétie de
rapport < Ç, Ç+2 p > sur E(Ç), et de rapport f e s u r < G . P > . < G . R > donc

<Ç,i;+2p>^0+v,?i+v+2p>.

Or Ç = X + v — s ' où s' est une somme de racines positives. D'où

<Ç,Ç+2p>-<À,+v , À,+v+2p>

= <s', s'> - <s', ?i+v+2 p> - <?i+v, 5'>

=-<5', ?i+v+Ç+2p>^0.

Donc 5'=0 et Ç=^+v. On voit donc que < G . P > . < G . P > = < G . P R > , ce qui prouve
le lemme.

Montrons maintenant le théorème. Soient ^=C[V]/I et n:C[V]-^ l'application
canonique. Comme 1 est engendré par des G-modules ^-homogènes, ^ est une G-
algèbre ^'-graduée. Pour l^f^r , soit (pfeE(À,,)*u\{0}.

Si f^7, alors II((pf) 1 n ((p^) par définition de I. On en déduit, par applications répétées
du lemme, que si PeC[E(?i,)] et QeC[E(À^)] (avec i^j\ alors II(P) 1 n(Q) [en effet, si
P est homogène de degré n, alors il existe Pi homogène de degré (n—1) tel que
P<(PI, (p^.Donc^^i® . . . ®^Ï,où^Ï,^C[E(^)]u/IunC[E(^)]u

Or inC[E(À,f)]= { 0 } car 1 est engendré par des éléments de degré ^+^(17^7). Par
suite,

^U^C[E(^)]U®...®C[E(^)]U
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De même, si jaT==C[V]/J, et ir.'CtV]-^' est l'application canonique, alors comme
IT (cp,) 1 IT ((p,) pour tout (f, j ), on a : ̂ u ̂  C [(pi, . . ., q>,].

Comme ^u et ^/u sont réduites, on voit facilement que ^ et s e ' sont réduites. En
outre, d'après le résultat de H. Kraft déjà cité, les variétés X et Y sont normales, à
singularités rationnelles. Montrons enfin que Y=G.VU . Soient G le produit de G par

r

(C*Y opérant « diagonalement » sur V=@ E(^.), et B le sous-groupe de Borel de G
1=1

contenant B. Comme C [¥]"=€ [cpi, . . ., cpj, il est immédiat que Y est le plus petit fermé
G-stable Z de V tel que pour tout ie[\, r], la projection de Z sur E(À-^) ne soit pas
triviale.

En particulier Y => G.V^; en effet, G.V11 est fermé car Ve est stable par un sous-
groupe parabolique de G. Par suite, l'algèbre CtG.V^ est engendrée par (pi, ...,(?,..
Ceux-ci ont des poids linéairement indépendants pour l'action de B, donc sont algébri-
quement indépendants sur C. D'où CtG.V^^CCYf, donc G.V^Y.

4.2. EXEMPLES.

(i) Variétés de complexes. — Soient E^, . . ., E^+^ des C-espaces vectoriels de dimension
finie. Soit

V=Hom (Ei, E^) © Hom (E^, E^) © . . . © Hom (E,, E,+i)-

Soit a-=(a^ . . ., a^e W. Définissons la « variété de complexes »

X (à)= { (pi © . . . © (p, e V | rg ((p,)^a, pour l^i^r,
et

(p^^ o (p ,==0pour l^ f^ r—l} .

Alors X(a) est une sous-variété de V, stable par G==SL(Ei) x . . . x SL(E^+i).
Le théorème suivant est dû à G. Kempf (cf. [23]) et a été étendu par C. de Concini et

E. Strickland au cas où le corps de base est de caractéristique quelconque (cf. [24]).

THÉORÈME. — Si af+a;+i^dimE;+i pour l ^ i ^ r—1, alors :

(a) L'idéal des fonctions polynomiales sur V, nulles sur X (a), est engendré par les G-
covariants suivants :

Hom (E,, E,+i) © Hom (E.^, E,^) ^ Hom (E,, E^),
cp © \|/ -^ \|/0 (p

et

Hom(E,, E,^) ̂  Hon^A0^1 E,, A^1 E,^),

M-^A^M.

(b) U algèbre C [X (a)]0 est libre [donc X (a) est normale, à singularités rationnelles].
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Démonstration. — On est dans la situation du théorème 4.1 avec
E(^)=Hom(Ef, E^+i). On vérifie immédiatement que M^.= { 0 } sauf sije{i, ï '+l},
et que M, ^^ ^Hom(E,, E^^)*- Donc, avec les notations du théorème 4.1, on a :

X (a)= {((pi, . . .,(p,)eX|rg(p,^.pour l ^ f^ r} .

Soit I(a^) Fidéal de C [Hom(E;, E;+i)] engendré par le covariant

Hom(E,, E,^) ̂  Hom(A^1 E,, A^ E,^).

D'après le théorème 4.1, on a :
r

C[X(a)]1^ ® (C[Hom(E,,E,^)]/I(a,))u.
1=1

On conclut en utilisant le fait que les algèbres C[Hom(E,, Ei+^)|ï(a^)\v sont libres {cf.
par exemple [25], proposition 3).

(ii) Généralisation aux représentations de graphes. — Soit F un graphe orienté fini,
c'est-à-dire la donnée d'un ensemble fini S de sommets et d'un ensemble A d'arêtes,
A c: S x S. Soit V = © Hom (E,, E,,).

(s, s') e A

Si a=(ag)yç^e^A, définissons la sous-variété X(a) de V par

X(a)= {((p,)^A^V|rg(P<x^siaeA,

et (pp ° (pa=0 si a et P sont des arêtes successives de F}.
On peut montrer comme précédemment le :

THÉORÈME. — Si U est un sous-groupe unipotent maximal de G=]~[SL(E,), alors
ses

Falgèbre Cp^f est libre.
Le cas d'une variété de complexes correspond au graphe : o->—o->—o . . . o->—o .

1 2 3 r r+1

(iii) Orbites de vecteurs de poids maximal. — Soit V=E(À-) un G-module simple; soient
M un supplémentaire de E(2À,)* dans S2 V*, et J l'idéal de C [V] engendré par M. D'après
le théorème 4.1, l'ensemble des zéros de 3 est F adhérence de l'orbite d'un vecteur de plus
haut poids de V; on retrouve ainsi le résultat de [17].
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