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REPRESENTATIONS EXCEPTIONNELLES
DES GROUPES SEMI-SIMPLES

Par M. BRION

0. Introduction

Soit @ : G —» GL (V) une représentation rationnelle de dimension finie du groupe semi-
simple complexe G. Soit C[V] I’algébre des fonctions polynomiales sur V. Les problémes
de la classification a G-équivalence prés des éléments de V, de la description de I’algébre
C[V]€ des fonctions polynomiales G-invariantes sur V, et du G-module C[V], semblent
trés difficiles pour V quelconque. On est donc amené a étudier les représentations vérifiant
des critéres de régularité, par exemple : V est « corégulier », i. e. I'algébre C[V]€ est libre
(engendrée par des €léments algébriquement indépendants), cf. [1]; ou V est « colibre »,
i.e. le C[V]®module C[V] est libre (cf. [2]); ou chaque fibre de Iapplication
V — Spec C[V]€ ne contient qu’un nombre fini de G-orbites (cf. [3]).

Dans ce travail, on étudie les G-modules V soumis a la condition trés restrictive
suivante : I’algébre C[V]Y est libre, ou U est un sous-groupe unipotent maximal de G.
Dans la premiére partie, on montre que si V est un tel G-module (appelé « exceptionnel »
par la suite) alors toute adhérence X d’une G-orbite dans V est normale, a singularités
rationnelles (on peut retrouver ainsi la normalité de diverses variétés déterminantielles).
De plus, on peut calculer la dimension de X, connaissant I'algébre C[X]'. Dans la
deuxiéme partie, on classe les G-modules exceptionnels, ou G est un groupe simple; les
résultats sont rassemblés dans un tableau. Dans la troisiéme partie, on montre que si G
est un groupe simple, V un G-module exceptionnel simple et X I'adhérence de la G- -
orbite de xeV, alors le lieu singulier de X est le « bord » X —G x de X, sauf dans un
cas (ce résultat est analogue a celui de H. Kraft et C. Procesi [4] pour la représentation
adjointe de SL, (C), mais les cas traités ici sont plus simples). On peut retrouver également
certaines classifications d’orbites, par exemple celles des spineurs en petite dimension.
Enfin, dans la quatriéme partie, on étudie certaines sous-variétés d’un G-module quel-
conque V, définies par I'annulation de covariants quadratiques. On retrouve et on
généralise ainsi des propriétés des « variétés de complexes » (cf. [23]).

Les résultats de cet article ont été annoncés dans [5] et généralisent une partie de ceux
de [6].
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346 M. BRION

1. Propriétés des adhérences d’orbites

1.1. Norations. — Dans toute la suite, G est un groupe algébrique semi-simple,
connexe et simplement connexe, sur C, avec un sous-groupe unipotent maximal U. Soient
T un tore maximal de G normalisant U, et B=TU le sous-groupe de Borel de G
contenant U. Notons R le syst¢éme de racines de (G, T), avec une base = {ay,...,a,}
correspondant a B; soit P** I’ensemble des poids dominants (pour ce choix de %) avec
®@,, ..., les poids fondamentaux. Si ®eP**, on note E(w) un G-module simple de
plus grand poids ®. Si A est une partie d’un G-module M, on note { G. A ) le G-module
engendré par A. Si E est un C-espace vectoriel, on note C[E] I’algébre des fonctions
polynomes sur E, et C(E) le corps des fractions rationnelles sur E.

Soit V un G-module exceptionnel; alors T opére sur I'algébre libre C[V]Y avec tous
ses poids dans P* *, donc il existe des poids dominants A, .. ., A, et des polyndmes U-
invariants algébriquement indépendants P,, . . ., P, sur V tels que chaque P; soit homo-
géne de poids A; par rapport a T et que C[V]'=C|[P,,...,P,].

Remarque. — L’algébre C[V]® est engendrée par les P, tels que A;=0. Soit A I'algébre
engendrée par les autres Pj; alors C[V]'"~C[VI°® A, d’ou C[V]~C[V]°®(G.A)
comme G-module. Donc tout G-module exceptionnel est colibre.

1.2. THEOREME. — Si V est un G-module exceptionnel, alors I'adhérence (pour la
topologie de Zariski) de toute G-orbite dans V est une variété normale, a singularités
rationnelles.

Démonstration. — Soient xeV et X=Gx. FEcrivons C[V]Y=C[P,,...,P,] comme
précédemment.

Soit m: C[V]—>C[X] la restriction; m induit une surjection T-équivariante
7 : C[V]Y = C[X]". On peut donc supposer que les n(P;) sont non nuls pour 1<i<m,
et engendrent C[X]".

D’aprés le théoréme 2 de [6], on a

(*)

m l
Y A=) c®m ou 0<c<2 pour 1<j<I
i=1 ji=1

Soit Q[r(Py), - . ., t(P,)]=0 une relation de dépendance algébrique entre les n(P,). On
peut supposer Q isobare par rapport a T, c’est-a-dire

QXy . X=X, ... an X Xe,

ol ) a;A; ne dépend pas de (ay, . . ., a,) tel que da,, .. . a7 0. Sl existe j, et j; tels
j=1
que A;,—2®; €P**, alors, d’aprés (*), ®;, ne figure dans aucun A; pour j#j,. par

suite,

m
ajxjs2aj0 w;, mod @, Zw;
j=1 i#jo

j=
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pour tout (ay,...,a,). Le degré de Q par rapport & X; est donc indépendant du
mondéme figurant dans Q, donc

QXyp - X =XRQ (X, .. o, Kjgy -+ s X

Comme X est irréductible et n(P;)#0, on voit que n(P;) n’intervient dans aucune
relation irréductible entre les n(P;), 1<i<m.

On peut donc supposer, d’aprés (%), que tout A; est somme de poids fondamentaux
distincts, avec des coefficients 0 ou 1. Définissons un graphe I par :

— l'ensemble des sommets de I'est {1,...,m};

— {i, j} est une aréte de I" si et seulement si un méme poids fondamental figure a la
fois dans A; et A; (on choisit alors un tel poids fondamental, note @; ;).

Si {i,j} est une aréte de I', alors A;+A;—2w; ;;€P** donc d’aprés (x), w; j,
n’apparait dans aucun A, pour k¢{i, j}. D’ou

Y aM=(a;+a)w; jy;mod @ Zmu,

t=1 o FO( i, j}

pour tout (ay, . . ., a,). Par suite, a;+a; ne dépend pas du mondme X1{t. . . X;m figurant
dans Q. Si de plus { j, k} est une aréte de I', alors a;—a,=(a;+a;)—(a;+a,) ne dépend
pas du monéme X{t...X4m figurant dans Q.

Soient maintenant i et j des sommets quelconques de I'. On déduit immédiatement de
ce qui précéde que :

— si i, j sont liés par un chemin de longueur impaire dans I', alors a;+a; ne dépend
pas du monome X{t...X?m figurant dans Q.

— si i, j sont liés par un chemin de longueur paire dans I', alors a;—a; ne dépend pas
du mondéme X¢{!...X%m figurant dans Q.

Soit I'=I"; U ... UTla décomposition de I" en composantes connexes. Deux sommets
de T sont dits équivalents si on peut les joindre par un chemin de longueur paire. On
vérifie facilement que chaque I'; est formé d’au plus deux classes d’équivalence, qu’on
note I'; et I';” (éventuellement I';” peut étre vide). Soient i’ et i” deux sommets de I'}, et
Jj’»j” deux sommets de I'}. D’aprés ce qui précéde, a; —a;, a; —a;- et a; +a; ne dépendent
pas du monéme X{1... X% figurant dans Q. Il existe donc des entiers d; =0 tels que

QXy - X =([1 X 0y, .. e ([T XHCIT X CIT X59)-
el il iely jerh

Comme les n(P;) sont non nuls, on peut supposer que tous les d; sont nuls. Supposons
de plus que Q fait intervenir X, Soit ¢ : C[X]Y > C[G]Y lapplication telle que
o (f)(@)=f(gx) pour feC[X]' et geG. Alors ¢ est un T-morphisme, injectif car
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348 M. BRION
X=Gx.Ona:

Yas, . o [T @on®)4(TT 0om(P)*) ([] @om(P)¥)=0,

i¢ry ier; jery

avec a; +a; indépendant de (ay, . . ., a,); posons a;+a; =d. Il existe donc un polynome
R en les gpon(P) (j¢I'y) tel que [] @on(P) divise Rx [] @on(P); R est isobare
iely jely
par rapport a T.
D’aprés la définition des I';, le poids A de R par rapport a T n’a pas de poids
fondamental en commun avec les poids des @ o n(P), ieI';.

Par suite, R et [[ @on(P) n’ont pas de diviseur commun dans C[G]".
iel

Or C[G] est factoriel (cf. [7], Corollary 4.5) donc C[G]Y aussi; on en déduit que
[T eon(P)divise [ @on(P;) dans C[G]”. Comme I'; et I'{ jouent des rdles symétri-
iel} jery

ques, il existe une unité ¢ de C[G] telle que II @on(P)=c [] ¢on(P;). L’action de

iel} jery

T sur C[G]Y définit une N'-graduation de C[G]' avec C[G]y =C [G]®=C, donc les seules
unités de C[G]Y sont les constantes. Comme ¢ est injective, on a finalement :

(**) [T n®)=c [] =n(P) pourun ceC*
de plus
Q[T[(P,-), .. "n(Pm)]= anl’ ey Ay l—[ E(Pi)ai-cai'( I—I n(Pi))“i'+“j’
i¢I'y iel'y
=( l_[ Tc(Pi))d‘zqab P l_l c“i‘n(Pi)“ﬂ
iely i¢I'y

Donc (**) est la seule relation irréductible entre les ©(P,), faisant intervenir n(P;) (en
effet le polyndme IT X;—c [] X; est irréductible).

ierl jery

On en déduit que I’algébre C[X]Y est isomorphe a un produit tensoriel d’algébres de
laformeC[X,,..., X, Y, .., Y /X, ... X,—=Y; ... Y)

LeEMME. — L’hypersurface Z déquation X, ...X,—Y,;...Y,=0 dans C“*® est
normale, a singularités rationnelles.

Démonstration du lemme. — On vérifie aisément que Z est non singuliére en
codimension 1, donc normale. De plus le tore

{(tg . sty 01, ...,0,)€C"*"|0, ... 0,=t,...1,#0}
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REPRESENTATIONS EXCEPTIONNELLES DES GROUPES SEMI-SIMPLES 349

opere sur Z avec une orbite dense [celle de (1, ..., 1)]. Le lemme se déduit alors de [8],
th. 14.

D’aprés le lemme, Spec C[X]Y est normale, a singularités rationnelles. On conclut en
appliquant le résultat de Kraft utilisé dans [6] (démonstration du théoreme 4).

1.3. Comme en 1.2, on peut associer un graphe I' a chaque G-module exceptionnel
V. (L’ensemble des sommets de I" est un systéme générateur minimal de C[V]Y sur
C[V]®; les arétes relient deux sommets dont les poids contiennent un méme poids
fondamental.)

On verra dans la démonstration du théoréme 3.1 que pour un groupe G simple, les
composantes connexes de I' sont 0 ou o0———o. Par contre, si G n’est pas simple, on
peut obtenir des graphes plus compliqués (pour des exemples, voir 3.5).

1.4. Le tl'n_éoréme suivant permet de calculer la dimension d’une G-orbite Y lorsque
Ialgébre C[Y]Vest connue :

TuEOREME. — Soit X une G-variété affine irréductible telle que C[X]®=C. Soient

Xy=SpecC[X]Y; ny le nombre de racines positives orthogonales d tous les poids des
éléments de C[X]Y, et n le nombre de racines positives. Alors dim X =dim Xy +n—ny.

Démonstration. — On peut choisir un systéme générateur minimal (a,,...,a,) de
C[X]", formé d’éléments T-homogénes, tel que a, . . ., ay soient algébriquement indépen-
dants sur C, et ay,y,...,a, algebriques sur Cla,,...,ay], avec N=dim X. Pour
1Zi<m, soit A, le poids de a,.

Soit o une racine orthogonale a A,, ..., Ay. Alors a est orthogonale a Ay, ..., A,
(en effet si a n’est pas orthogonale a4 A, on voit facilement que a,, .. .,ay, a; sont
algébriquement indépendants). Donc ny est le nombre de racines positives orthogonales
a Ay, ..., A De plus, il est immédiat que C(X) est algébrique sur C({ G {ay, ...,an})).
Donc on peut supposer que C[X]V=C|ay, . . ., ay] sans changer ni dim X, ni dim Xy, ni
ny.

Pour weP**, notons [o| = Y (o, a") et C[X], la somme des sous-G-modules de
aeR’
C[X] isomorphes a E(w). Posons C[X],= @ C[X],, pour tout neN. Soient
|lo| =n

EMN <cC[X],; E(w) =C[X], et E(v) <« EMN).E(w). Alors E(v) s E(A) ® E(w) donc
VEA+p, et |[v| = |A| + |p| =n+m. Par suite,

CX],.CXl,c & CIX],

pE=n+m

Donc

( @ C [X]n’)ne N

]
est une filtration de C [X].
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350 M. BRION

On en déduit que dim X est 'ordre en z=1 de la fraction rationnelle

F(z)= Y z"dimC[X],

nz0
(série convergente pour |z| <1).

Or pour neN, ona:

dimC[X],= ¥ dimC[X]y,= ¥ dimC[X]!.dimE(w)
lo] =n

lo| =n

De plus, comme C[X]Y=Cl[a,,...,ay), on voit que dimC[X]) est le nombre de
(x4 - - ., xn) NN tels que x; Ay +. . . +xyAy=0. Donc

N N
F= % dimE(lej}»j) xz| T x|
i=

X1, + « +» XN

D’apres la formule de Weyl (cf. [9], chap. VIIL, § 9, th. 2) on a :

N
N (_Z x,?»,-,d)
dimE( Y x,.x,.)= n 1+=7
j=1

acRt (p’a)
oup=1/2 ) a

aeR™
N
Donc la fonction (xy, . ..,Xy) —>dimE( Y xjkj) est un polynéme a coefficients
j=1

entiers positifs, dont le degré total est le nombre des aeR ™ telles que (o, A;)#0 pour au
moins un je[l, N]; ce nombre est donc n—ny.

Soient d,, . . ., dy des entiers positifs; posons |A;| =u; pour 1 <j<N. Alors

N N
Y xd... x{f{“z|jfl"i"i|= TTCTT xdiz4i).

(x1, . . ., xn) eNN j=1 xj20

Or l'ordre en z=1de ), x?z** est égal 4 d+1, donc I'ordre en z=1 de
x20
N

Y xft..oxfe] F o4l
ub..nxmeNN

est égal a d; + ... +dy+N. On conclut que I'ordre de F(z) en z=1 est n—ny+N, d’ou
le théoréme.

2. Classification des G-modules exceptionnels (G simple)

Il est immédiat que tout sous-module d’un module exceptionnel est exceptionnel; il
suffit donc de classer les G-modules exceptionnels « maximaux ».
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REPRESENTATIONS EXCEPTIONNELLES DES GROUPES SEMI-SIMPLES 351

2.1. Un G-module exceptionnel V est dit maximal si V6= {0} et si pour tout G-
module E#EC, E ® V n’est pas exceptionnel.

THEOREME. — Tout G-module exceptionnel est contenu dans un G-module exceptionnel
maximal; le tableau I donne la liste des G-modules exceptionnels maximaux (¢ automor-
phisme du diagramme de Dynkin prés), et la description de I'algébre des U-invariants de
ces modules.

Montrons d’abord, sur des exemples, que tout G-module V figurant dans le tableau I
est exceptionnel, et que le tableau I fournit bien les degrés et poids des générateurs de
C[V]". On se limitera aux cas ou V est réductible; en effet les cas irréductibles ont été
traités dans [6]. Par suite, d’aprés le tableau I, on peut supposer que G est un groupe
classique.

On utilisera le :

LEMME. — Soit V un G-module réductible figurant dans le tableau I. Soient Py, .. .,P,
des polynémes U-invariants sur V, non G-invariants et dont les degrés et poids figurent
dans le tableau 1. Si les P, sont deux a deux linéairement indépendants, et ne sont divisibles

par aucun polynéme G-invariant, alors ils sont algébriquement indépendants sur C (V).

Démonstration du lemme. — Remarquons d’abord que d’aprés le tableau I, le poids
A; de chaque P, est fondamental; les P; sont donc des polyndmes irréductibles. Si
Q(P,,...,P,)=0 est une relation irréductible non triviale entre les P, a coefficients
dans C[V]© et faisant intervenir P,, alors P, divise un polyndme non nul en P, ..., P,,
a coefficients dans C[V]®. Comme un méme poids figure au plus deux fois dans la liste
des A;, on en déduit qu’il existe un unique j=2 tel que A, =A;, et que P, divise une
puissance de P;.

Donc P, et P; sont proportionnels, ce qui est absurde.

2.2. GDETYPE A,, n=1, G est alors isomorphe a SL, , (C).

Rappelons que si A=(A,, ..., A,) est une partition de longueur au plus (n+1) et si s,
est la fonction de Schur associée a A (cf. [10]), alors s, (X, - . ., X,4+,) est la trace sur V,
de diag(x,, . ..,Xx,+1)€G, ou

Vi=E(M =) B+ —A)) B+ . + (hy— Ky 1) B,).

On peut donc calculer des produits tensoriels de G-modules a I’aide des formules sur le
produit de fonctions de Schur. Par exemple, d’apres [11], I, 5.17, on a

SaySan=Sar+1y+ 52,171

et

512)San=S8ur+2)+ S, 1r+1y+522, 17
d’ou :
() E (v,) ® E(w,) > E(w,.,) pour 1<r=n
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352 M. BRION

et
(i1) E(w,) ® E(w,) > E(w,+,) pour 1=r=<n-—1

[on convient que E(®,, ;) =C].

Etudions par exemple le G-module V=2E(w,) ® E(w®,_,).

Supposons d’abord que n est pair, égal a 2p.

D’aprés [6], Table, C[V]Y contient des éléments N3 x P**-homogénes, non nuls, de
degrés et poids: (0,0, 1, w,), (0,0, 2, w,),...,(0, 0, p, ,,). On a de plus des U-
invariants homogeénes, non nuls, de degrés et poids (1, 0, 0, @) et (0, 1, 0, @,). Donc
d’aprés (i), il existe des U-invariants homogénes non nuls, de degrés et poids :
(1,0, 1, w5), (1,0, 2, ws5), . . .,(1, 0, p—1, @, ,_4), (1, 0, p, 0). De plus, on obtient un U-
invariant homogéne non nul de degrés et poids (1, 1, 0, @,), d’ou en appliquant (ii),
des U-invariants homogeénes non nuls, de degrés et poids (1,1, 1, w,),
(1, 1,2, @), ...,(1, L, p—1, @, ).

On vérifie a I'aide de [1], Table 1a, 3, que C[V]® est engendré par les éléments de

degrés (0, 1, p) et (1, 0, p) trouvés précédemment. De plus les U-invariants ci-dessus de
poids non nul ne sont divisibles par aucun polynéme G-invariant (en effet leur degré
total est au plus p, et le degré minimal d’un G-invariant non constant est p+1) et sont
deux a deux linéairement indépendants : en effet c’est vrai pour deux U-invariants de
poids distincts, et deux U-invariants de méme poids ont des degrés distincts.
D’aprés le lemme 2.1, les U-invariants trouvés précédemment sont algébriquement
indépendants sur C. Il ne reste plus qu'a montrer que I'algébre A qu’ils engendrent est
C[V]V

Pour cela, on utilise I'identité suivante entre fonctions symétriques :

ZSA=H(1 -x)" T —x;x;) 7t
A i i<j
(cf. [11], 1, 5, exemple 4).
D’autre part Y s, =[](1—x)"! d’aprés [11], L, 2.5.
nz0 i
Donc

H(l —-x)72. l—[ ( '_xixj)_l= Z 515y
i A, n

i<j
Or d’aprés [11], I, 5.16, on a :

5.2, 5m= 2, S
n

ou la sommation de droite est sur les p telles que p—A soit une bande horizontale. On
en déduit que le coefficient de s, dans H (1—x; xj)'1 est C,=nombre de A telles que

i<j
p—A soit une bande horizontale, c’est-d-dire si p=(p,,...,p,): C,=nombre de
(A - - -, A,) telles que

0=r =py; RiSh Sy, <o Hp-1SA, S,
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REPRESENTATIONS EXCEPTIONNELLES DES GROUPES SEMI-SIMPLES 353

donc
p
C(pl, T l_[ (ui"ui—l'i'l)a
i=1

ou I’on convient que py,=0.

En remplagant chaque x; par t. x; dans I’égalité

[Ta—x) 2. [T =x;x) " t=).C,s,

i i<j

et en remarquant que chaque s, est homogéne de degré |u| (ou
|y, - - - 1) | =Ry + ... +n,) on obtient :

[Ma-x) 2. [[ (- x5 = G015,

i i<j

l_[ (I—tx)™2. I1 (l_tle_xj)—1= Z Cutl"'sp.

1sisn+1 15i<jsn+1 l(W=sn+1

Graduons C[V] en attribuant le degré 1 & chaque E(w,_,) et 2 a E(w,_,); si g est la

matrice diag(x,, ..., X,4+1) €G, alors d’aprés [6], démonstration du théoréme 1, on a :
1
2 t"Tre v, @)= — = (1—tx,)"2 (1—t2x;x)" L
m20 el déty (1—tg) 1§i1;1n+1 1§i<l-j-[§n+1 !
Par suite,
n+1
@ "C[V],~ @ IT i—mioi+1)
m20 OSu1=p2= ... Spp+1i=1

it TR E (R —R) Byt - (Bam g — H) T)

n+1
= ® [T(@a+1) a+2at. . +0+DaiE(g w, +. .. +4a,®,).
@1, .. ..agrpeNttli=1

La série de Poincaré de I'algébre C[V]Y, N-graduée comme précédemment et N"~*-
graduée par I’action de T, est donc

n+1

z l_[(ai+1)ta1+2a2+...+(n+1)n,,+1t4;1‘“ta"

n
ay, .. .,ap+1i=1

= [T Q@+ DE) D x 3 (e, + 1)tV %es

i=1 a; an+1
=(1—tt) 2(1—21,)"%. .. (1—1"t,) 2 (1—"* 1) "2,
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D’autre part, I'algébre A est engendrée par : deux éléments de degré 1 et poids @, ; deux
¢éléments de degré 2 et poids @,; . . .; deux G-invariants de degré 14+2p=n+1, donc sa
série de Poincaré est égale a celle de C[V]". On conclut que A =C[V]".

Si n est impair, on prouve de méme que précédemment que C[V]V contient des éléments
homogenes, algébriquement indépendants, dont les degrés et poids sont ceux du tableau I.
On vérifie, en utilisant les calculs ci-dessus que ces éléments engendrent C[V]Y.

TABLE 1
Type Degrés et poids de générateurs homogenes,
de G A algébriquement indépendants, de C[V]Y

(1’ 03 0, 09 mn)’ (09 1, 0’ 0’ m"), (0, 0’ 1, 09 ml)’ (05 0, Oa 1’ ml)

2E(w) ®2E (w,) (1,1,0,0,®,_,), 0,0, 1, 1, ®,), (1,0, 1,0, 0), (1,0, 0, 1, 0)

(n23) ©,1,1,0,0), (0, 1,0, 1, 0)
EQ2w, 1,29,),(2,21,), ..., (n, 2w,), (n+1, 0)
n=2p,pzl
(,0,0,w),(1,0, 1, @), ..., (1,0, p—1, ®,,_,), (1,0, p, 0)
©,1,0,@,),(0,1,1,®m), ...,(0, 1, p—1,®,,_,), (0, 1, p, 0)
0,0, 1, @,), (0,0, 2, m,), ..., (0,0, p—1, ®,,_,), (0, 0, p, ®, ,),
2E(w,)+E (w,-,) 1,1,0,®,), (1,1, 1, @), ...,(1, 1, p—1, ®, )
(n=2) n=2p+1,p21
(1,0,0,®,), 1,0, 1, ®3), ..., (1,0, p, ®, 1)
©, 1,0, @), 01,1, @), ...,0, 1, p, ®, ;)
0,0, 1, m,), (0,0, 2, w,), ..., (0,0, p, w, ), 0,0, p+1, 0)
A 1,1,0,®,), (1,1, 1, ®my), ...,(1, 1, p—1, @, ), (1, 1, p, 0)
" n=2p,pz2
1,0,0,@,,),(1,0,1, @), ...,(1,0,p—1, @, ,_)
©, 1,0, @), (0,1, 1,w;), ...,(0, 1, p—1, @, ,_,), (0, 1, p, 0)
©,0,1,®,), (0,0, 2, w,), ...,0,0,p—1,®,,_,), 0,0, p, m, )
E(w,) ® E (v, ® E (w,-,) 1,4,0,0), (1,1, 1, ®,), ....,(L L p—1,®,,_,)
(n=3) n=2p+1,p=1
1,0,0, @, ,44), (1,0, 1, ), ..., (1,0, p, m, ,_,)
(0’ l’ 0, ml)’ (0, 1’ 1’ mS)’ (O’ 1, p, @, Pt 1)
©,0, 1, ®,), (0,0, 2, ®,), ..., (0,0, p, ®,,), (0,0, p+1, 0)
1,1,0,0,(L, 1, 1, ®y), ..., (1, 1, p, w, )
(1,0,0,©,,4+4), (1,0, 1, ®), ..., (1,0, p, w,,_y)
2 E (u,)®E (w,-,) 0,1,0,®,,+1), 0, 1,1, @), ...,0,1,p ©,,,)
(n=2p+1,p22) 0,0, 1, w,), (0,0, 2, ), ..., (0,0, p, m, ), (0,0, p+1, 0)
1,1,0,@,,),(1,1,1,0,1,1,2,w,),...,(,1,p, @, ,)
. VI 2E (w,) (1, 0, w,), (0, 1, wy), (1, 1, 0)
(1, 0, ®,), (0, 1, ®,), (1, 1, @, +®;),
) PN 2 E (@,) 2,0, 0), (0,2 0), (1, 1, 0)
As -------- E (63) (1’ m3)’ (2’ ml+m5)7 (3’ ms): (4’ m2+m4)’ (4» 0)
B, (n=2). ... 2E (w,) (1, 0, @w,), (0, 1, @), (1, 1, ®,), (2,0, 0), (0, 2, 0), 1, 1, 0)
B E (ml) @ E (mz) (1’ 0’ ml)’ (0’ ly Wz)» (13 1) mz)’ (15 27 wl)’ (27 0) 0)
oo 2E (m,) (1,0, @), (0, 1, w,), (1, 1, @), (1, 1, 0)
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Type Degrés et poids de générateurs homogenes,
de G v algébriquement indépendants, de C[V]Y
E E § (1, 0, @), (0, 1, ®;), (1, 1, w,),
Byoooonn (o) @ E (o) { (1, 1,m), (20,0, (1, 1,0, (0, 2, 0
§ (1, 0, wy), (0, 1, w3), (1, 1, ®,),
2E (@) l (1, 2, @,), (2,0, 0, (0,2 0)
B ....... ‘ (1; 0, m])) (0’ 1; 154), (l» 1» 1”4)’ (0: 2, m1)9 (19 2’ mz)a (L 2) tB3)
. E@)OE®) 2,0,0),©,2,0), (1,2, 0
B5 ~~~~~~~ E (ms) (1» ms)a (2a ml)’ (2s mz), (3, ‘55), (4’ m3)s (4’ m4)9 (4’ 0)
G (n23). ... 2E (w,) (1,0, @), (0, 1, w,), (1, L, m,), (1, 1, 0)
C E (m2) (19 ﬁ'z), (2» wz)’ (27 0)7 (3’ W, +W3), (3’ 0)
3 E (w,) (1, ®3), (2, 2 my), (3, ®3), (4, 2 ®,), (4, 0)
Dn (n;4) A 2 E (ml) (1, Oa ml)’ (09 1, ml)s (13 1’ m2)9 (2, 0’ 0)7 (Oa 2s 0), (1) 1’ 0)
(1, 0, 0’ ml)’ (Oa 19 0> ma)’ (0’ 0» 1, 'BA)’ (1) 1: 0’ IB‘), (0, 1’ 1, ml)
E (ml) @ E (m3) @ E (m4) (1) 0’ 1’ m3), (1’ 1! 17 mZ)i (1, 1, 1’ mz), (29 0) 09 0), (0, 2’ 07 0)
b 0,0,2,0),(1, 1, 1,0
o (la 0’ 0’ m[)a (09 1’ 09 ml)’ (09 0, 19 Wa), (ly ly 0’ wz)’ (lv 0) 15 m4)
2E (w,) @ E (wy) 0, 1,1, ®,), (1, 1, 1, @3), (1, 1, 2, w,), (2, 0, 0, 0), (0, 2, 0, 0)
0,0,2,0),(1, 10,0
S (17 0’ ml)7 (0’ l, ms)a (1, 19 md), (Oa 2> ml)
b E(w) @ E (w,) { (1,2, @), (2,0,0), (1,20
o E (w,) ® E () ( (1L0,my), (0,1, m,), (20, m), (0,2, w), (1, 1, my), (2 1, wy)
! (ly 29 m4)y (3$ 1’ 03), (1) 39 ms)) (27 2a mz), (1’ 17 0)9 (2, 2’ 0)
‘ (1,0, w,), (0, 1, wg), (1, 1, ws), (2, 0, 0), (0, 2, ®,), (1, 2, w,)
D6 ~~~~~~~~ E ('-“1) @ E (me) l (1, 2» ms)a (Oy 3s mﬁ)’ (0, 45 0), (13 3) ms)’ (0’ 4> 64)’ (2, 29 m2)
(ls 4a UJ3), (2’ 4, m4)
Gyooo oo E (w,) : (1, @), (2,0
F4 ........ E (m,,) (1, m4)s (23 mA)a (2, 0)9 (3) m3)s (3> 0)
) S E (wg) 1, my), (2, wg), (3, 0)
E;ooooinl E (v, (L, w3), (2, @), (3, W), (4, Be), (4, 0)

(suite)

Cas de V=2E(w,) ® 2E(w,). — D’aprés [6], table, S? E (w,) ~E (p ©,) pour tout pe N.
Donc
S? E (w,) ® S’E (w,) ~E (pw,) ® E(q®,)
~E((p+9)w)DE(p+9—2)®,+5,)® ... ®E ((p—9) ©,+q @)
sip2gq.
La série de Poincaré de I'algébre (N2 x P* *)-graduée C[2E (w,)]" est donc

YxPyI( Y BTy = Y XYt =(1—xt) T (I—yt) T (I—xpyt) "
P 4q 0=r=p a, b, r
0sr=gq

Donc celle de C[2 E (w,)]Y est
Z xa+ryb+r t::+b t;_ L
. b,

a r
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d’ou

Z x"y”zWC [2 E(ml) ® E(mn)]u, v, w

u, v, w

~ Y xTPHE(a+b)s,tre, ) @Ews,)

a,b,r,w

~ Z x“*'y"*'z‘*“eE((a+b—c+d)m,,+(r—d)m,,_1+em1).
,b,r)t.q.cSa+b
c‘,zd, ers'» et dsr

Tuuudy

a+b r

La série de Poincaré de C[2 E(w,) ® E(w,)]’ est donc

a+r ,b+r _c+d+e e or—d jatb—c+d
Z X y z tlt;—ltn
csa+b
d=<r

— +d+d | b+d+d c+dte e d +b—c+d
=) x y z 5t 1 tn
cZa+b

=(1—xyzt,) P (A —zt)) " (I—xpt,_ )" Y x*pPzrea+b=e

cSa+b
On vérifie facilement que
Z xaybzct:+b—c= l_xthn ,
c<a+bd (l—xz) (1 _yz)(l_xtn)(l _ytn)

donc la série de Poincaré de C[2E (w,) ® E(w,)]Y est

(1=x2) ' (1=y2) ' (A=xt,) " A=pt) " (I—zt) " A =xpt,,) "

=(l_xz)—l(1_yz)—1 z xa+dyb+d2ctit:_1t:+b.
a,b,c,d

Pour calculer la série de Poincaré de I'algébre (N* x P* *)-graduée C[V]Y, il suffit donc
de calculer

Y x*tyt*tirE(cw, +dw,_,+(a+b)w,) ®) t°E(ew,)

a,b,c,d

= ) xPTILpHTSE (st e—nw +ro,+(d—q) T, +H(a+b—p+q)w,).
r<c

g=<d

pZa+b
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e S
Tuuug,
n
--——=n
__J_J____]
a+b d c
La série de Poincaré de C[V]Y est donc
-1 -1 +d b+d cptqtr+s +c—r4r 4d—q ja+tb—p+q
(I—XZ) (l—yZ) Z x* y z°t thl t2 tn—ltn
r=sc
qsd
psa+b
— -1 - ’ , , , B _
_(l—XZ) (l—yz) 1 Z xa+q+q yb+q+q zr+r xtp+q+r+stsl+r t;tz_lt:+b p+q

p=a+b
=(1-x2)"'(1-yz2) "' (1 —xytt,) "' (1—xyt,_,) "
x(I—ztty)) " (I1—zt,) P (A —te,))™t Y xoybepea+b-r

psa+tb
=(1=x2)"'(A=pz) ' (A =xpt, )" (I—ztt) ' (1—zt,) 7!
x(1=tt) P (A—xt) "' (A—pyt) *(Q—xt,)" L
On en déduit qu’il existe des U-invariants homogénes non nuls, dont les degrés et poids

sont ceux de la table. Le lemme 2. 1 montre qu’ils sont algébriquement indépendants sur
C, et le calcul ci-dessus montre qu’ils engendrent C[V]Y.

2.3. G pe1YPE C,, n22. — D’aprés [10], les G-modules (rationnels de dimension
finie) simples sont indexés par les partitions de longueur au plus n; a la partition
A=(Aq, ..., A,) correspond le G-module

(A =E (M —2) @+ (A —R3) @+ ... +4, @)
De plus
AMH>@(p) = ?(WCHH/Q)

(cf. [12], Theorem II), ou la sommation est étendue a toutes les partitions { telles que
Lehetcyp, etou (ML).(no) =) C,vsis,.s,,=)C,s,.

Etudions le G-module V=2E(w,). D’aprés la table de [6], on a S"E(w,)~E(nw,)
pour tout ne N d’ou, si (n, m)e N2

CV], m~E(nw) @ E(me,)~ {(n)) ®(m)>
=®<).mL)>= &  L(n=p).(m=p)),

O0=sp<inf (n, m)

daprés la définition de A/C (cf. [11], I, § 5).
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Donc d’aprés [11], I, 5.16, onasin<m :

ClVl,m= & (K+m=2p)5@<(+m—-2p—1, 1))®... ®(m—p,n—p)))

0=<p=n
~ @ E((n+m-2p)o)@PE(n+m—-2p-2)w,+w,)D ..
O0=p=n
@E(m—nw +(n—p)wy)~ & Eln+m-2p-2q)w,+q,]
0=p+q=zn

La série de Poincaré de I'algébre (N2 x P* *)-graduée C[V]Y est donc

n.mm+tm—2p—2p.q

Y Xy %3
O=p+q=n
O0<pt+tqs=m

— at+p+q . bt+p+ +b
= X xmreeragthy

(a,b,p, e N*

= Y () (yt) ()P (xpty)

(a,b,p,q)eN4
=(1—=xt)) " (1=yt;) (1 —xp) " (1 —xpty) "
Il existe donc des U-invariants homogénes non nuls, de degrés et poids (1, 0, @,),

©, 1, w,), (1, 1, 0), (1, 1, @,). On voit, en utilisant le lemme 2.1, qu’ils sont algébri-
quement indépendants sur C, et le calcul précédent montre qu’ils engendrent C [V]".

2.4. G pETYPE B, oU D,. — Soit B, (resp D,) I'algébre de Lie d’un groupe de type B,
(resp. D,). Alors 8B,_; =« D, = B, pour tout n>3. Soit M un B,-module (rationnel de
dimension finie) simple de plus grand poids g, &, +. .. +g,¢, (avec les notations de [9],
chap. VIII, § 13, n° 2 et 4). Alors d’aprés [13], p. 19, le D,-module M est somme directe
(avec multiplicités 1) des modules simples de plus grand poids g7 &, +. . . +g,¢&, (mémes
notations) ou

lg] <8.<8,- 158, 1= ... S£,5815¢s,
et (g, =8y .- .,8.—8)EL"
La longueur du D,-module M est donc
(28, + 1) (gn-1—8n+ D (€r—2—8n-1+1) ... (g1 —82+ 1)

comme ‘B,-module.
De méme, soit N un D,-module (rationnel de dimension finie) simple de plus grand
poids h, g, +.. +h,¢,.

D’aprés [13], p. 19, le B,_;-module N est somme directe (avec multiplicité 1) des
modules simples de plus grand poids hj e, +...+h,_,&,_;0u

|h,| Sh,<h,_ Sh_ < ... Shy<hi<h

et (hy—hy, ... ,hy_ —h,_)eZ"*.
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La longueur du 8B,_,-module N est donc
(hy—hy+1)(hy—hs+1) ... (h,_,—h,_+ 1D (Anf(h,_y—h,, h,_; +h,)+1).
D’autre part,
N~E((h,—hy) @+ ... +(h,_,—h,_3)®,_,
comme D,-module.
On déduit de ce qui précede le :

LeEMME. — (i) Soit M un B,-module simple de plus grand poids a, w, + . . . +a,®,; alors
la longueur du D,-module M est (a,+1) ... (a,+1).

(ii) Soit N un ®,-module simple de plus grand poids a, ®, + . . . +a,®, : alors la longueur
du B, _,-module N est (a,+1) ... (a,_,+1) (inf(a,_,, a,)+1).

D’autre part, on vérifie facilement la liste suivante (ou la fléche indique la restriction
deB,aD,oudeD,aB,_;):

B, E(ws) - Ds, E(w,) ® E(ws);
D, E(w)®E(w,) B, COE(w)®E(w,)~>
D, 2C@E(w,) @ E(w;) @ E(w,);
D, E(w;) ® E(w,) - B, 2E(w,;);
Py, E(w)®E(w)—->B;, COE(w)®E(w;);
D3, E(m)®E(w3) > B,  E(w) ®E(wy);
A,, E(w,) DE(w,) isomorphe a D;, E(w,) ® E(w,).

Pour montrer que les G-modules du tableau I sont exceptionnels, avec des générateurs
de leur algebre des U-invariants dont les degrés et poids figurent dans la table, il suffit
donc de le faire pour les G-modules suivants :

D¢, E (w,) @ E(we);
D;, E(w,) @E (w,);
D,, 2E(®,) ®E (w,3) et D,ouB, 2E (w,),

puis d’utiliser le lemme ci-dessus pour calculer I'algébre des U-invariants des autres
modules du tableau I.

Montrons par exemple comment résoudre le cas de Ds; E(m,) ® E(ms) a partir de
B, E(w@s).

Soient V le Bs-module E(ws) et U(resp. U’) un sous-groupe unipotent maximal d’un
groupe de type Ds(resp. Bs). D’aprés la table de [6], la série de Poincaré de I'algébre
N x N3-graduée C[V]" est

(1—xts) ' (A—=x2t) " (1 =x%,) " (1 —x%t5) 71
x(1—x*) 1 (1—x*,) 1(1-xH"!

=(1_x4)—1 Z xa+2b+2c+3d+4e+4fttlv t;tgtitg-'—b.
(a,b,c,d, e, f)eNS
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Donc d’apres le lemme 2.4 (i), la série de Poincaré de I'algebre C[V]Y, graduée par le
degré total par rapport a V, est

(1—x%H~t ) xet2bZetddtdetdi by e+ D e+ D(f+D)(a+d+1)
a,b,c,d, e, f

=(1—-xH"1(Y (@+d+Dx*3H Qb+ 1)x*P)
a,d b

x(Y(e+1D)x*) (X (e+Dx* (X (f+1)x*)).
c e S
On vérifie aisément que

S @+d+Dxtrie 12X
a,d (l_x)2 (1_x3)2
donc la série de Poincaré de C[V]Y est
1 4

L x(1-x)2(1-x) "2 (1—x%) "2 (1—x*) "2

a1
0= ra—)

=(1—-x)"21-x)"*Q—-x)"20—x%"*

D’autre part, d’aprés [1], Table 3 a, 22, C[V]Ps est engendrée par deux éléments homogénes
algébriquement indépendants, de degrés (1, 1) et 2, 2).

De plus C[V]Y contient des éléments non nuls, homogeénes, de degrés et poids :
— (1,0, m5), (0, 1, m,);

- (2,0, ©,), (0, 2, w,) d’aprés la table de [6];

— (1, 1, ®,) car E(w,) ® E(®ws) o E(®,) (cf. [1], Table 3 b);

— (2, 1, ®s) : en effet la multiplicité de E (ws) dans S’ E (ws) ® E(w,) est égale a

dim Homy,, (E(ws) @ E (ws), S* E (ws))
=dim Hom,,,(E(2®5) ® E(w,) ® E(w,), EQ®©,) ® E(s,)) =2

(pour la décomposition de E (ws) ® E (ws), cf. [1], Table 3b) donc C[V]Y contient un U-
invariant de degrés et poids (2, 1, @), différent du produit des U-invariants de degrés et
poids (1, 1, 0) et (1, O, ®5) :

— (1, 2, ©,) par symétrie;

— (3, 1, @) : avec les notations de [6], prop. 2, si P (resp. Q) est de degrés et poids
(1, 0, w5) [resp. (2, 1, w5)] alors (P, Q),, est un U-invariant non nul, de degrés (3, 1) et
de poids 2 @5 —a5s=1s,;

— (1, 3, ©;) par symétrie;

— (2, 2, ®,) car S’E(w5) ® S’E(w5) o E(w,) ® E(w,) o E(®,).

On vérifie que d’aprés leur construction, les U-invariants précédents ne sont divisibles
par aucun G-invariant non constant. D’apres le lemme 2. 1, ils sont donc algébriquement
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indépendants sur C. De plus, la série de Poincaré de I’algébre qu’ils engendrent est bien
(1-x)72 A=x)"*1=x)"2 (1-x%"%

donc cette algeébre est égale 4 C[V]".

Montrons aussi comment résoudre le cas de B,, E(w,) ® E(w,) a partir de D,
E(w,) @ E(w,). Soient V' le Ds;-module E(w,) ® E(w,) et U (resp. U’) un sous-groupe
unipotent maximal d’un groupe de type B, (resp. Ds). En admettant les résultats du
tableau I pour D5, E(w,) ® E(w,), la sériec de Poincaré de I'algébre N?x N°-graduée
C[V']Vest
[(1—xt,) (1 =yts) (1 —xptg) A—p* ;) A =xp* £) 1 =x}) (1 =xp*)] !

231 21 +e+
=(1-=x¥)"1(1-xy? Y XATETE  ybret2di2eqatdye o b
(@, b,c,d, e)e NS

donc d’aprés le lemme 2. 4 (ii), la série de Poincaré de I'algébre N2-graduée C[V]V est

(1—x2) "1 (1 —xy?) 1Y xatereyprer2dr2eg i g4 1) (e+ 1) (inf (b, c) + 1)
=(1-x)71 (1 —xy?) (X (@+d+1)x*y*%)
x (L (e+1) (xy*)) (L (inf (b, )+ 1) x*y**).
On vérifie que

1—xy?

+d+l a 2d=_—
2@t DXy s
et que

1
(1=p)(1=xp) (1 —xp?)’

Y (inf (b, ) + 1) xyP+e=

La série de Poincaré de C[V’]Y est donc
1—xp? 1 1

(1=x)2(1—p»? (1—xp}? (1—y)(1—xp)(1—xp?)
=(1-x)"2A=x)"'A=p) A=) 2A—xp) " 1 (1 —xp?) 73

Soit V le B,-module E(w,) ® E(w,). Alors V'~C @® V comme B,-module, ou C est
contenu dans le Ds-module E (w,).

(1=x*)" 1 =xp)~!

La série de Poincaré de C[V] est donc
(1= A=x)"" A=)~ 1=y 2 A=xp) " A —xp?) 7>

D’autre part on obtient, par restriction a V des U’-invariants de V’ figurant dans le
tableau I, des U-invariants non nuls, de degrés et poids : (1, 0, w,), (0, 1, w,), (1, 1, ®,),
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©, 2, m,), (0, 2, 0), (1, 2, ®,), (2, 0, 0), (1, 2, 0). Les G-invariants figurant dans cette liste
sont algébriquement indépendants et engendrent C [V]€ d’aprés [1], Table 3 a, 18. De plus
si P (resp. Q) est de degrés et poids (0, 1, w,) [resp. (1, 1, ®,)] alors (P,Q),, est non nul,
de degrés et poids (1, 2, ;) car 2@, — o, =®m;. En utilisant le lemme 2. 1, on vérifie que
les U-invariants ci-dessus sont algébriquement indépendants sur C; la série de Poincaré
de I'algébre N2-graduée A qu’ils engendrent est donc

1=71 A=) A=xp) 7 A=y 72 1=y} 7> (1 =x) 71,

donc A=C[V]"

Il ne reste plus qu’a traiter les cas de Dg, E(w,) @ E(wg); Ds, E(w,) @ E(w,); D,,
2E(w,) ® E(w;); D, ou B,, 2E(®,). On se bornera au cas (le plus difficile) de D,
E(®,) ® E(®g). Soient G de type D¢ et V=E (w,) @ E (wy).

D’aprés [1], Table 3 a, 28, lalgébre C[V]® est engendrée par des éléments homogénes,
algébriquement indépendants, A de degrés (2, 0) et B de degrés (0, 4). De plus, d’aprés
la table de [6], on a :

C[E(w,)]~C[A]®(® E(nwm,))

nz0
et

ClE(wg]~C[B]®[ ® E(aw,+bw,+(c+d)ws)]

a,b,c,d

~C[B]®( ® (c+1)E(awm,+bw,+cwg)),

a, b, c

comme G-modules.
Donc C[A]~C[A, B] ® H comme G-module, ou

H=(® E(nw,))® (& (c+1)E(aw,+bw,+ca)).

n2z0 a,b,c

Soit G le revétement universel de SO, ,(C); alors G est un sous-groupe distingué d’indice
2 de G. D’aprés [10], 4 une partition A=(XA,, . ..,Aq) est associé un G-module simple
noté [A].

Si A =0, alors
M~E (A1 =2;) ©+(A;—A3) Ty +(A3—Ly) B3 +(As—As) Ty +As (T5+T))
comme G-module.
Si Ag#0, alors
[M~E (A —X,) ©+. .. +(Ag—As) T+ (As—Ag) Bs+(As+Ag) @)
DE (M —2y) ©+. .. +(Ag—Rs) By+(As—Ag) B+ (As+Ae) Ts)
comme G-module.
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On a aussi un G-module simple [A; A], et

[A; M~E((A—Ap) m+. .. +(Ag—As) B+ (As—Ag) Bs+(As+Ag+1) wg)
@E (M —2Ap) & +... +(Ag—2As5) By +(As+A+ 1) B5+(As—Ag) B6)
comme G-module.
Soit
K=(® E(nm,))Q[2DE(aw,+bw,))
nz0 a, b

® @ @+D)E(@wm,+bw,+cws) @ (a+1)E(aw, +bw,+cwg)]

c>0 c>0

Alors K est un G-module, et si o est la symétrie du diagramme de Dynkin de G, alors
K~H @ o (H). De plus

K=(Y nM®R2 Y I[uuvvl

n20 uzv20

+ Z Q2w+ 1)[u,u,v,v,w,w]

uzv=2w20

+ Z Qw+2)[A; u,u,v,v,w, w]]

uzv2w20
car
[u, u, v, v, w, W]~E (u—0) ©,+(v—w) ©,+2 w @s)
@E (u—v) o, +(v—w) ©,+2 w @)
siuzo=2w>0, et
[A; u, u, v, v, w, wl~E (u—v) ©,+(v—w) o, + 2 w+1) @)
@E(u—v)o,+(v—w) ©,+2 w+1) ©g)

siuzv=w=0.

Pour ne N et A une partitiobn, on a d’aprés [12]

(M ® M= X[(n/5). (A/9)]
¢

avec des notations analogues a celles de 2. 3.
Comme (n/{)#0 si et seulement si on a {=(m) ou 0<m=<n,on a:

M®Al= } (n—m).(A\/m),
0o

=m=n
d’ou

(X M) @M= Y [@. (b))
) b0
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D’autre part, d’aprés [11], I.5.16, on a :
(Mby=Xm,

ou la somme est étendue aux partitions p telles que A —p soit une bande horizontale de
longueur b, donc

> (/b= > K.

b20 A — u bande horizontale

En particulier, si A=(u, u, v, v, w, w), on a

Z (X/b)= Z (u’ W2, U, Hyg, W, “6)‘
b20 UZp220v2pa2w2p620
Donc
(Y ) ® [u, u, v, v, w, w]= Y [@). (4, P, v, Py W, ig))-
n20 UZp220v2p2wW2p620
a20

Toujours d’aprés [11], 1,5.16, on a :
Y M ®uuv,v,wwl=Y A, ..., A

n20
ou la somme de droite est étendue aux A4, . . ., A, telles que
M2UZA 2P 2 A3 202 M 2P 2 A2 W2 A 2 P2 A, 20,
donc

Y M@ [u,u,v,0,w,wl=Y A=A+ 1) Ag—As+ 1D (Rg—Ay+ DAy, . . ., 4],

n20
sommation sur les [A,, . . ., A;] telles que
AU A, A 202N 2 A=W A2 A, 20.
Or d’aprés [14], (43), on a :
Ay oo oy A]=0 saufsi A;=0, ou A,=2, ou Ag=A,=1.
De plus,
A oo X 2l=—[Ags -« ., Ag) et M oo Ay L, 1]=[Ag, ..., As).

Donc
Y M ® [u,u,0,0]= ) A=A+ DAy —As+ DAy, - ., As),
nz0 A Zu2hz2r32v2A420520

Y M®[uuv,0,1,1]

n20
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= )X A=A+ D Rg—=2As) e+ D[Ny, . . ., Ag]
A ZuZAZA3Z020a2hs 2122620
+ Y Qa—Aa+ 1) (ha—As+ DAy, . . ., As]
M 2u2hzZrz2v2hga2hs21
=2 Z (;\'2_)"3"'1)()\'4_)"54'1)([)\'1,---,)\'5, 1]+[)\‘133}"5])
AM2uzh22A32v2042A0521
etsiw=2:
Y M ® [u, u, v, v, w, w]
nz0
= Z (7"2—)"3"'1)(7"4_7"5+1)(7\'6+1)[7"1, . o-Jva]
A 2uZh22A3202042052W2h620
- Y A=A+ DA =As+ DR —1[Ayg, . . ., Ag]
AM2uZh22A320v2042h52w2h622
+ Py=A3+ D)y —As+ DAy, ..., 8]
A ZuZAr2A3202Ag42A52w
=2 Z A=A+ D) (Ag—As+ DAy, ..., Ag]
MZu2A22A32v2Aa2As2w2he2 1
+2 2 Pa—=A3+ D) (Ag—As+ D[Ny, ..., As).

Par suite, si w#0, alors

Y M ® [u, u,v,v,w, w]

nz0

=2 (7"2—7\'3"‘1)(7"4_7"5“'1)[7"1, .. -axel

M 2u2h22h3202042h52W2h6

On en déduit que
Ki=(X mM®2 ¥ Muvo+ Y Q@w+D[uuv,0,ww)

nz20 uzv20 u2v2w20

=2 Y A=A+ D) (A=A + D) (A=A + 1) (Ag—As+ D [Ag, . . ., As]

AMZ...2A520

+2 Y A=A+ D) (A=A + 1) (A3—=2,+ 1)
MZ...2Me20
X(Ag—As+ 1) (As—Ag+ 1) (Ag+As+1)[Ay, ..., Ag]
+2 Z A=A+ DAy =23+ D) (A=A + D) (As+2) As[Ay, . . ., As),

A2...2A520

car
Ae As
Y @w+)=(As+2rs et Y @wH+D)=(s—Ae+1)(As+Ag+1).
w=1 w=Lg
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Donc

K,=2 Y D, [Ay, .. s Agls

2...2%20

>
-
I\

ou on pose
D,=(A =X+ 1) A=A+ D) (A3 —Ag+ 1) (Ay—As+ 1) (As—Ag+1) (As+Ag+ 1).
On a
K=K, +K,,
ou

K=(Y e Y @w+2)[A;uuu0,v,w,w).

n20 uzv2w20

Pour calculer K,, on utilise le fait que

M ® [A; M= Y [A; (A5) . (n/G. 19)]

is
(cf- [14], formule (24)).
D’aprés [11], 1,5.17, on a :
©.(=xn

ou la somme porte sur les p telles que p—¢ soit une barre verticale de longueur s. Donc
si n/(€).(1%)#0, alors il existe un entier m tel que 0<m <n et que (m)—{ soit une barre
verticale, de longueur s. Ceci impose que {=(p) pour un entier p et que 0<s=<1. Donc

M ®[A; M= Y [A;(Mp). (n/p)]+ 2 [A; (Mp). (m)/(p)- (D).
p=0 4

Comme
®-)=pE+)+@, 1) pour p=21,
ona
n n—1
M ®[A;A= Y [A;(Mp).(n—p)+ Y [A;(Mp).(n—p—1)],
p=0 p=0
d’ou

Y M®[A;M=2Y [A;(A/b).(a)].
a, b

nz0
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Par suite, si u=v=w>=0:

Y N ®[A; u,u, 0,0, w,w]

n=0

= 2 Z [A; (u, l»lz, v, H4, w, ”’6) . (a)]

UZP2202pPa2w2pe20

=2Y Q= As+ D) Qg—As+ 1) A=Ay + D) [A; Ay, . .

sommation sur les (A,, . . ., A;) telles que
MZUZA,ZA 202X ZAsZW2 A2, 20.
Or d’apreés [14], (35), on a
[A; Ay, ..., A]=0 saufsi A,=0 ou A,=1,

et
[A; Ay, ooy A 1]=—[A5 Ay, - -5 Agl
Donc
Y. M ®[A; u,u, v, v, w, W]
nz20
=2 Z A=A+ DAy —As+ D) A+ D[A; Ay, - . .5 6]
AM2...2w2rg20
-2 Z A=A+ DAy —As+ DAg[As A .. ., A¢]
M. .. 2w2he21
=2 Y A=A+ DAy —As+ DA A, ..
rMZ...2w2ke20
D’ou
K,=2 Z A =2+ D) A=A+ D) (A=A + 1) (Mg —A5+1)
AMZ...2020
X(As—Ag+1)(As+Ag+2)[A; Ay, ..
car
As
Y Qw+2)=(As—Ag+1)(As+Ag+2).
w=Lg
Posons
Ei=(A =2+ D(Ay—A3+ D) (A3 =R+ 1) (Mg —As+1) (As —Ag+ 1) (As + A6 +2);
alors

K= ) (2D,[\J+2E,[A;0).

IM)=6
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Or, si [(A) <5, alors
D, [A]~(a;+1) ... (as+1) E(a;, w,+. .. +a5 ©5+as ©g)

en posant

a;=A;—A,; el as=RAs.
Si [(A)=6, alors
D, M=(a,+1) ... (ag+1) [E (a; ©,+...+as ©s+ag T)

® E (a, B +...+0a5Ts+as @)l

ou
a;=A;—M\y; e as=XAs—Ag; a¢=MAs+\¢.

Si I(A) <6, alors

E, [A; M~(a;+1) ...(ag+]) [E (a; ®;+... +as ©5+ae @)
® E (a, m+... +ag0s+as Bg)],

ou
a;=~h;—Ay; e as="M~s—Ag; ag=MAs+Ag+1.
Donc la série de Poincaré du G-module N®-gradué K est
2Y (ag+1D) ... (as+D)egr. .. 1%
+2 Y (ag+1)...(ag+1)t5r. .. 15 (1% 125 + 135 %)

as<ag
ae —as pair

+2 Y (ag+1D) .. (ag+ 1) 130 (155 tes + 125 1%5)
as<ag

ae —as impair

=2(1—t,)"2(1—t,)"2... (1—t5) "2

Définissons une N-graduation sur H par: le degré de E(a,®,+...+as@g) est
a,+...+as Comme K~H®o (H) comme G-module et comme le degré défini ci-dessus
est invariant par o, la série de Poincaré de H est 1/(1—1)!2.

Pour terminer la démonstration, il suffit de prouver I'existence des 12 U-invariants
non G-invariants du tableau I, et de montrer qu’aucun d’eux n’est divisible par un G-
invariant non constant.

L’existence des U-invariants homogénes non nuls, de degrés et poids (1, 0, ®,), (0, 1, @),
(0,2, ®,), (0, 3, @), (0,4, ®,) est prouvée dans [6] (table).

D’aprés [1], Table 3 b, E(@;) ® E (ws) = E(w,), donc E(wm,) ® E(w,) 2 E(®5) d’ou un
U-invariant de degrés et poids (1, 1, @).

De plus, E(w,) ® S*E(w,) o E(w,) ® E(ws) © E(ws) ot un U-invariant de degrés
et poids (1, 3, ®s).
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D’autre part, E(w,) ® S E (@) contient le G-module
E (@) ®E (w) =[] ® [1*]=[(1). (D] @ [L]=[1P]®[2, 1]D[1],

d’ou des U-invariants de degrés et poids (1, 2, @,) et (1, 2, ®,).
De méme E (w,;) ® S*E (ws) contient le G-module

E (@) ® E (wy) =[1] ® [1*]=[(1).(1%) & [1°},

d’ou un U-invariant de degrés et poids (1, 4, @;).

D’aprés leurs degrés, tous ces U-invariants ne sont divisibles par aucun G-invariant
non constant. Pour prouver I’existence d’un U-invariant de degrés et poids (2, 2, @,), non
proportionnel au produit de ceux de degrés et poids (2,0,0) et (0, 2, w,), montrons que
la multiplicité de E (w,) dans S? E(w,) ® S* E(w,) est au moins 2.

En effet
S?E(w,) ® S*E(w,) 2 (E(2®,) ® C) ® E(wy)
=21 [1’) @ [21=[(2). (1)@ (). ()] ® [2] = 2[2].
De méme, pour prouver ’existence d’un U-invariant de degrés et poids (2, 4, @), non
proportionnel au produit de ceux de degrés et poids (2,0,0) et (0,4, @,), montrons que
la multiplicité de E(w,) dans S?E(w,) ® S*E (wg) est =2. En effet
S?E(w,;) ® S*E(w,) = (E(2w,) ® C) ® E(w,)
=21 1) @ [11]=[2). (19 @ (V). ()] @ [1¥] = 2[1%],

ce qui termine la démonstration.

Remarque. — Les résultats rassemblés dans le tableau I résolvent partiellement des
problémes posés par Littlewood dans [15].

2.5. Montrons maintenant que tout G-module exceptionnel maximal figure dans le
tableau I. Pour cela, on utilisera les remarques suivantes, dont les trois premiéres sont
évidentes :

(a) tout sous-G-module d’un module exceptionnel est exceptionnel;

(b) si V est un G-module exceptionnel de longueur s, et si C[V]'=C[p,,...,p,] ou
chaque p; est de degre d; et de poids A;, alors

di+...+d,=dim V=<s+2 dim U,

et

™M =

i=1

]
M= ) b;w; avec b;<2 pour 15j<I
j=1

(cf. [6], théoréme 2 et corollaires);

n l

(c) si V est comme précédemment et si Y, A,=2 ) @, alors V est maximal;
i=1 i=1
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(d) soient ® un poids dominant non nul et E=E (®). Alors 3 E n’est pas exceptionnel.
Si de plus S2 E* contient un G-module simple de plus grand poids A ot A #0 et A #2 o*,
alors 2 E n’est pas exceptionnel.

Démonstration de (d). — Un systéme générateur minimal de ’algébre C[3 E]Y contient
au moins trois élément de poids A* (et de degré 1), donc 3E n’est pas exceptionnel
d’aprés (b). D’autre part, si S2E* > E(A), alors comme S?(2E)*=(2S?E*) @ (E* ® E*),
un systéme générateur minimal de C[2E]Y contient des éléments de degrés et poids
2,0, ), (0, 2, M), (1, 1, A) et on conclut comme précédemment.

(i) Soient G un groupe simple de type A,, et V un G-module exceptionnel. Examinons
d’abord le cas ou n=3. D’aprés (a) et le théoréme 3 de [6], V est somme de sous-G-
modules isomorphes a E(w,), E(®,), E(w,_,), E(2®,), E(2®,); ou a E(®;) si n=5. De
plus E(2w,) et E(2®,) vérifient la condition de (c) donc sont maximaux.

Supposons d’abord que n#5, ou que n=>5 et V ne contient pas E(@;). Il existe alors
des entiers a, a’, b, b’ tels que

V~aE(w,) ®a’E(v,) ®bE(v,) Db E(w,_,).
D’aprés (b), on a :

n(n+1)

(n+1)(a+a)+ b+b)<a+a' +b+b +n(n+1),

d’ou

n(a+a’)+

(n—_l—)zm(b+b’)§n(n+l).

Comme n=3,0on a:

%(n-—l)(n+2)>n(n+1),

donc b+b'£2.

— Si b+b'=2, alors n(a+a’)<2 donc a+a’'=0=a=a’. A dualité prés, on a donc
V~E(w,) ® E(w,_,), ou V~2E(w,).

Si V~2E(w,) et n=4, alors comme S?E(w,)* > E(w,_;) (c¢f. table de [5]), V nest
pas exceptionnel d’aprés (d).

Si V~E(w,) ® E(w,_,) et n=4, alors

S?V*~E(2®,_,) ®E(,_3) ®E(Q2®,) ®E()® E(5;+w,_,) ®E(v, +w,)DC,

S’E(m)*  S?E(m,_,)* E(w,)* ® E (w,_,)*

donc un systéme générateur minimal homogéne de C[V]Y contient des éléments de degrés
et poids (1,0,®,_,), (0,1,®,), (2,0,®,_5), (0,2,@,), (1,1,®,+w®,), (1,1,0) et les autres
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¢léments sont de degré au moins 3. Si V est exceptionnel, alors I'inégalité
d,+...+d,<dimV [c¢f. (b)] donne :

24+2x4+3(m—6)<dimV,

m2dimV—dimU= "D

D’ou
3n(n+1)

5 —8<n(n+1) e n’+n—16<0,

ce qui est faux pour n=4.

Il ne reste donc que le cas de n=3; V=2E(®,), qui figure dans le tableau I.

— Sib+b'=1, on peut supposer que b=1 (quitte a remplacer V par V*).

Il faut étudier a E(w,) ® a' E(w,) ® E(@,).

D’aprés (c) et le tableau I, 2E (w,) ® E(w,) et E(v,) ® E(w,) ® E(w,) sont maximaux
ainsi que (pour n impair) 2 E(w,) ® E (w,).

Il ne reste plus qu'a prouver que V=2E(w,) ® E(®,) n’est pas exceptionnel pour
n=2p, p entier=2. Or un systéme générateur homogéne minimal de C[V]V contient des
¢éléments de degrés et poids : (1,0,0,®,), (0,1,0,@,), (»,0,0,®,) et on conclut en appli-
quant (b).

— Sib+b'=0,0na:

V~aE(®,) ®a E(wv,).

On sait que a<2 et a’<2 [d’aprés (d)]. Or 2E(w,)®2E(w,) est exceptionnel d’apres le
tableau I; il est donc maximal.
Supposons maintenant que n=>5 et que V contient E (m;). Alors

V~aE(w,) ® a E(ws) ® bE(w,) ® b’ E(w,) ® cE(w,),
avec ¢>0. D’aprés (b), on a :
6(a+a)+15(b+b)+20c<a+a +b+b"+c+30,
d’ou
S(a+a)+14(b+b")+19c<30.

Donc b=b"=0 et c=1. 1l suffit de prouver que V=E (o,) ® E (w;) n’est pas exceptionne‘l.
Or

S’V*~ EQQw;) ®E(2w;) ®E(w, +w;5) ® E(w;+w;5) D E(w,).

S*E(ws) S*E(ws,) E(w;) ®E (w;)
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Donc un systéme générateur homogéne minimal de C[V]V contient, en degré total 1 ou
2, les éléments de degrés et poids (1, 0, ws), (0, 1, @3), (0,2, w, +©s), (1, 1, ©,).

Si V est exceptionnel, alors d’aprés (b) :

2+4+3 (m—4)<dim V

et m=dimV—-dimU=26—15=11, et dim V=26, d’otl une contradiction.

Il ne reste plus que les cas n=1 ou n=2.

Sin=1, on obtient V~aE(w,), et a<2 d’aprés (d); le cas a=2 figure dans le tableau I.

Si n=2, on obtient V~a E(w,) @ a’ E(w,). D’aprés (d), a<2 et a’<2; de plus d’apres
le tableau I et (c), 2 E(w,) DE(w,) est exceptionnel maximal.

(i) Soit G un groupe simple de type B,, n=2. D’aprés (a) et la table de [6], un G-
module exceptionnel V est somme directe de sous-modules isomorphes a E(@m,), ou (si
n<5) a E(w,).

Si V~aE(w,), alors a<2 d’aprés (d), et a=2 convient d’aprés le tableau I; donc
2E(®,) est le seul G-module exceptionnel maximal pour n= 6.

Si n=35, on peut supposer que V~aE(w,) ® bE (w;) avec b#0.

On a : dimU=25; dimE(w,) =11 et dim E(w5) =32 donc d’apres (b) : 10a+31b=50
donc b=1.

I  suffit d¢liminer V=E(w,) ®E(ws). Or E(w,)®E(ws) >E(ws) car
E(w5) ® E(ws) oE(w,) (cf. (1], Table 3b) d’ou un systeme générateur minimal homogene
de C[V]" contenant des éléments de degrés et poids (1, 1, @s), (0, 1, @s), (0, 3, w5) donc V
n’est pas exceptionnel d’aprés (b).

Si n=4, on peut supposer que V~aE(w,) ®bE(w, avec b>0, et comme
dimE (w,)=9; dimE (©,) =16 et 2dim U=32, on obtient 8a+ 15b=<32.

Les possibilités pour (a, b) sont donc (2, 1), (1, 1), (0, 1), (0, 2).

Si a=2 et b=1, alors un systtme générateur homogene minimal de
C[2E(w,) ® E(w,)]" contient des éléments de degrés et poids (1,0,0, w,), (0, 1,0, ®,),
(0,0,2,®,) donc V n’est pas exceptionnel d’apres (b).

Si a=0 et b=2, alors V~2E(w,) mais S’E(w,) ~E(2w,) ® E(w,) ® C donc V n’est
pas exceptionnel d’apreés (d).

Le cas de E (w,) ®E (w,) figure dans le tableau 1.

Si n=3, alors V~aE(w,) ®bE(w;) avec 6a+17b<18 car dimE(w,)=7;
dim E (@;) =8; 2dim U=18.

De plus a<2 d’aprés (d). Les possibilités pour (a, b) sont donc (2,0), (1, 1), (0,2) et
elles figurent toutes dans le tableau I.

Si n=2, alors V~aE(w,) ® bE(w,) avec 4a+3b<8. On a les mémes possibilités
pour (a, b), et elles figurent toutes dans le tableau I.

(iii) Soit G un groupe simple de type C,, n=3.
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On montre comme précédemment que 2 E (@,) est un G-module exceptionnel maximal,
et que C'est le seul pour n=4. Si n=3, on a d’aprés la table de [6] :

V~aE(w,)) ®bE(w,) ® cE(w,)

et on peut supposer b#0 ou ¢ #0.
Comme dim E (@,) =6; dim E(®,) =dim E (®;) =14 et 2dim U =18, on a d’aprés (b) :

5a+13b+13c<18.

Les possibilités a éliminer sont donc E (w,) ® E(®,) et E(w,) ® E(w,).

Si V=E(w,) ® E(w,), alors comme E(w,)® E(w,)~E(w;,+w,) ® E(w,) ® E(w,)
(cf- [12]), un systéme générateur homogéne minimal de C[V]V contient des éléments de
degrés et poids (1, 0, w,), (0,3, @, +®;), (1, 1, @,) donc V est exclu d’aprés (b).

Si V~E(®,) ® E(w®;), alors, comme E(v,) ® E(w,) > E(w;), E(v,) ® E(w;) > E(w,)
d’ou des U-invariants non nuls sur V, homogeénes de degrés et poids (1, 1, @,), (0, 4,2 ©,)
et on conclut de méme.

(iv) Soit G un groupe simple de type D,, n=4.

Un G-module exceptionnel V est somme directe de sous-modules isomorphes a E(m,),
ou (pour n<6) a E(w,_,) et E(w,). On montre comme en (ii) que 2 E (®,) est exceptionnel
maximal, et que C’est le seul pour n>7.

Si n=6, alors on peut supposer V~aE(w,) ®cE(®ws) avec b#0. Comme
dimE(@,)=12; dim E (@) =dim E (©¢) = 32; 2dim U =60, on obtient :
11a+31(b+¢c)<60 donc c=0, b=1 et V~aE(w,) ® E(wy).

Or E(m,) ® E(ws) est exceptionnel maximal d’aprés le tableau I et (c), donc a=1.

Si n=35, on peut supposer V~aE(w,) ® bE(w,) ® cE(w;) avec b#0.

Comme dimE(w,)=10; dimE(w,)=dimE(w;)=16; 2dimU=40, on obtient
9a+15(b+c)=40; en particulier b+c=2. D’autre part, comme
S?E(w,) ~E(2w,) ® E(ws), le G-module 2E(ws) n’est pas exceptionnel d’aprés (d),
donc b=1 et ¢c<1. De plus, d’aprés le tableau I, les G-modules E(w,) ® E(w;) et
E(®,) ® E(w,) sont exceptionnels, le premier étant maximal d’aprés (c). 1l suffit donc
d’élminer V=2E (w,) ® E(w,). Or un systéme générateur homogéne minimal de C[V]’
contient des éléments de degrés et poids (1,0, 0, @,), (0, 1,0, w,), (0,0, 2, ®,) et on conclut
en utilisant (b).

Si n=4, on peut supposer V~aE(w,) ® bE(w;) ®cE(w,) ot a=b=c.

Comme dimE(w,;)=dimE(w;)=dimEw®,)=8, et 2dimU=24, on obtient:
7(a+b+c) <24 donc a+b+c<3. De plus max(a, b, ¢)<2 d’aprés (d).

A automorphisme du diagramme de Dynkin prés, on obtient donc bien les G-modules
du tableau L

(v) Soient G un groupe simple exceptionnel et V un G-module exceptionnel. Si G est
de type G,, alors V~aE(w;). Mais 2E(w;) n’est pas exceptionnel car
E(w,) ® E(w;) ~E(2®,) ® E(w,) ® C (cf. [16], Liste 5) d’ou trois éléments de poids @,
dans un systéme générateur minimal de C[2 E(w,)]V. Donc a=1.
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Si G est de type F,, alors il suffit de méme d’éliminer -V=2E(w,); or
S?2V*~E(2w,) ® E(w,) ® C d’aprés la table de [5], donc (d) s’applique.

Si G est de type Eg, alors V~aE(w,) @ b E ().

D’apreés (a), il suffit d’exclure 2 E(w,) et E(w,) @ E ().

Mais S?E (w,) ~E (2®,) ® E(we) donc 2E (w,) n’est pas exceptionnel d’aprés (d).

D’autre part, si V=E(w,) ® E(ws), alors I'algébre C[V]® est engendrée par quatre
éléments algébriquement indépendants (cf. [1], Table Sa, 6) et la dimension de C[V]Y est
au moins dim V—dim U=54—-36=18.

Par suite, si V est exceptionnel, alors un systéme générateur homogéne minimal de
C[V]Y contient au moins 14 éléments de poids non nuls; comme G est de rang 6, au
moins 3 de ces éléments ont un méme poids fondamental en commun, ce qui contredit (b).

Si G est de type E-, il suffit d’éliminer 2 E ().
Or S’E(w,)*~E(2®,) ® E(w,) et (d) s’applique.
Si G est de type Eg, il n’y a aucun G-module exceptionnel d’aprés le théoréme 3 de

[6].

2.6. ACTIONS « SANS MULTIPLICITE » DES GROUPES SIMPLES. — Rappelons (cf. [3]) que
’action du groupe réductif H sur I’espace vectoriel de dimension finie E est dite « sans
multiplicité » si pour tout H-module simple F, la multiplicité de F dans C[E] est au plus
1. On montre facilement (cf. [6], lemme 6) qu’un tel E est un module exceptionnel sur
DH (groupe dérivé de H). A

Dans [3], Théoréme 3, on trouve la classification des actions irréductibles sans multipli-
cité. D’autres exemples sont fournis par la :

ProposiTiON. — Soit H un groupe réductif tel que DH soit simple. Soit E un espace
vectoriel de dimension finie sur lequel H opére « sans multiplicité » de facon réductible et
fidéle. On est dans I'un des cas suivants :

(@) H=GL,(C) et E est ’'un des H-modules suivants :
COCY (r23); COAC (24, (CFOAC" (npair26),

ou se déduit d’un de ces modules par automorphisme de H.

(b) H est l'image dans GL(E) du produit direct de (C*)? par un groupe simple de type
D, et (a automorphisme de H prés),

E=E(w,) ® E(w,),
ou si (A, p)e(C*)? et (x, y)eE, ona:

O"’ p‘) (x’ y)=()"x’ H)’)

Démonstration. — D’aprés ce qui précéde, le DH-module E est un sous-module
réductible d’'un module du tableau I, et deux générateurs distincts de C [E]" ont des poids
distincts ou nuls (ot U est un sous-groupe unipotent maximal de H). Un examen du
tableau I fournit alors les modules du tableau II.
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TABLEAU 11
Type Degrés et poids de générateurs homogénes
de DH E algébriquement indépendants de C [E]Y
E(w,) ® E(w,)
(n=2) (1,0,@,), (0, 1, ), (1, 1, 0)
n=2p { (13 0? m2p)’ (l’ 1’ mzp—z)a -~‘a(1apa 0)
E(w,) ® E(®,) 0 1,©,,.41,02©,,_3),...,0p o)
A, (n23) '
s (1’ 0’ @, +1)5 (1’ 1’ @, —1)9 ety (1: D, ml)
=2p+1 r P
nEEPTA ©,1,8,,), (0,2, ,5), ..., (0, p+1,0)
E(0) ® E(w,) (n=2p )
mn u'2
n 1mpau‘§5 (1’ 0: 031), (19 1» @, p+1)" . "(p, 1, W3) .
0, 1, ®,,), 0,2 ©,, ), ..., (0, p, ®,), (0, p+1, 0)
D, E(w,) ® E(w,) (1,0, m), (0, 1, wy), (1, 1, m,), (2, 0, 0), (0, 2, 0)

On voit alors que si E figure dans le tableau II, le produit de DH par C* (si DH est
de type A,) ou (C*)? (si DH est de type D,) opére « sans multiplicité » sur E.

3. Orbites dans les modules exceptionnels sur un groupe simple

3.1 THEoREME. — Soient G un groupe simple, et V un G-module exceptionnel. Soient
X=Gx ladhérence de la G-orbite de xeV, et 1(X) lidéal (G-stable) des fonctions
polynomiales sur V, nulles sur X.

(i) L’algébre C[X]Y est libre.

(i) L’idéal 1(X) admet pour systéme générateur le G-module engendré par certaines
combinaisons linéaires entre les U-invariants du tableau I.

Démonstration. — Remarquons d’abord que le graphe I" défini en 1. 2 a pour composan-
tes connexes o ou o———o : en effet c’est évident si C[V]V est engendrée par des éléments
de poids fondamental ou nul; sinon, d’aprés le tableau I, on est dans un des cas suivants :
A,, EQw,); A;, E(w,) @ E(wy); As, E(w3); C;, E(w,); Cj, E(wm3), et on peut vérifier
cas par cas.

Si C[X]V=CI[P,,...,P,] comme en 1.2 et n: C[V]Y - C[X]Y est la restriction, d’aprés
la remarque précédente et la démonstration du théoréme 1.2, I'idéal Kern de C[V]V est
engendré par certains P; (ou i est un sommet isolé de I') ou P,—cP; (ou {i, j} est une
aréte de I). Par suite, C [X]V~C[V]Y/Ker = est une algébre libre d’ou (i), et Ker n=I(X)Y
est engendré par des combinaisons linéaires entre U-invariants du tableau I, d’ou (ii).

3.2. THEOREME. — Avec les notations précédentes, le « bord » X\ G x de X est de
codimension au moins 2 dans X.

Démonstration. — D’aprés le théoréme 3.1, on peut écrire C[X]V=C|[P,,...,P,] ou
P,, ..., P, sont algebriquement indépendants sur C et chaque P, est de poids A; par
rapport a T.
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Supposons que X \ G x contienne une composante irréductible Y, de codimension 1
dans X. Soit J I'idéal des fonctions réguliéres sur X, nulles sur Y; alors J est G-stable
donc JY est un idéal premier de C[X]V. Il est clair que C[X]¢=C[Y]®=C donc d’aprés le
théoréme 1.4, on a : dimX =m+n—ny et dimY =dim C[Y]V+n—ny. De plus ny=n, et
m2=dim C[Y]". Comme dim X =dim Y + 1, on doit avoir ny =ny et m=dim C[Y]"+1. On
en déduit que tout poids fondamental apparaissant dans un des A; apparait aussi dans
un poids de C[Y]Y, et d’autre part que JY est de hauteur 1 dans C[X]Y, donc I'idéal JV
est engendré par R(P,,...,P,)=P, ou R est un polynéme irréductible. Soit A le poids
de P. Deux cas se présentent :

(i) Les poids des P; apparaissant dans R (P,, . . ., P,,) sont deux a deux distincts. Dans
ce cas, comme ces poids figurent dans le tableau I, ils sont linéairement indépendants
sur Z. On voit alors facilement que R (P, . . ., P,) est un mondme en les P, Comme R
est irréductible, on en déduit que P=P; pour un ie[l, m]. Si A;#\; pour i#j, alors un
poids fondamental figurant dans A; n’apparait dans aucun poids de C[Y]V~C [(P));=i ce
qui est absurde.

Donc il existe j#i tel que A;=A;; de plus d’aprés le tableau I, le poids A; est fondamen-
tal.

Soient a la racine simple telle que (y; | ) #0, et S=P;(X_,P)—P;(X_, P).

Alors S est U-invariant de poids 2\, —a (d’aprés [6], proposition 2) et SeJ, donc SeJv
et il existe S’e C[X] tel que S=PS’. S’ est U-invariant de poids A;,—a, or A,—ag¢P* ™
car (ki—oc|<x)<0. Donc §'=0 et P(X_,P)=P;(X_,P,). D’autre part, comme A; est
fondamental, on a: X2,P,=X2,P;=0, et X_zP,=X_,;P;=0 pour toute racine simple

—alj

B#a. On en déduit que pour toute Yye%, on a :
Pexp(tX_,P)=P;exp(tX_, P)

ie
eXp t X -y (Pi/Pj) = Pi/Pj'

Donc P,/P; est une fonction rationnelle G-invariante, non constante, sur X, ce qui
contredit le fait que X est ’adhérence d’une G-orbite.

(i) Il existe i et j distincts tels que P; et P; figurent dans R(P,, ..., P,) et ;;=A,;.
D’apres le tableau I, le poids A; est fondamental. Soient o la racine simple telle que
(M| )50, et
S=(Ao) P(X _,P)— (k| ) P, (X_,P),
S'=(A @) P(X_,P)—(A;|®) P;(X_,P).
D’aprés [6], proposition 2, S et S” sont U-invariants, de poids A+A;—a.
On montre comme dans le premier cas que S=S'=0. On en déduit que
P,(X_,P)—P;(X_,P)=0 et on conclut comme précédemment.
CoROLLAIRE. — Soit H le stabilisateur de x dans G. Alors C[X]~C[G]J".
Démonstration. — Comme X est normale (cf. théoréme 1.2) et codimy (X -G x)=>2,
ona :C[X]~C[Gx].
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3.3. REMARQUES ET CONTRE-EXEMPLES. — (i) Le théoréme 3.2 est (bien siir) faux si V
n’est pas exceptionnel. Par exemple, si G=SL,(C) et V= { polyndmes homogénes de
degré 3en x ety }, alors X=GxZy=Gx2y UGx®> U {0} contient la G-orbite G x> de
codimension 1.

(ii) Soit V un G-module exceptionnel. Soit .4 (V) le nilcone, i. e. 'ensemble des xeV
tels que P(x)=P(0) pour tout PeC[V]®. Alors 'algébre C[.4"(V)]V est engendrée par les
U-invariants de poids non nul, donc est libre; par suite A" (V) est normal, a singularités
rationnelles. Il arrive que A" (V) ne contienne pas de G-orbite dense.

Exemple. — G=SL,(C) et V=2C* @ 2(C**.

On vérifie alors que dim A4 (V)=12 et que la dimension maximale d’une G-orbite
dans 4" (V) est 11.

Soient de plus

Y={x®AMx®f ®pf|xe(CH* (A, weC? f(x)=0et A>=p’}

et
Z={0@x@®O0D f|xeC* fe(CH*et f (x)=0}.

On vérifie facilement que X =Y \U Z est un fermé irréductible G-stable (de dimension 8)
de A (V), et que Y est un ouvert affine G-stable de X avec C[Y]®~C [u, v]/(u®—0v?).
Comme C[Y]C n’est pas normal, Y n’est pas normal donc X non plus.

Le théoréme 1.2 ne s’étend donc pas aux fermés irréductibles G-stables méme contenus
dans le nilcone.

3.4. SINGULARITES DES ADHERENCES D’ORBITES DANS UN G-MODULE EXCEPTIONNEL SIMPLE.

THEOREME. — Soient G un groupe simple et V un G-module exceptionnel simple. Soient
xe€V et X=G x. L’ensemble des points singuliers de X est X\ G x, sauf si X=V, ou si G
est de type Bs et V=E (w;).

Démonstration. — On utilisera le lemme évident suivant :

LeEMME. — Soit M un sous-G-module non trivial de C[V] tel que X soit 'ensemble des
zéros de M. Soit OM l'ensemble des 0P/0v ou PeM et veV. Alors :

(a) oM est un sous-G-module non trivial de C[V], image de I'application de V ® M dans
C[V] qui d v ® P associe 0P/ov.

(b) L’ensemble Y des zéros de OM est formé de points singuliers de X.

Montrons maintenant, sur des exemples, que (avec les notations précédentes) I’ensemble
des zéros de M est X\ G x.

Exemple 1. — G est de type A, et V=E(2®,).

On identifie V a ’ensemble des formes quadratiques a (n+ 1) variables.

Soit P: V - C le discriminant. Si P(x)30 alors X =G x est lisse.

Si P(x)=0, alors X est I’ensemble des formes quadratiques de rang au plus (p — 1), pour
un pe[l, n+1]. On peut donc prendre M=E(2w,) = C[V], (cf. [6], III.2, Remarque 2).
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Alors
M«EQw,)®E(2w,)=E(2w,+2w,) ®E(v,+w,+0,_,) DEQ2w®,_,)
et de plus
McC[V],.,~®EQa;®,+...+2a, ,©,_,)

[somme sur les (a;, . . .,a,_;) tels que a; +2a,+... +(p—1)a,_,=p—1].

Donc, comme M # {0}, ona: M=E(2®,_,) = C[V],_,.

Par suite, I'ensemble Y des zéros de dM est I'ensemble des formes quadratiques de
rang au plus (p—2), c’est-a-dire Y =X\ G x.

Le cas de A,, E(w®,) est analogue.

Exemple 2. — G est de type E, et V=E (m,).

Soient P,, P,, P;, P,, Ps des U-invariants comme dans le tableau 1. Supposons d’abord
que P est nul sur X. Alors X = 4 (V) et d’aprés [6], démonstration du lemme 2, C [X]V
est 'une des algébres suivantes :

C, C[p); C[P,,P,]; C[P,P,P;]; CI[P,P, P3P,

Mais si C[X]=C[P,, P,, P,}, alors P,=(P,, P;),, est nul sur X, donc on prouve comme
dans la démonstration du théoréme 3.2 que P,/P,eC(X)%, ce qui est absurde.

— SiC[X]V=C[P,, P,, P;, P,], alors X =.4" (V) et on peut prendre M =C P;. Comme
E(@,)=V®M - dM et IM# {0}, on voit que IM est le G-module engendré par P;.
De plus P,<(P,, P;) (avec les notations de [6], proposition 1); on en déduit que
Y = {zéros de { G.P; ), {G.P,), P5} est le bord de X, et que C[Y]'=C[P,, P,].

— Si C[X]V=C[P,, P,], alors on peut prende M={G.P;>. Donc
oM c S?E(w,) =E(2®,) ® E(w,). Comme M ne contient pas E(2®,) (sinon il existe
PeM et veV tels que dP/dv=P?; donc P et v sont de poids w,, et P=P,<(P,, P?) ce
qui contredit [6], démonstration du lemme 8) on a: IM=E(m,)= {(G.P,). D’aprés
[17], Y ={zéros de {G.P, )} est égal & G.V". Par suite, C[Y]'=C[P,] (cf. [18]) donc
Y est le bord de X.

— Si C[X]V=C|[P,] alors d’apreés [18], le bord de X est {0} et O est point singulier de
X.

Supposons maintenant que P5 n’est pas nul sur X. Alors, d’aprés le théoréme 3.2,
lidéal I(X)Y de C[X]Y est engendré par Ps—Ps(x), une partic de {P,, P, } et des
combinaisons linéaires entre P, et P;. De plus P, ¢ I(X)Y car X {0}. Montrons par
I'absurde que I(X)=(P5—P5(x)).

Si P,el(X), alors (Py, P;),,=0 sur X donc P;/P, eC(X)® et P;—cP, €I(X) pour un
ceC. On a c¢=0 (sinon le cone KX associé a X (cf. [19]) est inclus dans {zéros
de (G.P;>} ={0} donc dimX=dimKX=0, et X={0}) d’ou P;eI(X). Comme
P <(P,, P3), on voit que P5eI(X), contradiction. De méme, si P, eI(X), alors P; e I(X)
car P, <(P,, P,) (¢f. [6], démonstration du lemme 8); d’ou PseI(X) ce qui est absurde.
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Donc I(X) est engendré par Ps—Ps(x) et des combinaisons linéaires de P, et P,;
mais d’apres ce qui précéde, ces combinaisons linéaires ne peuvent étre que nulles.

On en déduit que X= {yeV|Ps(y)=P;5(x)} dou X=Gx (sinon, soit Y I'adhérence
d’une G-orbite dans X\ G x; alors Y =X d’aprés ce qui précéde) donc X est lisse.

Remarque. — Cette démonstration prouve aussi que :

(1) # (V)= {xeV|Ps(x)=0} contient quatre G-orbites: {0} =Z,, Z,, Z; et Z,
densedans A" (V),etC[Z,]'=C[P,];C[Z,]'=C[P,, P,];C[Z,]'=C[P,, P,, P;, P,].

En utilisant le théoréme 1.4, on trouve pour les dimensions de ces G-orbites : 0, 28,
45, 55. De plus Z, est le bord de Z,, , pour 1<i<3.

(2) Pour tout ceC*, I’ensemble des xeV tels que P5(x)=c, est une G-orbite lisse.
On retrouve et on compléte ainsi certains résultats de [20].
Les cas de As, E(w@;); C;, E(®;); D, E(w,) s’étudient de fagon analogue.

Exemple 3. — G est de type F, et V=E(@,).

L’algébre C[V]Y est engendrée par
P, homogéne de degré 1, de poids m,,
P, homogéne de degré 2, de pods w,,
P, homogéne de degré 3, de poids @,
P, homogéne de degré 2, de poids O,
Ps homogéne de degré 3, de poids O.

De plus P,=(P,, P,),.; P,<(P,, P,) et P;<(P,, P,).

Si X < 4 (V) alors d’aprés [6], théoréme 4 et sa démonstration, C[X]Y est I'une des
algébres suivantes :

78]

C; C[P]; C[Py, P]; C[Py, Py, P

On élimine, comme dans I'exemple précédent, le cas de C[P,, P,]; celui de C[P,] est traité
dans [18]. On peut donc supposer que C[X]'=C[P,, P,, P;], donc X=A" (V)= {zéros
de M} ot M=CP,®CP;,. Tout zéro de d(CPs) est donc un point singulier de M;
or 0(CP,) « E(w,) et (CPs) =« C[V], (cf. le lemme) donc d(CPs)=<G.P,). Par
suite ’ensemble des points singuliers de 4" (V) contient { zéros de (G.P, )} =G.VY
(d’aprés [17]) et on conclut comme dans I’exemple 2.

Si P n’est pas nul sur X, alors on montre comme dans I’exemple 2 que Py ¢1(X); de
plus P, ¢1(X) car Ps<(P,, P,). On en déduit que C[X]V=C|[P,, P,, P;] et que

X= {er|P4(J’)=P4(x) et Ps()’)=Ps(x)}-

On conclut, comme dans 'exemple 2, que X est lisse.

Il reste le cas ou Py est nul sur X, et P, non nul sur X. On montre alors, comme
dans le cas ou X =" (V), que I’ensemble Y des zéros de { G.P, ) dans X est formé de
points singuliers de X, et que Y est le bord de X.
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Remarque. — On vient de prouver que

(1) # (V)= {xeV|P,(x)=Ps(x)=0} contient trois G-orbites {0} =Z,, Z,, et Z,
dense dans A" (V); de plus C[Z,)'=C[P,]; C[Z,]'=C[P,, P,, P;] d’0ot1 dim Z,=16 et
dim Z;=24. En outre Z, est le bord de Z;, , pour i=1 ou 2.

(2) SiceCetdeC*, alors

{xeV|Py(x)=c et Ps(x)=d}

est une G-orbite lisse.
(3) Si ceC*, alors

{xeV|P,y(x)=c et Ps(x)=0}

est ’adhérence d’une G-orbite, dont le bord est vide ou de dimension 16.
On retrouve ainsi des résultats de [21].

Le cas de C;, E(w,) se traite de la méme fagon. Les autres cas sont plus faciles,
excepté B, E (ms).

Exemple 4. — G est de type Bs et V=E (m,).

Soit H un groupe simplement connexe de type Dg. Alors H opére sur V [on est dans
le cas de Dg, E (wg)]. D’aprés le tableau I, on a C[VI*=C[V]°.

Soit A7(V) le nilcone (pour G ou pour H); on montre comme dans I’exemple 2 que
A (V) contient 'adhérence X d’une H-orbite de dimension 25, et que le H-bord Y de X
est de dimension 16; de plus Y est le lieu singulier de X.

Mais d’aprés [22], proposition 6, X et Y sont des adhérences de G-orbites, et X contient
une G-orbite Z de dimension 23, qui est donc formée de points lisses de X. Le G-bord
de X n’est donc pas le lieu singulier de X.

3.5. Pour terminer, donnons (sans démonstration) quelques exemples de modules
exceptionnels sur des groupes non simples, afin de montrer que les graphes qui intervien-
nent sont plus compliqués que ceux des modules exceptionnels sur des groupes simples.

Dans les exemples qui suivent, le groupe G est de la forme HxH’ ou H et H' sont
simples; les poids fondamentaux de H (resp. H’) sont notés @,, @,, ... (resp.
©}, @5, . . .) et ordonnés comme dans [9].

Exemple 1. :
G=SL, (C) xSL, (C),
V=E(w, +o}) ® E(w,).

L’algébre C[V]Y est engendrée par des éléments homogénes, algébriquement indépen-
dants, de degrés et poids :

(1,0,w,+w}), (0,1,®m,), (2,0,®}), (1,1,®}), (2,1, @,).

Le graphe est : o o 0 o o.
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Exemple 2 :
G=SL, (C) xSL, (C),
V=E (v, +o}) @ E(w,).

L’algébre C[V]Y est engendrée par des éléments homogénes, algébriquement indépen-
dants, de degrés et poids :

(1,0, 3 +w), (L, 1,®;,+9)), (2,1,0,+®;), (0,1, ®,),
(09 2, 0), (2, 03 mZ)’ (2» 1, 0)

Le graphe est : o/-go 0—o0

Exemple 3 :
G =SL;(C) xSp,(C)
ou Sp, (C) est le groupe symplectique de rang 2,
V=E (v, +@)).

L’algébre C[V]Y est engendrée par des éléments homogénes, algébriquement indépen-
dants, de degrés et poids :

(1,m2+m’1)’ (2’ w, +m’2)’ (2’ ml)’ (3’ ﬁ,/1)’ (4, m2+m’2)

Le graphe est: o o o o 0.
Remarque. — G opére sur V « sans multiplicité » (cf. [3], théoréme 3).
Exemple 4 :
G=SL, (C) xSp, (C),
V=E(w, +®)).

L’algébre C[V]Y est engendrée par des éléments homogénes, algébriquement indépen-
dants, de degrés et poids :

(1L, wy+w)), (2,0,+03), (2,@), (3, o,+w),
(4’ W, + (OF} + ’03/2), (4a 0)

o
.Le graphe est : o< o.

o
Remarque. — Le groupe C*xG opére sur V «sans multiplicité » (d’aprés [3],

théoréme 3).
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QuEsTioNs. — Si V est un module exceptionnel sur un groupe G non simple, et si X
est ’adhérence d’une G-orbite dans V, I'algébre C[X]Y est-elle libre? Le bord de X est-il
de codimension au moins 2 dans X? (La réponse a ces questions est affirmative si V est
simple.)

4. Zéros de covariants quadratiques

4.1. Soit V un G-module rationnel de dimension fihic, isomorphe a
EA)®D ... DE(A,) ou Ay, ..., A, sont des poids dominants. L’algébre C[V] est donc
N'-graduée. Posons

ei=(09~-~,0,1,0,. . .,O)ENr;
1

alors
E(A)*® E(A)* si i#j,
C - 1
Vleise; { S2E(\)*  si i=j,

donc
C [V]e,-+ej = E(}‘l+;\'])*‘

Pour 1<, j<r, soit M; ; un supplémentaire G-stable de E(A;+))* dans C[V]

ej+ej

THEOREME. — Soit 1 (resp. J) l'idéal de C[V] engendré par les M; ; pour 1<i<j<r
(resp. 15i<j<r). Alors | et J sont G-stables, réduits et
(CIVIDU~CEM)I'® ... ® CIE(R)]Y; (CVINY~Cloy, - . ., ¢,] ot pour 1 Zi<r, ¢
est de degré e; et de poids L}.

Les ensembles X des zéros de 1, et Y des zéros de J, sont des variétés normales, a
singularités rationnelles.

De plus Y=G.VY

Démonstration. — Montrons d’abord quelques résultats préliminaires. Soit &/ une C-
algébre de type fini, sur laquelle G opére par automorphismes localement finis. Deux
éléments T-homogénes P et Q de /Y sont dits orthogonaux (on note P L Q) si I'image
de l'application de {G.P) ® (G.Q) dans &, qui a R ® S associe RS, est le G-module
engendré par PQ.

LEMME. — Soient P, Q, Q' des éléments T-homogénes de /" tels que P soit orthogonal
aQet Q. Si R<(Q, Q) alors P est orthogonal a R.

Démonstration du lemme. — Soit g I’algébre de Lie de G. Choisissons, pour tout aeR,
un X,eg\ {0} et H,eg\ {0} tel que

C=Y X,X_.+ ¥ HZ

aeR ae®
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soit un opérateur de Casimir (cf. [9], chap. VIII, § 2, proposition 6). On va calculer les
valeurs propres de C opérant sur (G.P>.{G.R .

Soit S un élément T-homogene, de poids ®, de { G.R ). Soient A, n, p’, v les poids
respectifs de P, Q, Q, R. On a

C(PS)= } (X,X_p)(PS)+ } HI(PS)

«eR aeB

= ¥ (X.X_)(P)S+ ¥, H:(P)S

aeR ae®B

+ Y X (DX (9 + Y X_,(S)X,(P)

axeR aeR

+2 Y H,(P)H,(S)

aeB

+ Y (X,X_)(S)P+ 3 HX(S)P

aeR ae®R

=C(P)S+2 Y X_,(PX,(S)+2<A 0)PS+C(S)P,

aeR™

car X,(P)=0 pour aeR*; et > H,(P)H,(S)= <A, ®)PS.

ae®

Or Se{(G.P).{G.Q') donc S s’écrit S= ) S;S; ou S;e<G.Q),;; Sje<G.Q )y,
i=1
et u;+p;=o pour 1<j=<n. Donc

Y X P(X,8)= ¥ (X_,P)(X,8)S+X_,P(X,S)S,

aeR™T 15j2n
aeR?

Remarquons qu’on a :

2 Y (X_,P)(X,S)=C(PS)~C(P)S,—PC(S)~2{ A, ;> PS,

aeR’

et une formule analogue pour les Sj, donc

C(PS)=C (P) S+C(S) P+2 (A o ) PS

+ Y C(PS) S;+C(PS)S,—2C(P)S;S;

j=1

—P(C(S)8;+C(S)S)—2({Mu;> + <A >) PS;S;

= —C(P)S+C(S)P+ ¥ C(PS)S;+C(PS)S;—P(C(S, S;+C(S)S)).

j=1
Or d’apres [9], (chap. VIII, § 6, corollaire de la proposition 7), on a
CEA=CMA+2p 3P C(S)=<Vv,v+2p ) S;
CE)=<mu+2p>8; et C(SH=<W,0"+2p)S;
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De plus, comme P L Q, on a: PS;e{G.PQ} donc
C(PS)= {A+p, A+p+2p ) PS;

et de méme
C(PS)=(A+W,A+p'+2p ) PS]

Donc C(PS)=k PS ou
k=— (M A+2p)> +<V, v+2p)
+ A+ A+p+2p) + A+, A+ +2p)
—dWpt2p ) =W, W+2p)
=dMA+2p ) 42 A p+w > + (v, v+2p ).
Or R<Q, Q) donc E(v) 5 E(p) ® E(Ww).

Par suite, on a v=p+p’—s ou s est une somme de racines positives. D’ou
k=M AE2p)> 424N VY + v, v+2p)> +24 N\, 8D

etk= (A+v, A +v+2p).

Soit E({) un sous-G-module simple de {G.P>.{G.R ); C est une homothétie de
rapport (L, {+2p ) sur E({), et de rapport k sur {G.P>.{G.R ) donc

L LC+2p> =< A+V, A+Vv+2p).

Or {=A+v—ys" ou s’ est une somme de racines positives. D’ou

(G C+2p) —<A+Vv, A+Vv+2p)
=(5,8) =L, A+v+2p) —(A+vV, 5"
= — (5, A+V+L+2p) <0.

Donc s'=0 et {=A+v. On voit donc que (G.P>».{(G.P)> ={G.PR ), ce qui prouve
le lemme.

Montrons maintenant le théoréme. Soient o/ =C[V]/I et I1: C[V] — «f I'application
canonique. Comme I est engendré par des G-modules N'-homogénes, &/ est une G-
algébre N'-graduée. Pour 1<i<r, soit ;e E(A)*Y\\{0}.

Si i#j, alors I1(g;) L IT(¢;) par définition de I. On en déduit, par applications répétées
du lemme, que si Pe C[E(},)] et Qe C[E ()] (avec i#j), alors IT(P) L ITI(Q) [en effet, si
P est homogeéne de degré n, alors il existe P, homogeéne de degré (n—1) tel que
P<(P,, ¢)] Donc #V~A, ® ... @ A, ou A;~C[E(L)]Y/IY N C[E(A)]".

Or INC[E(A)]= {0} car I est engendré¢ par des éléments de degré e;+e;(i#j). Par
suite,

AV~CIEA)'® ... ® C[E(A,)'.
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De méme, si &'=C[V]/], et I1": C[V]—> /" est 'application canonique, alors comme
IT" (¢;) L IT" (¢;) pour tout (i, j), ona: S'V~Clo,, ..., 0,

Comme /Y et /'Y sont réduites, on voit facilement que &/ et &/’ sont réduites. En
outre, d’aprés le résultat de H. Kraft déja cité, les variétés X et Y sont normales, a
singularités rationnelles. Montrons enfin que Y =G. VY. Soient G le produit de G par

r
(C*)" opérant « diagonalement » sur V=@ E(,), et B le sous-groupe de Borel de G
i=1
contenant B. Comme C[Y]V=C[eg,, ..., ], il est inmédiat que Y est le plus petit fermé
G-stable Z de V tel que pour tout ig[l, r], la projection de Z sur E(A;) ne soit pas
triviale.

En particulier Y o G.VY; en effet, G. VY est fermé car VY est stable par un sous-
groupe parabolique de G. Par suite, I'algébre C[G. VU]V est engendrée par ¢, ..., Q,
Ceux-ci ont des poids linéairement indépendants pour P’action de B, donc sont algébri-
quement indépendants sur C. D’ou C[G. VY]Y=C[Y]Y, donc G.V'=Y.

4.2. EXEMPLES.

(i) Variétés de complexes. — Soient E,, . . ., E,,, des C-espaces vectoriels de dimension
finie. Soit

V=Hom (E,, E;) ® Hom (E,, E;) ® ... & Hom (E,, E, . ).
Soit a=(a,, . . ., a,) € N". Définissons la « variété de complexes »

X(@={0;® ... ® ¢, eV|rg(p)<qpour 1Zi<r,
et

Qi+1°9;=0pour 1 Sisr—1}.

Alors X (a) est une sous-variété de V, stable par G=SL (E,) x ... xSL(E,, ).

Le théoréme suivant est dii a G. Kempf (cf. [23]) et a été étendu par C. de Concini et
E. Strickland au cas ou le corps de base est de caractéristique quelconque (cf. [24]).

THEOREME. — Si a;+a;,,<dimE, , pour 1Li<r—1, alors :

(a) L’idéal des fonctions polynomiales sur V, nulles sur X (a), est engendré par les G-
covariants suivants :

Hom (E; E;;,) ® Hom (E;, ,, E;,;) - Hom (E,; E,, ,),
PDY->VYeo

et
Hom (E, E,;, ;) » Hom(A%" ' E;, A% 1 E;, ),

u—> A%ty
(b) L’algébre C[X (a)]" est libre [donc X (a) est normale, a singularités rationnelles).
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Démonstration. — On est dans la situation du théoréme 4.1 avec
E(A)=Hom(E, E,,,). On vérific immédiatement que M; ;= {0} sauf si je{i, i+1},
et que M; ;. ~Hom(E,; E,, ,)* Donc, avec les notations du théoréme 4.1, on a :

X (@={(9s,---,0,)eX|rgo;<q; pour 1<i<r}.
Soit I(a;) I'idéal de C[Hom (E,, E;, ,)] engendré par le covariant
Hom(E; E;,,) » Hom (A%*1 E, A%" ' E, ).

D’apreés le théoréme 4.1, on a :

C[X(a)"~ ® (C[Hom (E,;E;, ))/1(a))".

i=1

On conclut en utilisant le fait que les algébres C[Hom (E,, E;, ,)/I(a,)]" sont libres (cf.
par exemple [25], proposition 3).

(i) Généralisation aux représentations de graphes. — Soit I un graphe orienté fini,
c’est-a-dire la donnée d’un ensemble fini S de sommets et d’un ensemble A d’arétes,
A cSxS. Soit V= & Hom(E, E,).

(s, s')eA
Si a=(a,), . € NA, définissons la sous-variété X (a) de V par

X(a)= {((pa)ueAevlrg(PuéauSiaeAa

et ¢go @, =0 si a et P sont des arétes successives de I'}.
On peut montrer comme précédemment le :

THEOREME. — Si U est un sous-groupe unipotent maximal de G=[] SL(E,), alors
seS

Palgébre C[X (a)]Y est libre.
Le cas d’une variété de complexes correspond au graphe : 0—»—0——o0...0—>—0
1 2 3 r r+1
(iii) Orbites de vecteurs de poids maximal. — Soit V=E (A) un G-module simple; soient
M un supplémentaire de E(2A)* dans S2 V*, et J I'idéal de C[V] engendré par M. D’aprés
le théoréme 4. 1, I'ensemble des zéros de J est I'adhérence de I'orbite d’un vecteur de plus
haut poids de V; on retrouve ainsi le résultat de [17].
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