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UNICITE DU PROBLEME DE CAUCHY
POUR DES OPERATEURS ELLIPTIQUES

PAR Nicolas LERNER

0. Introduction

Nous présentons ici un résultat d’unicité du probléme de Cauchy pour des opérateurs
elliptiques a coefficients (complexes) C* sans faire d’hypothéses de régularité sur les
racines caractéristiques. Ce résultat généralise les théorémes de Calderon[7] et de
Hormander [11] et introduit une notion de pseudo-convexité prolongeant celle de Héorman-
der.

L’outil essentiel, qui nous a permis de suivre davantage de termes dans P* P, est le
calcul  symbolique dans la quantification de Weyl (c¢f. Weyl[25], Hormander[13],
Unterberger[23]) et notamment la formule de Segal [21], utile pour calculer exactement
le conjugué d’un opérateur avec un poids, conjugué dont on étudie la sous-ellipticité
(Treves [22], Menikoff [17]).

Nous espérons prolonger ce résultat a des opérateurs non elliptiques, sur lesquels les
travaux récents sont nombreux (Alinhac-Zuily[5], Lascar-Zuily[14], Alinhac[1],
Saint-Raymond [20], Bahouri[6], Dehman|[8], pour des résultats d’unicit¢ et de non-
unicité).

Nous nous proposons d’effectuer tout d’abord un rappel des principaux résultats
pour ce qui concerne I'unicité du probléme de Cauchy pour des opérateurs elliptiques.
Commengons par donner la définition de I'unicité (locale) du probléme de Cauchy.

Etant donnés un opérateur différentiel P, une hypersurface S, x, un point de S, on dit
que P posséde 'unicité de Cauchy par rapport a S pres de x, si la condition suivante est
vérifiée.

Il existe un voisinage V de x, tel que si ue C*(V), Pu=0 sur V, et u nulle d’un
coOté de S, alors u est identiquement nulle sur un voisinage de x,,.

©0.1)
Dans la suite on appellera m ’ordre de P, p,, son symbole principal, supposé elliptique.

Le théoréme de Calderon[7), dans le cas elliptique, implique I'unicité si la condition
suivante est vérifiée.
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470 N. LERNER

L’équation en 1, p, (X, §+19"(X))=0, pour (x,, &) T*(R")\ conormal de S
(0.2) { a des racines simples.
[o(x)=0(x,), @ réelle C®, @’ (x,)#0, est une équation de S.]

En outre, le théoréme de Calderon implique 'unicité pour des caractéristiques (non
réelles) doubles de multiplicité constante (Hérmander [10], Mizohata [18]).

Hormander[11], généralisant les résultats de Calderon, introduit la notion de pseudo-
convexité qui tient compte, contrairement au précédent théoréme de la « forme » de la
surface et du coté ou est supportée la solution considérée. Dans le cas elliptique,
I’hypersurface S=@(x)=¢p (x,) est dite fortement pseudo-convexe par rapport a P en
Xq Si:

L r,_
Pm(X0, E0)={Pm ®} (X, Lo)=0  implique T {Pos Po }1x0, 26> 05

(0.3)
avec :

\ Co=E—iT @ (Xg),  Pe=Pm(x, E—il @' (x)).

Sous la condition (0. 3), P posséde I'unicité de Cauchy par rapport a S pres de x,,.

Des théorémes avec racines C*® (i.e. les racines en t de (0.2) sont C* de(x, &)), ont
également été obtenus par Watanabe et Zuily[24], généralisant un résultat de
Mizohata [18] et Hormander[10]; sans donner le détail de ces théorémes, rappelons
toutefois qu’étant donnés un opérateur elliptique d’ordre m a coefficients C* dont la
multiplicité des caractéristiques est au plus r et une hypersurface S=¢ (x)=¢(x,), on
obtient I'unicité de Cauchy par rapport a S prés de x, moyennant une restriction sur
Pms - - -» Pm—q+1 O0 q=E(r+1/2), et la régularité des racines de I'équation (0. 2).

Zuily[26] a donné un résultat pour des opérateurs a caractéristiques de multiplicité
constante « assez élevée », sous une hypothése portant sur le symbole sous-principal de
I’opérateur.

Dans le cas de la dimension (totale) deux, des résultats spécifiques ont été obtenus par
Zuily [27] avec des racines caractéristiques singuliéres.

Des résultats de non-unicité ont été fournis, tout d’abord par le contre-exemple de
Plis [19] (voir aussi Hérmander [12]) qui suit :

0.4 P=(D}+D2+D?2)*+t(D2+D?)*—D}/2,

est un opérateur elliptique a caractéristiques au plus doubles (de multiplicité variable).
Soit S=t=0; il existe a, u fonctions C* nulles pour ¢t <0 prés de 0, telles que Pu+au=0
avec en outre support de u={t>0} localement.

Alinhac[2], généralisant ce résultat, a établi un théoréme général de non unicité sous
une hypothése géométrique impliquant I'existence de « suffisamment » de caractéristiques
doubles sur ’hypersurface.

Le plan de Iarticle est le suivant :
1. Le résultat (hypothéses, théoréme général, exemples).
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UNICITE DE CAUCHY 471

2. Invariance des hypothéses.
3. Conjugaison et quantification de Weyl.
4. Preuve.

1. Le résultat

Soit S une hypersurface orientée de R" passant par x, et P un opérateur différentiel
d’ordre m, de symbole principal p,,, de symbole sous-principal p,,_,. Une équation de S
étant @ (x)=@ (x,) [@ réelle C*, ¢’ (x,)#0], on pose :

Po (X)=0 (x0) + 9’ (o) (x—Xo),
H,, désignant le champ hamiltonien de @,.

On pose alors pour xeR", ZeC", T'eR:

(1.1) CRLx Z)=|pn(x D) |2,
(12) C[21131—1(x, Z)=|H¢0(pm)(xa Z)lza

(0] 2(—9) OPm OPm
(1.3) G i (x,Z, )= FIS]ZM axak(°) &,,( , Z) g( , Z)

+Imza’;'"( z). ”'"( 2),
j=1 Jj

(1.4 Chn-2(x, Z)—-—|H (Pw) (x, D),

1<j, k=n 6x 0x X

2 —
1.9 W ,zn=r 3 2E9, o)(ag (H,o(pm»)(x,a

x(%(H,o(pm») (x, )+Imz( (H,owm))> x Z)( (H%(p,.») x, 2.
k

0t;

On fait l'une des autre hypothéses suivantes H(k, I), Z, désignant un covecteur com-
plexe de la forme :

Eo—ilo 0 (xo) avec TI',=0, |0 |2+ T3 9 (x0)|*=1.
Hypothése H (0,1) :
CP (xp, Zo)=0  implique CY!_, (xo, Zo)>0.
Hypothése H (0,0) :
CR (X0, Zo)=CH}_; (X0, Zo)=0  implique C%}_, (xo, Zo, ) >0.
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472 N. LERNER

Hypothése H (1,2) :

Cz(:p]. (X0, Zo)= Clzlrl— 1 (X0, Zg)=0

implique :

H°(1 2) [20131 1 (an ZOa 0) go’

’ [0] w (X0» Zo) = Clzln]|— 1 (Xos Zo)= C[20"l'_ 1 (Xg, Zy, T'p)=0
implique :
CR_, (x0, Zo) >0,

soit :

H,(l,z) ( (xOs ZO)=(x0, io_iro (P/ (xO)), roéo, |ZO|=1’
tel que :

( [0] m (X0 Zo) = Cla_ s (X0, Zo) = Chl_y (X0, Zo) =05

il existe un voisinage W de (x,, Z,) dans R" x sphére unité de C" et un voisinage V de
I', dans R, des fonctiens),, (x, Z, T'), p,(x, Z, I'), homogeénes de degré m en(Z, I')
bornées sur W x V, des constantes Ay, K tels que pour (x, Z, I)e W x V on ait :

LCO_ (x, Z, I)+2Rep, (x, Z) Ay, (x, Z, T) +T2CLU _, (x, Z) Ao

et:

—|IT (P 5, 2) [ +2Repp (3, 2) i (x, Z, 1) +T2CEL_, (5, 2) o 20.
Hypothése H (1,1) :

C[o (X0, Zo) = [21n]|—1 (x> Zo)=0
implique :

_ Chn-1(x0, Zo) 20,
CiN (X0, Zo)=CH_ 1 (Xo» Zo) =CH}_, (Xq, Zo, Tp)= CH_ 5 (%o Zy)=0,
implique :
\ [21n]l 2 (XO’ ZO’ FO) >O

H'(1,1) identique a H’ (1,2).

H°(1,1)

Remarquons que I’hypothése H(0,1) est 'hypothése de caractéristiques simples de
Calderon. De plus H(0,0) est ’hypothése de forte pseudo-convexité de Hormander. En
outre, on peut observer que ’hypothése (microlocale) H°(1,2) n’est pas suffisante pour
obtenir I'unicité car I'opérateur de Plis(0.4) a caractéristiques de multiplicité au plus
double vérifie cette hypothése; celle-ci s’écrit en effet avec Zy=E,—i T, ¢’ (x,) :

pm (xo, ZO) = {pnn (p } (xo, ZO) = O lmphque C[ZOrl— 1 (xo, ZO’ Fo) g O
et:
Pm (xO’ 2!0) = {pm’ (p } (xO’ ZO) =C[2(2_ 1 (xO’ ZOs rO) = Oa
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UNICITE DE CAUCHY 473

implique :
{{Pm ©}, ®} (X0, Zo)>O0.

Or la premiére partie est vérifiée pour I'opérateur de Plis car, aux points caractéristiques
doubles, comme I'opérateur est a coefficients constants en «x» (ici variable d’espace),
C_ (%0, Zg, Tp) =0, et la deuxiéme I’est également car I’opérateur est a caractéristiques
au plus doubles.

Au contraire, I’hypothése H’ (1,2) n’est pas vérifiée pour 'opérateur de Plis, comme on
le verra plus bas.

De maniére générale, H°(k, [) est une hypothése microlocale non suffisante pour
assurer 'unicité si k > 1, la premiére partie de H’ (k, ) permet de « recoller » les hypothéses
HO(k, ) et la deuxiéme partie de H’ (k, ) est liée a la convexification.

Nous pouvons alors énoncer les résultats principaux.
THEOREME 1. — Soit P un opérateur différentiel elliptique a coefficients C* (complexes)
et S=@(x)= (x,) une hypersurface orientée.

On suppose qu’il existe (k, 1) tels que I'hypothése H (k, 1) soit vérifiée. Alors, il existe un
voisinage V de x, tel que, si :

Pu=0sur V et VN suppucS,=¢(x)=0(xq),

alors u=0 prés de x,.

Autrement dit, P posséde I'unicité de Cauchy par rapport a S prés de x, (0. 1).

Remarquons que le théoréme de Calderon est H(0,1) implique I’unicité, que celui de
Hormander est H(0,0) implique I'unicité.

Le théoréme 1 est une conséquence du théoréme 2, celui-ci établissant une estimation
de Carleman.

THEOREME 2. — Soit P un opérateur différentiel elliptique a coefficients C® (complexes)
et S=(x)=0(x,) une hypersurface orientée. On suppose qu’il existe(k, ) tels que
Phypothése H (k, 1) soit vérifiée. 1l existe un voisinage V de x,, une constante C>0 tels que,
pour tout ve C3 (V), pour tout y=C, on ait :

m
[PyoflazC™t X ym=m @D § [ Dio]ee,
i=o lal=j
avec .

Py=e_7“’ pew’

ou:
Y (x)=0 (x0) + 9" (x0) (x—Xo)+ 51-' 9" (x0) (x—x0)®

C ’ 2 1 2
- — Xg) (X—X + —|X—Xy|".
2[(9(0)( o)l 2c2| ol

Donnons maintenant quelques exemples.
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474 N. LERNER
(a) Tout d’abord, montrons que I'opérateur de Plis (0. 4) ne vérifie pas 'hypothése de

« recollement » H’(1,2).
En effet :

Y 1
pm=(1"+§2+1'|2)2+t (§2+n2)2_5&4, SEt:O,

(Xo5 Zo)=(o,o,o; _f 0 f
\

O >=(to, X0, Y03 To» Go» Mo)-

Choisissons alors, pour 0<g< \ﬂ/S,

T::—i(-? +8), §=(8\/§—582)1/2,

-
2
n=\—{;——28, I'=
Ly

%

,  t=E*2(E*+n??

de sorte que | T |2 +|&|*+|n|*=1.
Comme ici p,, = (1> +&*+1?)?,

Pul’

ot

0 =
’ [21']1—1_Im_

C[:l"]l_ = m
amot Jt ot

on obtient, A,, et A, devant étre bornés :
rcll _,+2Rep,, - A, +IT2CH_ Ag=—¢_/2+0(g?)
qui est négatif pour & assez petit.

(b) En dimension (totale) deux (¢, x)eR, de variables duales(t, £), un opérateur de

symbole principal p,, avec :

(1.6) Pm=(+iE)’+a(®) &>

par rapport a I’hypersurface S=t=0, prés de (0,0), vérifie I’hypothése H(1,2) si la
condition suivante est satisfaite :

il existe C, >0 telle que pour 0<|¢|<Cq !,

(1.7 la ®]2<Cola @]

Remarquons que, si a(0)#0,(1.7) est vérifiée et en outre 'opérateur est a racines
caractéristiques simples (et elliptique) et le théoréme de Calderon permet de conclure.
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UNICITE DE CAUCHY 475

On suppose par conséquent que a(0)=0. On a :

2 2
(%05 Zo)=(x05 to; Eo» "o)=<0,0; i, —i%)

2
Chin(x, 2)=[(1+i&)*+a(®)&?|%,
r2CY)_, (x, Z)=4T?|t+iE|?
rcP_ (x, 2, N)='Im2(t+i&)a’ (t) &%,
C[22Jl -2 (X, Z) = 2,
avec x=(t, x), t dans un voisinage de 0, x dans un voisinage de 0, € C dans un voisinage
de —(i \/?/2), £ eC dans un voisinage de ﬂ/2, I'eR, dans un voisinage de \/2/2,

|T]>+|E]?=1 et Z=(1,¥).

L’hypothése microlocale H®(1,2) est trivialement vérifiée.
Posant :

A=TCEL, (x, Z D) +2Rep,, (x, Z) by (x, Z, D) +T2CYL_, (x, 2) Do (x, Z, T,
on obtient :
A=2TIm(x+i&) a () &
+2Re[C+iE) +a () L1 X, (4, 1 & D) +4T2 | 1+iE |2 Ly (¢, 1. &, ).

Prenons X, (t, 1, &, T)=(a(t)/|a(t)|) €2 si a(t)#0, et X, (¢, 1, &, T)=0si a(t)=0, de sorte
que |X,|<|&|? et X, est borné car |t|*>+]|&|*=1; prenons X,=C, Cte=0.
Pour o >0 il vient, si a () #0;

a@el*+2lam]|E]*
—2|t+i&|*|E|?+4C T |1+iE]?

Az-T?|t+iE|2a—a?

et par suite :

@ (t)|2]+4r2|r+i§|2[c1_8_1 |§|2],

ce qui a un sens car |E|/T" est proche de 1 et on peut supposer (|&|%/I'?)<2 dans
le voisinage considéré. On choisit alors a=(Cy/2) (C, est la constante de (1.7)), et
C,=(Cy/8)+1, il vient :

rz2(5)*] |-

AZ2|E[*C5* [Cola |-

a (t)|2]+4l"2|t+i&|2[%+l—%—l],

et par suite A=0 dans le cas a (t) #0.
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476 N. LERNER
Sia(t)=0,

A=2TIm(t+if)d (€2 +4T2|t+it|2C,,

et comme de (1. 7) il vient a’ (t)=0, on obtient la premiére partie de I’hypothése H’(1,2),

Vérifions maintenant la deuxiéme partie de H’' (1,2). Posant :

M=—||Td;p, (x, Z)||>+2 Rep,(x, Z) p(x, Z, D +T>CHI_ (x, Z) po(x, Z, T),
il vient :
M=—4|T(t+i&)i+Ta (@ E*+2Re[(x+i )’ +a @) Ep,

+Me T2=TH4|t+ik|?2
—8T%|t+i&|2—8T%|a (@) |?|E|*+4 (o T*=T?) |t+iE|?
+2Re[(t+iE)*+a (1) £ p,.

On choisit alors p, =p, (¢, & I)=(1/2)C,a(t) &2, ou C, est une constante >0; i, est
borné car |1|?+|&|?>=1. On obtient alors :

M2T2[t+i& |2 [4po—12]+|a @) |2 [C,|E|*—8T2|E |1
1
2w+ G law] |8 )7

Par suite :
M2|t+i &2 [dp T2—12T2-C, | £ |* || a ]l ]+]|a@®) |*| E]*[C, | £ |>—8T2).
On choisit C,=16 et po=3+8 || a ||, ou:
lalle= sup |a@®)|, (V(0)voisinage de O dans R).
teV (0)

11 vient alors :
Mz|t+i&|? | a|l, 16 2T2—| & |21+ a@]|*|E|*8 2| & |>—T2]
Or F0=§0=(\/5/2) donc {(T, &) eR, xC, |£|?/2<T?<2|&|*} est un voisinage de
(T, &o)> ce qui donne le résultat.

(c) En dimension (totale) trois [(¢, x,y) € R3, de variables duales (1, £, n)], un opérateur
de symbole principal p,, avec :

(1.8) pu=(2+E24+MD*+A()* E*+n)*+21 () E*+n?) (P —E*—n?),

par rapport a 'hypersurface S=t=0, prés de (0, 0, 0), vérifie I’hypothése H(1,2) si la
condition suivante est satisfaite :

il existe C,>0 telle que, pour 0<|¢|<Cq?,

9 | (@) 2£Co |2 )]
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UNICITE DE CAUCHY 477

Remarquons que, si A(0)=0 [ce que I’on supposera, le casA(0)#0 correspondant a
des racines caractéristiques simples] les racines sont doubles sur t=0, de multiplicité
variable au plus double (si A non constant).

Ona:
(xo§ Zo)=(509 Yos tos go’ No» To)’ )

soit :

2
COl (x, Z)=| (P +E2+n?)* +A2 (E2+nH)2+2 A (E2+n?) (2 —E2—n?) |3,
F2CY_, (x, Z)=T? |41 [t22+(E2+n2) (1+M)] |3
refl_, (x, Z, N=rim{4<[>+E*+n9) (1+M)]}

2 2
(X035 Zo) =<0, 0, 0; icc»s 0o, %sin 0, —i g) et To= ?

{(E+n)? 2 M =20)+2 ) (82 +n?) *},
Chr-2(x, 2)=|4[*+(E+nH) (1 +1) +277[?,

avec x=(t, x, y), t dans un voisinage de 0, x, y dans un voisinage de 0, teC dans un
voisinage de —i( \/7/2), £ e C dans un voisinage de ( \/5/2) cos 0y, n € C dans un voisinage
de ( ﬁ/Z) sin@,, FeR, dans un voisinage de \/5/2 :

[t]2+|E>+[n]*=1, Z=(z, & ).

Vérifions ’hypothése microlocale H°(1,2). Si :
Cin (X0, Zo) =CY3_; (%o, Zo) =0,

alors il est clair que Ci% _, (xo, Zo) =0, et dans ces conditions CZ _, (xo, Zo) =16>0.
Vérifions 'hypothése H’ (1,2).
Posant :

A=TCQ_,(x, Z, l")+2IRe1_J',,,(x, D) A (x, Z, T)+T2CH_, (x, Z) Mo (x, Z, T),

on obtient :

A=TIm{4t[2+(E2+n2) (1 +N)]}
o {(E )@MW -4 +2(P+E ) (B2 PV}
+2Re[(+E241?)2+2 (P +E2+N) A E2+nD)+E*+nD)? W2 —4M]R, (¢, T, & 1)
+X @t T, & T4t [x>+E>+n?) 1 +A)] |2

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE




478 N. LERNER

Choisissons :
G A0
2 A
Xt T, EM)=0 si A(£)=0,

A1, 8 m G2 +E+nY) E+nH)—-4(E+n)?]  si A(1)#0,

C, étant une constante >0, X,=C,, Cte >0.
Il vient, pour A(£)#0:

A=2TIm 2t [x2+(E2+n?) 1+ V] 2 (P +E2+1?) (2 +nH) —4 (E2+ D)V
+TIm 41 [t24+(E2+12) (1+ V)] 2 AN (E2+1?)?
+2Re {[(t’+§’+n’)’+(’é’+n’)2 M +2 (@ +E2+1) E2+n?) A—4(E2+1?)? A
[Cl 0]

= 2 2 g2 12y (E2 _
X[ 5 |7~(t)|][2(t +8%+n%) €*+n?) 4(§2+n2)2]}

+C, T2 |4t [P +(E2+n?) (1+M)] |~
Pour a>0, >0, il vient :
Ag—!;IZ‘I:|2|‘52+(§2+1‘|z)(1+7\.)|z |
—o| M |2 [2(?+&2+n?) (€2 +0) -4 (E2+n?)? |?
—B| W |?| &2 42 |4 - EBZ-|41 |2| 2+ (E2+n) (1+)) |?
+Cy | 2(2 48241 (E2+1)—4 (€2 +n)? * |1 (9 |

+2Re {[(t’+2F,2+n’)’+(§2+n’)2 2% % —|;:8|

x[2 (P +E2+17) (§2+n2)—4(§’+n’)2]}
£C, T2 41|22 4(E2 407 (141) |2
11 vient :

AZ|2 (P +E 417 (E2+1D) —4 (E2+nD)2 2 [C, [ A (9 |—a | N (9 |7
+ 2+E+1?) 1+ |2

2 2
S N e e P S

+2R"{[(1’+§2+n2)2+(§2+n2) le% Iigl

X2 (2 +E 407 (E24) 4 (E24+1)7] }
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UNICITE DE CAUCHY 479
Or:
|2(24+E2 4 1) (2417 —4 (52417 |
=|4E 42| [1- @+ g 40 @ 4n) |

ce qui a un sens puisque £2+n? est proche de 1/2. Comme en outre t2+£2+n? est
proche de 0, on peut supposer :

|22 +8+n%) (§7+n?H)—4 (E2+n?)? |22] &2 +n? |2

En outre :

212

2 2 2 2 2 2_4 2 2)2 <
|2(x+82+17) (E2+n?) -4 (E2+n?)?|< @ind

(E2+n?)?|+2|(E*+n?)?|,

et comme | t |?/|£2+n?| est proche de 1, on peut supposer :

|2 (t2+824+n?) (E2+nH)—4 (E2+n?H)? |S5| &2 +n? |2

Il vient par suite :

AZ|E2+n? P [AC, A (@) |4 [V O =B 2OV O]

2 2
+| P+ E 4N A+ |2 [Cz M- - —]I‘tt |?

B
2O (2484 @ 41D -4 (€ 1))
@)
C, M
2 2@
AZ|E2+m2|*[4C, | M |—4a |V |2=B|AN |2=5C |17

+Re(®2+E2+1n?2)>C,

+2Re (&2 +1?)2 A2 [2 (2 +E2+72) (€2 + 102 —4 B2+ 1)),

2 2
+|r2+(f,2+n2)(1+m|2[czr2—F——F—]IMIZ
4q B
_5 C1|€2+‘12 |2|12+§2+n2 |2.

Or:

|12+§2+n2|2=|12+(§2+n2) (1_'_}»)__)“(52_'_"2) |2
2|2 +E ) (1+1) |2+2| A2 | E2 402 |
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11 vient par suite :
AZ|E2+n?|*[4C | A|—-4a |V |2=B |2 |2=5C,|A|>—10C, |1 |7
+] T +(E2+1?) 1+1) | {[Cz— i - %]l‘2|4r|2—10C1 |&2+n? |2 }

Orona|)\ |2<C, | A | et donc:
2_B| AN |2=5Cy|A|2=10Cy |A]?
Zlx|[4C1—4°‘Co—B|7"|2C0_15C1I’"l]-

4C, | N|—d4a|N

On choisit a=f=1, C,=2 C, et on suppose t assez proche de 0 pour que
|A(D)|*+30|A ()| =4

Puis on remarque que ['?|4t|? est proche de 4 alors que |£2+mn?|? est proche de 1/4.
11 suffit de choisir C, >(5/4) +(20/3) C, pour obtenir le résultat A>0.

Montrons maintenant la deuxiéme partie de I’hypothése H'(1,2).
Posant :

M=—||Tdp, (x, Z) || +2 R e pp(x, Z) 1 (x, 2)+T2CYL_; (x, Z) po(x, Z, T),

il vient :
M=—16T2 |12 (1+0)+(E+n) 1= 2 [ &]2+|n |2
+2Re[(TP+E2+MH)2+2A (E2+n?) (P+E2+nH)+(A*—4 1) (E2+ 1) p
+16 T2 | 1|2 |2+ (E*+nD) A+M) |2 (o — ).

En remarquant que :

|22 14+ +(E2+nD) (1-N)2 [S2| 144 |2 | 2 +(E2+nD) (1+0) |2 +2° | A |2 [ E2+n? %,

et en choisissant p,=p,(t, T, & N)=C, (2+n?)? (A*—44), et py=C,, il vient (C,, C,
étant des constantes positives) :
M2| 2 +(E2+n) (1+0) |2 [16 T2 |t |2 (C,—1)—16 T2 (|E|2+|n |H) 2| 1+1 7]
+H &2+ P2 Cy [ 4A-A2 2 [E24+n? 2= 16 T2 (| & |+ n |*) 2° |2 ]*]
—2C; Re[(T*+E2+1*)?+2 L (E2+1%) (PP +E2+nH)] (2 +1?)* (M2 -4 D),

et par suite, comme :
(P +E24+n)2+2 A (82412 (P +E2+1nH) =(t*+(E2+n?) (1 +1)* =A% (§*+n?)?,
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il vient :
Mz[?+(E+n%) 1+ |2
X[[t|2(C,—1) 16 T2—=16 T2 (| & [2+|n |} 2| 14X |2=2C, | E24+n? |2 |4 XA—22|]
+|E+n 2| A2 2C, [4-A |2 | €240 |?
—16T2(|&|*+|n|?)2°—2C, | E2+n? |2 |4 L—22 ).

Comme A(0)=0, £2+n? est proche de 1/2 ainsi que I'? et |t|2, on choisit C,; =1 et
C,=4 et on obtient M =0.

2. Invariance des hypothéses

On se propose de montrer dans ce paragraphe que les hypothéses sont invariantes par
changement de coordonnées et ne dépendent pas de ’équation choisie pour I’hypersurface
orientée. Cela est bien connu pour I’hypothése H(0,1) de caractéristiques simples ainsi
que pour H (0,0), hypothése de stricte pseudo-convexité de Hormander.

(a) HypotHESE H(1,2). — Rappelons que, pour xeR", ZeC", T eR, ¢(x)=0(x,)
étant une équation de I'hypersurface orientée, on a [cf.(1.1), (1.2), (1.3), (1.4) et
(.90

Cih(x, Z)=| P (D) |,

CH_, (v, 2)= ’;’"'(x, 7). ¢ (xo) |
P, (x, Z N=TPn(x, 7). a”"(x, Z) . (=9 (xg)+Im ”'"(x, z). a"’"'( 2),
ot 3 3 3
s 6= 3| Tl D g 2 2

ClH_,(x, Z )= raaé’;"( 2) aaé;‘ * Z) ¢’ (x0)* (—9” (x0))

a pm a pm ’ 2
+Im e 0 2. g(x, 2) ¢’ (x0)*.

Si on fait un changement de variable, en conservant la méme équation pour I’hypersur-
face orientée S :
x=0@1), X=P@) E&=J(n, ITW=¥O,
$=(9°®) (»)=(9°P)(yo),

(Y) Considérant dp,/0E comme un tenseur une fois contravariant, 82p,/0t? deux fois contravariant,
82 p,,/OE &x une fois contravariant et une fois covariant, ¢”(x,) deux fois covariant, ¢’(x,) une fois covariant.
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on obtient pour yeR", TeC", TeR, posant Z=J(») T :

2.1) a0, T)=| g O, T)|2=| p (x, 2)|2=C2 (x, 2),
0 0
2.2) &0, D=CH_, x 2)+ ;’g( 7). 52'"("’ Z) &, (x—xXo),

ou le tenseur deux fois covariant €, est C® et g, (0)=0

0
2.3) &, 0T, D)=CY_, (. Z, )+ ;’g( z). a;’g( 20

avec :
Q=I"g, (x—x¢)+u (x—x¢) (Im Z+T ¢’ (xo)),

ou g, est un tenseur deux fois covariant C*, €, (0)=0, u est un tenseur une fois covariant
borné dans un voisinage de 0.

Supposons H (1,2) vérifiée pour les coordonnées x, montrons-la pour les coordonnées y.
L hypothése H®(1,2) est microlocale et on obtient facilement son invariance; on a en

effet :
[0] m (X0, Go—ilo @ (xo))=|Pm (%0, E0—1 T @ (xo) lz,
Chl i (x0, Eo—iTp @ (x))= | { Pm (x, E—iT ¢’ (x)), <P(x)}| %

clol Y"P (x)=%0—iTo ¢ (x0)
Com—1 (X0, Eo—i o 0" (x5), Tp)

1

= —{Pn(x, E=iT @' (X)), P (x, E—iT @' (X)) },

2i lé it o =to-iTo e (xo)
CR 5 (X0 E0—iTo ¢’ (xo))

—| H{Pn (e E=iT ' () @ ()} @} |-

Q‘(v (x)=go—iTlo ¢’ (xo)

Vérifions I'invariance de H’(1,2). Considérons pour cela :
To=mno—i 0 (¢° D) (¥o), 0,20, |To|=1,
avec :
A5 (v, To)=dSa_ 1 Wo» To) =dim—1 (o, To» ) =0;
alors :

Clz(:p]. (%05 Zo) = Clzln].— 1 (Xos Zo) = Clzon].— 1 (Xos zm ®o) =0,

avec xo=® (yo), Zo="'® (yo) ' T, et en outre :
CR) (x0r Zo) =Chid—1 (X0, Zo) =CPl_ 1 (X0 Zo, Tp) =0,
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avec :
_ 'Y (o) 'T, _ @9
00 ' To|” [ o) T
(*®’ (o) ! est un isomorphisme et T,#0). Remarquons que ’ellipticité de p,, assure que

I'y>0.
Considérons :

0

A=odil (0, T, 0+2Req,(, DAY (0, T, ) +A 0’ dy_, (v, T).

Ona,posant Z='®' () ' T, =0, x=0 () :

o 2 P 5 Pm ]
A=TCP_, x,Z D)+T l: ot e, Z) . 3t (x, Z)

z
| o2 e e (T o) |
+2Rep, (x, DM 0, T, ) +39 T2 Cl_, (x, )
ap, op
) [22Em im —
+AQ T P (x, 2) . o (x, Z) &, (x — o).
En posant :

‘o) 'T_Z
a=|td)/(y)—1T|, Z=%=_, 1"___9
a

a a

on obtient :

a—2mA=r‘ C[ZOn]l—-l (X, Z’ r)+2 Repm(x’ Z)i)"g) (y’ T’ m)+)"g') r‘2 C[21n]|—l (X, Z)

+1“2%%"(x, 7). aaig(x, z) [w’al+ez+u(l";z +<o’(xo))]-

En utilisant alors la deuxiéme partie de I'’hypothése H(1,2) (en coordonnéesx), on
obtient :

a”MAZTCH (v, Z, D+ CY_ (%, Z)

xli?»ﬂ,”—(kg”lasl |+]| &2 |+|u|

ImZ
— 40’ (x
T 0’ (xo)

]
Jrszn]

+2Rep,(x, Z) [éﬁ,’.’)—()\'ﬁ)”)lﬁl |+ ez |+]u]

ImZ
— 49 (x
T ¢’ (xo)
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On choisit alors y e W(y,) voisinage assez petit de y, pour que :

hd®0%4%%»W@<% e, @ ()@ () | <1.

En outre, on choisit un voisinage de T, dans la sphére unité de C", et un voisinage de
®, dans R, (rappelons que ®,>0) tels que :

‘Im[w]w(xo)
(0]

<1,

soit par suite :

Z
Im—+¢"(x
‘ T 0’ (xo)

<1 et Jlull,= sup |u(@()—® ()]
yeW (o)

(ce qui a un sens car u est borné dans un voisinage de 0), on obtient en choisissant :

AP =2 2+ u||o) nE,
puis :

%wmn@aﬁmanNMH%Mﬂ
o

M+<|>’(x)
r 0.

]+7»$,’." (x, Z, 1),

ce qui donne :

A0, T, 0)=p (@), ¥ ()7 'T, o)

+ ¢’ (xo)

Im'® () T
xl}»g’ﬂel |+ e, |+|u|‘m—:)y)—

]+M’." @0),'Y M 'T, 0
(8.8 (@ () — D (y), u=u (P ()= (o)),

de sorte que A est homogéne de degrém de (T, o) et que (1/a™ A2 et donc A est
bornée sur un voisinage de (yo, Ty, ®y) dans R" x sphére unité de C"x R,, on obtient
finalement le résultat A =0 en utilisant la premiére partie de ’hypothése H(1,2) dans les
coordonnées x.

Montrons maintenant que la deuxiéme partie de I’hypothése H'(1,2) est invariante.
Considérons :

M= -’ ’+2Re qm(y’ T) H(n’.’) (y’ T, 0))+0)2 dlzlnll—l (y’ T) Hf)y)

0q
=Zmy, T
an(y )
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Avec les mémes notations que précédemment, on a :

a 2" M=—-TI?

a—;’g x, 2)' ()"

2+2Repm(x,2)$u::><y,r,m)
FTT U9 O, (6 2)+T2 pP e, "”g( z). ;’g(, z).

Il vient par conséquent :

OPm
o

En prenant ye W (y,) voisinage assez petit de y, pour que :

@ "M22 R e, (x, Z)—u<v>+r2u8>c‘;,;_l—r2 210 0) 7|+ ey | 1§

ey (@ ()= (o)) | K<

on choisit :
KO=2u (14 sup [0 ()77
yeW (vo)
puis :
=W (1] @ 0)7 [+, 1)
i e.,

0 T, 0)=p @ @), '@ () 7'T, o) [1+]| @ ()" >+ (@ )~ P () 1),

qui est clairement homogéne de degré m en (T, o) et telle que (1/0™) p et donc pu® soit
bornée sur un voisinage de (yo, Ty, ®o) dans R" x sphére unité de C"x R,.

Nous avons donc prouvé I'invariance de H(1,2) par changement de coordonnées. Il
reste 2 démontrer que cette hypothése ne dépend pas de I’équation choisie pour I’hypersur-
face orientée S.

Remarquons tout d’abord que si S=@(x)=@ (xo)= ¢ (x) =@ (x,) comme hypersurface
orientée, on a avec a>0 :

(5,(xo)=a(P,(xo)

et si p, g sont des vecteurs tels que :
@ (x)P=9"(x0)q=0  alors §"(xo) (B, ) =3 " (xo) (P, ).
Soit alors :
Z2,=8,—iT ¢’ (x)=8y—iToa0o (x)) (ya>0sil,>0).
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Posant Zo=Z,, To=a 'y, Zo=80—i T @ (xo), on a:
i (x, 2)=C5 (x, 2),
Y (2, T)=C})

2m-1

c[2];111—1 (xa Z) =a2 Clzlnll—l (x’ 2),

(6, 2, af)+ T (=3 (x0) +a " (x0)) a;’—g(x, %) %(x, 7).

L’hypothése microlocale H(1,2) est invariante car si CI03 (xo, Zo) =CU _; (xo, Zo)=0
comme. ¢’ (xo) 9p,/0E (x, Z)=0 il vient :

Clz(;]. (%o, zo) = Clzlnlu— 1 (Xos Zo) =0

et:
Clz%—l (Xo» Zc» r=‘o)=C[2(£']-—1 (Xo» zo, afl’ 020
(car aT'y>0 quand y>0).
En outre si :

Clz(:']; (%05 zo) = Clzln];— 1 (Xo» Zo) = clz(:»].— 1 (%o, zo, r 0)=0,
Clzc:r]. (x0s Zo) = Clzlnll— 1 (X0, Zo) = C[20"]'_ 1 (x0, Zg, T'p)=0
et donc C_, (x,, Z,) >0 et par suite :

21

Com—2 (%o, zo) =a? Clzznln—z (x0, Zo) >0
et le résultat.

Examinons l'invariance de H'(1,2). On a :
K=f‘c[2(:']|—l (xa 2', f’)"'2 R epm(x, 2) Xm (xa Z; T)+T2 C[21n]|—1 (xa z) X0,

posant Z=Z7Z, I'=a T, ona:

[1]

r —_— ‘
K= ;C[Z(:;]x—l (X, Z’ F)+2 Repm (x’ Z) )"m+r‘2 CZm—l (x9 Z) X0

I? -
@0 )= (o) L2 5, 2) P

x, 7).
ot 3 (x, Z)
Par suite en utilisant la deuxiéme partie de H’(1,2), il vient :
Rztop,

a

(x, Z’ n+2 R epm(x’ Z) [xm_“a—l (p” (xo)_(T)” (xo) “ um (X, Z, r)]

+T2CH_, (%, Z) Ko—]| @™ 9" (x0)— 9 (xo) || o]
On choisit alors :

Ro=a""ho+|[a™" 0" (x0)— " (xo) || Mo
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et:
Xm (x’ Z, f)=a_l )"m (x’ Zr af)+|l a_l (P” (xo)_(B” (xo) “ Hm (x’ Z’ ar),

qui donnent le résultat.
En outre on a :

M= —f2 aa’;g(x, 7) (242 Repn (6 2) (x5, Z, ) +T2 CE_, (5, 2) ooy
= _ || 2Pm 2 Loar2cl m
M az a&.‘ (x, Z) +2Repm(x’ Z) ""m+r C2m—1 (xs Z)HOa

on choisit alors :
~ 2 ~ 2
um(x9 Z’ f'):=?um(x9 Z’ ar)’ Po=;uo,

qui donnent le résultat M >0.

(b) Hyrotuese H (1,1). — Il suffit ici de vérifier 'invariance de la derniére hypothése
microlocale. Or :

Ctzln].—z (%0, Eo—i g 9" (x0))

| =

{{pn(x, E—iT ¢’ (x)), ¢ (x) },

{pm (x’ E.b_l r (P/ (X)), ¢ (X) } }lgf:t

N

i
Y o x)=E0—i To @ (x0)

est donc invariant par changement de coordonnées.
En outre, comme :

Clzlrl— 2= (—9" (x0))

0 (Hy, (7)) 0 (Hoo () 0 2
- I (e () (oo (o)

si @(x)=¢(x,) est une autre équation de la méme hypersurface orientée on obtient,
compte tenu du fait que HZ, (p,) =0, Ct} _,=a?>Cl1_,, le résultat.
3. Conjugaison et quantification de Weyl

Soit P un opérateur différentiel de symbole de Weyl p : on a la formule :

(3.1) Pu(x)=(2n)-"”e*‘<x—»éﬁ:(%’, g)u(y)dydg.
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Si { est quadratique [au sens Yy (x) =0 pour || >2], on a, pour y réel :

(e‘“’Pe"")u(x)=(2n)‘"JJei<”“y' z@(%’, §>e“‘“”“"<"”dyd§.

Or Yy (»)— V¥ (x)=V ((x+)/2) (y—x) car | est quadratique et donc :

(e—w Pey*)u(x)=(2n)_”eri<"_”’ E+iyy’ ((x+y)/2)>p(x_;y’ &)u(y)dydf;.

Donc, posant P, =" Pe™, et utilisant le fait que P est un opérateur différentiel donc
que p est polynomial en &, il vient :

(P,u)(x)=(2n)""ﬂe‘<*'» %(%, &—ivw'("—;ry))u(y)dyda;

de sorte que, pour { quadratique, y scalaire, le symbole de Weyl de e " Pe™ est
exactement p (x, E—iyy’ (x)) ou p(x, &) est le symbole de Weyl de P.

Remarquons qu’il ne s’agit en fait que d’un cas particulier de la formule de Segal
(Segal [20], Hormander [13], Unterberger [23]). Comme par ailleurs si a est le symbole
de Weyl de 'opérateur A, a est le symbole de Weyl de A*, on obtient que le symbole
(de Weyl) de (P)*=(P*).., est p(x, E—iv¥’ (x)).

Rappelons en outre la formule de composition dans la quantification de Weyl :

(3.2) (@#b)(x &)=Y L i(l)'“'(—l)'“naavamaab
) A ol I\2 2 eOx T O

En particulier si a(x, &), b(x, &) sont des polyndomes (non nécessairement homogenes)
de degré respectivement p, g, on a :

1

1 I
3.3 b=ab+—{a b} +—( —
(3.3 a#b=ab+ {4 b} 2!<2i

) tta pp s

ou {a, b} est le crochet de Poisson :

1 1 (—1)'8!
uarpn= vy L ED T smamapans,
2! lal+Tp1=2 @! B! :

I',+,-3 est un polyndme de degré <p+q—3.
Calculons maintenant le symbole de Weyl c(x, &, y) de (P)*P,.
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On a, d’aprés (3. 1) et (3.2) :
(% & V=p @ E—ivy (x).p(x E—iv¥ (%)
+ (PG E—inY ) P (5 §—im¥ ()

2
N i(%) {p (s E—in¥ (), p(x, E— iV () }}

2!
1 1 /1)\!el 1\!8!
f o Ean(a) (53
x DE8[p (x, E— iV’ () DEA[p (x, E—in¥ ().

Remarquous que si g, (x, &) est un polynéme homogéne en & de degré k on a :

2 ORI
52100 (5 BTV (D= G B ¥ (),

homogéne de degré (k—1) en &, v, et en outre :

a . ’ 'a ) ’ a . ’ ”
g (e E—inW (D)= T, E—i ¥ () + 2 (x, E— i ()Y (),
Ox 0x 0 i
qui est homogéne de degré k en (&, v).
Par suite, si le symbole de Weyl de P est p=p,+p,_ 1 +Pn_2+ ...t si C,,_, estla
partie homogeéne d’ordre 2m —k en (&, y) de c(x, &, y), il vient :

(3.4 Com (%, & V)= |Pm(x, E—iv¥’ (0))|?

B-3) Com-1(x & V)= %{Pm(x, =iV (%)), P (X, E—iv¥ (x)) }

+2 Repm (x’ &‘W‘I" (x)pm—l (x’ &—I'Y\II/ (X)),

2
B-6) Conz(x &, Y)=% (2%) {{pm (%, E=ivV (%)), P (x, E—iv¥’ (x)) }}

+Im {p, (x, E=ivV' (X)), Pp-1 (%, E—iv¥ (%)}
+2R epy (X, E—iTW (X)) P2 (6, E=iVV () + |1 (x, E—iv¥ (X)) |2

Dongc, en notant {=& —iyy’ (x), il vient :
(3.7) Com=|Pm(x D[
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(3.8) Com1=ImY, Pre, )Pr(x, )4 2R epn (%, Oy (x, )

j 3§j aE.rj
> (=) Opm OPm
+Yj,2k —ax,. ox, 7, (x, ©) 2, (x, ©).
En outre, on a :
Conam R R Y e
2m—z—|a|+zlpl=zaﬁ—!(5> (_E) & O [Pm (X, Yy (x

x DB 0% [pm (x, E—iv¥’ (0)]

+imY, Py, 1), i gy 4 Prmi o 1P
-, 3 3, Vs,

(V) g, Ppes
+2'YR€J;k gcj—ax—k agj (%, © o€, (x, ©)

+2 R epm(x’ C)Pm—z (x9 C)+ |Pm—1 (x’ C) I 2'
Ol', on peut remarquer que :

a% [P (6 =iV ()] = az’;gk x O
a&f;xk [Pn %, E—i¥ ()] = azj’;x = 0+T % 6‘2—2’& af—a“;
axf;xk [Pm (5, E—i7¥ ()] = ai’;;k (s O+
2 ( aiz,.gg, *9 aj: ;le,‘ " a(:,l;g,, 0 aj: ;’x,)

2 62 62 - 62
¥ (1) Vo Pn g 2V
i/ p q 0x;0x, 08,08, 0x, 0%,
et que, de I’expression :

la] 181
o= ¥ 11<1) (—1) D} 28(3) DE 2 (@)

el +Tp1 =2 ! BI\2 2
on obtient :

o= (3)1,2, 08020~ T ar@dzer T Sa0de).

laj=2 0! lal=1BI=1 ipr=2 B!
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soit :

1
=—-J2Re 1
o, 4{ [1 s;§k<n 6&,6§k( ) j ( ) 2155” ag] (—) (a)]

_,zk a&,axk Vo a&k()}

et donc :

1
°“=_Z{ [ P @a_&k(_) x,0 ]",Zk 3, axk()ax a&,k()}

ce qui donne :

c,=—1ReY @ otly 2 @ 2 (a)}
4 ,,,ag,agk ox axk 4% 08;0x,  0x;08, )

Pour a=p,, (x, E—iyy’ (x)) on obtient :

o= —LRey LPn iy

4 Jkaaja&ak
Pm Y 0’ Prm Yy 0* P >y
[a ak( O+ Z(a ag,,( C) dx,, 0% ax,‘ag,( C) X, x,.>

+(1.)22 Y Obm (s 1y "’]

L 0x;0x,, 08,08, 0x,0%,

1 0°Pm 0*Pm >y
+4Z[a§la.(x O+ wza&a&( O e ]

Pom Py, ool
x[aak G 0+; T 0 ]

Par suite, il vient :

o=~ Rey TPu g CPu c)+ 5 Py c)a Pn 0

4 Tk OE;08 0x;0x;, jo k 08;0%; Ex O0x
11 3%p, . P 2y 0*Prm >y
”[ e X %, 36, Q[a 2 Vo om T omae, Vax, x,.]
11 v

’p,,
a1 ,;, ag,a k( C)az;kagq( C)a 4 0%;

AR ag,.az:,(x C)ax 0x, 60X ( O]

Y
2 _1_ pm a \|’ a pm \ll
o [+4 zp.,aa,aak( D ox o, 55,06, 2 ox, 03,

1 pm \l’ apm 2“’]
+4,kz,,,,6§,6§( b akaékaiq( » 0) 3, 0%,

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



492 N. LERNER

soit par suite :

1 %p @p 1 *p *p
o,=——Re = (%, O ——(x, )+~ = (X, ) — = (x,
4 ch 0E; 0, 0x; 0%, 4 ,;;‘ 0; 0x; &, 6xj( ®

0*Pm 0*p,, 2 (—V)
”[Im Lox ot Vaxae, ™ D ax o ]

1 o PV Pp, . PV
+y [ TR Rkt ar Lo Fe axk].

Finalement, on obtient 'expression suivante pour C,,,_, :

1 ' azpm azpm 1 62pm azp
3.9) Cppr=—-R ) O+ —(x = (x,
(3.9 Cop-; 2 ej’Z;‘ %, a&,,(x 0 x, axk(x 0+ 4;; %, axk(x 0 3, axj(x 0

% apm—l apm—l a_P,E
+Im§: %, (x, ©) ax, (x, O+ %, (x, %) ox, x, ©)

+2R epm(x’ C)pm—Z(x’ C)+ |pm-—1 (x’ C)'z

: 0*Pm 0’ P (=¥
+v [lm ,; , 3%, x, 0 3x, 0%, x, 0 ox, 3%,

e Page gPens P W
+2 Re:;k %, (0 3%, . %) ax,.axk]

21 0’ Pm (V) 9*pPm 62(—\|’)]
o [21, k,zp, q 0E; 08, &) 0x;0x,, 6§p6§q(x’ 9 0x, 0%, |

J

De maniére générale, comme d’une part la formule de composition (3.2) peut s’écrire
pour a, B entiers en considérant Df0%a comme un tenseur o fois contravariant, B fois
covariant (dont le produit avec le tenseur B fois contravariant, a fois covariant Df % a
est un scalaire) et que d’autre part on a les égalités de tenseurs suivantes :

1

0 k
(3.10) F(&) {a(x, E—iv¥’ (x)}

ky
= b

(01 32a) (x, E—ipW/ (x»( Ty (x))

1 1
ki+ka=k k1! k2!
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car Y est quadratique (V¥ =0) [{=&—iyy’ (x), k entier] :

k
(3.11 (%) {a(x, E—iv¥’ (x) }=(0a)(x, O),

on obtient I'expression suivante de c(x, &, v) symbole de Weyl de (P)* P, =(e "™ Pe"¥)*
(e" " Pe™), ou les indices a, a,, B, B, sont des entiers :

- L LN s Bl opy gpata (Z " )Bz
61y = T o i) @ e o1 e

ag tay=a
B1+B2=8

X

@ o(lvw)”

o, la,

soit par conséquent :

3.13) c= Z L_( 'Y\Il”(x))“z*’ﬁz

ay, B1, a2, Bz“z' Bz 2

1 1 /1\n%h

x — —(—) (= )P (@B 0222721 p) (x, 0) (@ 03P *P1p) (x, ),
a,! B\ 2i

ou la mise en facteur du tenseur (V" (x))*2*P2 se justifie car il y a une maniére unique de

faire les produits dans le membre de droite de (3.13) qui assure que le résultat soit
scalaire.

Remarquons que si a(x, &) est un polynome en &(£€R"), on a :

(a#a)(x, &= Z _.E(iyw(—l)"(agaga)(x, 0 (08 dra)(x, &) (a#a est réel),

et on peut poser pour CGC" :
at+p - @
(.14 (a#a)(x, )=} o B—,(i) (=D (3 6k a) (x, §) (38 03 a) (x, L).
o p O

La formule (3. 14) est le « bon » prolongement au complexe car (a#a) (x, {) reste réel
comme on le vérifie aisément. Remarquons que (a#a) (x, {) n’est pas égal en général a
(a#a)(x, &), car pour {€C" on a posé :

a+p
@ 0=3 & () @ Dx@ane o
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alors que :

: a+p
(@#B)(x, &) jpei= Y — l(i.) (=P (32 68a) (x, ©) x (2B 3b) (x, ©).

er.liagi 2i

Par suite, reconnaissant dans le second membre de (3. 13) la formule de composition
de p©®2*P2 avec p@2*P2 (p® =42 p), on obtient :

(3.15) =3 CV O 06 40y (x, 0.

1 n

Remarquons que si on compose deux symboles tenseurs ! fois contravariants [comme
p® et pY], on obtient un symbole tenseur 2/ fois contravariant dont le produit avec le
tenseur 2 fois covariant (" (x))" est un scalaire.

Si C,,,_, désigne la partic homogene d’ordre 2m —k [en (€, v)] de c(x, &, v) (c est de
degré 2m car d®p=m), on a :

— ” | J—
C2m —k =; (w (P(l) #p(,))ZM k-1 (X, C)a

(ou a, désigne la partie homogene d’ordre g du symbole a), soit en fait :

é (=¥ ()

1=0 I

(3.16) Com_i= PO #0221 ey (% ©)-

4. Preuve

Soit S=¢(x)=¢(x,) I'hypersurface orientée; on choisit alors le poids quadratique ¥
comme suit :

(4.1) Y(x)=0(x0)+¢" (xo) (x—x0) + %‘P”(Xo) (x—xo)?

1 , €
- EEA((p (x0) (x—x0))* + ilx_xolz,

ou A et € sont des paramétres strictement positifs.

On a, c(x, &, v) désignant le symbole de Weyl de (P)* P, avec Py=e‘WPeW’, P étant
un opérateur différentiel d’ordre m de symbole de Weyl :

p=pm+pm—1+pm—2+ XS
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Pm(x, £) symbole principal de P, polyndme homogéne en & de degré m, p,,_, symbole
sous-principal de P [cC’est également un avantage de la quantification de Weyl, (?)],
polynéme homogéne de degré m —1, en notant {=§& —iy{’ (x) :

3 op op
4 2 &, =|pp 2 m m
(4.2) c(x ¢ Y) |Pm(x, Q) H}‘k ag,(x Oagk( » 0

2 (—9)
[ o x0) 22 2 e+ 5D e-ep, k]

+Imy ‘;’;"(x, ) % a”"(x 0 +2Repn (% Ony (6 0)

7 2\ 0’ P P
+ —

) do *(—9)
x| A (x0) 2 (x0) + —&3,
[ 6xj(x°)6x,, Xo) 0x;0x, (x0)=25;,

*(—9) ]
2 (x + 29 5
[ ox, °)a Ot o, et

I
H{ m;,%,, ag,.agk("’ C)a G, , C)[Aa o)a k( Xo)+ v, 5x k(xo) —€d, ]

+2ReY, Pnx, ) %n- ‘uo[ % (e 22 o)+62“"’)(xo)—esj.k]}
X; X

ik 08 8, 0x; 0,
_1 azpm pm a pm a pm
e 93 o C)+4jzk %0, O d ax, O

al’! . apm—l 3 apm 1 apm
+Im§: %, x, 0 ox, &, O+—— %, , C) (x, 0

+2Repm(x’ C)Pm Z(x’ )+ |pm l(xa §)|2+kz Tom—k— l(xs C)Y I(A, 8)’
23
I=x

ol 75, _x—; est homogéne en ¢ de degré 2m—k—1, et IT;(A, €) un polyndme en A et € de

degré 1.

(?) Voir Leray [15], Helffer [19], pour les autres invariants.
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En effet, de (3.16) il vient :
” 1
C=Com+Com1+Com_z+ 3 (= \l’ (x))
k=3

0sI<k

Yl(P(’)#Pa))zm —k-1(x, ©),

soit comme —V” (x) =A ¢’ (xo)> —¢” (x,) —&, une expression du « reste » correspondant a
celle annoncée en (4. 2).

On obtient de (4. 2), avec Qg (x) =@ (xo)+ @' (Xo) (X —X) :
(4 3) C(xa E.n Y)= |P,,,(x, C)lz

2 P, 0D ?(— )
+[Av|H,o«rp,.)(x, O+ %, s 0 e 05

0P 2 ]
%, —(x, C)‘

(%0)

(%0)

+Im ‘Z’;"'(x c)ap"(x 0+2Repn(, Dpas (5 D13
J

21_ 2 2.A -9
+[A 2|H,0(Pm)(x,C)| + yjzk a,a,‘

H )
( agj(H'o"’"”)("’ o( = ,.,(pm») 0

'+Avlmz< zg(H.(,(p..»)( o( (H,O@m)))(x 0

i
+AT2Re(Hy () O (o a-) (O

+CO (%, & ) +eAYI O (x, D) +ev? 024 (x, O)+&2 Y208, (x, )
+ey000 3 (X, O+ Y, Tom—i—i (% OY'IL(A, €),

k23
Isk

ou C¥1_, (x, §, y) est homogeéne en (§, y) de degré 2m—2, 6%, (x, {) est homogéne en
C de degré 2m—q, r,,,_;;(x, ) est homogeéne en { de degré 2m —k—1, IT,;(A, €) est un
polyndme de degré I en A et €.

De (4.3) il vient, en utilisant (1.1) 4 (1.5) :
(4.4 c(x & M=Ch(x O+AYCL_ (x, D+Ch_1 (%, & v)

+2Rep,(x, O)ppm—1(x, O —ey

”'"(x, c)H FAZYEOR, (x, O+ATCHL, (x, L 1)

+AY2ReHy, () (%, O Hgy (Pr—1) (x, O+CHL_2 (%, L, 7)
+eA Y2 05)_4(x, D+er? 05 (x, O+2Y205) 4 (x, Q)
+8'Yﬁ(21,,),_3(x, C)+ Z r2m—l—k(xs c)Y’HI(A’ 8)'
k=3

Isk
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On verra plus bas que les termes de ¢ se « présentent » par ordre d’homogénéité en
(&, v), d’abord 2m, puis 2m—1, puis 2m—2, et que sur une méme ligne d’homogénéité
les termes sont ordonnés par la puissance du paramétre A qui y figure.

En posant Z={/|{| ({0 car on peut toujours supposer y>1), I'=y/|¢|, E=¢/|¢],
il vient de (4.4) :

(4.5) vo*le(x, & D[L| TPm=yroT 1 CRL(x, Z) +7*o

Pm
o€ x, Z)

x {A[C[zl,.],-l(x, )T +[C- 1 (x, Z, )T +2Rep,, (X, Z) pp; (x, Z)T]—eT?

+yo  {A2[CE, (x, Z) T +A[CH_, (x, Z, DT
+2ReHy, () (% Z) Hyy (Pr—1) (% Z) T

+C9 . (x, Z T)T2+eAT* Qg",),,@ (x, Z)
+eT*02 _,(x, Z)+&2T*02 _,(x, Z)+eT3 6% _5(x, Z) }

2m—-3
+ Y Yt R, (x, Z)TTEFIT (A, e).

k=23
1<k

On se propose de démontrer, sous ’hypotheése H (K, 1)

Il existe Ag=1 tel que, pour tout y=e*o, pour tout x, |x—x,| <1/A, pour tout
EeR", on ait :

(4.6) Yorlc(x, & v)2AqC]*
{=E—iy¥ (x), e=Aqy 2, A=A, dans I’expression de { de (4. 1).

Pour cela il suffit donc de prouver d’apreés (4. 5),

Il existe Ag=1 tel que pour tout y=e®o, pour tout x, |x—x,| <Ag? pour tout
(& D), |24+ |V (x)|*=1,T20et Z=E—iT{' (x) :

(4.7) yro*1CP(x, Z)+y"°|:Ao o1 (x, ) T2 +CQY_ (x, Z, T).T

2m—1
~272| 0Pm 2
+2Repm(x’ Z)pm—l(xa Z)F_Ao r E(x’ Z)
+y T AFCEL T4+ Ao (Cha_(x, Z, T)T?

+2 ReHoo (pm) (xa Z) Hoo (pm—l) (xa Z) r3)
+C (%, Z, D) T2+ A 'T405) _,(x, Z)+Aq2T*02 _, (x, Z)

2m—4 2m-4

+AGAT*OR) _,(x, Z)+A52T 00 _L(x, Z)]

2m-—-3
+ Z Yk0+1_kr2m—l—k(x’ Z) rl+knl(AO9 A(;z)gA(;l
k23
Ik
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Raisonnons par I’absurde : sinon pour tout entier p=1, on pourrait trouver Yp2€f, x,
avec :

|xp—x0| ép_z(sp’ r) avec |E‘p|2+r12»|‘l’lp(xp)|2=l’

I,z0avec Z,=E,—il,V,(x,) [V, est la fonction  de (4. 1) avec A=p, e=p~ %], et :

(4.8) Yo CB(x,, Z,) 410 [p OB, (3, Z)T2+C8_, (x,, Z, T,)T,
w2 |
7 P2 OB, (%, Z) TE+p(CRL_, (3 Z,p T,)TS
+2R eHoo (18] (xp, Zp) Hvo (1 1)(xp, Zp) l'?,)
+CR, (5 Zpy TYT24+p 1 TE00 _, (x,0 Z,)
+p 2 (TE0R) 4 (xp Z) +T208, 5 (%, Z)) +p~*T408)_, (x,» Z,)]
+3 Y:O+1_kr2m—l—k(xp, Z) l"i,“‘l'[,(p, pHsp

k23
1<k

+2 Repm (xp’ Zp)pm— 1 (xp’ Zp) rp_p—l

Comme :
W, (5,) = 0 (i) + @' (o) (%, — Xo) + %cp” (x0) (x, — Xo)?

1 , 1 _
- EP((P (%0) (xp_x()))2+ EP 2|xp_x0|2,

et |xl,—x0 | <2 on obtient ¥, (x,) = @’ (xo). En outre, on peut supposer, par compacité

p—©

que (E,, I')) = (Ep, [yp), avec Zo=E,—iT( ¢’ (xo), |Zo| =1 et remarquer par conséquent
p—©

que chaque terme CY), _, (x,, Z,)T5*! tend vers CYJ,_, (xo, Zo) T*".
La division de I'inégalité (4. 8) par yo*" donne par conséquent :

[°‘(X,,,Z)+[Y Chn-1(xp Z)T7+ — y Com-1(x Z,, T )T}

4 p

1 - 3 1 apm 2
+—2 Repm(xp’ Zp)pm—l (xpa Zp) rp_ 2 '_(xp’
p p a&
2
¥ [”2 O, (x, Z)T4+ 2O, (x, Z,, T)T3
Y2 Y2

+ Z2ReH,, (p,) (%, Z,) Hyy (P 1) (%, Z,) T3

p
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1
C[20n1t—2 (xm Zp’ rp) r: + p_'y2 r; 9(21721—4 (xpa Zp)

1
+3
P P

1 1
+ ﬁ(rt 00 _4(x, Z,)+ 1505 _3(x, Z, e 5 85— 4 (X, Zp)]
Yp P Y
_ _ 1
+ 2 Y rame k(X Z) T I (p, p 2)§W~

k23
Isk

Or comme v,2e?, il vient C5)(xo, Zo) S0 s0it CHl (Xo, Zo) = | pm (X0, Zo) | =0, et on
peut remarquer que, comme Z,==E,—il' @’ (x,) avec I'y=0, Pellipticit¢ de p,, assure
que I'y>0.

La division de I'inégalité (4. 8) par py%o* ! donne :

%cg‘:},(xp, Z)+CHl_, (x,, z,,)rf,+o(1> <
p

et comme CY} >0, on obtient C4) _; (xo, Zo) '3 £0. Comme d’apreés ce qui précéde I'y >0,
on trouve : '

Chl_ 1 (%o, Zo) = IHpo(p ) (X0, Zo)|2<0 ie. CHY_y (x0, Zo) =0,

ce qui donne une contradiction si ’hypothése est H(0,1) (Calderon). Sinon on continue
par le méme procédé; la division de I'inégalité (4. 8) par y* donne :

ch (xp’ Zp) +p C[2];r]|— 1 (xp’ Zp) + C[Z(:t]t—— 1 (xpa Zp’ rp) rp

_ 1
+2Rep,(Xp Z,) D1 (Xp Z,)F,,+0(B>§

d’ou, comme CYl(x,, Z,) et C{i]_, (x,, Z,) sont positifs, que p,, (xo, Zo) =0

’m 1 (x()’ ZO; ro) FOSO

Comme I'y>0, il vient CP}_, (xo, Zo, I'p) <0, ce qui donne une contradiction si
Phypothése est H (0, 0) (Hormander), car on a déja :

o (X0, Zo)=CH)_, (%0, Zo)=0.

Sinon, on a maintenant nécessairement ko=1 et :

Cil (x0, Zo) = sz 1 (X0, Zo)= C[20n]l— 1 (X0, Zo, Tp) =0,
Zy=5y—iT ¢’ (xo), I'y>0.
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La division de (4. 8) par p? yio~! donne :

2
IY,‘; Cim (% Z,)+p [ Chl 1 (5p Z)T24CE)_ (x,, Z,, TT,

P,
+2Repn (Xp Z,) Py pp Z,)Tp— ” P (x,, Z,

l

1 1
[2] 4 <
+C2,,,_2(xp, ZP)F,,+O<p>=p y"o T
Or de I'hypothése H' (k,, 1) il vient :
YP Ipm (xp’ Zp) |2 ;P [p CIZm 1 (xp’ Zp) FIZ) —2 R epm (xp9 Zp) A'm (xp, Zp, rp)

_XO CIZII;II'-l(xp’ Zp)r§+2Repm(xpa Zp)pm—l (xp’ Zp)rp

— 1
~2Rep, (5, Zp) 2 Zp T 00015, ) 1“,2,]

1
[227111 Z(xp’ Zp)r4+o<p)§ 3

et par suite : 4

; A
Y o 1 2[R _ Mo
;_glpm(xpa Zp)|2+ ;"sz_l(xp, Zp)rp[l » P3:|

- 1
- Z’Z_; R €Pm (xp’ Zp) [)\'m (xp’ Zp’ rp) “Pm-1 (xp’ ZP) FP + F Hm (xl” ZP’ FP):l

1 1
FCRL G, z.,>r:+°<;> e
et donc, pour «,>0 :

.
Y, Y Y Ao M
| P 5, z,,)l’[p—; - p—;a,,] + O (5 z,,)rg[l_ o _p_g]

m(x,»Zp,r) Pm— l(x Z)r

2 1 1

o)<k
P/ P

On prend o,=y, et comme A,, p, sont bornés [et A, W, des constantes :

1—(Ao/p)— (po/p3) -1}, que CY1_, (x,, Z,)20, il vient CZ}_, (x,, Z,) T§ <0, soit, comme
To#0: ,

1y
+C 2 (xp, Z) T~ — 2
a, p*

P

L1
p2 —Hm(p Zp, T'p)

[22n]1 2 (X0 Zo) = | Hio (Pm) (X0, Zo) |2 <0 ie. Hzo (Pm) (x05 Zo) =0.-

Ceci donne une contradiction si I’hypothése est H(1,2).
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Sinon la division de (4. 8) par py%e ™! donne, aprés avoir utilisé H' (ko, o) :

Zz|pm(xp’ Z)*+v,Ch 1 (x, Zp)ri[ —h—u—g:l
P p P

— . s 2, T
_2hRepm(xp9 Zp)l:xm(xp, Zp’ rp)_pm—l (xp9 Zp)rp+ L‘xl,i—q]
p p

+P C[22n]|—2 (xp’ Zp) r: + C[21n]|— 2 (xp’ Zp, rp) r:

+2ReH, (P) Xy Z)Hoy (Pr— 1) (%, zp)r3+o<%)§p27;_l =I%.
Donc, pour $,>0, 0n a:
| 28,2 [Ion ey 2+, oy P s 2l 120 - e
p P PP
+ p% |HZ, (p) (x,, Z,)|*T5+CY) _,(x,, Z,, T T3
+2ReH,, (Pn) (X Zp) Hog (P 1) (X, Z,) T3
_Bip % A Xy Zpy ') =Py (Xps Z»H+W 2+O(}%)§}%,

d’ot on obtient, avec B,=7,, Cha_2 (X0, Zo, T'o) T3 <0 (Hy, (p,) (X0, Zo) =0) ce qui contre-
dit ’hypothése H(1,1) et donne I’estimation (4. 6).

On termine la preuve par une inégalité de Garding, donnée en appendice, qui donne
le théoréme II, duquel on déduit par un argument trés classique, rappelé en appendice,
le théoréme I.

Remarquons en outre qu’on peut espérer écrire un théoréme plus général en énongant
des hypothéses H(k, ), avec 1<k <2m, le calcul explicite de C,,,_, étant fait pour k
quelconque en (3. 16). Cependant la difficulté a expliciter les hypothéses de recollement
compliquerait considérablement I’énoncé d’un tel théoréme.

APPENDICE

1. UNE INEGALITE DE GARDING

De la formule (3. 10) il vient :
|03 (AT 0P {p(x, E—iv V¥ (x) }|SCQR )| E—ipy )11 7K,

ot C) est indépendant de A, y et peut étre pris uniforme pour x dans un voisinage fixé
de xo (| x—xo| £1, par exemple).
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Par suite, comme :
(6 & N=p(x O#p(x ),
pour p>0,0ona:
|03 0805 {c(x, & YW} SCE|E—ivny’ ()2 1=1 FA BT X,
ou C{p, est indépendant de A, v, p.
Or, pour |[x—xo| SA7% EeR", yn2e*, A=A, on a d’aprés (4.6) :
c(x, & ym—A~ (yp) 2 ((yw* + [ & =0.

La démonstration du résultat de Fefferman et Phong [28] fournit ici une inégalité de
Garding avec gain de deux dérivées.

1 vient, pour ue C (|x—x,| A7) :
(Opyjzc(x, & YW —A~ (yw) 2 (YW2+ |E D™+ Co (YW + | E|H™ P A% 1P u, u) 20,

avec C, indépendant de A, y, p comme fonction des C{), pour un nombre fini d’entre
eux. On peut donc choisir a priori p tel que Cy A% p?> <A ~1, obtenant ainsi le résultat du
théoréme II.

2. LE PASSAGE DE L'INEGALITE DE CARLEMAN A L'UNICITE DE CAUCHY

On rappelle ici la preuve, trés classique, de I'unicité de Cauchy a partir d’une inégalité
de Carleman. Supposons donc que, étant donnés un opérateur P, une hypersurface
orientée S= (x) =@ (x,), un poids Y, on ait obtenu (comme c’est le cas ici) une estimation
du type suivant.

Il existe un voisinage V, de x,, une fonction C(y)>0 a croissance polynomiale en y
tels que, pour tout ve Cg (V,), on ait :
|P,o]|22C() 7Y v||2 avec P,=e"¥Pe.

Soit u une fonction C* telle que supp uc=S, =0 (x)=0(x,), et vérifiant y Pu=0,
x€C& (Vy), x=1 sur un voisinage V, de x,.
On pose alors-v=e" "y u; il vient, comme ve C (V) :

lle™¥Pxul| 2Cn " {le™™xu].

Or Pyu= [P, x]u et le support de [P, x]u est inclus dans supp ¥ M S,; comme y=1
sur un voisinage V, de x,, on en déduit x, ¢ supp [P, x]u.

On fait ’hypothése suivante, reliant @ et { :

0(x)20(x)) et  x#x,  implique Y (x)>V(x,)
pour x dans un voisinage de x,,.

(P)
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Donc sur le support (compact) de [P, x]u{ (x) 2 (x,) +¢€,, avec g,>0. Considérons
alors I'ouvert :

W=\|l(x)<w(xo)+8—2",

c’est un voisinage de x,; soit x, € CF(V, M W) : on a alors x; x=7%,. De plus :

e ¥+ 6D ||y ul < [le ¥y ul
et:
e xyull =C |le™™ P, x1ul|
et:
C(y)|le ™ [P, xlul| SC(y) e " ¥ &+ || [P, x]u]|.
Par suite :

[ xul| SC() e~ "2|[[P, xul,

et on obtient le résultat en faisant tendre y vers I'infini.

L’hypothése (P) signifie que les surfaces de niveaux du poids \ et la surface initiale ne
peuvent étre les mémes, au moins pour ce type de poids. Pour des inégalités de Carleman
avec des poids singuliers (P=t""P¢", S=t=0), on « compense » le fait que les surfaces
de niveaux du poids et la surface initiale soient les mémes par une convexification
singuliére dite « éclatement » (voir Alinhac-Baouendi [3], Alinhac-Zuily [5], Dehman [8],
Bahouri [6], Alinhac-Lerner [4] et Lerner [16]).

L’hypothése (P) donne le dessin suivant :

® (x)=0(xo)

@ (x) =9 (x0)

Le type de poids considéré en (4. 1) vérifie 'hypothése (P). En effet :
/7 1 ” 1 7 8
Y (x) =¥ (x0) =9 (xo) (x —x0) + 5 9" (%o) (x—x)* — EA (9" (x0) (x—X0))* + EI X—Xo | 2,
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et donc :

V(%) =¥ (x0) = (@ (x) — @ (xo) + A (x) (x—xo)"')(l - %(P’(Xo) (x—xo)>

A
+ (g + Z 0" (x0) @ (xo) (x— xo)) (x—xo),

V() =¥ (x0) = (¢ (x) — @ (xo)) (1 - % 9 (xo) (x— xo))

A
+ B + 50 (20) @' (x0) (x— x0)

.09 (v 301005 @ (50 (x—xof] X (x—xg)".

Comme la forme quadratique entre crochets vaut €/2 pour x=x° elle est définie
positive pour x assez proche de x,, et on obtient le résultat.
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