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UNICITÉ DU PROBLÈME DE CAUCHY
POUR DES OPÉRATEURS ELLIPTIQUES

FAR Nicolas LERNER

0. Introduction

Nous présentons ici un résultat d'unicité du problème de Cauchy pour des opérateurs
elliptiques à coefficients (complexes) C°° sans faire d'hypothèses de régularité sur les
racines caractéristiques. Ce résultat généralise les théorèmes de Calderon[7] et de
Hôrmander [11] et introduit une notion de pseudo-convexité prolongeant celle de Hôrman-
der.

L'outil essentiel, qui nous a permis de suivre davantage de termes dans P*P, est le
calcul symbolique dans la quantification de Weyl {cf. Weyl[25], Hôrmander [13],
Unterberger [23]) et notamment la formule de Segal[21], utile pour calculer exactement
le conjugué d'un opérateur avec un poids, conjugué dont on étudie la sous-ellipticité
(Trêves [22], Menikoff [17]).

Nous espérons prolonger ce résultat à des opérateurs non elliptiques, sur lesquels les
travaux récents sont nombreux (Alinhac-Zuily [5], Lascar-Zuily[14], Alinhac[l],
Saint-Raymond [20], Bahouri[6], Dehman[8], pour des résultats d'unicité et de non-
unicité).

Nous nous proposons d'effectuer tout d'abord un rappel des principaux résultats
pour ce qui concerne l'unicité du problème de Cauchy pour des opérateurs elliptiques.
Commençons par donner la définition de l'unicité (locale) du problème de Cauchy.

Étant donnés un opérateur différentiel P, une hypersurface S, XQ un point de S, on dit
que P possède l'unicité de Cauchy par rapport à S près de XQ si la condition suivante est
vérifiée.

f II existe un voisinage V de XQ tel que si MeC°° (V), PM=O sur V, et u nulle d'un
' * / < côté de S, alors u est identiquement nulle sur un voisinage de Xoi.

Dans la suite on appellera m l'ordre de P, p^ son symbole principal, supposé elliptique.
Le théorème de Calderon[7], dans le cas elliptique, implique l'unicité si la condition

suivante est vérifiée.
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470 N. LERNER

L'équation en T, p^(xo, î, + T(p' (xo)) = 0, pour (xo, ^)eT*([R")\conormal de S
(0.2) a des racines simples.

[(p (x) = (p (xo), (p réelle C°°, (p^Xo^O, est une équation de S.]

En outre, le théorème de Calderon implique l'unicité pour des caractéristiques (non
réelles) doubles de multiplicité constante (Hôrmander[10], Mizohata[18]).

Hôrmander [11], généralisant les résultats de Calderon, introduit la notion de pseudo-
convexité qui tient compte, contrairement au précédent théorème de la « forme » de la
surface et du côté où est supportée la solution considérée. Dans le cas elliptique,
l'hypersurface S = (p (x) = <p (xo) est dite fortement pseudo-convexe par rapport à P en

Pm (xo, Ço) = { P m. <P } (^o. Ço) = 0 implique — { p^ p^}, ̂  ^ > 0,
(0.3) \

f avec :
f Ço = ̂  - i F (p' (xo), ^ =p^ ̂  ̂  - i F (p' (x)).

Sous la condition (0.3), P possède l'unicité de Cauchy par rapport à S près de XQ.
Des théorèmes avec racines C°° (i.e. les racines en T de (0.2) sont C°° de(x, !;)), ont

également été obtenus par Watanabe et Zuily[24], généralisant un résultat de
Mizohata[18] et Hôrmander [10]; sans donner le détail de ces théorèmes, rappelons
toutefois qu'étant donnés un opérateur elliptique d'ordre m à coefficients C°° dont la
multiplicité des caractéristiques est au plus r et une hypersurface S = cp (x) = (p (xç), on
obtient l'unicité de Cauchy par rapport à S près de XQ moyennant une restriction sur
Prw - ' - • > Pm-q+i °û (?=E(r+ 1/2), et la régularité des racines de l'équation (0. 2).

Zuily[26] a donné un résultat pour des opérateurs à caractéristiques de multiplicité
constante « assez élevée »,, sous une hypothèse portant sur le symbole sous-principal de
l'opérateur.

Dans le cas de la dimension (totale) deux, des résultats spécifiques ont été obtenus par
Zuily [27] avec des racines caractéristiques singulières.

Des résultats de non-unicité ont été fournis, tout d'abord par le contre-exemple de
Plis [19] (voir aussi Hôrmander [12]) qui suit :

(0.4) P==(D,2+D^+D,2)2+t(D^+D,2)2-DÎ/2,

est un opérateur elliptique à caractéristiques au plus doubles (de multiplicité variable).
Soit S=r=0; il existe a, u fonctions C°° nulles pour t^O près de 0, telles que Pu-^-au=0
avec en outre support de u = {t ̂  0 } localement.

Alinhac [2], généralisant ce résultat, a établi un théorème général de non unicité sous
une hypothèse géométrique impliquant l'existence de « suffisamment » de caractéristiques
doubles sur l'hypersurface.

Le plan de l'article est le suivant :
1. Le résultat (hypothèses, théorème général, exemples).
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UNICITÉ DE CAUCHY 471

2. Invariance des hypothèses.
3. Conjugaison et quantification de Weyi.
4. Preuve.

1. Le résultat

Soit S une hypersurface orientée de R" passant par XQ et P un opérateur différentiel
d'ordre m, de symbole principal/^,, de symbole sous-principal /^-i. Une équation de S
étant (p(x)=(p(xo) [<p réelle C°°, (p^^^O], on pose :

<Po M = <P (^o) + ̂  (^o) (^ - ^o)»

H^Q désignant le champ hamiltonien de (po.
On pose alors pour x e IR", Z e C", F € 1R :

(1.1) C^(x,Z)=|^(x,Z)|2,
(1.2) C^-i(x, Z)=|H,,^)(x, Z)|2,

(1.3) c^_,(x,z,r)=r E ^(-^(^l-^^l-^z)
l^j, k^n ÔXjÔXj, 3^ 8^

+Im i ^(x, Z) . ̂ (x, Z),
y = l ,̂ ÔX,

(1.4) C^-2(x, Z)=j|H^J(x, Z)|2,

(1.5) c^_,(x,z,r)=r S ^(-^(^('^(H^^J^^Z)i^j.^. ax,^ \a^, 7

xt3^^)))^ Z)+ImSfA(H,^J))(x, Z) ('^(H^^J))^ Z).
\8^k / j \5^ / V^j /

On fait run^ des autre hypothèses suivantes H (k, f), ZQ désignant un covecteur com-
plexe de la forme :

^-iroq/Oco) avec r^O, W+r^Çx^^L

Hypothèse H (0,1) :

C^ (^o, Zo) = 0 implique C^ -1 (xo, Zo) > 0.

Hypothèse H (0,0) :

C^(xo, Zo)=C^-i(xo, Zo)=0 implique C^Qco, Zo, Fo)>0.
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472 N. LERNER

Hypothèse H (1,2) :

H°(l,2)

H'(1,2)

C^(xo,Zo)=C^_i(xo,Zo)=0
implique :

^m-lC^O? ZQ? lo)^^»

^2m(x09 Zo) ==C2^_i (XQ, Zo) =C2^_i (XQ, ZQ, lo)=u

implique :
C^_,(xo,Zo)>0,

soit :
(XQ, Zo) = (XQ, ^o -i ̂o <P' (^o)\ FO ̂  0, | Zo | = 1,
tel que :

C^(xo, Zo)=C^_i(xo, Zo)=C^-i(xo, Zo)=0;

il existe un voisinage W de (xo, Zç) dans IR" x sphère unité de C" et un voisinage V de
FQ dans R+, des fonctions À,^ (x, Z, F), ^(x, Z, F), homogènes de degré m en(Z, F)
bornées sur W x V, des constantes À,o, Ho tels que pour (x, Z, F) 6 W x V on ait :

FC^.,(x, Z, F)+2ff^,(x, Z)^(x, Z, n+r^^.^x, Z)Xo^O,

et :

-l|r(ri^j(x, z)||2+2R^,(x, z)n,(x, z, n+r2^.!^, z)Ho^o.
Hypothèse H (1,1) :

C^(xo,Zo)=C^_i(xo,Zo)=0
implique :

C^.^Xo.Zo^O,
H°(l,l)

C^(xo, Zo)=C^_,(xo, Zo)=C^_,(Xo, Zo, Fo)=C^_,(Xo, Zo)=0,
implique :

C^_2(Xo,Zo,Fo)>0.

?(1,1) identique à H'(1,2).

Remarquons que l'hypothèse H (0,1) est l'hypothèse de caractéristiques simples de
Calderon. De plus H (0,0) est l'hypothèse de forte pseudo-convexité de Hôrmander. En
outre, on peut observer que l'hypothèse (microlocale) H°(l,2) n'estas suffisante pour
obtenir l'unicité car l'opérateur de Plis (0.4) à caractéristiques de multiplicité au plus
double vérifie cette hypothèse; celle-ci s'écrit en effet avec Zo^o—^o^'^o) :

p^ (xo, Zo) = { A», (p } (XQ, Zo) = 0 implique C^ -1 (xo, Zo, Fo) ̂  0

et :

^(XQ, Zo)={^, (p}(xo, Zo)=C^_i(Xo, Zo, Fo)-0,
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UNICITÉ DE CAUCHY 473

implique :
{{Pm, (PL q>}(Xo,Zo)>0.

Or la première partie est vérifiée pour l'opérateur de Plis car, aux points caractéristiques
doubles, comme l'opérateur est à coefficients constants en «x» (ici variable d'espace),
C^-i (xo, Zo, Fo) ==0, et la deuxième l'est également car l'opérateur est à caractéristiques
au plus doubles.

Au contraire, l'hypothèse H" (1,2) n'est pas vérifiée pour l'opérateur de Plis, comme on
le verra plus bas.

De manière générale, H°(fe, I ) est une hypothèse microlocale non suffisante pour
assurer l'unicité si k ̂  1, la première partie de H'(fe, () permet de « recoller » les hypothèses
H°(fe, î) et la deuxième partie de ]-T(fe, t) est liée à la convexification.

Nous pouvons alors énoncer les résultats principaux.

THÉORÈME 1. — Soit P un opérateur différentiel elliptique à coefficients C°° (complexes)
et S = (p (x) = (p (xo) une hypersurface orientée.

On suppose qu'il existe (k, Ï) tels que îhypothèse H(fc, Ï) soit vérifiée. Alors, il existe un
voisinage Y de XQ tel que, si :

PM=O sur V et VnsuppMc=S+ =(p(x)^(p(xo),

alors u = 0 près de XQ.
Autrement dit, P possède l'unicité de Cauchy par rapport à S près de XQ (0.1).
Remarquons que le théorème de Calderon est H (0,1) implique l'unicité, que celui de

Hôrmander est H (0,0) implique l'unicité.
Le théorème 1 est une conséquence du théorème 2, celui-ci établissant une estimation

de Carleman.

THÉORÈME 2. — Soit P un opérateur différentiel elliptique à coefficients C°° (complexes)
et S = (p (x) = (p (xo) une hypersurface orientée. On suppose qu'il existe (k, l) tels que
Thypothèse H(fe, î) soit vérifiée. Il existe un voisinage^ de XQ, une constante C>0 tels que,
pour tout veC^ (V), pour tout y^C, on ait :

IIP^IlL^C-^Y--^-^^^ S HD^,
J=0 |a|=j

avec :

P^=e~^Pe^,

où:

\|/ (x) = cp (xo) + (p' (xo) (x - Xo) + _ (p" (xo) (x - Xo)^

- -^W (^o) (^-rf+ ̂ 2 1 X~XO I2'

Donnons maintenant quelques exemples.
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474 N. LERNER

(a) Tout d'abord, montrons que l'opérateur de Plis (0.4) ne vérifie pas l'hypothèse de
« recollement » H'(1,2).

En effet :

/^^W+nV+^+Ti2)2-^4, s=î=o,

(xo; Zo)=( 0,0,0; - v , 0, ̂ W to , xo, yo; TO, ̂  Ho)-

Choisissons alors, pour 0<e< ./2/5,

T=-«(^+e), ^=(e^-5e2)1/2,

^ /^

Ti=^-2e, ^^p ^TO^ri2)2,

de sorte que | T |2+|^|2+| '^ |2=1.

Comme ici p^ = (ï2 +1,2 + r|2)2,

rm _ ^ m 2 ^io] -Tm^ a/?w
^m-l— ~~~ ? ^Im-l—1111"""-""»

5T ÔT 8t

on obtient, À,^ et À,o devant être bornés :

^c^_,+2R^.^+^2c^_^o=-£V2+o(c2)

qui est négatif pour e assesz petit.
(b) En dimension (totale) deux (t, x)elR, de variables duales(x, ï,), un opérateur de

symbole principal p^ avec :

(1.6) An^+^+^O^

par rapport à Phypersurface S=î=0, près de (0,0), vérifie l'hypothèse H (1,2) si la
condition suivante est satisfaite :

( il existe Co > 0 telle que pour 0 ̂  11 \ < Co 1,
^•^ i |^(0|2^Co|a(0|

Remarquons que, si a (0)^0, (1.7) est vérifiée et en outre l'opérateur est à racines
caractéristiques simples (et elliptique) et le théorème de Calderon permet de conclure.
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UNICITÉ DE CAUCHY 475

On suppose par conséquent que a(0)=0. On a :

(xo; Z<,)=(xo, to; ̂  to)=(o,0; v , -i^-),

C^(x,Z)=\(•c+i^2+a(t)£,2\2,

r^.i.^z^r2!^!2,
rC^.^x, Z, r^rin^T+i;;)^)^,

Ca_,(x,Z)=2,

avec x = (t, x), t dans un voisinage de 0, x dans un voisinage de 0, T e C dans un voisinage
de —( t /2 /2) , ÇeC dans un voisinage de ,/2/2, reR+ dans un voisinage de /2/2,

I T ^ + I Ç I ^ I et Z=(T,y.

L'hypothèse microlocale H°(l,2) est trivialement vérifiée.
Posant :

A=rC^_i (x, Z, r)+2Re^.(x,Z)^(x, Z, D+F2^^ (x, Z) Xo(x, Z, F),

on obtient :

A=2^Im(T+iÇ)a / (0^ 2

+2 ReKrTT^^+a^2] ^2 a ̂  ̂  n +4r21 T+i^ |2 Xo (t, T, ç, n.
Prenons ^(t, T, ^, r)=(a(0/|a(0|)^2 si a(t)^0, et X,^, T, Ç, r)=0 si a (0=0, de sorte
que |X2[^ | ^ [ 2 et ̂  est borné car I tp+ l^ l^ l ; prenons Xo=Ci Cte^O.

Pour a>0 il vient, si a (0^0;

A= -F2 | T+I ï, |2 a-a-1 | a' (t) \2 \ Ç [^ | a (t) \ \ t, |4

- 2 | T + l ^ | 2 | ^ | 2 + 4 C l ^ 2 | T + l • ^ | 2 ,
et par suite :

A=2|^|4[|a(0|-^|a /(0|2]+4^2 |T+^|2[c,-^-|1^2],

ce qui a un sens car |^|/r est proche de 1 et on peut supposer ([^/r2)^ dans
le voisinage considéré. On choisit alors a=(Co/2) (Co est la constante de (1.7)), et
Ci=(Co/8)+l, il vient :

A^2 |^ | 4 Co- l [Co |a (0 | - | a / (0 | 2 ]+4^ 2 |T+fÇ | 2 ^ c ^+l - c ^- l^ ,
L ° ° J

et par suite A^O dans le cas a (0^0.
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476 N. LERNER

Sia(t)=0,

A=2^Im(TT7^)a /(0^2+4^2 |T+lÇ|2Cl,

et comme de (1. 7) il vient a' (0=0, on obtient la première partie de l'hypothèse H'(1,2),
Vérifions maintenant la deuxième partie de H' (1,2). Posant :

M=-|| Td^{x, Z) \\'i+ÎRep^(x,^i)^(x, Z, ̂ )+^^Cl^_^(x, Z)^(x, Z, F),

il vient : ___________
M= -4 | F (T+i Ç) i+r a (t) ̂ +2 IR e [(z+i ̂ +0 (t) ^2] ̂

+(^lo^2-^2)4|^+ii;|2=
-8 r 2 1 T+I E, |2-8 r 2 1 a (t) | 2 1 ç p+4 (uo r2-^2) | T+Î^P____

+2Re[(T+iy2+a(0^2]^l2.

On choisit alors ̂ ^(t, ̂  F) =(1/2) Ça a (t)î,2, où €3 est une constante >0; ^ est
borné car | T |2 +1 Ç |2 = 1. On obtient alors :

M^r2 | T+I î, |2 [4 uo-12]+| a (0 |2 [C^ | S, |4-8 F2 | Ç |2]

-2|T+^|2^CJa(0| |^ |2 .

Par suite :
M^|T+^|2[4^or2-12^2-C, |^ |2 | |a | | J+ |a(0 |2[^ |2[C, |^ |2-8^2] .

On choisit €2= 16 et ^=3+8 || a \\^ où :

I I a [ I „= sup |a(t)[, (V(0) voisinage de 0 dans R).
teV(O)

II vient alors :

M^| ï+f ^ |2 1 a II , 16 [2 F2-] ^ l ^+ l a (0 |2 | ̂  |2 8 [2 | ̂  |2-^2].

Orro=^o=(y2/2) donc { ( ^ ^ e R ^ x C , |^ |2 /2<^2<2|^|2} est un voisinage de
(FQ, ^o), ce qui donne le résultat.

(c) En dimension (totale) trois [((, x,y)eR3, de variables duales (r, Ç, T|)], un opérateur
de symbole principal p^ avec :

( 1 . 8 ) ^=(T2+^2+î^2)2+^(02fé2+î^2)2+2^(Ofé2+î^2)(T2-^-î^2),

par rapport à l'hypersurface S=t=0, près de (0, 0, 0), vérifie l'hypothèse H (1,2) si la
condition suivante est satisfaite :

( il existe Co > 0 telle que, pour 0 ̂  11 \ < CQ \
^•^ { ^ ( O l ^ C o l M O l
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UNICITÉ DE CAUCHY 477

Remarquons que, si X(0)=0 [ce que F on supposera, le cas ̂ (0)^0 correspondant à
des racines caractéristiques simples] les racines sont doubles sur r=0, de multiplicité
variable au plus double (si ^ non constant).

On a :

{XQ, Zo)=(Xo, YQ, ÎQ» So» ^o» '^o)»

soit :

(xo; Zo)=(o, 0, 0; ^cosOo, ^sinOo, - i ^ } et Fo= ̂ .
\ 2 2 2 / 2

C^(X,Z)=|(T2+Ç2+T^2)2+^(Ç2+^^2)2+2X(Ç2+T^2)(T2-^-^^2)|2,

^2c^_l(x,Z|=^2 |4T[T2+(ç2+T^2)(l+^]|2 ,
rc^_i (x, z, ^)=^Im{4T[T•^+(ç2+T^2)(l+x)]}

{fê'+il2)2 (2 U'-2 ̂ )+2 ̂  (^+îl2) T2},

C^_,(X,Z)==|4[T2+(^+T^2)(1+^+2T2]|2,

avec x = (t, x, y), t dans un voisinage de 0, x, y dans un voisinage de 0, T e C dans un
voisinage de —i(^2/2), ^eC dans un voisinage de (/2/2) cos 9o, r| 6 C dans un voisinage
de (,/2/2) sin 9o, Fe R+ dans un voisinage de /2/2 :

IT^+I^+ITII^I , Z=(T,Ç,11).

Vérifions l'hypothèse microlocale H0 (1,2). Si :

C^xo, Zo) =C^-i (xo, Zo) =0,

alors il est clair que C^- ̂  (x^, Zo) =0, et dans ces conditions C^-z (x^, Zo) = 16>0.
Vérifions l'hypothèse H'(1,2).
Posant :

A=rc^_i(x, z, r)+2Re^(x,z)^(x, z, n+r2^.^, z)Xo(x, z, r),

on obtient :

A=^Im{4T[T2+(^+n2)(l+^)]}

{(^+T^2)2(2U>-4X/)+2(T2+^2+n2)(^2+^^2)^}

+ 2 IR e [(T2+Ç2+r|2)2+2(T2+Ç•^+n2)X(Ç2+T^2)+(Ç2+r|2)2^2-4^] ̂ 4 ((, T, ̂  q)

+Xo((, T, Ç, T^)^2 |4T[T2+fë2+î^2)(l+X)]|2.
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478 N. LERNER

Choisissons :

^(t,T,^T^)=^-^[2(T2+^+n2)fé2+n2)-4fê2+n2)2] si MO^O,

^(t, T, ̂  n)=o si M()=O,

Ci étant une constante >0, Xo=C2, Cte >0.
Il vient, pour À, (t)^0:

•A = 2 F Im îTiT2^^2^2)^^] [2 (ï2 + y + il2) të2 + î12) - 4 fô2 + n2)2] ̂

+r Im 4 T [T2 + (^ + îi2) ( 1 + ̂ )] [2 U- (^2 + il2)2]________

+2 Re { [(T2+^+T^2) :^+fé2+T^2)2^2+2(T2+^+T^2)fé2+T^2)^-4fë2+T^2)2Â,]

''fl'l'^lTl12^'^^'^11^^2'^^"4^2'^^21}
+C2 F2 14 T [T2+fô2+rl2) (1 +^)] |2.

Pour a>0, P>0, il vient :

A^-r^TPiT^^+TI^O+A,)!2

a
-a| \' |2 | 2(T2+^+T^2) fé2+n2)-4(i;2+1^2)2 |2

-P|U /|2|^+T^2|4-Ç|4T|2|T2+të2+^^2)(l+?l)|2

P
+Ci | z^+^+îi2) të2+T^2)-4(Ç2+^^2)2121 MO 1

+2RJ[(T2+^+n2)2+fé2+^^2)2x2]^-m

x[2(T2+Ç2+^^2)fé2+T^2)-4fé2+rl2)2]l

+C2^2 |4T|2 |T2+të2+1^2)( l+^) |2 .

II vient :
A^| 2(T2+^+^^2) të2+1^2)-4^2+n2)2 |2 [Ci | \(t) |-a | V (t) |2]

+|T2+(^2+Tl2)(l+X)|2

x fc, F2 l 4 T |2- r2 | 2 T |2- r2 | 4 T pt-P | U' |2 | ̂ +Tl2 |4
L a P J

+2R(Jl(T2+^+T^2)2+fé2+^12)?.2]^-^,

X [2 (T2 + ̂ 2 + T12) fô2 + T12)-4 (^2 + 112)2] l.
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Or :

12(T2+i;2+^^2) (i;2+n2)-4(i;2+l^2)21

=\4(^+^\ l-J(^2.^(ç2^-l ^

ce qui a un sens puisque Ç^r)2 est proche de 1/2. Comme en outre ^:2-\-î2+r\2 est
proche de 0, on peut supposer :

|2(T2+i;2+T^2)(î,2+n2)-4(Ç2+^^2)2|^2|i;2+T^2|2.

En outre :

|2(T2+^;2+T^2)(^;2+^^2)-4(Ç2+T^2)2|^ ——^(y+D2)2 ̂  | (î 2)2!,

et comme | T P/l^+r)21 est proche de 1, on peut supposer :

| 2 (T^i^TI2) (^+^2)_4 (^+T|2)2 |^5 | ̂ +n2 |2.

Il vient par suite :

A^l ̂ +Ti2 |4 [4 Ci | MO |-4 a | V (t) l2-? | ̂  (t) ̂  (t) |2]

+1 T'+^+îi2) (i +^ |2 r^ r2- ̂ 2 - Ç 114i |2

+ R e (T2^2^^ Ci .^(0. [2 (ï2 + Ç2 + îi2) të2 + r|2)-4 (Ç2 + il2)2]

+2Refê2+^^2) ïl2^1—(o[2(T2+^+1^2)(Ç2+T^2)-4fé2+T^2)2],

A^|^2+n2 |4 [4Cl|5l |-4a|À / |2-P|U / |2-5Cl|Â,|2 ]

+| T^^+ri2) (1+^) |2 rc, F2- r2- - Ç 11 4 T |2

^Cil^+^piT^+îi2!2.
Or :

iT^+n^^+^+T^xi+^-^+n2)!2

^2 | T^^+îi2) (1 +K) |2+2 | X |2 | î2+r\2 |2.
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II vient par suite :

^^\y+r\2\4[4C^\\\-4oi\^\2-Ç\)^.'\2-5C^\ï.\2-10Cl\\\2]

+| ,2^^2+^( i+^ |2 f r^_^__1r2 |4^2_loCj^^^]2 ' )

Or on a | \' I^Co | À, | et donc :

4Cl|3l | -4a|X / |2 -P|U / |2 -5CJ^|2 -10Cl[^ |2

^\K\[4Ct-4al.Co-^\K\2Co-15Cl\'k\].

On choisit a=P=l, Ci =2 Co, et on suppose t assez proche de 0 pour que
\^(t)\2+3o\^(t)\^4.

Puis on remarque que r214t |2 est proche de 4 alors que | Ç2 +ri212 est proche de 1/4.
Il suffit de choisir C^ >( 5/4) + (20/3) Co pour obtenir le résultat A ̂ 0.

Montrons maintenant la deuxième partie de l'hypothèse H'(1,2).
Posant :

M = -1[ F d^ (x, Z) I I 2 + 2 R e p^ (x, Z) ̂  (x, Z) + F2 C^_ i (x, Z) Uo (x, Z, F),

il vient :

M= -16 F2 1 T2 (l+^+^+n2) (l-X)2 |2 [| ^ l^l ri |2]

+2 R e [(T^+Ti^^M^+nW+^+n^+^^W+Ti2)2] ̂
+l6^2 |T |2 |T2+(ç2+n2)( l+x) |2(^o-l) .

En remarquant que :

| T2 (l+À)+(^+r|2) (1-X)2 |^2 | 1+À |2 | T2^-^2^-^2) (1+À) P+25 | \ |2 | y+r[2 \2,

et en choisissant ̂ ^^(t, T, Ç, r))=Ci (^2+Tl2)2 ('k2—4'k), et Uo=C2, il vient (Ci, C^
étant des constantes positives) :

M^+^^V^i+^l^iér^Tl^-^-iôr^l^+lTil^li+Àl2]
+| Ç^n2 |2 [2 Ci | 4X-^2 |2 | y+r}2 ̂ -16 r2 (| S, \2+\ T| |2) 2 5 1 X |2]

-2ClReKT2+^+n2)2+2^(Ç2+^^2)(T2+^+n2)]fë2+T^2)2^2-45l),

et par suite, comme :
(^2^2)2^2^2^2)(^2^2)^2^2^2)(i^)2_^2^2)2^
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il vient :

M^+^+Ti^l+À)!2

x[\^\2(C2-l) l 6 ^ 2 - l 6 ^ 2 ( | ^ | 2 + | ' ^ | 2 ) 2 | i^^-ic, | ̂ +îi212 |4x-?i21]
+| ^+r|2 |2 [ À, |2 [2 Ci 1 4-^ |2 | ̂ +r|2 |2

-i6 r2 (| ^ l^l T[ |2) 25-2 Ci 1 ^+ 'n 2 1 2 14 \-K2 \}.
Comme À.(0)=0, i^+ri2 est proche de 1/2 ainsi que F2 et |ï|2, on choisit Ci=l et

C^ = 4 et on obtient M ̂  0.

2. 1 nvariance des hypothèses

On se propose de montrer dans ce paragraphe que les hypothèses sont invariantes par
changement de coordonnées et ne dépendent pas de l'équation choisie pour Fhypersurface
orientée. Cela est bien connu pour l'hypothèse H (0,1) de caractéristiques simples ainsi
que pour H (0,0), hypothèse de stricte pseudo-convexité de Hôrmander.

(a) HYPOTHÈSE H (1,2). - Rappelons que, pour xeR\ ZeC", FeIR, (p(x)=(p(xo)
étant une équation de Phypersurface orientée, on a [c/:(l.l), (1.2), (1.3), (1.4) et
(1.5)](1):

C^(x,Z)=|^(x,Z)|2,

C^-l(x,Z)=^(x,Z).(p/(xo) 2,

c^_i (x, z, r^r^x, z). ̂ (x, z). (-^(xo^+im^x, z) . ̂ (x, z),
^ ^ Sî, 8ï,

0^-2(^2:)=^ ^(x.Z).^^)2!2,

c^_, (x, z, r)=r^(x, z) ̂  (x, z) q/ (xo)2 (-cp- (xo))

+Im^gn(x,Z).a2^(x,2)(p/(xo)2.
5^2 5x ô^

Si on fait un changement de variable, en conservant la même équation pour l'hypersur-
face orientée S :

x=<I>00, Xo=<I>(yo), ^=JOOî1, JOO^O'OO-1,
S=((p°(D)(^)=((po<D)(^),

(1) Considérant QpJôÏs comme un tenseur une fois contravariant, ^2^„/^Ç2 deux fois contravariant,
ô2p^/ô^ôx une fois contravariant et une fois covariant, ^(xo) deux fois covariant, (p^Xo) une fois covariant.
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on obtient pour y e R", T e C", F € 1R, posant Z = J [y) T :

(2.1) 4°.! (y. T)-! ̂  ̂  T) l2-!^ fc z) l2-^ Oc, z),
(2.2) 4^-1 0-, T)=C^_, (x, Z)+^(x, Z) . ̂ (x, Z)£, (x-xo),

ÔÇ BÇ

où le tenseur deux fois co variant e^ est C00 et e^ (0)=0

(2.3) 4^-i ̂  T, r)=C^_i (x, Z, r)+ ̂ (x, Z) . ̂ (x, Z)Q,

avec :

Q=F £3 (x-Xo)+u (x-Xo) (Im Z+F q/ (xo)),

où £2 est un tenseur deux fois co variant C°°, £3 (())=(), u est un tenseur une fois co variant
borné dans un voisinage de 0.

Supposons H (1,2) vérifiée pour les coordonnées x, montrons-la pour les coordonnées y.
L'hypothèse H°( 1,2) est microlocale et on obtient facilement son invariance; on a en

effet :

C^ (Xo, ^o - i Fo ̂  (^o)) = | Pm (^ ^o - i Fo (p' (xo) I2,
c^-i (^o, ^o-ï ro (p' (xo))= 1 {^ (x, ̂ -i r cp' (x)), (p(x)} ,. |2,

|^-i r <p' (x)=^o-» ro <p' (xo)
c^-i(xo,^o-ïro(p'(xo),ro)

= ;- [Pm (^ ^ - i r cp' (x)), ̂  (x, Ç - iT (p' (x))},
2l |^- i r<p'(x)=ço-»ro<p' (xo)

C^^o^o-îroq/Oco))

1 | { { p^ (x, ^ - f F q/ (x)), (p (x) }, cp (x)} |2.
2 |ç-i r <p' (x)=^o-i ro v' (xo)

Vérifions l'invariance de H'(1,2). Considérons pour cela :

To=î1o-iœo((p°e>y(yo), œo^O, | To [=1,

avec :

4°̂  To)=41nS-l Oo, To)=4°n!-i Oo, TQ, œo)=0;

alors :

C^(xo, Zo)=C^-i (xo, Zo)=C^_, (xo, Zo, œo)=0,

avec Xo = 0> (yo), ÎQ = ̂  Oo) ~1 'I^o et en outre •'

C^(xo, Zo)=C^-i (xo, Zo)=C^-i (xo, Zo, ro)=0,
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avec :

^ _ ^O^To ^ _
"°~ it^^. -.-i^ r 10-
'° I^O^Tol

Cùn

I^Cyo)-1^!'
(^(Vo)"1 est un isomorphisme et To^O). Remarquons que l'eiïipticité de p^ assure que
Fo>0.

Considérons :

A=œ4°,i_, (y, T, œ)+2 ReqJy^T)^(y, T, G))^ œ2 4^-1 0, T).

On a, posant Z^O' (y)~1 T, r=œ, x=0(>) :

A =rc^_, (x, z, ^)+^2^^l(x, Z) . ^(x, Z)]

Im2
P'^o))]x ^(x-Xo)-^u(x-Xo)^ ^—+(p /(xo)

+2 R e p ^ ( x , î ) ̂  0, T, œ) +X(oy) r2 C^-i (x, Z)

^^^^^^^(^^^(x-xo).
8^ Qî,

En posant :

a^^OO^Tl, Z=
^'OO^T Z

a a
r-'-t,

a a

on obtient :

a-^A^ C^-i (x, Z, r)+2R<>^(x,Z)^;^ (y, T, œ)+?l<oy> F2 C^_i (x, Z)
a

+^2^n0c, Z) . ̂ -(x, ̂ [^e.+e^u^+cp'^o))].

En utilisant alors la deuxième partie de l'hypothèse H (1,2) (en coordonnées x), on
obtient :

a-^A^rc^-i (x, z, r)+r2 c^_, (x, z)

x k y - f ^ l ^ l + l ^ l + l ^ I^z+<p /(xo) ^^l

+2 R ep^x, Z) ["^-(^ | ej+| £2 |+| ̂  !^Z+(P/(^) ) ̂  (^ Z, F) 1.La \ r / J
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On choisit alors ye^W(yo) voisinage assez petit de yo pour que :

EI (<D 00-<D (jo)) | ̂ < 1, | £2 (^ OO-^ Oo)) | < 1.

En outre, on choisit un voisinage de To dans la sphère unité de C", et un voisinage de
(Oc dans R+ (rappelons que û)o>0) tels que :

^t<s>'(v)~l^~\,['î̂ p]+,-,Im| 'w |+<P'(xo)
œ <1,

soit par suite :

Im^+q/Oco) <1 et I I M ||,o= sup |M(<DOO-<D(yo)) |
y e w (yo)

(ce qui a un sens car u est borné dans un voisinage de 0), on obtient en choisissant :

^=2(2+|HJ^
puis :

-^(y, T, œ)=^(x, z, r)ky 1 ci |+| £ 2 1 + | M ImZ
r +^0) +^(^z,r),

ce qui donne :

^) (y, T, œ) = [i^ (<D 0), ̂  (y)-1 T, œ)

x l"̂  1 £1 1 + 1 £2 1 + 1 M 1 Imto (y) 1 T +(P/(xo)^+^) (<I> 0), ̂ / O)"1 T, œ)
L œ IJ

(£,==£, (<D (^)-(D Oo)), 1^=11 (^ (J)-0 Oo))),

de sorte que À^ est homogène de degré m de (T, œ) et que (l/oQÀ-^ et donc À-^ est
bornée sur un voisinage de (yo, To, ©o) d3ins Rnx sphère unité de C ^ x R ^ , on obtient
finalement le résultat A^O en utilisant la première partie de l'hypothèse H (1,2) dans les
coordonnées x.

Montrons maintenant que la deuxième partie de l'hypothèse H'(1,2) est invariante.
Considérons :

M=-œ2 ^(j,T) ^2 Heq^(y, T) ̂  (y, T, œ^œ2^ (y, T)^.ari
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Avec les mêmes notations que précédemment, on a :

a-2- M= -F2 1^ (x, Z)^' (y)-1 "+2 R ep^(x,Z)-^-^ (y, T, œ)
Qî, a"*

+r2 ̂  c^-i (x, z) +r2 ̂  £1 ̂ (^ z). ̂ (x, z).
^ ^s

II vient par conséquent :

a-2WM^2R..p,(x7z)^rô^

En prenant ^eW(^o) voisinage assez petit de yo pour que :

\^(^(y)-^(yo))\^<^

on choisit :

^=2^[\+ sup |<D'00-T],
yeW(yo)

puis :

-^-^=-^ [1+| ̂  M"1 l'+ei ̂a"*

i. e.,
^(y, T, (^^(OO), ̂ '(j)-1^ œ)[l+|<D /(^)- l |2 + £ (0 (y) - 0 Oo)) rô^

qui est clairement homogène de degré m en (T, ©) et telle que (l/a"*)^ et donc ̂ ) soit
bornée sur un voisinage de (yo, T(), œo) dans R" x sphère unité de C" x 1R+.

Nous avons donc prouvé l'invariance de H (1,2) par changement de coordonnées. Il
reste à démontrer que cette hypothèse ne dépend pas de l'équation choisie pour l'hypersur-
face orientée S.

Remarquons tout d'abord que si S=(p(x)=(p(xo)=cp(x)=q)(xo) comme hypersurface
orientée, on a avec a>0 :

(p'OCt^aq/Oco)

et si p, q sont des vecteurs tels que :

^ (^o) P = ̂  (^o) ̂  = ° alors $// (-^o) (P. ̂  = a ̂  (^o) (P. (l)'

Soit alors :

îo=lo-i Fo $' (^o)=?o-î fo a (p' (xo) (Fo ^>0 si r^O).
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Posant Zo=Zo, Fo=a Fo, Zo^o-1 I^o ̂  (^o)» on a :

C^ (x, Z)==C^ (x, 2), C^_, (x, Z)=a2 C^_,(x,Z),

C^_i (x, Z, r)=C^-i (x, Z, a^)+^(-^(xo)+a(p//(xo))^n(x, Z) ^(x, Z).aç aç
L'hypothèse microlocale H0 (1,2) est invariante car si Q^C^o» Zo)=C[21^-l(xo, Zo)=0

comme (p^Xo) 9pJ9!y(x, î)=0 il vient :

G^(xo,Zo)=C^-i(xo,Zo)=0

et :

C^-i (̂  Zo, ro)=C^-i (xo, Zo, aro)^0

(car aro>0 quand ro>°)-
En outre si :

C^o, Zo)==C^_, (xo, Zo)=&°^ (xo, Zo, ro)=o,
C^Xo, Zo)=C^_, (xo, Zo)=C^-i (Xo, Zo, ro)=0

et donc C^.2 (xo, Zo) >0 et par suite :

C^-^xo, Zo)=û2 C^_2 (xo, Zo)>0
et le résultat.

Examinons l'invariance de H'(1,2). On a :

Â=re|°Jl_, (x, Z, F)+2 R ^,(x,Z)X, (x, Z, r)+r2 C^_, (x, Z) Xo,

posant Z=Z, F=a F, on a :

Â= ̂ c^_, (x, z, r) +2 R ̂ ,(x,z)X,+r2 c^_, (x, z) Xo

+ r^ (^ ̂  (^o) - $ (^o)) ̂  (^ Z) ̂  (x, Z).
û dç ^q

Par suite en utilisant la deuxième partie de H'(1,2), il vient :

^ r C^-i (x, Z, F) +2 R ep^Z) [X^-H a-1 ̂  (xo)-^ (xo) || ̂  (x, Z, r)]
a

+F2 C^_i (x, Z) [Xo-11 a-1 ̂  (xo)-^ (xo) II Ho].

On choisit alors :
Xo=â-1 ^o+|| û-V(xo)-^(xo) ||^o
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et :

X, (x, 2, F)=a-1 ̂  (x, 2, aO+H a-1 (p- (Xo)-$" (xo) || ̂  (x, 2, 0?),

qui donnent le résultat.
En outre on a :

M=-r2 ^(^Z) '+2 Rep^ 2) n,(x, z, r)+r2 &^ ̂  z)?o,

M=-^ ^l(^z) 2+2 ̂ ^m^ Z) ?m+r2 C^-i (X, Z)Ho,

on choisit alors :

~ 2 2
?m (̂ » Z, F) == — ̂  (x, 2, a F), no = -, ̂

qui donnent le résultat M^O.
(b) HYPOTHÈSE H (1,1). — II suffit ici de vérifier l'invariance de la dernière hypothèse

microlocale. Or :

C^^o^o-îroq/^o))

2i
{ { p ^ ( x , ^ - i r ^ ( x ) ) ^ ( x ) } ,

{p. ̂  ̂  r cp' (x)), cp (x)}} ̂  ^ ̂ ^ ̂  ^ ̂
est donc invariant par changement de coordonnées.

En outre, comme :

(^^(-^(Xo))
a(H,,^j)a(H,,(pj) s

ëî,
+Im,,(H^(pJ) . -(H^M),

ÔC^ ÔÇy OX

si $(x)=(p(xo) est une autre équation de la même hypersurface orientée on obtient,
compte tenu du fait que H^(pJ==0, Cl^2=a2cl^-2. le résultat.

3. Conjugaison et quantification de Weyl

Soit P un opérateur différentiel de symbole de Weyl p '. on a la formule

(3.1) Pu(x)=(2n)-n fp1^-^ ̂ (x^ ^\u(y)dydî,.
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Si \|/ est quadratique [au sens ̂ (x) =0 pour | a | >2], on a, pour y réel :

(e-^Pe^)u(x)=(2K)~n [p^-^' ̂ ^/^l^, ^e^^^-^^dydÏ,.
J J \ — /

c)r vl/(^)-^(^)=^/((^+^)/2)(J-.x;) car \|/ est quadratique et donc :

(e-^Pe^)u(x)=(2K)-n SSe^^ ^^((^)/2)>^x±^, t\u{y)dydt,.
JJ \ — /

Donc, posant P^=e~^Pe^, et utilisant le fait que P est un opérateur différentiel donc
que p est polynomial en £„ il vient :

(P^)(x)=(27^)-"fpl<x-^ ̂ [x^, Ç-w(^))i^)^;

de sorte que, pour \|/ quadratique, y scalaire, le symbole de Weyl de e~^Pe^ est
exactement p (x, Ç — f yvj/' (x)) où ̂  (x, ^) est le symbole de Weyl de P.

Remarquons qu'il ne s'agit en fait que d'un cas particulier de la formule de Segal
(Segal [20], Hôrmander [13], Unterberger [23]). Comme par ailleurs si a est le symbole
de Weyl de l'opérateur A, a est le symbole de Weyl de A*, on obtient que le symbole
(de Weyl) de (P,)*=(P*)._, est^(x, ^-fy^(x)).

Rappelons en outre la jFormule de composition dans la quantification de Weyl :

1 1 / l ^ ' l / 1^'
(3.2) (a#b)(x, ^)= ̂  - D^aD^fo.

a , p a ! p ! \ 2 / \ 2/

En particulier si a(x, ^), b(x, ̂ ) sont des polynômes (non nécessairement homogènes)
de degré respectivement /?, q, on a :

(3.3) a#b=^+^{a, fo}+^^Y{{a,fc}}+r^_3,

où { a, b} est le crochet de Poisson :

^fc^ Z 1(^^^^,
^' |a| + | p | =2 a! [5!

^p+q-3 est un polynôme de degré ^p-\-q—î.
Calculons maintenant le symbole de Weyl c(x, Ç, y) de (P)*P.
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On a, d'après (3.1) et (3.2);

c(x, i;, y)=p(x, ̂ -i^'(x)).p(x, ̂ -i^(x)

+..{p(x, î,-i^'(x)\p(x, ̂ -iy^(x))}

+-[1Y{{/>(^ î,-iWW),p(x, ̂ -i^(x))}}

V l-LfiVY-1
+ 1 . 1 + " 3 a! p! U Y 2

L _L ^IVY-lV"
^ i^a 'P '^y \ 2 ^

x D^S [p (x, i; - i y^ (x))] DçP 8^ \p (x, S, - i j^' (x))].

Remarquons que si q^ (x, ï,) est un polynôme homogène en Ç de degré k on a :

<- fô» (x, ^ - i W (x))} = ̂  (x, Ç - i W (x)),
3Ç 3Ç

homogène de degré (k — 1) en Ç, y, et en outre :

3- [q, (x, ï, - i YV|/' (x))] = '̂  (x, ï, - i y^ (x)) +8<h(x,^-i ̂ ' (x))Y ̂ // (x),
ôx Sx aï, i

qui est homogène de degré k en (i;, y).
Par suite, si le symbole de Weyl de P est p=Pm+Pm-i+Pm-2+ • • -et si C^_^ est la

partie homogène d'ordre 2 m — k e n (^, y) de c(x, Ç, y), il vient :

(3.4) C^ (x, i;, y) = |̂  (x, i; - i W (x)) |2,

(3.5) C^-i(x, Ç, y)=^{^(x, ^-I-Y^(X)),^(X, î,-i^'(x))}

+ 2 IRe^^ (x, î, - i ̂ ' (x)p^ _ i (x, Ç - i yv^ (x)),

(3.6) C^_2(x, ̂  Y)=^ f^Y{^(x,Ç-iY^(x)),^(x, ̂ -fY^W)}}

+Im{^(x, Ç-iYv|/'(x)),^-i(x, Ç-tY^(x)}

+2Re^(x,^-)Y^(x))^-2(x, ^-iY^(x))+ |^-i(x, ̂ -iy^'(x))\2.

Donc, en notant Ç=Ç—i'Y^(x), il vient :

(3.7) C^=|^(x,Q|2,
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(3.8) C^-i=Im^ ^(x, 0^(x, 0+2R^,(x,0^_,(x, 0
J ^j 9^

+y£Ç(-^%m^o%m^o.^ k ax,^ 8^ 8^

En outre, on a :

C2.-2= S -ll7(l)'ïï-l)'p'D^sbm(x^-lY^(x))]

l a i + |p | =2 a! p!\2/ \ 2/

___xD|3ï^(x, ̂ -i^'(x)}

+imz l-̂ . o.^1^, o+ ̂ -l(x, o^^, o
, 3 ,̂ Qï,, Sï,, Sx,

+2y^Z^)^0^1(x.O
j,k 8xj9xk 8^ 8^

+2R^,(x,Q^_2(x, 0+ |^-i(x, 0|2.
Or, on peut remarquer que :

^.(x,ç-WM)]=|̂ (x,0,

-̂h.O, ç-WM)]—2^, 0+ï 1 -'̂  -a2^,8^j9xk 9!,j8xk i p 8Ï,j8Ï,p 8Xp8x^

-^[P^^-i^^)] = a 2^(x ,0+ y

8Xj 8Xk cXj cXf, i

x y f ^ - ^ û 82^ + ^•"rxû ô2^ \^ Zjl 3—ïT"^'19 ^^—^— ' ^—^~[<xï ^^—^— Ip\8xj8^ 8xp8xk 8x^ 8Xp8x^

+ (A2 y ̂ L -f^ n g2^
V i / ̂  9x,8x, 9^9^ 9 ^9x,9x^

et que, de l'expression :

^= S - -(^'"'(-^"'^^(a-)^^^,
la| + |p | =2 a! p! \2 / \ 2/

on obtient :

^=(1^ S -^c^a)^^)- S ^(a)^Ï(a)+ 2: -^(^)^(a)l,
\ ^ î / l | a | = 2 OC! | , | = | p |= l | p | = 2 ?! J
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soit :

-.-\W Z ——(»»——(")+1 S £(")̂ (")14(. Lisjotg, .̂ô^ &c,&cn 2isjsn8^ Sx] J

v a2 ^ a2 / .1-E ̂ r^^^^r^r',, » c^.&Ct 3x,-3^ J
et donc :

^———WlE ^(.O-^Ool-Z ^^(o)^-(a)l,
4l L2À a^.ô^t ' ô x , 8 x , \ ^ Q^,Sx, 8x,8^ > V

ce qui donne :
i _ - a2 _ a2 , i _ a 2 - , a2 J

CT=--ReY———(a)———(a)+-y ———(a)———(a) Y,
" 4 ^8^S^'8x,3x, A ̂  8^8x, ôx,ôî,, y

Pour a=p^(x, î,—iy^'(x)) on obtient :

^-^Z-^o
4 j. k O^OÇt

xf^^(x, O+^f^-^, 0^+^Oc, 0^^)
Lax^xn i ,,\8xj9!,p 8x^8x^ 8x^8ï,p 8Xp8x,}

Ji\\^^^^-\
\ i ) p , q 8x^8xp 8^8^ 8x^8x^,1

^zr^FM+.rE^o-^M4 j . k\_8!,jôXt p 8^8!,p 8xpôXt_\

^^.O^-^^.Q^}\_8^8xj i q 8^8^ 8xj J
Par suite, il vient :

a^-1^ ^(x,0^(,,Q+1 ^ ^(x, O-92^^, 04 ,,t^,a^ 3x,ax» 4,,»a^,3xt a^^.

^r-i^i^ Z^o^r-^.^o^L+^.^o-^Li
L 4 i j. k, p 8^ 8^ L 3x, a^p axp ax^ ax^ 8t,p 8xp 8x^ j

+ 1 1 £ ^-M^-(x,o^-4 î j.k,,, ^a^fc a^a^ ax^x .̂

+ 1 ' E ^^^o^^ ̂ -(x, 0]4 j. k, p ^j^p ^axk a^ax, j
^r^ s ^o^^(,,o^

L 4j, t, p, , 8ï,,8^ 8x,8x, 8î,y8^ 8x,8x^

+ 1 V 82pm (x û a2v1' ^ - rxO a2lly 1' 7 2^ .̂. ^ ^ y^—-— ^—^—("'î ^^—î— h4 7. k p. , 9^ 8^ 8xp 8xk 8^ 9^ 9x, 8x, J
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soit par suite :

CT--^ -^o.^^o+1 E IÇ^o^^o4 j.k ^/^k ax^Xfc 4 ^ k a^&Cfc ^k^.

+7^1» s -^oc. o^"-oc, o'̂ iL j , », p .̂a^ &c,a ,̂ Sxpôx^ J

+v4l y g2;>m (x û a2^ g2Jpm fx H ^^ 1
1-2,, À, , 5^-^ ' 8x,8x, 8^8^ ' ̂  8x,8x,]'

Finalement, on obtient l'expression suivante pour C^^ :

(3.9) c^-1^!; ^(..o^^o+^y ^(,.o_^(,,y
4 ^ k 8^ôî,k 8xj8xi, 4^ k a^axfc 8^8xj

+ImZ ^(x, Q^1^ 0+ ̂ l(x, 0^(x, 0
j 5^ 8xj 8S,j 8xj

+2Rep^(x, Ç)^-2(x, Q+|^_i(x, 0|2

yrto Z ^^o-'2^^ o^2^
L j , k , p 8 ï , j 8 ^ 8xj8!,p 8xp8x^

+2ReE ^(^O^g^^Q^^^I
j.t ^ ^ 8x,8xk J

^Y^1 y ^-(x r/2^ a2^ ^ n^^-^l( ^ ^ .„ ae v 5 c);^——a—— ^"^e"^ 5 ^"a——a—— •L2j. k. p., a^-a^ ax^xp 8^ 8^ Sx^ J

De manière générale, comme d'une part la formule de composition (3.2) peut s'écrire
pour a, P entiers en considérant D^ô^a comme un tenseur a fois contra variant, P fois
covariant (dont le produit avec le tenseur P fois contravariant, a fois covariant D|(%a
est un scalaire) et que d'autre part on a les égalités de tenseurs suivantes :

l / a \ \ . . . , , ,^
(3.10) ^(^Tî^^^-^^W)}

= Z —^AS^ë^^Çx^-i^^^Ç^^^^^
k l + k 2 = k k!1 f e2 ! \l )
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car \|/ est quadratique (vl/^EsO) [î; == ̂  - f Y\|/(x), k entier] :

(3.11) dO'^ ̂ -^W^8^^ ^

on obtient l'expression suivante de c(x, ^, y) symbole de Weyl de (P^)*P^=(e~^Pe^)*
(e~^Pe^), où les indices a, a^, P, Py sont des entiers :

1 1 / 1 \a-'-P R f /y \P2
(3.12) c= V — — — (-\y-'——(8^8^+ap)(x, 0 ^-vKOO

^ a! P!V2^ Pi!P2! ^ ^'^.^^
ai+«2 ̂ a

P l + P 2 = P

x -^—w^p)(x, of^rMY2,
ai ! 02 ! \ i /

soit par conséquent :

(3.13) c= E ^^(-r^^
« l . P i a 2 . P 2 ^ Î P 2 t ^ 2 /

x J- —f1)011 ^'(-^(^a^+^^i^^o^iô^+pz^i^)^ ̂
ai! p i ! \2i /

où la mise en facteur du tenseur (^"(x))012'^2 se justifie car il y a une manière unique de
faire les produits dans le membre de droite de (3.13) qui assure que le résultat soit
scalaire.

Remarquons que si a(x, Q est un polynôme en ^(Çe IR"), on a :

(a#a)(x, Q= ̂  1 - ( 1 Y p ( - 1)P (^ ̂  a) (x, Q (ô^ ̂  a) (x, Q (a#a est réel),
a. P a ' P ' \ 2 1 /

et on peut poser pour Ç e C" :

(3.14) (a#a)(x, Q= ̂  1 -f^Y^C-lî^^^aX^O^^a)^ Q.
a, p a ' P ' \ 2 î /

La formule (3.14) est le « bon » prolongement au complexe car (a#a)(x, Q reste réel
comme on le vérifie aisément. Remarquons que (a#a)(x, Q n'est pas égal en général à
(d#a)(x, Ç) |^=ç car pour ÇeC" on a posé :

(a#b)(x, 0= S 1 y^Y'Ç-^çg^a)^ Qx(8^3ïb)(x, Q,
a, P a ' P ' \ 2 1 /
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alors que :

(a#b)(x, ̂ ,^== E 1 -(lY\-\y(8^a)(x, i;)x(^fc)(x, Q.
a, p a! p!\2i/

Par suite, reconnaissant dans le second membre de (3.13) la formule de composition
dep^+^i) avecp^^^^S^p), on obtient :

(3.15) ^Z^^^^^0)^ ̂i ' •

Remarquons que si on compose deux symboles tenseurs ( fois contravariants [comme
pd) et p^\ on obtient un symbole tenseur 2 ; fois contravariant dont le produit avec le
tenseur 2 (fois covariant W(x))1 est un scalaire.

Si C^m-k désigne la partie homogène d'ordre 2m— k [en (^, y)] de c(x, Ç, y) (ç est de
degré 2m car d°p=m), on a :

p _y (—Y^OO) / - ( O ^ ( Q \ / >-\
^2w-k—Zj ————„————^ y^ fim-k-l^ ^h

l t '

(où ciq désigne la partie homogène d'ordre q du symbole a), soit en fait :

(3.16) C^_,=E ^^(^^P^-^-^x, 0.
!=0 » '

4. Preuve

Soit S = (p (x) = (p (xo) l'hypersurface orientée; on choisit alors le poids quadratique \|/
comme suit :

(4.1) \|/ (x) = (p (Xo) + cp' (Xo) (x - Xo) + _ (p" (xo) (x - Xo)2

-^((p^XoKx-Xo^+^lx-Xol2,

où A et e sont des paramètres strictement positifs.

On a, c(x, ^, y) désignant le symbole de Weyl de (Py)*Py, avec P^=e~^Pe^, P étant
un opérateur différentiel d'ordre m de symbole de Weyl :

P=Pm-^Pm-l+Pm-2+' • • »
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p^(x, Ç) symbole principal de P, polynôme homogène en Ç de degré m, j^_i symbole
sous-principal de P [c'est également un avantage de la quantification de Weyl, (2)],
polynôme homogène de degré m-1, en notant Ç=Ç-ïyi|/'(x) :

(4.2) c(x, ̂  y)=|^(x, Op+YZ ^(x, O^Oc, Ç)
j . k 8^ Q^

fA^(x<,)^(.<,)+Ç^(xo)-e5^1
|_ ÔXj Sx,, ÔXfÔX^ J

^m. ,.,̂ »+ImE '̂"(x, ̂ ^-•"(x, Q+2Rep^(x, Qp^(x, Q
i ^ ÔXj

+Ï2 Y Î L^ Q^"_(x, 02,,A,,^^ a ^ a ç , 7

xrA^^)^(xo)+Ç<-^(xo)-sô,1
L ÔX .̂ ÔXp ÔXjëXp p]

xfA^C^^^+Ç^-sô.J
L ÔXy ÔX^ ÔXqÔX^ J

+y{lm Z -^(x, Q^(x, ofA^Cxo)^^)^ ̂ (xo)-^, J
l Lk,p8^j8^ 8Xj8^ L &Cp 5^ axp^ " J

+2^E ^(x, Q^tx, ofA^(xo)^(xo)+ ̂ -^^-eô, ,1}
j.k ̂  ^k L ^ 8Xk 8xj8xk JJ

^.y a2^ fa n a2;?m fv n+1 Y g2^ (v Q g2Jpm (r n
-^'À ^P^1 î o<?^(xî ̂ ^ï h 8^8x^ ̂ -^ôx^ Q

+ImE l-Oc, O^1^, 0+ ̂ (x, Ç)^^ 0
j ô^j 8xj 8^ 8xj

+2R^^(x,0^_2(x, 0+ |^-i(x, Ql^ $: r^-,-,(x, Q/n,(A, e),
k^3
^x

où ra^-k-i est homogène en Ç de degré lm—k—1, et n,(A, e) un polynôme en A et e de
degré f.

(2) Voir Leray [15], Heiffer [19], pour les autres invariants.
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En effet, de (3.16) il vient :

c=c^+c,,_,+c^.,4- E ^^^Y^^^-.-^^O,nk^3
O^^k

soit comme —\|x / /(.x)=A(p> /(xo)2—(p / /(xo)—e, une expression du « reste » correspondant à
celle annoncée en (4.2).

On obtient de (4.2), avec q>o (x) = (p (xo) + q/ (xo) (x - Xo) :

(4.3) c(x,^y)=|^(x,0|2

4Aï|H^)(x, Ql^yE ^(x. Ax, O^-^o)
L J.k ^j ^k 8Xj8Xk

+ImE ^"(̂  O^^ 04-2R^(x,0^-,(x, O-eyE ^"(x, 0 '1
j 8^ 8xj j 8!,j J

.[A^|H^J(.0|^A^^-(^o)
^ k O^t/^

x(—(H,^J))(x. 0^(H^(pJ))(x, 0

+AYlmÇ f—(H,,(pJ)Vx,Q^(H,<,(pJ)Vx,0

+AY2Re(H^(pJ)(x,0(H,.,^_i))(x, Ç)1

+C[o,l-2(x, Ç, Y)-^-eAY29^_^(x, 0+eY29<,2„_4(x, O+s^'e^^Cx, 0

+eY9<^_3(x, 0+ S ̂ _,.»(x, Ç)Y'n,(A, e),
tS3
(St

où C^_2(x, Ç, Y) est homogène en (Ç, y) de degré 2m—2, 9^,_,(x, Ç) est homogène en
Ç de degré 2m— q, r^_^..i(x, Ç) est homogène en Ç de degré 2m—k—l, IT)(A, e) est un
polynôme de degré J en A et e.

De (4.3) il vient, en utilisant (1.1) à (1.5) :

(4.4) c(x, Ç, Y)=Ca(x, 0+AyC^ (x, 0+C^_i (x, Ç, y)

ëpn+2Kep^(x, 0^-i(x, O-£Y \\——(x, 0 +A2Y2Ca_2(x, 0+AyC^_2(x, Ç, 7)
II ̂  II

+AY2ReH,,,(pJ(x, OH,.,^_i)(x. O+C^.^x, Ç, y)
+eAy29^_4(x, 0+ey2eî2„_4(x, ̂ ^^(x, 0

+£70^-3 (x, 0+ S r^_,_t(x, Ç)y'n,(A, e).
ltâ3
f^t
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On verra plus bas que les termes de c se « présentent » par ordre d'homogénéité en
(!,, y), d'abord 2m, puis 2m— l, puis 2m—2, et que sur une même ligne d'homogénéité
les termes sont ordonnés par la puissance du paramètre A qui y figure.

En posant Z=Ç/ |Ç| (Ç^O car on peut toujours supposer y^l), F=Y/ |Ç| , 3=Ç/|Ç|,
il vient de (4.4) ;

(4.5) y^icOc, Ç, Y)^!"2''1^0^0^, Z)+y*o

x {A[C'^_i(x, Z^j+tC^iOc, Z, DF+2 R <-^(x,Z)/»„,_! (x, Z^-^î^x, Z)
<- 3£̂

+Y*o- l{A2[ca_2(x, ^r^+Atc^^x, z, r)r3

+2ReH,,(pJ(x, Z)H,^_i)(x, Z)r3]

+c^_2(x, z, nr^eAr^^^^, z)
+e^49^_4(x, Z)+£2^49^_4(x, Z)+e^39^_3(x, Z)}

+ Z Y*0^"''^».-!-»^ ^r'^n^A, e).
kà3
ISk

On se propose de démontrer, sous l'hypothèse H (Ko, lo).
Il existe Ao^l tel que, pour tout j^e^0, pour tout x, \X—XQ\ <l/Ao, pour tout

î, e R", on ait :

(4.6) Y^cOc^Y^Ao-1!!;!2"

!,=!,—iy^v' (x\ e=Ag 2 , A=A() dans l'expression de \1> de (4.1).
Pour cela il suffit donc de prouver d'après (4. 5),
II existe Ao^l tel que pour tout y^e^0, pour tout x, | x — X o | < A o 2 , pour tout

(s, F), Isp+r2!^))2^, r^oetZ=a-iiY(;c) :

(4.7) y^C^x, Z)+Yto^AoC^-l(x, Z)^2+C^_l(x, Z, F).F

,̂+2Re^(x,Z)p^_i(x, Z)^-Ao2^2||^B(x, Z) 'l
II ^ J3^

+Yko-l[A2c^_,^4+Ao(c^(x, z, r)r3

+ 2 R e H,, (pj (x, Z) H,, (?„_ i) (x, Z) F3)
+c^-2(x, z, nr^-Ao-^e^^x, z)+Ao-2^49<2„_4(x, z)

+Ao-4^4e^_4(x, z)+Ao-2^3e^_3(x, z)]
+ E Y*0^"*^-,-*^ ^F'^n^Ao, Ao-^^Ao-1.

tS3
($»
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Raisonnons par l'absurde : sinon pour tout entier p ̂  1, On pourrait trouver y ^ e1', x
avec :

\x,-Xo\^p-2(S„^,) avec Isj^r^^^l^l,

r^O avec Zp=3p-irpX|/p(Xp) [̂ p est la fonction <|/ de (4.1) avec A =p, s=p~2], et :

(4.8) y^C^x,, Z^+^pC^.^Z^+C^.^ Z^ r,)r,

+2Rep^ Z,)p^_,{x^ Z,)r,-p-2 f^(x^ Z,),-.11^
^

2]
+^o-i(p2c^(x^z,)r^+/»(c^-2^ Zp, r,)r^

+2ReH,.,(pJ(^, Z^)H,,^_i)^, Z,)r^)

+c^-2(xp, z,, ^,)^^+^-1^^9y„_4(x„ z^)
+^-2(^^9(i^„_4(x^ Zp)+r^e^_3(xp, z,))+^-4^^e^_4^, z,)]

+ E y^1-̂ ,,.,.̂ , z^r^^n,^,^-2)^-1.
k^3
^k

Comme :

^p (^p) = (P (^o) + îP' (^o) ( ĵ, - ̂ o) + . <P" (^o) (̂ p - ̂ o)2

-^((p^XoXXp-Xo^+^'^Xp-Xol2,

et 1 XP-XQ 1 ^^~2 on obtient ^p(Xp) -^ (p' (xo). En outre, on peut supposer, par compacité
p-»oo

que (Sp, Fp) ^ (3o, Fo), avec Zo = 3o — i To (p' (xo), | ZQ | = 1 et remarquer par conséquent
p-»oo

que chaque terme C%,-t(Xp, Zp)r^-1-' tend vers C^_»(jCo, Zo)^S+'.
La division de l'inégalité (4. 8) par y^o^ donne par conséquent :

c^^ z,)+ \p-c^.^ z^r^+lc^.i^ Zp, r,)rj2m- 1 V-^p» ^p^ A p + — C^^- i (Xp, Zp, Fp) Fp
/p YpLïp Yp

+ -i-2 R e ,̂ (Xp. Z,)^_ i (Xp, Zp) r^ - ̂ - ^•^Z^) 2^
Tp /? Yp ^ J

+ f^c^_,(x,, z,)r^+ 4c^_,(x^ z,, r,)r^
L Yp Yp

+42R^H„(pJ^, Z,)H^^_,)(x,, Z,)r,
^p
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+lc(^-2(x„ z,, ̂ ,)^2,+-^^^Q^(x,, z,)
ïp P7p

+-^(W»-^ z,)+r^_3(x,,, z,))+^r^_4(x,, z,)1
-r » p r i p J

+ Z Y^-i-^p, z^r^n,^/»-2)^-^.
k^ 3 f' ï p
l^k

Or comme y^^, il vient C^(xo, Zo)^0 soit C^Qco, Zo)= [^(^o, Zo)|2=0, et on
peut remarquer que, comme Zo == So — i Fo (p' (xo) avec ro^O, rellipticité de p^ assure
que ro>0.

La division de l'inégalité (4. 8) par py(^o+l) donne :

^(x, z^+c^_,(x, z,)r^oQ) ̂ ,

et comme C^^O, on obtient C^-i (xo, Zo) ro^O. Comme d'après ce qui précède ro>0,
on trouve :

C [^_l(xo,Zo)=|H^(pJ(xo,Zo)|2^0 i.e. C^_i(xo,Zo)=0,

ce qui donne une contradiction si l'hypothèse est H (0,1) (Calderon). Sinon on continue
par le même procédé; la division de l'inégalité (4. 8) par y^° donne :

y,c^(x,, z,)+^_,(^, z,)+c^-i(^, z,, r,)r,
^2Rep^ Z^,_,(^, Z^r^+of^^-1^,

\P/ ^Yp°
d'où, comme C^(x^, Z^) et C^_i(x^, Zp) sont positifs, que^(xo, Zo)=0 :

c^_^o,Zo,ro)ro^o.

Comme ro>0, il vient C^-i^o, Zo, ro)^0, ce qui donne une contradiction si
l'hypothèse est H (0, 0) (Hôrmander), car on a déjà :

C^o, Zo)=C^-i (xo, Zo)=0.

Sinon, on a maintenant nécessairement ko = 1 et :

C^(xo, Zo)=C!^(Xo, Zo)=C^-i(Xo, Zo, ro)=0,

Zo = 3o - î I^o (P/ (^o)» ^o > 0-
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La division de (4. 8) par p2 y^0"1 donne :

^c^^, z,)+H[pc^.,(x^ z^+c^^x,, z,, r,)r,

+2 nep^x,, z,)^_i (x,, z,)r,- ̂  r2, ^O^z,) n

+c^^z,)r^oQ^^
Or de l'hypothèse H'(ko, ly) il vient :

H\p^x,, Z^+^pC^.^x^ Z^-ÎReJJx,^)^^ Z,, V,)

- ̂  c^_ i (x^ Zp) r^ + 2 R e^(xp, z,)p^_, (x^ z,) r,
^o,

^-2Rep^(x,, Z,) -^(x^ Z,, r,)-^C^-i(x,, Z,)!̂

et par suite :

Y2JP
»,2̂l^^z^l^^c^.^z^r^i-^-^]

+ca_,(x„z,)^^+of l)^4'
V/'/ P

-2^Rep^, Z,,) X^(Xp, Zp, r,)-^_i(Xp, Z^T^-^(Xy Zp, r,).)]
+ca_,(x,,z,)r$+oQ^^,

et donc, pour ap>0 :

^(^z^l^^-^aJ+^c^^^z^r^ri-^-Hjl
L^ y J P L P P j

+clâ,,(x,, z^-^n ^(x,, z,, r,)-p^_,(x,, z,)r,

+^^(x,,z,.r,)| + o ( - ) ^^ r'm v—pî P9 P' W-
On prend a,,=Yp, et comme A.̂ , ^ sont bornés [et À,o, (io des constantes :

l-(^o//»)-(Ho/^3) ̂  IL que C^ (Xp, Zp)^0, il vient C^Oco, Zo)r^0, soit, comme
Fo^O:

C^_2(xo, Zo)= J|H$<.(pJ(xo, Zo) I^O i.e. îî^(pj(x^ Zo)=0.-

Ceci donne une contradiction si l'hypothèse est H (1,2).
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Sinon la division de (4.8) parjîy^o"1 donne, après avoir utilisé H'(ko> lo) '•

^\p^ Z,) \2+J,C^.,(x„ Z,)^ [1 - ̂  - H'}
P L P P A

-l^Rep^Z^Ï.^ Z^ F,)-/»„,_ i(x,, Z,)^^+^m(xf"zp'^p)1

+/» ca_ 2 (;(„, Zp) r^ + c^_ 2 (xp, Zp, Fp) rj;

+2RcH,,̂ )Oc,, Z,)H,,̂ _i)(x,, Z^+oCi^-^rY——.
\ r / A 1 p i

Donc, pour Pp>0, on a :

I p — B ^ I n f Y Z ^P+v IH (^P Vx 7 > ï l 2^ 2^1 ^° ^°1Pp l^m^p» ^pJI +yp[^l^o^mA^ ̂ | Ip 1 — — — ~ ~ s \
LP P J L ^ / ^ J

+^J|H^(P,)(X,, z,)!2^^^-^^, z,, r,)r^

+2R^H^(pJ(x^, Z^)H^^_0(x^ Z^

1 ^ (̂x,, z,. r,)-p,_,(x,, z^r^^^^^ 2+of l)^l
pp /? p \p/ /?

_ _ _ j ^ h i f Y z r ^ — 7 ? (x z^r i ri^ ̂ p9 ̂  A p7 -4-01 1<^ ^m^p» ^p» J pJ ^m-l^ ^ lp+—————,————— '^l,;;^^5

d'où on obtient, avec Pp = Yp, C^_ 2 (xo, Zo, Fo) F^ 0 (H^ (pj (xo, Zo) = 0) ce qui contre-
dit l'hypothèse H (1,1) et donne l'estimation (4. 6).

On termine la preuve par une inégalité de Gârding, donnée en appendice, qui donne
le théorème II, duquel on déduit par un argument très classique, rappelé en appendice,
le théorème I.

Remarquons en outre qu'on peint espérer écrire un théorème plus général en énonçant
des hypothèses H(fe, Q, avec l^k^lm, le calcul explicite de C^.j, etant fa11 P0111" ^
quelconque en (3.16). Cependant la difficulté à expliciter les hypothèses de recollement
compliquerait considérablement l'énoncé d'un tel théorème.

APPENDICE
1. UNE INÉGALITÉ DE GÂRDING

De la formule (3.10) il vient :

[^(A-^^aî^^Ç-fy^Mîl^C^Ml^-fy^^)"1-'01 '^,

où C^ est indépendant de A, y et peut être pris uniforme pour x dans un voisinage fixé
de XQ ( [ X—XQ [ ^ 1, par exemple).
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Par suite, comme :

c(x, Ç, y)=p(x, Q#p(x, 0,

pour n>0, on a :

la^sa^c^^yH)}!^^!^-^^^)!2--'01'-^'^^
où C^ est indépendant de A, y, H.

Or, pour | x — X o | ^A~2 , Ï^eR", y^e\ A^Ao, on a d'après (4.6) :

c(x, ,̂ Y^-A-^Yrà^aYH)^ I^IT^O.

La démonstration du résultat de Fefferman et Phong [28] fournit ici une inégalité de
Gârding avec gain de deux dérivées.

Il vient, pour ueC^(\x-Xo\ ^A~2) :

(Op^c(x,Ç,Y^)-A- l(Y^l)-2((Y^)2+|^|Ï+Co((Y^)2+|^|T- lA2^2)u,^^0,

avec Co indépendant de A, y» H comme fonction des C^ pour un nombre fini d'entre
eux. On peut donc choisir a priori p, tel que CoA^^A'S obtenant ainsi le résultat du
théorème II.

2. LE PASSAGE DE L'INÉGALITÉ DE CARLEMAN A L'UNICITÉ DE CAUCHY

On rappelle ici la preuve, très classique, de l'unicité de Cauchy à partir d'une inégalité
de Carleman. Supposons, donc que, étant donnés un opérateur P, une hypersurface
orientée S = (p (x) = (p (xo), un poids \|/, on ait obtenu (comme c'est le cas ici) une estimation
du type suivant.

Il existe un voisinage VQ de XQ, une fonction C(y)>0 à croissance polynômiale en y
tels que, pour tout ueCg^Vo), on ait :

IIP^IIi^C^y)"1!!!;!!!^ avec P^=e~^Pe^.

Soit u une fonction C00 telle que supp ucS+=(p(x)^cp(xo), et vérifiant %Pu=0,
7eC^(Vo), x=l sur un voisinage Vi de XQ.

On pose alors -v=e~^^u, il vient, comme ueC^(Vo) :

II^P^II^y)-1^-^!!.

Or P^u= [P, ^}u et le support de [P, ^]u est inclus dans supp ^ n S+; comme ^= 1
sur un voisinage V\ de XQ, on en déduit Xo^supp[P, j}u.

On fait l'hypothèse suivante, reliant (p et \|/ :

(P)
(p(x)^(p(xo) et x^Xo implique \|/(x)>\|/(xo)

pour x dans un voisinage de XQ.
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Donc sur le support (compact) de [P, ^]M\Kx)^\Kxo)+eo, avec 80 >0. Considérons
alors l'ouvert :

W=i|/(x)<vKxo)+^,

c'est un voisinage de XQ; soit ̂  eCy(Vi 0 W) : on a alors Xi X=Xr De P^ :

^-ï^(xo)+(eo/2))]]^^]]^]|^-Y^^^||

et :

\e-^z,u\\^C(y)\\e-^[P^]u\\

et :

C(y)\\e-^[P, xH^Y^-^o)^))!!^ ̂ ||.

Par suite :

||XlM||^C(Y)e-^o/2)||[P,x]u||,

et on obtient le résultat en faisant tendre y vers l'infini.
L'hypothèse (P) signifie que les surfaces de niveaux du poids \|/ et la surface initiale ne

peuvent être les mêmes, au moins pour ce type de poids. Pour des inégalités de Carleman
avec des poids singuliers (P=t~JPty, S=î=0), on « compense » le fait que les surfaces
de niveaux du poids et la surface initiale soient les mêmes par une convexification
singulière dite « éclatement » (voir Alinhac-Baouendi [3], Alinhac-Zuily [5], Dehman [8],
Bahouri [6], Alinhac-Lerner [4] et Lerner [16]).

L'hypothèse (P) donne le dessin suivant :

(p(x)=(p(xo)

( p ( x ) = < P ( X o )

Le type de poids considéré en (4.1) vérifie l'hypothèse (P). En effet :

\1/ (x) - \|/ (xo) = (p' (Xo) (x - Xo) + _ (p" (xo) (x - Xo)2 - _ A (q/ (xo) (x - Xo))2 + !- |x-Xo|2,
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et donc :

v|/(x)-v|/(xo)=((p(x)-(p(xo)+5L(x)(x-Xo)3)('l-A(p/(xo)(x-Xo))

(£ A \
+ ,+ .^(Xo) ̂ (XoKx-Xo) Hx-Xo)\

v|/(x)-v|/(xo)=((p(x)-(p(xo))[l-^(p/(xo)(x-Xo)N)

[8 A
+ ^ + ~A (p// ̂ o) <P' (^o) (̂  - ̂ û)2 4

A ~|+ À, (x) (x - Xo) - À, (x) _ q/ (xo) (x - Xo)2 x (x - Xo)2.

Comme la forme quadratique entre crochets vaut e/2 pour x==x°, elle est définie
positive pour x assez proche de XQ, et on obtient le résultat.
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