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REPRÉSENTATIONS CUSPIDALES
DU GROUPE LINÉAIRE

PAR H. CARAYOL

Introduction

Soit F un corps local non archimédien. Les conjectures énoncées par Langlands
[32] prédisent en particulier l'existence d'une bijection naturelle entre l'ensemble g^ des
représentations (p-semi-simples de degré n du groupe de Weil-Deligne Wp de F, et l'ensem-
ble un des représentations admissibles irréductibles du groupe localement compact GL^(F).
Cette bijection conjecturale doit en particulier préserver les facteurs L et e qu'on sait
définir tant du côté « galoisien » que du côté « automorphe ». Nous renvoyons à un
exposé de Henniart [21] pour plus de précisions sur cette conjecture.

Par la correspondance cherchée entre g,, et CL,, les sous-ensembles C^CCL, — constitué
des représentations irréductibles de Wp — et ai?c=cL, — constitué des représentations
cuspidales de GL^ (F) — doivent se correspondre. Réciproquement, on sait classifier les
éléments de g^ en termes des g^, (pour m^n) et il résulte des travaux de Bernstein et
Zelevinsky (cf. [l], [42]) qu'on sait aussi classifier les éléments de û^ en termes des û^
(pour m^n); on en déduit que, s'il existe une bijection « naturelle » (cf. [21]) entre les
ensembles g°= U ôi? et a°= U c^, alors on peut la prolonger en une bijection

n^l nïl

« naturelle » entre les ensembles 9 = U on et a = U û^. L'étude des représentations
nïl n^l

cuspidales de GL^(F) constitue donc une question fondamentale tant pour l'analyse
harmonique sur ce groupe que pour la conjecture de Langlands locale.

Dans cet article, nous ne nous intéressons qu'au côté automorphe : nous montrons
que certaines représentations « très cuspidales » de sous-groupes ouverts et compacts
module le centre s'induisent en des représentations irréductibles cuspidales de GL^ (F) et
que, pour n premier, toute la série cuspidale est ainsi obtenue (avec la restriction provisoire
que F est de caractéristique nulle).

L'idée de construire ainsi, par induction à partir d'un sous-groupe ouvert compact
module le centre, des représentations cuspidales de GL^ (F), remonte à Shintani [38].
Puis Gérardin ([15], [16]) a généralisé les méthodes de Shintani à d'autres groupes, tandis
que Howe [23] les a développées dans le cas du groupe GL,,. Hormis le cas de GL^ (où
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192 H. CARAYOL

l'on dispose de la représentation de Weil), et certaines tentatives cohomologiques de
Lusztig [33], cette méthode d'induction demeure à l'heure actuelle la seule méthode
purement locale dont nous disposons pour construire des représentations cuspidales de
GL,

La question de savoir si toutes les représentations cuspidales sont ainsi obtenues par
induction a été résolue affirmativement dans le cas de GL^ par Kutzko [29], en utilisant
des résultats de Casselman ([7], [8]) : cela lui a permis d'analyser les représentations
« exceptionnelles » de GI^ (celles non obtenues par la représentation de Weil) et de
démontrer la conjecture de Langlands locale pour GL^ [31].

L'idée fondamentale que nous utilisons ici, pour montrer que toute la série cuspidale
est obtenue, est de faire usage d'un théorème (th. 7.2) comparant la série discrète de
GL,, et l'ensemble des représentations du groupe multiplicatif d'une algèbre à division;
ce théorème a été obtenu, en utilisant des méthodes globales, par Deligne et Kazhdan.
Nous l'utilisons pour dénombrer les représentations obtenues.

Dans le travail de Gérardin et dans celui de Howe, aussi bien que dans l'article de
Shintani, les représentations du sous-groupe compact modulo le centre provenaient d'un
tore elliptique de GL^(F), autrement dit du groupe multiplicatif d'une extension de
degré n de F, et d'un caractère de ce tore; la donnée fondamentale était donc celle d'une
paire (T, 6) formée d'un tore et d'un caractère de ce tore, vérifiant certaines conditions.

Le point de vue que nous adoptons ici, au contraire, est de ne pas introduire a priori
une telle donnée, mais de partir d'un sous-groupe compact modulo le centre maximal, et
d'imposer des conditions à une représentation de ce sous-groupe, pour qu'elle s'induise
en une représentation irréductible cuspidale de GL^(F). Cela nous a semblé préférable
pour trois raisons : pour dénombrer plus facilement les représentations obtenues, parce
que la construction de Howe ne fonctionne que dans le cas modéré où n est premier à la
caractéristique résiduelle de F, et enfin parce que la donnée (T, 9) présente une relation
tortueuse avec la représentation du groupe de Weil qui doit être associée à notre
représentation cuspidale (cf. [30]). Toutefois nous devons signaler deux travaux récents :

1) Henniart [20] a utilisé notre construction dans sa preuve de la conjecture de
Langlands locale pour GL3 : son travail fournit une construction explicite des représenta-
tions « très cuspidales » et cela lui permit de définir explicitement un changement de
base modéré pour GL3 (cette partie du travail de Henniart est en fait valide pour GL,,,
n premier).

2) Moy [34] a démontré, par une méthode de dénombrement analogue à celle du
présent article, que les représentations construites par Howe dans le cas modéré (mais
sans l'hypothèse que n est premier) épuisent la série cuspidale de GL,,. Utilisant ce fait,
Moy exhibe ensuite une correspondance entre a^ et 9^ (toujours dans le cas modéré) qui
préserve les facteurs e locaux et qui est compatible à la torsion par des quasi-caractères.

Signalons enfin que Kazhdan vient de construire par voie globale les représentations
de GL,, (F) qui doivent correspondre aux représentations du groupe de Weil qui sont
induites à partir d'un quasi-caractère du groupe de Weil d'une extension cyclique de
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REPRÉSENTATIONS CUSPIDALES DU GROUPE LINÉAIRE 193

degré n de F. Utilisant ce résultat, Henniart sait faire marcher pour GL^, n premier, les
arguments de sa thèse.

Le cas où n, non premier, est divisible par la caractéristique résiduelle de F, présente
des difficultés pour l'instant insurmontables. Nous renvoyons à Corwin ([9], [10]) et
Koch-Zink [28] pour l'étude du cas analogue des algèbres à division.

Ce travail a été annoncé dans [4], écrit au début de 1982 et légèrement remanié en mai
1983. Nous présentons ici une construction unifiée des représentations obtenues à partir
des divers sous-groupes compacts modulo le centre maximaux. Nous donnons des rensei-
gnements plus précis sur l'arithmétique de GL^(F) relativement à ces sous-groupes qui
sont l'analogue de résultats de Koch [27], sur l'arithmétique des algèbres à division; nos
dénombrements sont aussi plus explicites que dans [4]. Bien que plus long, j'espère que
ce travail en devient plus agréable et peut être plus utile.

Le contenu en est le suivant : le paragraphe 1 est consacré à des généralités sur
l'induction, le paragraphe 2 à des généralités sur les sous-groupes de GL^ (F) compacts
modulo le centre. Au paragraphe 3 nous développons des résultats sur l'arithmétique de
GL^ (F) relativement à ces sous-groupes, et nous les utilisons au paragraphe 4 pour
construire des représentations cuspidales. Au paragraphe 5 nous calculons les degrés
formels de ces représentations. Le paragraphe 6 est consacré au calcul du degré de
certaines représentations, dites générales, du groupe multiplicatif d'une algèbre à division;
je le dois à Deligne, que je remercie de m'avoir communiqué ces résultats et de m'autoriser
à les utiliser ici. Au paragraphe 7 nous énonçons les résultats permettant de comparer
les représentations de GL^ (F) et celles du groupe multiplicatif d'une algèbre à division.
Nous les utilisons au paragraphe 8 où nous dénombrons les représentations que nous
avons obtenues.

Je remercie en particulier P. Cartier et G. Henniart pour l'intérêt porté à ce travail et
l'aide qu'ils m'ont parfois fournie, et le premier pour m'avoir incité à rédiger cet article.

0. Notations

F désigne un corps local non archimédien. On note (9 son anneau d'entiers, CT une
uniformisante, k le corps résiduel, q le cardinal de k.

v : F* -> Z est la valuation, normalisée par v(w)= 1, et | [ =q~" la valeur absolue.
\|̂  est un caractère additif de F choisi une fois pour toutes. On suppose que le

conducteur de ̂  est (9 : le noyau de x|/ contient (P, mais ne contient pas în~1 (9.
G désigne le groupe GL,(F), et Z son centre, qu'on identifie à F*.
Tous les groupes que nous considérerons seront « de type t. d. » (voir [6]). Leurs

représentations seront supposées lisses. Pour fixer les choses, nous supposerons ces
représentations à valeurs dans des espaces vectoriels complexes; cependant, la topologie
du corps de définition n'intervient pas, et il ne changerait rien de remplacer le corps des
complexes par un quelconque corps algébriquement clos de caractéristique nulle.

Un quasi-caractère d'un groupe est une représentation de dimension 1.
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194 H. CARAYOL

Si H est un sous-groupe de G et ^ un quasi-caractère de F*, nous noterons encore ̂
lorsque cela n'introduira pas de confusion, le quasi-caractère de H obtenu en composant %

avec le déterminant H det-^ F*. Pour n une représentation de H, on considérera en particu-

lier ses « tordues » TI®/.
Si K est une représentation lisse de H, n est la représentation contragrédiente. Elle est

lisse. Soit v un vecteur de l'espace de 71, ? un vecteur de l'espace de îï. Le coefficient
correspondant est alors la fonction sur H : h -> <7i;(7î)i;,?>.

Si H est un sous-groupe de K et p une représentation de H, pour tout élément k de K
on note ̂  la représentation de k H k ~1 déduite de p de façon évidente : k? (khk ~1) = p (h).

1. Généralités sur Finduction

Soit H un sous-groupe ouvert de G, contenant Z, et tel que H/Z soit compact. Soit p
une représentation lisse de H sur un espace W. On définit alors deux représentations
de G, l'induite compacte notée ind^ p et l'induite (non compacte) Ind^ p. On renvoie à
([IL [6]) pour les définitions et les propriétés de ces foncteurs. Rappelons seulement ici
que ind^ se réalise comme la représentation, par translations à droite dans l'espace des
fonctions / : G -> W vérifiant les deux conditions suivantes :

1° f(hg)=p(h)f(g) pour tous AeH, geG.
T Le support de / est contenu dans la réunion d'un nombre fini de translatés de H y

de H.
Soit 7i=ind{| p. On vérifie aussitôt les assertions suivantes :
1.1. ind^ (p®/) =n®% pour tout quasi-caractère (lisse) ^ de F*.
1.2. Si p est préunitaire, n l'est aussi.
1.3. Si (p est un coefficient de p, la fonction $ obtenue en prolongeant (p de H à G

par 0 en dehors de H est un coefficient de n.
En effet, supposons que (p soit le coefficient associé à un vecteur w e W et à une forme

linéaire feW.
On vérifie que la fonction suivante sur G est dans l'espace de n :

— — f ( g ) = f p ( g ) w si geH
g J w ( g ) \ 0 s i ^H .

On vérifie que la forme linéaire suivante sur W est dans l'espace de îï :

f^ <(/(!)).

Et on voit que le coefficient correspondant est bien (p.
On suppose désormais que p est irréductible^ et donc de dimension finie. En général,

n n'est pas admissible. Cependant il résulte d'un théorème de Jacquet [24] que si n est
irréductible, elle est admissible. En vertu de (1. 3) elle est alors cuspidale.

4e SÉRIE — TOME 17 — 1984 — N° 2



REPRÉSENTATIONS CUSPIDALES DU GROUPE LINÉAIRE 195

En tous cas, il résulte facilement de la définition de ind p que sa restriction à H est
donnée par;

(! • 4) n |H== ® Ind -̂l ('P |Hn,H,-0
9

g décrivant un système de représentants des doubles classes de G modulo H.
Le critère suivant permet de vérifier que n est irréductible pour p convenable :
1.5. PROPOSITION (voir [23]). — (1) Soit p une représentation lisse irréductible de H et

soit 7r=ind^p. Supposons que pour tout geG—H les représentations p|HnaH -1 et

g? lïingHff-1 soient disjointes (î. e. n'aient pas de constituant commun). Alors n est admissible
irréductible cuspidale.

(2) Soient pi et p^ satisfaisant les hypothèses de (1) et soient n^ et n^ les induites
correspondantes. Supposons que pour tout g e G les représentations pi |nn H -1 et

gP2 \Hr^gïïg~1 soient disjointes. Alors n^ et n^ ne sont pas équivalentes.
Faute de connaître une référence convenable, je donne ci-dessous un argument

prouvant 1.5.
Pour prouver (1), il suffit d'après une remarque précédente de montrer que n est

irréductible.
D'après (1.4) et l'hypothèse faite sur p, on voit que dans la restriction n |n, p apparaît

avec multiplicité 1.
Supposons que n ne soit pas irréductible. Soient alors V et V des représentations lisses

non nulles de G qui s'insèrent dans une suite exacte :

0 ->- V ->- n -> V -> 0.

Des propriétés données dans [1] concernant les foncteurs d'induction, le passage à la
contragrédiente, et la réciprocité de Frobenius, il résulte que :

(a) Hom^V [n, p)^0, parce que V <^ Indg p.
(b) HomH (V' In, P) ̂ 0, parce que V c; Indg p.

De la semi-simplicité des représentations lisses de groupes compacts modulo le centre
« de type t. d » (cf. [6], p. 119, pour le cas des groupes compacts, l'extension au cas des
groupes compacts modulo le centre étant facile), il résulte que (b) entraîne que p intervient
dans la restriction V'^. Toujours par semi-simplicité, ce dernier fait et (à) contredisent
le fait que p apparaît dans n avec multiplicité 1, et cette contradiction prouve donc que 71
est irréductible.

Pour prouver (2) on remarque que l'hypothèse faite, et (1.4), entraînent que pi
apparaît dans n^ |n mais pas dans n^ ]„.

1.6. Remarque. — Si p satisfait aux hypothèses de 1.5 alors p aussi. Par suite ind p
est admissible irréductible. Il en est de même pour sa contragrédiente Ind p. On en déduit
que dans ce cas :

ind§ p=Ind^ p.
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196 H. CARAYOL

1.7. Remarque. — La décomposition (1.4) admet une généralisation évidente au cas
où on restreint K à un autre sous-groupe H' ouvert compact modulo Z. De même
l'énoncé 1.5 (2) au cas où l'on suppose que pi et p^ sont des représentations de deux
sous-groupes distincts H^ et H^.

2. La structure des groupes compacts modulo Z maximaux

Soit V l'espace vectoriel F". Supposons donnée une décomposition de n en deux facteurs
n=rs.

Un réseau dans V est un sous ^-module de rang n.
Considérons dans V une suite indexée par Z, décroissante, de réseaux, vérifiant les

propriétés suivantes :

Lf+s=CTLf
dimi,(L,/Lf+i)=r.

Considérons aussi un élément z^ de G qui vérifie :

zs ^i =L^i+l

(ZJ^CT (Z étant identifié à F*).
Alors on introduit le sous-groupe compact K, de G formé des g qui vérifient la condition :

g L( = L, pour tout i.

On note Z, le groupe cyclique engendré par Zy Z, normalise Ky Le groupe engendré
dans G par Z, et K,, qui s'identifie donc au produit semi-direct de ces deux groupes, est
noté Z,K,. Ce sont ces groupes Z,K, qui vont nous être utiles à la construction de
représentations cuspidales de G.

2.1. Exemple. — e^. . . ̂  désignant la base canonique de F" on considère la suite de
réseaux :

Lo=^i©^(?2©- • -®^n

Li=^i©. . .©^^-,©tn^^_,+i©. . .©CT^

L,_i=^é?i©. . .©^^©în^^+i®. . .©CT^

prolongée à Z en posant L^^CT" L( pour aeZ, i=0, . . ., s— 1.
Le groupe K, correspondant est l'ensemble des matrices nxn décomposées en blocs

r x r :
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REPRÉSENTATIONS CUSPIDALES DU GROUPE LINÉAIRE 197

vérifiant les propriétés

a^eM^(^) si j>i
a^GL,(d))
a^evsM^(0) si j<i.

Un choix de z, est :

( Or 1,.^;...-...———0,

o-..^•••••^:;•••l

t^. ......::•;:: O,.....*.';-.̂

2.2. Il est standard de vérifier que deux suites (L^) et (L,') vérifiant les conditions
imposées se déduisent l'une de l'autre par l'action d'un élément de G. De plus, la suite
(L;) étant fixée, un élément z, vérifiant les conditions imposées est unique modulo un
élément de K,.

Par suite, à conjugaison par un élément de G près, le couple (K,,Z,KJ ne dépend pas
des choix de (L^) et de Zy

Z, K^ est T ensemble des éléments de G qui laissent globalement invariante la suite (L,),
i. e. les éléments g tels qu'il existe une application \JL de Z dans Z vérifiant g L^ = L^). (En
effet la suite (L,) étant décroissante et vérifiant |L,/L,+J=^, on voit qu'une telle \x est
nécessairement une translation; modifiante par une puissance convenable de z,, on
obtient donc un élément de K,).

Nous supposerons dans la suite que les L; et z, sont choisis comme en 2.1.
2.3. Z,K, contient Z, et le quotient est compact.
2.4. Cas particuliers. - K,==GL^), Z, Ki=ZGL,(^); K^ est un sous-groupe

d'Iwahori [39].
2.5. Il est connu, et facile de vérifier en interprétant en termes de réseaux la structure

de l'immeuble de Bruhat-Tits de G [39] que tout sous-groupe de G compact modulo Z
est conjugué à un sous-groupe d'un tel Z,K,. Ces derniers n'étant pas conjugués, ils
constituent un système de représentants des classes de conjugaison des sous-groupes
compacts modulo Z maximaux. Nous n'utiliserons pas cette propriété.

2.6. Nous allons introduire des filtrations des groupes K,, dont nous ferons un usage
constant dans ce qui suit.

Commençons par définir une filtration décroissante de l'espace vectoriel End V= M^ (F) :
Soit m e Z. On définit :

A^= { fe End V//(L,)cL^ pour tout i}.

Ce sont des réseaux de M,, (F). Ils sont stables par conjugaison sous Z,K,.
Ils constituent une filtration décroissante de type Z de M^(F).
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198 H. CARAYOL

A^ est une sous-algèbre de M^(F), et K, en est le groupe des éléments inversibles. Pour
m^ 1, les A^ sont des idéaux bilatères de cette algèbre.

On a : Am=z^A^
Pour m^ 1, on pose K^= 1 +A^. Les K,"1 sont des sous-groupes de K, distingués dans

ZsK,
2.7. Le produit A^A^ est égal à A^'. Il en résulte que pour des entiers m et;?

vérifiant 2p^m^p^ 1, le groupe quotient Kf/K^ est aMfen et naturellement isomorphe
au groupe additif Af/A^*.

2.8. L'accouplement : M^(F) x M^(F) ^ C*
(x,jQ -^ v|/(Tr(x>0)

(où Tr désigne la trace)
met en autodualité le groupe abélien localement compact M^ (F).

Pour cet accouplement, un petit calcul nous permet de vérifier que :

l'orthogonal de A^ est Ag"^1"'5.

Par suite, le groupe des caractères de Kf/K^, pour des entiers p et m comme en 2.7,
s'identifie à A," w +1 - 7A,~ p +1 ~s.

2.9. Notons aussi le lemme suivant qui nous sera utile :
LEMME. - Pour m ̂  1 : dét K^= 1 +t^t(w-l)/s]+l ̂  où [ ] désigne la partie entière.
En effet, écrivons m - l = ^ s + H avec 0^n<s. Alors K^l+n^A^1; A^1 est

l'ensemble des matrices n x n décomposées en blocs r x r :

^=(û,/)i^,,i^, a,,eM,(F)
vérifiant les propriétés

û^eM,.(^) si j-i>\i
û^eCTM,(^) si [i^j-i>\i-s
ay.e^M,^) si [i-s^j-i.

En particulier la réduction modulo CT^1 d'un élément de K^ est unipotente. D'où
l'inclusion det K^c 1 +CTX+1 ^. L'inclusion inverse se voit en considérant par exemple les
matrices diagonales dans A^1.

(Remarquer aussi que : detK,=^*).
3. La multiplication par xn induit un isomorphisme entre les k-vectoriels L,/L;+i et

Ll+s/Ll+s+l» par lequel nous identifions ces deux espaces. Un élément de A^ induit pour
chaque i un endomorphisme de L,/L,+i, d'où un homomorphisme d'anneaux- R -
A,0^ ]-[ End,(L,/L,^).

l€Z/S Z

On voit, d'après les définitions du paragraphe précédent, et la description explicite
2.1, que le noyau de R est A,1. Nous obtenons donc un isomorphisme d'anneaux, noté
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REPRÉSENTATIONS CUSPIDALES DU GROUPE LINÉAIRE 199

encore R :

R:A?/A,1 ^ n End,JL,/L^).
l€Z/5 Z

Nous pouvons utiliser aussi l'action de z, pour identifier L;/L,+i et L^i/L^, donc
pour identifier entre eux tous les L,/L,+i, d'une façon compatible à l'identification que
nous avons déjà entre L,/L,+i et L,+,/L,+^i, parce que z^=v5. Avec ces conventions, les
algèbres Endk(L,/L,+i) se trouvent identifiées à une même algèbre de matrices r x r sur k,
que nous notons E. L'action par conjugaison de z, sur A^/A,1 se transforme via R en
une permutation circulaire :

(3.1)

Si
R(a)=(ao, . . .,a,_i), a,eE

alors :
R (z, az,'l)=(^_^ ao, . . ., a,_2).

Nous noterons a l'automorphisme ainsi défini de E2752. Considérons maintenant l'appli-
cation

A^/A^^A^/A,1

U -> CT""^5.

Si l'on écrit U=Z^UQ, avec UQ e A^, (3.1) nous permet d'exprimer R(v5~mus). Posant
T=CT~W , on a la formule :

R(t^-w<^==TS- l(R(Mo)). . .ï(R(uo))R(uo).

Ou, plus explicitement, si ROlo)^^ . . .,a,-i) alors R^^M^dîo, . . -^Ps - i ) avec :

^i=<:x•i+(s-l)m' ' •al+mal•

Dans le cas particulier où m est premier à s, la permutation circulaire d'ordre m engendre
le groupe des permutations circulaires. On voit alors que les P, sont des endomorphismes
simultanément tous inversibles ou tous non inversibles, et que dans le premier cas ils sont
conjugués entre eux deux à deux.

La définition suivante sera fondamentale dans toute la suite :
3.2. DÉFINITION. — Un élément u de A^/A^1'1'1 est (s-) cuspidal si m est premier à s, et

si R^"" u8) est un s-uple cT endomorphismes réguliers elliptiques (i. e. de polynôme caracté-
ristique irréductible sur k).

Dans le cas où u est cuspidal., le 5-uple en question est donc constitué de matrices
deux à deux conjuguées.

Nous dirons aussi qu'un élément u de M,, (F) est (s-)cuspidal s'il existe m tel que
ueA^ et que sa réduction modulo A^^ soit cuspidale. On voit qu'un tel m est alors
bien déterminé (u ne devant pas appartenir à A^) de sorte qu'aucune confusion n'est
possible.
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Faisons deux remarques évidentes :
— la conjugaison par le groupe Z, K, préserve l'ensemble des éléments cuspidaux.
— Un élément cuspidal est inversible dans M^(F) [cela résulte du fait plus général

qu'un élément de A^ de réduction sur A^/A^ inversible, est inversible dans A^ et donc
aussi dans M,, (F)].

Le reste de ce paragraphe est consacré à étudier les propriétés des éléments cuspidaux.
3.3. PROPOSITION. — Soit u un élément (s-)cuspidal de M^(F). Alors u est un élément

régulier elliptique de M^(F). Le corps ¥(u) est une extension de F d'indice de ramification s
et de degré résiduel r. La fîltration induite sur F (u) par les A^ coïncide avec la filtration
définie par les puissances de l'idéal premier. Le groupe multiplicatif ¥ (u)* est contenu dans
Z,K, et la filtration habituelle de ¥(u)* est la trace de la fîltration de Z,K, que nous
avons définie, soit Z^K^ïC^K^...

Preuve. — Soit m tel que u e A^*, u^A^1, et posons ao=v5~m M5. Par définition m est
premier à s et R (ûo) est un s-uple de matrices cuspidales.

Soit P=SafX1 un polynôme non nul de degré inférieur à n. Nous allons montrer que
x=P(u) est alors une matrice inversible, ce qui établira le fait que u est régulier elliptique.

Si v désigne la valuation sur F, considérons l'ensemble 1 des i tels que v{^s-\-mi soit
minimum. L'hypothèse que m est premier à s entraîne que deux tels i sont congrus
module s. Si î'o désigne le plus petit élément de I, et J l'ensemble des (i—io)/s lorsque i
parcourt I, on peut écrire l'élément x' = ̂  a, u1 sous la forme :

tel

x'^o^a^,^^.
J'eJ

Les ^Q+sj^^io+sj^ sont de même valuation, qu'on peut supposer nulle quitte à
multiplier P par une constante. L'hypothèse faite sur OQ entraîne que la réduction modulo
Aj de ^ P»o+sj ^o est inversible (car le degré de ce polynôme en OQ est inférieur à r). De

J'eJ
la remarque finale de 3.2, on en conclut que x7 est produit de u10 et d'un élément
inversible de A^, soit k. Alors :

k~1 u~10 x-l=^ k~1 u'^ (Xf u1.
itî

u étant de la forme zmk>\ avec k'eK^ on voit que le second membre est dans A^ (car
pour f^I , mf+u(af ) s est strictement supérieur à m f o + u (a^) s=mio).

L'élément x apparaît alors comme le produit de u^k par un élément de K^. Il est
donc inversible, comme annoncé. Parce que u est dans Z,K,, on voit de plus qu'il en est
de même de x. D'où l'inclusion :

F(M)*ŒZ,K,

Définissons maintenant une application w : M,, (F) -> Z U { oo } par
w(x)=sup{À,; xeA^}; on voit que w(u)=m et que w(^)=sv(k) si À,eF*. On constate
aussi l'égalité ^(xy)=w(x)+w(y) si x ou y est dans Z,K,.
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La restriction de w à F(u)* est donc un homomorphisme, surjectif parce que w(u) et
\v(m) sont premiers entre eux. C'est une valuation; c'est donc la valuation de ¥(u) qui
prolonge celle de F.

La valeur de l'indice de ramification en découle, ainsi que les énoncés sur les filtrations
de F(u) et de F (M)*, et cela achève la démonstration.

Avec les notations de la proposition 3. 3, V est un F(u)-vectoriel de dimension 1 et les
Lf sont des réseaux stables par (9^^ l'anneau des entiers de ¥(u). Une telle propriété
détermine la suite des L; à une translation sur i près. On aurait pu procéder de manière
inverse, se donner a priori l'extension ¥(u) et en déduire le compact K,, ce qui est plus
habituel (cf. [23]), mais pour des raisons expliquées dans l'introduction notre démarche
est préférable pour les buts que nous poursuivons.

Ces remarques vont cependant nous être utiles pour établir la proposition suivante qui
constitue la clé de notre construction de représentations cuspidales :

3.4. PROPOSITION. — Soient u et u' deux éléments (s-) cuspidaux de M^(F) et g un
élément de G qui conjugue u en u\ Alors g est dans Z^ Kg.

Preuve. — Puisque u'=gug~1, la conjugaison par g induit un isomorphisme F-linéaire
entre les corps F(u) et F (M'). Désignant par (9^ et (9^ leurs anneaux d'entiers respectifs,
on voit que la conjugaison par g induit un isomorphisme entre (9^ et (9^. Il en résulte
que les réseaux g L, sont stables par (9^. En effet :

^gLi=g^L,=gL,.

Étant stables par ^, ils sont, d'après les remarques précédentes, de la forme Lj. Il
existe donc une application p, de Z dans Z telle que :

^L,=LH(,).

Mais cela entraîne, d'après 2.2, que g est dans Z^Ky
3. 5. LEMME. — Soit ueA^ tel que sa réduction dans A^/A^1'1'1 soit cuspidale, et soit x

un élément de A[. Supposons que ux—xue^^1^1. Alors xeF^+A^'1'1.
Remarque. — Ce lemme est l'analogue d'un résultat de Koch [27] relatif aux algèbres

à division, que nous utiliserons au paragraphe 6.
Démonstration. — Écrivons U=--Z^UQ, x==z[xo. L'hypothèse faite sur ux—xu se récrit,

d'après (3.1):

a-^ROloWR^^-^R^oWROlo).

Posons R(ûo)=(ao, . . ., ^s-i) et ^(^(^(PO» • • • » Ps-i)- L'ensemble d'indices étant
identifié au groupe Z/sZ, cette égalité signifie que, pour tout î : ^i+i^i=^i+m^ Ou
encore, les a, étant inversibles (parce que u est cuspidale) :

(à) P^=a^P,a.-1.
Appliquant s fois cette relation, on trouve :

(b) |^.=p^=A^P,A,-1

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



202 H. CARAYOL

où l'on a posé : A,=af+^_i )^ . . . a,+^a,. Parce que m est premier à s, il existe un
unique entier k dans [0, s -1] tel que km soit congru à l modulo s.

Posons Ci=(i^^-i)m • - • ^i+m^b o11 voit alors que :

C(A(C( =A,+(.

Comme d'après (b) : PfA^A^p,, on voit que c,"1 p; commute avec A;. Mais A, est
régulière elliptique par hypothèse, son commutant est donc le corps qu'elle engendre, il
existe par suite un polynôme P, à coefficients dans k tel que :

P-c,P,(A,).

On peut même prendre P; indépendant de f. En effet si la relation précédente est vraie
pour i, on trouve en appliquant (a) :

P^=a.^c,P.(A,)a,-1.
or amcI=^+ma»> et ^-^(A^a^^P^Af+J. Par itération (m étant premier as, tout
élément de Z/sZ est de la forme f+X,m) on voit qu'il existe un polynôme P tel qu'on ait
pour tout i :

P,=c.P(A,).

Mais cela est équivalent à la conclusion du lemme. En effet écrivons P=^^X\
Désignons encore par/?^ un relèvement dans (9 dep^ Soit H l'entier tel que mk=l+[is.

Considérons alors le polynôme P^vs'^m'^p^X^^. Si a désigne l'automorphisme
3l

a ̂  z,az,~1 de A^, on calcule :

F(M)=ÎCT-^SîCT-w^(z^Mo)k+À"s=CT-^SCT-mx^ZW(k+^)U^

où l'on a posé : U^CT-^-^-^Mo) . . . a~m(uo)u^
D'où F(u)=z^^U,.
On vérifie aussi que R^J^UO est le 5-uple (yo, . . . , Y s - i ) avec Yf^fI^A,).

C'est-à-dire :
R(Z^UJ=R(xo).

XO—^A,U^ appartient donc à Aj. Par conséquent, x—F^eA^1, et le lemme est
prouvé.

3.6. PROPOSITION. - Soit ueA^, u^A^1, un élément cuspidai Soit p un entier (p^i)
et considérons la classe ù de u dans A^/A;"^. Pour Faction par conjugaison de Z^K, sur
A^/A^, le stabilisateur de ù est le groupe F(u)*.Kf engendré par ¥(u)* et Kf. [Noter
que ¥(u)* normalise Kf, ce qui justifie la notation.]

Preuve. — Soit S le stabilisateur en question, et S^F^^ICf. L'inclusion S'cS est
claire. Considérons la trace sur S de la filtration de Z, K,, soit :

s-^s, s°=snK,,.... S^SHK:, ...
et de même pour S'.
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Pour i^p, nous avons: S^S^K^. L'égalité entre S et S' sera obtenue si nous
montrons que pour i<p, l'inclusion de S '̂/S'̂ 1 dans SyS1^1 est un isomorphisme.
Pour un tel i, S'VS714-1 s'identifie à IT/U^1, où (U1) est la filtration de ¥(u)* (cf. la
proposition 3.3). Distinguons trois cas :

(a) Si f= -1, soit xeS, et soit ( l'entier tel que xez[K^ Choisissons un élément y de
¥(u)* de valuation ;. On voit alors que x ~ l y appartient à SHK,. L'inclusion de
g/-iyg/o ^^g S^/S0 est donc un isomorphisme.

(b) Si f=0, soit xeS°. Par définition de S°, on voit que ux-xu appartient à A^'1'1.
Appliquant le lemme précédent, on voit que x s'écrit :

x^x'+x" avec x'eFQi), x^eAj.

En fait, x' appartient à F (u) H K, = U° [car x' = x (1 - x ~1 x"), x étant dans K, et x ~1 x"
dans AJ]. Il en résulte la surjectivité de l'inclusion S^/S^ -> S°/S1.

(c) Cas où/?>f>0. Écrivons x(=S1 sous la forme x= 1 +a, aeA^.
On voit que x~lux-u=-(x.u^-uQi modulo A^1^. L'élément du-ud de A^

appartient donc en fait à A '̂1'1'1'1, et nous pouvons appliquer le lemme précédent. On en
conclut que a modulo A^1 provient de F(u). L'inclusion de S'YS'1^1 dans S ' / S ^ 1 est
donc surjective, et cela achève la preuve de la proposition.

3.7. L'application : A^/A^1 ->A,°/A,1 qui envoie u sur w""*^ induit, lorsque m est
premier à s, une application entre Z^K^-classes de conjugaison cuspidales de A^/A^1 et
Z,K,-classes de conjugaison de A^/A,1. Via R et compte tenu des remarques du début de
ce paragraphe, on obtient en définitive une application des Z,K,-classes de conjugaison
cuspidales dans A^/A^1"1'1 vers les classes de conjugaison du groupe GL^(k) qui sont
elliptiques régulières.

LEMME. - Si m est premier à s, F application naturelle des Z^K^classes de conjugaison
cuspidales de A^/A^ vers les classes de conjugaison elliptiques régulières du groupe
GL^(k) est une bijection.

Preuve. - Soit u un élément de A^/A^-'1, écrivons le u^z^u^ avec MoeA,°/A,1; ̂  est
déterminé par R(Mo)=(ao, . . ., a,_i). u est cuspidal si et seulement si ^-i)m • • • ^m^o
est elliptique régulier, et alors l'application associe à u la classe de conjugaison de cet
élément. Tout élément elliptique régulier de GL^(k) pouvant évidemment s'écrire sous la
forme d'un tel produit de s éléments de GL^(k), on voit que l'application du lemme est
surjective.

Plutôt que d'étudier l'effet de la Z, K^-conjugaison sur A^/A^, nous allons prouver
que l'application est bijective en montrant que les deux ensembles ont même cardinal :
Notons g le cardinal de GL^(k) et e le cardinal de l'ensemble de ses éléments elliptiques
réguliers. Avec les mêmes notations que plus haut, un élément cuspidal est déterminé
par s-1 matrices inversibles (XQ, . . ., oc.s-2 et ̂ e matrice régulière elliptique ao . . . a,_i.
Le cardinal de l'ensemble des éléments cuspidaux de A^/A^ est donc gs~le.

D'après la proposition 3.6, le cardinal de la classe de conjugaison d'un tel élément u
est égal à l'indice (Z,K, : ¥(u)*K^). Si U° désigne l'ensemble des unités de F(u) et U1
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l'ensemble de celles qui sont congrues à 1 modulo l'idéal premier, on a :

(Z^:¥(urK^=(K^:\J°K^

et ce dernier indice se calcule par la fibration

U°/U1 ~> K,/K; -> K,/U° K,1.

On trouve donc que l'indice cherché vaut (K, : K^)(U0 : U1)"1, soit ^(^-l)"1. On
en déduit le nombre de Z,K,-classes de conjugaison cuspidales de A^/A"4'1 : c'est
^"^/(^-l)"1), soit e^-^g-1.

D'autre part, le centralisateur d'un élément elliptique régulier de GL^(k) est le tore
elliptique qu'il engendre. Le cardinal de sa classe de conjugaison est par conséquent
^(^—l)"1. Il en résulte que le nombre de classes de conjugaison elliptiques régulières
de GLy est e((f— l)g~1, et ceci termine la démonstration du lemme.

4. Construction de représentations cuspidales

Soit m ̂ 2. D'après 2 .7 le groupe quotient K^1"1/^ est abélien et naturellement
isomorphe au groupe additif A^^/A^*. Ses caractères s'identifient d'après 2.8 aux élé-
ments de As'm+l~s|As'm+2~s. On transporte, via cette identification, la notion de cuspida-
lité introduite au paragraphe précédent. Cela justifie la définition suivante :

4.1. DÉFINITION. — Une représentation de Z,K, est très cuspidale de type m ̂ 2 si :
(i) elle est triviale sur K^*

(ii) sur K^"1/]^ elle se décompose en caractères (s-) cuspidaux.
Nous considérerons aussi des représentations du groupe ZiKi=ZGL^((P) triviales sur

K{. Ici le groupe quotient K^/K^ s'identifie à GL,,(k). Nous complétons la définition
précédente pour prendre en compte ces représentations :

Complément à la définition : Une représentation de Z^ K^ est très cuspidale de type 1
si :

(i) elle est triviale sur K{
(ii) elle induit sur Ki/IC^GL^(k) une représentation cuspidale, au sens de la théorie

des représentations des groupes réductifs sur un corps fini.
(Cela signifie que, pour tout sous-groupe parabolique P de GL^ (k), différent de GL^ (k),

la représentation n'admet aucun vecteur fixe non nul sous le radical unipotent de P, cf.
par exemple [14].)

Par définition, les représentations très cuspidales de type m de Z,K, n'existent que si
m — 1 est premier à s. Lorsqu'elles sont irréductibles, elles sont de dimension finie. Les
définitions données ici coïncident pour s = 1 ou s = n avec celles de la note [4], qu'elles
généralisent donc aux Z;,K^ intermédiaires. Nous allons aussi généraliser les résultats
(propositions 1 et 2) de cette note.

Rappelons que le conducteur d'une représentation n admissible irréductible de G est
l'entier c tel que le facteur e(s, 7t, ^f) de Jacquet-Godement [18] soit de la forme aq'" (\|/
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est de conducteur 0). n est de conducteur minimal si on ne peut pas abaisser ce conducteur
en tordant n par une représentation de degré 1.

4.2. THÉORÈME. — Soit p une représentation irréductible très cuspidale de type m de
Z,K,. Alors l'induite compacte de p de Z,K, à G est une représentation Ttp de G admissible
cuspidale irréductible de conducteur minimal. La valeur de ce conducteur est r (w—l)+n .
Les représentations ainsi obtenues sont deux à deux inéquivalentes.

Démonstration. - Écrivons H,=Z,K, pour alléger la notation.
(a) Supposons w^2 et soient pi et p^ deux représentations très cuspidales de type m

de H,. Montrons que si geG-H, pj H, Pl^H^-1 etg^ | H, U^ïU-1 sont disjointes.
Il suffit pour cela de montrer que Pi |K^~1 Fl^K^"1^"1 et ^K^"1 n^K;""1^"1

sont disjointes. Mais dans le cas contraire il existerait des caractères cuspidaux ̂  et ^3
de K^-VK;" tels que ̂  etg^ coïncident sur K^-1 n^K"-1^-1.

Soient alors u^ et u^ les éléments cuspidaux de A^'^^/A,"^2"5 associés à /i et ^2,
et désignons encore par u^ et u^ des relèvements de u^ et u^ dans ^m+l~s: pour
À,eA^~1, on a :

X,(l+^)=v|/(Tr(u^))

et pour ^e^A^*"1^"1

gX2(l+^=^(Tr(M2^-l?L^))=lKTr(^^-l?l)).

Si Xi et ^ coïncident sur K^-1 H^K^-1^-1, alors Mi-^^-1 est orthogonal
(pour v|/oTr) à A," 'U^A^-1^-1. L'orthogonal de cette intersection est la somme
A, "^-^A,-^2-^-1. Il existe donc 1/1, ̂  dans A,-^2-5 tels que :

Ut-gU^g~l=U\-gU^g~l\

cela signifie que les éléments cuspidaux u,-u\ sont conjugués par g, ce qui est impossible
d'après la proposition 3.4.

(b) Prouvons le même résultat que (a) dans le cas « complémentaire » s=l, m=l.
L'assertion ne dépend que de la double classe de g modulo ZKi, et l'on peut donc
supposer que g est une matrice diagonale :

/-•........ }
g=^ "•••^ °^^...^x,

g n'est pas dans Z^K^, les a, ne sont donc pas tous égaux; soit i tel que a^o^-n et
considérons le sous-groupe unipotent U de G formé des matrices :

\ 0 [ !„_,

On vérifie que : g(V H K{)g~1 contient U H K^.
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Sur U r\ KI, ^2 est donc triviale. Mais par définition d'une représentation cuspidale
de GL^(k), p^ n'a pas de vecteur fixe sous U Pi Ki. Cela prouve donc bien que pi etg?^
sont disjointes sur U 0 Ki, et a fortiori sur H^ Fl^Hi g~1.

(c) D'après la proposition 1. 5, il résulte de (a) et (b) que les induites sont irréductibles
cuspidales et que deux telles induites provenant de deux représentations inéquivalentes
d'un même Z,K, et de même type sont inéquivalentes. Du calcul du conducteur résultera
alors que deux induites provenant de deux représentations inéquivalentes sont
inéquivalentes : En effet la formule donnant le conducteur : c = r ( m — l ) + n montre que
c détermine r (comme le PGCD de c et n), donc détermine s, puis m.

Il ne nous reste donc qu'à vérifier les assertions relatives au conducteur.
(d) Considérons de façon plus générale une représentation p de Z,K, triviale sur K^

et telle que ït==indp soit irréductible cuspidale. Soit (p la fonction caractéristique de K^
et soit/un coefficient de p que nous prolongeons en une fonction sur G nulle en dehors
de Z^K,; d'après 1.3 on obtient ainsi un coefficient de 7t. En utilisant les notations de
Jacquet-Godement ([18], § 3), on voit alors que Z(q>, /, s) est une constante (non nulle).
Z(q>, 5,7) est alors de la forme a q^ où c est le conducteur de n.

Utilisons la notation — pour désigner l'égalité à une constante multiplicative près de
deux fonctions de s [nous faisons donc nos calculs dans CÇq'^/C* parce que seuls les
conducteurs nous intéressent, pas la valeur des facteurs e]. Calculons (p :

$(x)= f ^(ÏT(xy))dy,
JK^

où dy désigne une mesure de Haar additive.
D'où

$(x)= f i|/(Tr(x(l+0)^.

(p(x)=vKTr(x)) x|/(Tr(xO)À.
JA"

Cette dernière intégrale est nulle sauf si x est dans A"^1-5. Donc :

Fr(x)) f
JAi

^(X)-
f 0 si jc^A,-^1-5

[ voHA^vKTrOc)) si jceA-^-5

D'où:

Z(^, s,7)- | vKTrOc^T'OOldetxl^jc
Jz^nA^1-5

d*x désignant cette fois une mesure de Haar multiplicative. On sait que cette dernière
intégrale converge absolument si la partie réelle de s est assez grande. On peut alors
écrire :

r
Z(<P,s,/)- ^ ^(rTT(x))J(x)\detx\sd*x

i=-m+l-sJz^Ks
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soit, puisque | det z, | = | vf | = q -r :

Z(^,5j)- S q-^! v)/(Tr(z;x))7(z:x)rf*x
i = - m + l - s jKs

Nous savons a priori que dans cette somme, tous les termes sont nuls sauf un,
correspondant à un indice i tel que —ri soit le conducteur de n.

(e) Débarassons-nous du cas 5=w=l . Dans ce cas, pour f=0, v|/oTr est égal à 1 sur
z\ Ky et si 7 désigne le caractère de Z que définit p :

7(z^)=7(î^lx)=x-l(î^i)/(x-l).

f(x) ne dépend que de la classe de x dans K^/K^, et f(x)dx* est égal à une constante
JKI

(dépendant de la mesure de Haar choisie) multipliée par la somme :

S /M= Z /M.
Kl/Kt GL^(k)

Cette somme sur GL^(k) d'un coefficient d'une représentation cuspidale est nulle (parce
qu'une représentation cuspidale n'admet pas de vecteur fixe) et nous voyons donc que
dans la somme donnant Z((p, s , J ) tous les termes sont nuls sauf celui correspondant à
f= — 1. Le conducteur de n est donc bien n.

(/) Supposons désormais w^2. Calculons les intégrales qui figurent dans la somme
en partitionnant K, suivant ses classes module K;""1; soit A un système de représentants
pour les classes K^/K"-1. Alors 1(0= ^ I(f, À,), où

3ieA

1(0= f v|/(Tr(z;x))7(z^)^x
JK,

et

I(f, ^)= ( vKT^z^^z^jc)^.
JK"-1

Nous pouvons choisir pour simplifier le coefficient / correspondant à un vecteur
K^~ ̂ propre : En effet p se décompose sur K^1"1 en caractères; /vérifie alors :

f(xk)=f(x)^(k) pour feeK"-1

où ^ est l'un des caractères qui figurent dans la restriction de p à K^"1. Nous pouvons
écrire en utilisant les invariances de la mesure de Haar :

I(f, ^)= f ^(TT(x^zi^f(z^^-lx-l)d*x.
JK?-1
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Soit, en posant x = 1 +1, dt désignant une mesure de Haar additive :

I(f, ̂ -/(z^-1) f iKTrO?^))/-1^.
JA»-I

Pour i> — m + l — s , \|/(Tr(^Xz^)) est constant égal à 1 lorsque teA^~1. On voit donc
que si % est non trivial, toutes les intégrales ci-dessus sont nulles pour i> — m + 1 —s.

Donc, avec les notations précédentes, si / est non trivial, le conducteur de n est
r(m— 1 +s). Cela s'appliquis en particulier au cas où p est « très cuspidale de type m » et
nous donne la valeur du conducteur.

(g) Montrons enfin que ces conducteurs sont minimaux. Soit ^ un quasi-caractère de
F*. On a vu en (1.1) que :

7l/=n(S%=^dp/ où p^p®/.

Soit a(/) le conducteur de %. Distinguons plusieurs cas :
— Supposons a(^)^[(m—2)/s]+l. Alors d'après 2.9, (/°dét) est trivial sur K""1, et

donc p' est encore très cuspidale de type m; le conducteur de n' est donc égal à celui
de TL

— Supposons a(/)>[(w—l)/s]+l. Alors (x°dét) est non trivial sur K^*. Soit m'>m
le plus petit entier tel que p" soit trivial sur K^'. D'après (/) le conducteur de TC' est alors
r(m'— 1 +s), strictement supérieur à celui de n [on voit facilement qu'en fait c'est na(^)].

— Puisque m — 1 est premier à s, [(m—l)/5] est égal à [(w—2)/5] sauf si s=l. Le
dernier cas que nous avons à considérer est donc : s= 1, a(j)=m.

Mais alors on voit que p®X est encore très cuspidale de type m : en effet, si w==l ,
cela résulte du fait que la tordue d'une représentation cuspidale de GL^(k) est encore
cuspidale (parce que, sur les unipotents, det est trivial); si m ̂ 2, le caractère de
Ky1/^ défini par % est défini par une matrice scalaire de A ' [ m / A ^ m + l , et la somme
d'une matrice scalaire de M,, (k) et d'une matrice elliptique régulière est encore elliptique
régulière.

Le conducteur de îi' est alors égal à celui de TC, et cela achève la démonstration du
théorème 4.2.

5. Calcul du degré formel

Soit p une représentation irréductible très cuspidale de type m de Z,K,. Nous allons
montrer dans ce paragraphe qu'il est possible de calculer en fonction de s et de m le degré
de p; nous en déduirons une relation simple entre les degrés formels et les conducteurs des
représentations que nous avons construites au paragraphe précédent.

Commençons par quelques rappels de la théorie de Clifford-Mackey, pour lesquels on
renvoie par exemple à Koch-Zink [28].

5.1. Soit G un groupe profini, H un sous-groupe normal, y une représentation
irréductible continue de H. Soit G.y le stabilisateur de y pour l'action de G par conjugaison
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sur H, ensemble des représentations irréductibles continues de H. Alors toute représenta-
tion continue p de G, irréductible, dont la restriction à H contient y, est induite d'une
représentation de Gy (dont, évidemment, la restriction à H contient y).

5. 2. GROUPE D'HEISENBERG. — Considérons un groupe fini H, extension centrale d'un
groupe abélien P par un groupe abélien A :

1-,A-^H->P-^1

Le commutateur [h^ h^] = h^ h^ h^1 h^1 définit alors une application Z-bilinéaire alternée :

[ ] : P x P - ^ A

Soit îc un caractère de A tel que x(hi» Piï) soit un accouplement non dégénéré sur P
Dans ces conditions, il existe une unique représentation irréductible r^ de H telle que sa
restriction à A contienne /; le degré de r^ est \P\112, ]P| désignant le cardinal de P (en
fait, IPl^r^ind^).

5.3. Considérons maintenant une extension par le groupe d'Heisenberg d'un groupe
abélien B :

1 -> H -^ Ri -> B -> 1

Supposons aussi que le sous-groupe A de H est encore central dans H^ : alors H^ stabilise
la représentation r^ dans l'ensemble des représentations de H. Si r^ peut s'étendre en une
représentation de H^, alors on voit que toute représentation irréductible de H^ dont la
restriction à A contient ^ est équivalente à une telle extension r^ (deux telles extensions
diffèrent par un caractère de B).

L'obstruction à étendre r^ de H à H^ est un élément œ de H^B, C*). Ce groupe H2

s'identifie au groupe X_(B,C*) des accouplements antisymétriques sur B. On obtient
explicitement cet accouplement de la manière suivante :

— r^ s'étend en une représentation projective de H^ : h^ -^ ^(h^); n(h^) est bien défini
à un scalaire près.

— Soient fci, b^eB et relevons les en h^ h^ dans H^. Posons :

œ (&i, ̂ 2)=^ (/l21 ^-1 ̂  h,) n (h,)-1 n (h^)-1 n (h,) n (̂ ).

On vérifie qu'on obtient ainsi une matrice scalaire — donc un élément de C* — qui
ne dépend pas des relèvements choisis de b^ b^

œ ainsi défini est la forme bilinéaire antisymétrique d'obstruction.
Nous aurons affaire au cas particulier suivant :
5. 4. Soient H une extension comme en 5. 2, ̂  un caractère de A vérifiant les propriétés

de 5.2, et H i une extension comme en 5. 3, telle que A soit central dans H^. Supposons
de plus que B est un produit Z/a Z x Z/P Z de deux groupes cycliques, et que l'on peut
relever dans H^ un générateur de chacun de ces groupes de sorte que ces relèvements
commutent. Supposons enfin que PGCD(a, P, | P|) = 1. Alors r^ s'étend en une représenta-
tion de HI, et toute représentation irréductible de H^ dont la restriction à A contient 7
est équivalente à une telle extension i^ (en particulier de degré | P|1/2).
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En effet, si u et v désignent deux relèvements des générateurs, l'obstruction est détermi-
née par :

œ (u, v) = n (u) ~1 n (v) ~ 1 n (u) n (v).

Ce dernier commutateur étant de déterminant 1, l'ordre de œ divise le degré de r , soit
[P]172. II divise aussi, évidemment, aetp, et donc l'obstruction est triviale.

Remarque, — 5 . 4 s'applique en particulier au cas où B est un groupe cyclique.
5.5. Nous allons maintenant appliquer ces résultats aux représentations des groupes

Z,K, : soit p une représentation très cuspidale de type m de Z,K,. Supposons w^2. Soit
//=[w/2] et p==m-p\ Le groupe Kf/K^ est abélien et p s'y décompose en caractères.
Soit îc l'un d'entre eux. Soit Z^ son stabilisateur. D'après 5.1, p est induite par une
représentation pi de Zy

5C est défini par un élément u de A^'^'VA^'1'1"3 de réduction cuspidale modulo
^-m+2-s ^ proposition 3.6 nous calcule Z^ : u désignant un élément cuspidal de
^-m+i-s q^ définit /, nous obtenons :

Z,=F(u)*Kf.

Soit NcKfcKf le noyau de ̂  pi peut être considérée comme une représentation de
Z,/N.

5. 6. CAS ou m EST PAIR : p =p' = m/2.
Alors Z/N est abélien. - II suffit en effet de voir que pour xeAf, 5COO=X(^CM~1);

mais cela revient à l'égalité ^(TT(ux))=^(TT(u2xu~l)). pi est donc de dimension 1, et
le degré de p est l'indice (Z,K,: F(u)*Kf). Nous avons calculé dans la preuve du
lemme 3. 7 l'indice (Z,K, : ¥(u)* K,1). Remarquant que pour f^ 1 :

(F (u)* K: : F (M)* K^1)^ : KrW1 : U1^1)^25-

nous obtenons :
dim p=g;(^-l)-1 ^P-DO^-D

où p==m/2 et ̂  est le cardinal de GL^(k).
5.7. Cas où m est impair : p=(m+\)/2, //=(m-l)/2. Considérons la suite de sous-

groupes emboîtés :

Ri = F (u)* Kf'/N => H = F* U' Kf'/N => A = F* LT Kf/N.
Par le même argument qu'en 5.6, on voit que A est abélien. Il est aussi central dans

Ri, parce que le commutateur [Kf,Kf] est inclus dans K". Le quotient B=Hi/H
s'identifie à F(M)*/F*U1, un produit de deux groupes cycliques d'ordres respectifs s et
(<f— 1 )/((?— 1). Avec les notations précédentes, P s'insère dans une suite exacte :

1 -^ U^'/IP -^ Kf/Kf -> P -^ 1
d'où : JFl^25-^ Noter que r2s-r est pair parce que s est premier à w-1, donc
impair. Nous serons dans la situation décrite en 5.4, parce que |P| et (^-1)/(4-1)
sont premiers entre eux, après avoir démontré :
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LEMME. — /([/îi, h^]) définit sur P un accouplement non dégénéré.
Preuve. - Soit xeKf tel que x([^Yl)=l pour tout ^eKf. Il faut voir que

x e W Kf.
Écrivons x== 1 +t, ^= 1 +î'. On calcule le commutateur module K^, et on trouve :

[x,y}=l-}-tt/-t/t.

L'hypothèse est que, pour tout t ' e Af :

v|/(Tr(M(^-t'0)=l.

Cela s'écrit aussi :

v|/(Tr((i^-tM)0)=l.

Donc ut—tu est dans l'orthogonal de Af, soit A,"^1"5. On vérifie que cela signifie
que x stabilise la classe de tout élément de A,""''1'1"5^"^1"5 relevant u. D'après la
proposition 3.6, x est alors dans F (u)* Kf, ce qui démontre le lemme.

Nous pouvons donc appliquer 5.4. pi est de dimension | P|1/2 et l'indice (Z^K, : F(u)*
Kf) a déjà été calculé. On obtient :

dim p--=g;(^-l)-1 q^s-rw-i/i)

5.8. La formule :
-1 ^s-rdim p ==g; (g" -1) ~1 q^ s "r) ow/2 •1)

donne, dans tous les cas que nous avons considérés, le degré d'une représentation très
cuspidale de type m : cela résulte de 5.6 et 5.7 si m est supérieur ou égal à 2. Dans le
cas m== 1 (r=n,s= 1), on connaît la dimension des représentations cuspidales de GL^(k),
et on peut vérifier que cette dimension est encore donnée par 5. 8 (cf. par exemple [14]).

5.9. Le degré formel d'une représentation cuspidale dépend du choix d'une mesure de
Haar sur G/Z.

Si une telle mesure a été choisie, et si n est une représentation irréductible cuspidale
induite d'une représentation lisse de dimension finie p de Z^K,, il résulte de la définition
du degré formel (voir par exemple [6]), et de 1.3, que le degré formel de n est donné
par :

^-[voHZ^/Z^dimp.

5.10. Nous allons maintenant normaliser la mesure de Haar sur G/Z de sorte que la
représentation spéciale de G soit de degré formel 1. Nous verrons dans la suite l'intérêt
de cette normalisation.

On renvoie à Jacquet-Godement [18] pour la définition de la représentation spéciale.
Le centre Z de G agit trivialement sur l'espace de cette représentation, qui se factorise
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donc par une représentation de G/Z=PGL^(F), en fait la représentation spéciale de
PGL^. Le degré formel de la représentation spéciale de G, égal au degré formel de la
représentation spéciale de PGL^(F), est calculé dans un cadre plus général par Borel
([2], 5. 3 et 5. 7). Jacquet et Godement ([18], p. 89 et 96) le calculent aussi, sans le dire.
Le résultat est le suivant : si CT désigne la représentation spéciale et si la mesure de Haar
de G/Z est normalisée de sorte que le sous-groupe d'Iwahori, projection sur G/Z de K ,
soit de mesure 1, alors :

dW1 =n ̂  ^-J(W), w décrivant le groupe de Weyl affine et l(\v) désignant la longueur
d'un élément de ce groupe.

La somme ci-dessus est calculée dans ([3], p. 231). On trouve en définitive :

d(^=n^(q-\r
Nous normalisons désormais, dans tout ce qui suit, la mesure de Haar sur G/Z de sorte

que ZKJZ ait pour mesure n~1 (q"-!)'1 (q-1)". Alors d(a)=l.
5.11. Avec cette normalisation, nous allons calculer les degrés formels de nos représen-

tations. Il nous suffit d'après 5.9 de calculer les mesures des Z^KJZ.
Or

(Z,K,/Z : ZKJZ)=(Z, : Z)(K, : K^)=5(K, : K^).

Par l'application de réduction K, -> K,/K,1 ̂  [GL, (k)]5, K^ est l'image réciproque de
la puissance cartésienne s-ième du sous-groupe de GL^ (k) formé des matrices triangulaires
supérieures.

D'où

(K, : K„)==(g^-l)r^(r-l)/2)s=^te-l)-^-n(r-l>/2.

On en déduit que :

vol (Z, KJZ)=sn~1 (q"-1)-1 ̂  q-^r-DH

et donc, d'après 5. 8, 5. 9 :

^ (^)= n (ft~Y ^s-r^m/l)- l)+n(r-l)/2

s cj^—\

D'après 4.2 le conducteur de n est c = r ( m — l ) + n . On a :

(r2 . ^ ( m ^\Mn(r~r> n-1 / ^ n(r-l) 1
( ) [^ ~1 ) + ~~T~ = ~T ^-^^ —Y-= 2 ̂ -^ (c-n)+r-n)

d'où la formule reliant d(n) à c :

a"— 1
d(n)==r '__- ql/2^-^(c-n)+r-n)

c{-\
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(Noter que r est le PGCD de c et de n. Noter aussi que (n- l)(c-n)+r-n est toujours
pair, et que rf(7i) est entier).

6. Représentations (Talgèbres à division

6.1. Soit D une algèbre à division de centre F et de degré n2 sur F. Désignons par
D* le groupe multiplicatif de ses éléments non nuls. Le centre de D* s'identifie à F*, et
nous l'identifions au centre Z de G.

Nous nous intéressons aux représentations lisses et irréductibles de D*. Parce que
D*/Z est compact, une telle représentation est de dimension finie. La torsion par un
quasi-caractère admissible de F* se définit de la même façon que pour les représentations
de G, en remplaçant le déterminant par la norme réduite v : D* -> F*.

La théorie de Jacquet-Godement s'applique aux représentations lisses irréductibles de
D*, et leur attribue des facteurs L et e, et donc en particulier des conducteurs.

Désignons par (9^ l'anneau des entiers de D et par ̂  son idéal maximal. Définissons
de la manière suivante une suite décroissante (Uy^ de sous-groupes distingués de D* :

— U^ est le groupe des unités de (9^
- pour f ^ l , UD=I+^D.
Soit K une représentation lisse et irréductible de D*. Lorsque i est assez grand, la

restriction de n à U^ est triviale. Si i (n) désigne le plus petit entier tel qu'il en soit ainsi,
alors il est bien connu (cf. [28]) et facile de vérifier que le conducteur de n est égal à
f (7 i )+n—l. En particulier, les quasi-caractères admissibles de D* se factorisent via v et
admettent pour conducteur n— 1.

Rappelons aussi que si Tr désigne la trace réduite de D vers F, l'accouplement sur
D x D défini par (x,y) -> v|/(Tr(xy)) est non dégénéré, et que l'orthogonal de ^p,
relativement à cet accouplement, est égal à ^^lJ^l~n.

Rappelons enfin que le corps résiduel d=^D/^D est une extension de k de degré n. Si
TOD désigne une uniformisante de D (i. e. un générateur de l'idéal ^o), la conjugaison par
CTD : x -^ OTo^^D1 induit un automorphisme q> de d; (p est un générateur de Gal(d/k).
Il est possible, si on le désire, de choisir WD te! çi^ CTÏ)==W-

6.2. Soit m un entier, soit r le P. G. CD. de m et de n, et soit 5 le quotient n/r.
L'élévation à la puissance s induit une application de ̂ g/^;^ vers ̂ /^g^1. L'entier
ms=n.m/r est multiple de n, et le quotient précédent s'identifie, via CT""*^, ad. Nous
noterons u -^ CT'^M5 l'application ainsi définie de ̂ /^+1 vers d. Remarquons que le
degré sur k de w'^u5 est au plus égal à r. En effet, si l'on écrit u=vs^ MO, avec UoçA,
alors on voit que :

TO-^M^q)-^-1^^). • .(p'^^o).^""^).^

et nous reconnaissons là la norme N^/a O^o) où d" désigne la sous extension de d de
degré r sur k.

DÉFINITION. — Nous dirons que u e ̂ /^+1 est général si u est non nul et si xs'^ u8

est de degré r sur d.
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Remarquons que l'action de D* par conjugaison sur ̂ /^+1 préserve l'ensemble des
éléments généraux, que si m est premier à n un élément non nul de ^/^+1 est
automatiquement général. Remarquons aussi que n est premier et m multiple de n, un
élément de ̂ /^+1 est non général si et seulement si il est de la forme ny"^ UQ, avec
Mçek (car il n'existe pas alors d'extension intermédiaire entre k et d).

6.3. Soit n une représentation lisse irréductible de D* de conducteur c supposé
strictement supérieur à n. Cela signifie que n est triviale sur U^"^1 mais pas sur U^"".
Le groupe ^-"/VS^^1 est abélien et s'identifie à ̂ n|^n+l et la représentation n
s'y décompose donc en caractères deux à deux conjugués par l'action de D*. Via la
dualité décrite en 6.1, un tel caractère est défini par un élément de ^V^D^1- Cette
identification nous permet de transporter la définition 6.2 et de donner un sens, pour
un caractère de ^ J ^ " / ^ ^ " ^ 1 , au fait d'être général ou non.

DÉFINITION. — Nous dirons que n est générale si sa restriction à UD-n/UD-"+l se
décompose en caractères généraux.

Dans le cas où c = n, U^/U^ s'identifie à d*. Nous dirons encore que n, de conducteur n,
est générale si le stabilisateur dans Gai (d/k) de chacun des caractères de d* qu'elle définit,
est réduit à l'élément neutre.

Remarquons que, d'après les remarques qui suivent la définition 6.2, si le conducteur c
de K est premier à n, alors n est générale.

6.4. De même que pour les représentations de G, nous dirons qu'une représentation n
de D* est de conducteur minimal s'il est impossible d'abaisser ce conducteur en tordant K
par un quasi-caractères de F*.

Nous avons (cf. par exemple [28]) :

v(U^)=^,
pour i ̂  1

v(uy=F n \Ji^l+x3[(i+n~l)/n} ̂
Nous en déduisons que si 7 est un quasi-caractère (admissible) de F* de conducteur

a (/), alors le quasi-caractère ^ ° v de D* a pour conducteur na (/).
Il en résulte que pour toute représentation n de D* de conducteur c(n), nous avons

l'inégalité :

c (7i 007) ̂  Max (c (7i), na (/))
avec égalité si c (n) ̂  na (^).

En particulier n est de conducteur minimal dès que son conducteur n'est pas multiple
de n.

Soit maintenant n de conducteur na, non minimal, avec a ̂ 2. Cela signifie que sur
U^'^/U^0"1^1, n se décompose en un certain nombre de copies du caractère /°v,
où % est un quasi-caractère de F* de conducteur a. Or il est facile de vérifier que si
xe^-^ alors:

v ( l + x ) = l + T r x modulo (1+vf ^p).
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Si 7 est associé sur (1 +CT0"1 Cf)/(l +CT° (Pp) à un élément y de xnT0 ( P p / m ' ^ 1 0^ alors
l'image de y dans ^D"0/^"^1 est associée à TI au sens de 6.3, et non générale, car
vf y e k. Donc TT est non générale — et il en est de même, comme on le voit aussitôt, si
a= l .

La réciproque est vraie dans le cas où n est premier, parce qu'alors il n'existe pas
d'extension intermédiaire entre k et d. Si n est non générale, les éléments associés dans
^D^V^D"^1 proviennent de k, sont tous égaux car D* opère trivialement sur k : on
peut alors trouver / tel que 7i®5C alt un conducteur strictement plus petit que celui de TT.

En résumé . — Les représentations générales sont de conducteur minimal, et la réciproque
est vraie dans le cas où n est premier.

6.5. Les notions d'élément général et de représentation générale que nous venons
d'introduire présentent une grande analogie avec les définitions, introduites aux
paragraphes 3 et 4, d'élément cuspidal et de représentation très cuspidale. La proposition
suivante, due à Pierre Deligne [12] (ainsi que toutes les notions introduites dans ce
paragraphe) est l'analogue du calcul de degré que nous avons effectué au paragraphe 5
et donne un résultat identique.

PROPOSITION. — Soit n une représentation lisse irréductible de D*. Supposons n générale,
soit c son conducteur, et désignons par r le PGCD de n et c. La dimension de n est alors
donnée par la formule suivante :

dim n=--r qn^]- ^/2((-i)(c-^r-«)
____^-1_________

La fin de ce paragraphe est consacrée à prouver cette proposition. La démonstration
est due à Deligne, simplifiée car nous avons fait une partie du travail au paragraphe 5
(lequel a d'ailleurs été largement inspiré par ce travail de Deligne), et simplifiée aussi
par l'utilisation de lemmes récents dus à H. Koch sur l'arithmétique des algèbres à
division [27].

Remarquons que la formule précédente, dans le cas particulier où c est premier à n,
figure dans la thèse de Tunnell [40].

6.6. Dans le cas où c = n, n se factorise en une représentation du groupe D*/UD, qui
s'identifie au produit semi-direct de d* par Z. Par hypothèse le stabilisateur dans D*
d'un caractère de d* figurant dans la restriction de n est égal au produit de d* par n Z.
On conclut par 5.1 que la dimension de n est n, conformément à la formule annoncée.

Désormais, nous supposons c > n. Introduisons comme en 5. 5 deux entiers p et p ' :

, r c + i - n j
P = ———— p=c+\-n-p\

On a
p ^ p ' ^ l , /?+//=c+ 1 —n.

Le groupe U^/U^1"" est abélien et naturellement isomorphe à ^/â^^1'". Son dual
s'identifie à ^c/^p+l~n. Choisissons un caractère / de U^/U^1"" qui figure dans n.
Soit u un élément de ^~c associé à ce caractère.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



216 H. CARAYOL

6. 7. Nous allons déterminer le stabilisateur Z^ de / dans D*.
LEMME. — Soit u' un élément de M+^o^"1'1. Alors le corps F(u') est de degré n sur F,

de degré résiduel r et d'indice de ramification s=n/r.
En effet, l'hypothèse que n est générale signifie que vf^ u^ed est de degré r sur k.

Cela entraîne que le degré résiduel de F(i/) est multiple de r. D'autre part, si v désigne
le prolongement à D de la valuation de F (qui prend donc sur D* des valeurs dans
n~1 Z), la relation v(u/)= —c/n= — ( c / r ) / s entraîne, parce que s et c/r sont premiers entre
eux, que l'indice de ramification est multiple de s.

D'où le lemme.
Dans la terminologie de Koch [27] le lemme précédent signifie que u admet —c comme

unique « saut de ramification ». Le théorème 2 de cet article s'énonce dans notre cas :
Soient x€^5 te! q^ x^^^1 et ^ e^ ^^ (lue l—m>—c. Alors xu—uxe^ si et

seulement si x e F (u)^-^'.
On en déduit Z^ :
LEMME. - Z^=F(u)*.U&'.
En effet la trace de Z^ sur ̂ -^+l est l'ensemble des x e ̂ -^+1 qui vérifient :

XMX^-Me^D^1""1.

Soit : xM-Mxe^D^1""'^.
Le résultat précédent s'applique avec / = —p + 1 — n + m (noter que —p + 1 — n =

/ / — c > — c ) e t l a relation précédente entraîne :

JceF(M)+^+m.

Écrivons x=x /+x / / avec .x/eF^), x^e^^"*; x' est non nul (sa valuation est égale à
celle de x) et on peut écrire :

x=x' (1 +X'-1 x") e F (u)* UÈ.

D'où l'inclusion de Z^ dans F (u)* U^. L'inclusion inverse est évidente.
6. 8. CAS où c — n EST IMPAIR : p ==// = (c +1 — n)/2.
Alors Z^=F(u)*U&. Dans ce cas le noyau Ker x de / dans U& est normal dans Z^ et

le quotient Z/Ker 7 est abélien.
Soient en effet ze¥(u)* et x e ̂  (nous identifions ̂ S/^1"" et U^/U^1""). Il nous

faut voir que la différence zxz~1 —x est dans ker /, et cela résulte du calcul suivant :

5C(zxz-l)=v|/(Tr(Mzxz-l))=l|/(Tr(z-lMzx))=v|/(Tr(Mx))=x(x).

On déduit de cela, compte tenu de 5.1, que n est induite d'un quasi-caractère de Z ,̂ et
par suite :

dim7t=[D*: ¥(u)*\JQ.
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Calculons cet indice suivant les crans de la filtration à quatre termes
D*^U^UD=)U&. On trouve:

dim n=r ̂  1 u^ 1if-\ |UDnF(u)/u&nF(M)|
avec

ui n F (u)=u ;̂ u& n F (M)=u^r-l^=u^+r)/2r

d'où :

dim n=r qn^}- ̂ -1) q-r(c-n-r)/2r
^-1

ce qui n'est rien d'autre que la formule de la proposition 6. 5.
6.9. CASOÙC-H ESTPAIR :/?==(c-n)/2+l,//==(c-n)/2.
Comme en 5. 7 nous considérons la suite de sous-groupes emboîtés :

Ri = F (ur U&'/Ker ^ ̂  H = F* U^. U^'/Ker x ̂  A = F* U^. U^/Ker /,

(noter que Ker / est normalisé par ¥(u)* et que, par conjugaison, U&' opère trivialement
surl^/U^1).

On voit de la même façon qu'en 6.8 que A est abélien et qu'il est central dans H^. Le
quotient B=Hi/H est, comme en 5. 7, un produit de deux groupes cycliques d'ordre s et
(<f- !)/((?-1). Le quotient P=H/A se calcule par la suite exacte :

0 - U^-1^/^^-1^ -. U&7U& ^ P -. 0.

Nous devons distinguer deux cas :
(a) r\p\ Alors \P\=qn-r

(b) r Y p\ Alors |P|=^
(noter que si c et n sont impairs, r aussi, et qu'on est dans le cas (a), que si c et n sont
pairs r est pair, et qu'on peut être dans le cas (à) ou (b); dans tous les cas IP]1 7 2 est
entier. ' '

Notons [ ] le commutateur P x P ̂  A.

LEMME. - /(hi,/?2]) définit sur P un accouplement non dégénéré.
Admettons un instant ce lemme. On est alors dans la situation décrite en 5.4 (Hi est

une extension par le groupe d'Heisenberg d'un groupe abélien et n est induite d'une
représentation de H^ de dimension l?]172). D'où :

dim K = | P |1/2 (D* : F (u)* U&').

Ce dernier indice a été calculé en 6.8 :

dim 7i=| Pl^.r . q ~ q^p'-^ q-r(i(p'+r-i)/r]-i)

Cas (a) dim n = r q ~ c^ -r)/2 a^' ~1) -r^/r -1)
^-1' '
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Cas (b) dim n=r qn^]- q"12 ^-D-rWr+d/^-i)
({-\

Et on voit qu'on obtient dans les deux cas la formule de la proposition 6. 5.
Preuve du lemme. — Soit x e U^ tel que %([x,y])=\ pour tout ^eU&. Il faut voir

que x e F (u)* U&.
Le raisonnement est identique à celui que nous avons déjà fait en 5.7. Écrivons

x=\-{-t,y=\+t/. On calcule le commutateur :

[x,y\=\+ttf-tft.

Notre hypothèse est que pour tout t ' e ̂  :

^(rTT(u(tt/-t/t)))=L
Soit

v|/(Tr((ur-rM)0)=l

ut-tu est donc dans l'orthogonal ̂ -c de ^&'.
On peut supposer que t^ ̂  + 1, et alors le lemme de Koch mentionné en 6. 7 s'applique

(avec m=p\ l=p-c) et nous dit que te¥(u)-{-^. Il en résulte aussitôt que
x e F (u)* U&, ce qui achève la démonstration du lemme et de la proposition 6. 5.

7. Une correspondance de Weil généralisée

7.1. Les conjectures énoncées par Langlands [32] prédisent entre autres choses une
correspondance, pour deux groupes réductifs sur un corps local qui sont formes intérieures
l'un de l'autre, entre les ensembles de représentations admissibles irréductibles de ces
deux groupes. Le cas de GL(2) et du groupe multiplicatif d'un corps de quaternions est
l'objet des paragraphes 15 et 16 de Jacquet-Langlands [25] (voir aussi Gelbart [13], § 10
et Deligne [11], p. 102). Utilisant une version de la formule des traces de Selberg due à
Deligne et Kazhdan, il est possible de généraliser ces résultats au cas de GL(n) et du
groupe multiplicatif d'un corps gauche de dimension n2 sur son centre.

Nous supposons désormais, dans toute la suite de cet article, que F est de caractéristique
nulle. En effet au moment où ce texte est écrit (février 1982) les preuves des théorèmes
que nous allons énoncer dans ce paragraphe ne sont disponibles que dans ce cas; dans le
cas d'un corps local d'égale caractéristique nous manquons en effet de certains ingrédients,
en particulier nous ne savons pas encore que les caractères des représentations irréductibles
sont des fonctions localement intégrables.

Il ne fait guère de doute cependant que tout reste vrai dans ce cas. Certains travaillent
actuellement sur le cas d'égale caractéristique, et j'espère que cela aboutira très prochaine-
ment.

Soit comme précédemment G=GL^(F) et D une algèbre à division-de centre F et de
dimension n2 sur F. Si n est une représentation admissible irréductible de G (resp. de D*)
le centre Z de G (resp. de D*) agit sur l'espace de la représentation par un quasi-caractère,
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qui est par définition le caractère central de K. Si n est une représentation admissible
irréductible de G, son caractère, défini a priori comme fonction généralisée, est en fait
une fonction localement intégrable, localement constante sur l'ouvert des éléments régu-
liers (voir [5]) (dans le cas d'égale caractéristique nous savons seulement pour l'instant
que pour n cuspidale la restriction de son caractère à l'ouvert des éléments réguliers
elliptiques est une fonction localement constante). Le caractère de n a donc une valeur
bien déterminée sur un élément régulier.

D'autre part, les classes de conjugaison d'éléments (elliptiques) de D* sont en bijection,
par le théorème de Skolem-Noether, avec les classes d'éléments elliptiques de G. Le
caractère étant invariant par conjugaison, nous pouvons comparer sur les éléments
elliptiques réguliers le caractère d'une représentation de D* avec le caractère d'une
représentation de G.

7.2. THÉORÈME (voir [26], [36], [41]). — II existe une bijection entre la série des
représentations admissibles irréductibles de carré intégrable de G et la série des représenta-
tions admissibles de D*, caractérisée par la propriété suivante : les caractères coïncident
sur les éléments réguliers elliptiques au signe (— l)""1 près.

Par cette bijection, les caractères centraux coïncident; les facteurs e sont conservés au
signe (— ly"1 près. Les facteurs L coïncident.

Si n est une représentation de la série discrète de G, nous noterons K\ suivant l'usage,
la représentation de D* qui correspond à n.

Notons que les conducteurs de n et K' coïncident. Notons aussi que la correspondance
décrite dans le théorème est compatible à la torsion par un quasi-caractère de F*,
c'est-à-dire que :

(nW==^®^

En effet, le caractère de TC®X (resp. de TI'(X)^) se déduit de celui de n (resp. 71') par
multiplication par la fonction sur G égale à %(detg) [resp. par la fonction sur D* égale
à l^W]', sl ê et d se correspondent via Skolem-Noether, alors âetg=v(d).

7 . 3. CAS PARTICULIERS

(a) Si a est la représentation spéciale de G alors CT' est la représentation triviale de D*.
En effet (cf. Harish-Chandra [19], § 15) le caractère de CT est une somme alternée de

termes correspondant aux différents sous-groupes paraboliques P de G. On voit que sur
les éléments elliptiques, tous les termes sont nuls sauf celui correspondant à P=G. On
en déduit que le caractère de CT vaut (—l)""1 sur les éléments réguliers elliptiques.

(b) Aux tordues CT®/ de la représentation spéciale correspondent les représentations
de dimension 1 : (% ° v). On obtient ainsi toutes les représentations de D* de dimension 1.

(c) Si 7i est une représentation cuspidale (donc de carré intégrable) alors n' est une
représentation de D* de conducteur supérieur ou égal à n, d'après (b). K est donc de
conducteur supérieur ou égal à n.

(d) Si n est premier, toute représentation de G de carré intégrable est de la forme (b)
ou (c). Si n n'est pas premier, il en existe d'autres : cela en vertu de résultats de
Zelevinsky [42]; nous n'utiliserons pas ces résultats de façon cruciale.
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7.4. Rappelions que nous avons normalisé en 5.10 la mesure de Haar de G/Z.
PROPOSITION. — Soit n une représentation de G qui est soit tordue de la représentation

spéciale, soit cuspidale. Si n' est la représentation de D* qui lui correspond par le théorème
7. 2, alors la dimension de îi;' est égale au degré formel de n.

Preuve. — Si n est de la forme o(g)/, alors par définition de la mesure de Haar que
nous avons choisie :

d((j(2)/)=d(CT)= 1, d'où l'assertion dans ce cas parce que n' est de dimension 1.
Si n est cuspidale, il résulte de résultats de Howe ([22], p. 320 et prop. 6, p. 321) que

la valeur du caractère ©„ de n sur les éléments réguliers assez voisins de l'identité d'un
tore elliptique T est constante et donnée par :

@.=d(n)r^

où F^ est le germe de Shalika [37] correspondant à l'unipotent 1.
Le germe F^ est calculé par Rogawski dans [35] (l'article de Rogawski est énoncé dans

le cas d'un groupe semi-simple, mais on voit que les intégrales orbitales et leurs germes
pour GL^ se calculent en fait dans PGL^). On obtient :

^^=(^lrl=(-l)n-l.
n d(a)

Nous avons donc la valeur du caractère de n sur les éléments réguliers elliptiques au
voisinage de 1 :

©n^-iy'W

D'où @^=d(n) au voisinage de 1, et la proposition en résulte.
Remarques. - (a) La preuve ci-dessus utilise des résultats qui ne sont disponibles pour

l'instant qu'en caractéristique 0. On s'attend bien sûr à ce qu'ils soient vrais aussi en
égale caractéristique.

(b) Si n est une représentation discrète de G qui n'est ni cuspidale ni tordue de la
représentation spéciale [cf. 7.3(rf)], on s'attend à ce que la conclusion de la
proposition 7.4 soit vraie pour n. Mais pour l'instant le résultat de Howe que nous
avons utilisé n'est démontré que pour K cuspidale.

(c) II est possible d'énoncer la proposition 7.4 en disant que les degrés formels de n
et 7i' se correspondent si les mesures de Haar de G/Z et D*/Z se correspondent au sens
de Jacquet-Langlands ([25], § 15, p. 475, voir aussi Deligne [11], 3. 2. 8 (b)).

8. Dénombrements

Nous allons démontrer le théorème suivant, annoncé dans [4] :
8.1. THÉORÈME. - (i) Si n est premier, toute représentation irréductible cuspidale de G

de conducteur mn, minimal, est induite d'une (unique) représentation très cuspidale de
type m de Zi Ki.
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(il) Soit m ̂ 2 tel que m — 1 soit premier à n. Alors toute représentation irréductible
cuspidale de G de conducteur n + m — 1 est induite d'une (unique) représentation très cuspi-
dale de type m de Z^ K^.

Il résulte de ce théorème que pour n premier, toute représentation cuspidale de G est
obtenue par induction à partir d'une représentation de Z^ Ki ou de Z^K^ (cf. 1.1).

8.2. Nous prouvons le théorème 8.1 par un argument de comptage utilisant la
correspondance 7.2. Nous pouvons par torsion par un quasi-caractère non ramifié nous
ramener à considérer seulement des représentations dont le caractère central est trivial
sur m (il n'y aura alors qu'un nombre fini de telles représentations de conducteur fixé).
Le théorème résultera des assertions suivantes :

(i') si n est premier, le nombre de représentations très cuspidales de type m de Z^ Ki,
de caractère central trivial sur OT, est égal au nombre de représentations de D* de
conducteur mn, minimal, et de caractère central trivial sur CT.

(i") si m ̂ 2 est tel que m—1 soit premier à n, alors le nombre de représentations très
cuspidales de type m de Z^ K^, de caractère central trivial sur CT, est égal au nombre de
représentations de D* de conducteur m + n — 1 et de caractère central trivial sur CT.

Dans [4] j'avais indiqué une démonstration de (i') et (F) utilisant la proposition 7.4
mais n'utilisant pas les calculs de dimension que nous avons développés aux paragraphes 5
et 6. Nous allons ici au contraire utiliser ces résultats, mais pas la proposition 7.4; cela
afin de ne pas faire dépendre trop lourdement nos preuves de l'hypothèse que F est de
caractéristique 0.

Nous démontrerons l'assertion suivante qui englobe (i7) et (i") (cf. 6 .4):
PROPOSITION 8.3. - Soit c un entier, c^n. Soit r le PGCD de n et c et soit s=n/r.

Écrivons c=r(m—\)-\-n avec un entier m^l. Alors le nombre de représentations très
cuspidales de type m de Z^K^, de caractère central trivial sur vs, est égal au nombre de
représentations générales de D* de conducteur c et de caractère central trivial sur CT.

Nous utiliserons le lemme suivant :
8.4. LEMME. — Soit G un groupe fini, H un sous-groupe distingué de G, C un ensemble

de caractères de H tel que C soit stable par l'action de G par conjugaison. Alors la somme
des carrés des dimensions des représentations irréductibles de G, dont la restriction à H se
décompose en éléments de C, est égale à (CardC)(CardG/H).

Preuve du lemme. — Soit ^ l'ensemble des représentations irréductibles de G qui se
décomposent sur H en éléments de C. Si pe^, alors on voit que sa restriction à H se
compose d'éléments de C deux à deux conjugués par G, et figurant tous avec la même
multiplicité :

P |H=V• S X °ù Cp est une orbite sous G.
xeCp

Par réciprocité de Frobenius, on voit que p figure dans Ind{| ̂  avec multiplicité v si
5CeCp, et n'y figure pas si ^Cp.

Considérons ^ Indg %. La représentation p y figure avec multiplicité v|Cp|=dim p.
xec
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On voit d'autre part que cette représentation ^ Ind^ / se décompose en éléments de ^.
xec

Nous obtenons donc en fait l'égalité :

E Indgx=E(d imp)p .
XeC p€^

Le lemme en découle aussitôt.
8. 5. 'CALCUL DU NOMBRE DE REPRÉSENTATIONS TRÈS CUSPIDALES DE TYPE m DE Z, K, DE

CARACTÈRE CENTRAL TRIVIAL SUR CT. — Supposons m ̂  2. Soit Ni le nombre de ces représen-
tations. D'après la définition 4.1, la formule 5. 8 et le lemme précédent, nous avons :

ZsK,Ni. gî5 (f-1)~2 ^r2s-r)<m-2)= | C |.
< m > K r 1

où C désigne l'ensemble des caractères cuspidaux de K^*"1/^.
Désignant par gy le cardinal de GL^ (k) et par ^ le cardinal de l'ensemble des éléments

réguliers elliptiques de GL^(k), on a vu dans la preuve du lemme 3.7 que [ C | =^~1 ̂ .
D'autre part

Z.K, K,z,
^ ^^^-^m-l K"1-< ^ > Kr < ÎH>

D'où:
N^^-1^-!)2^-2).

Nous avons vu aussi dans la preuve du lemme 3.7 que ^ (f— 1) ̂ -1 était le nombre
^ de classes de conjugaison elliptiques régulières de GL^(k). D'où :

Ni =sa, (f-1) ̂ m-2) (pour m ̂ 2).

Remarquer que si k^ est l'extension de degré r de k, et si kj^9 est le sous-ensemble
formé des éléments de degré exactement r, alors :

^=|k^/Gal(k^/k) |= l |k^| .

Dans le cas où w=l , n==r, s=l, on sait [14] que les représentations cuspidales sont
paramétrées par les caractères réguliers de kÇ) modulo l'action du groupe de Galois de
k(^ sur k, et on trouve dans ce cas :

Ni = dr (pour m = 1, n = r, s = 1).

8. 6. CALCUL DU NOMBRE DE REPRÉSENTATIONS GÉNÉRALES DE D* DE CONDUCTEUR C ET DE

CARACTÈRE CENTRAL TRIVIAL SUR TO. — Supposons on, c'est-à-dire m ̂  2. Soit N3 le
nombre cherché. D'après la proposition 6. 5 et le lemme 8.4, nous avons :

N, r2 ( î'!—!- V g<"-i»<c-")+r-"= 1 cf^yw-iyw-i
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où C est l'ensemble des caractères généraux de Vy/V^"'^1; C s'identifie à l'ensemble
des éléments généraux de ̂ o^D^1-

D'après 6.2 on peut encore identifier C (d'une façon non canonique) à l'ensemble des
éléments a de d (le corps résiduel de D) tels que N^a) soit de degré r sur k (où d' est
la sous-extension de d de degré r sur k).

La norme d -> d' étant surjective avec un noyau d'ordre (qn—^)/(qr—\), nous voyons
que le cardinal de C est donné par :

|d- qn-1 \k^\-rqn~l a\c\--^\^\-r^ar

(où nous avons utilisé les notations de 8.5).
D'autre part :

D* =n | UD/UD-" | =n (q"-1) g^-"-1).
1 < ̂  > Uî,-" |

On en déduit N3 :
N^r-1^^-"-^-!).

Soit
N2 =sa, (g"-1) q^-^ (pour m ̂ 2).

Lorsque c==n, une représentation générale s'obtient à partir d'un caractère régulier de
d*. On voit facilement que deux tels caractères correspondent à la même représentation
si et seulement si ils sont conjugués par le groupe de Galois.

D'où
N2=^ (si c=n,m=l,r=n).

La comparaison de 8. 5 et 8.6 démontre la proposition 8. 3 et donc le théorème 8.1.
8. 7. Remarques. — (a) La proposition 8. 3 suggère que, par la correspondance 7.2,

les représentations cuspidales de G que nous avons construites correspondent exactement
aux représentations « générales » considérées par Deligne. C'est probablement vrai. Pour
le vérifier, il suffirait, en vertu de 8.3, de vérifier que nos représentations de G ont pour
correspondantes des représentations générales de D* : ce dernier point nécessiterait soit
le calcul du caractère de nos représentations, soit, utilisant la proposition 7.4, une
réponse positive à la question suivante :

(b) Question : Est-il vrai que la formule 5. 5 donnant la dimension d'une représentation
générale caractérise les représentations générales?

Ou bien, question plus précise, est-il vrai que si n est une représentation non générale
de conducteur c, alors :

dim K<r qn~l ^/2((n-l)(c-n)+r-n)9
^-1

(avec r le PGCD de c et n).
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Nous nous sommes convaincus avec G. Henniart que cette dernière question admettait
une réponse positive dans le cas modéré où n est premier à q. J'espère que les spécialistes
de représentations d'algèbre à division pourront apporter une réponse.

(c) De toute manière, dans le cas où n n'est pas premier, les représentations que nous
avons construites n'épuisent pas la série cuspidale : on peut voir que pour tout
conducteur c non premier à n, il existe alors des représentations cuspidales de G,
admettant c pour conducteur, et ne figurant pas parmi les induites de représentation
« très cuspidales ».

(d) II semble néanmoins probable que ces représentations manquantes puissent encore
s'obtenir par induction à partir des Z, K,. Il n'est pas clair de voir quelles représentations
de Z^ K, nous devons considérer, parce que les conditions à imposer à une telle représenta-
tion ne porteront plus uniquement sur son comportement sur K^*"1/^. Je renvoie à
Howe [23] et Moy [34] pour la construction de ces représentations dans le cas modéré.
Je renvoie à Corwin ([9], [10]) et Koch-Zink [28] pour l'étude analogue des représentations
d'une algèbre à division de rang non premier.
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