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FONCTIONS SYMETRIQUES
ASSOCIEES A DES SUITES CLASSIQUES
DE NOMBRES

PAR JACQUES DESARMENIEN

0. Introduction

Le g-dénombrement est désormais une technique combinatoire éprouvée, par exemple
dans [27], [14], [10], [25]. Les identités sur les g-analogues de suites classiques de nombres
regoivent ainsi une interprétation géométrique. Les objets sous-jacents sont essentiellement
des structures ordonnées, permutations, tableaux de Young. Il n’est donc pas étonnant que
nombre de ces identités soient les dégénérescences de formules purement algébriques sur les
fonctions symétriques. Ces dégénérescences sont obtenues en remplagant dans I’algebre des
fonctions symétriques les variables par les puissances successives de I'indéterminée g. Par
cette substitution, les fonctions de Schur deviennent des g-dénombrements sur les tableaux de
Young ([23], p. 49 et prop. 2.1 ci-dessous). Cette méthode a été utilisée notamment par
Stanley [26], Gessel [16], Lascoux et Schiitzenberger [20].

L’un des buts de cet article est de replacer les derniers travaux de Foulkes ([12], [13]) dans
cette optique. Celui-ci avait obtenu des formules 1nattendues pour les caractéres du groupe
symétrique associés aux nombres d’Euler et aux polynomes eulériens. Le raffinement des
méthodes employees faisait d’ autant plus ressortir la simplicité des resultats En fait nous
montrons que ceux-ci proviennent seulement de ma‘n}pulavtlon’s de séries génératrices de
fonctions symétriques (th. 4.3 et 10.2); ces séries ont la méme structure formelle que les séries
génératrices des nombres d’Euler et des polynomes eulériens. Le méme schéma de
manipulations s’applique a d’autres séries (th. 8.1).

Les séries génératrices de fonctions symétriques que nous considérons sont analogues aux
séries génératrices étudiées par Kummer. Ce dernier [19] a montré que leur structure formelle
détermine le comportement modulo p de leurs coefficients. Le passage des fonctions
symétriques a ces derniers se fait en deux étapes : d’abord, par remplacement des varlables
par les puissances successives de ¢ (ou g-dégénérescence), ce qui donne des q-analogues puis
en faisant g =1, ce qui donne des nombres. Une idée naturelle est donﬁc de s’intéresser aux g-
analogues, étape intermédiaire entre suites classiques de nombres et fonctions symétriques
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272 J. DESARMENIEN

associées. Plus précisément, nous établissons, pour les g-analogues de suites classiques de
nombres, des congruences qui se déduisent des formules pour les caractéres précédemment
obtenues et qui impliquent & leur tour les congruences de Kummer lorsque g=1(th. 7.3,9.2
et 10.4).

Les analogues des congruences de Kummer que nous donnons sont des congruences
modulo les polynomes cyclotomiques. Ceux-ci peuvent prétendre au titre de g-analogues des
nombres premiers : ils sont les diviseurs premiers des g-analogues des nombres entiers et,
lorsque g=1, ils valent 1 ou un nombre premier. D’autres ont étudié modulo des polynomes
cyclotomiques certaines suites de g-analogues. Citons par exemple Carlitz [5] qui a fourni
pour des g-nombres de Bernoulli un analogue du théoréme de Von Staudt-Clausen et, pour
les g¢-nombres d’Euler, Andrews et Gessel [3], Foata [9], Andrews et Foata [4], qui ont donné
certaines congruences modulo des produits de polyndomes cyclotomiques. Nous avons nous-
méme donné un analogue des congruences de Lucas-Kummer pour les g-nombres
d’Euler [8], résultat que nous retrouvons dans le présent article comme conséquence des
formules de Foulkes pour les caractéres associés aux nombres d’Euler. '

Les deux premiers paragraphes de cet article constituent les préliminaires. Dans le
troisiéme, nous introduisons un paramétre entier 7, donnons des résultats sur des fonctions
symétriques qui en découlent ainsi que sur leurs g-dégénérescences : nous définissons le g-n-
dénombrement des tableaux de Young. Le paragraphe 4 contient la définition des fonctions
symétriques d’Euler, leurs séries génératrices et la démonstration des formules de Foulkes
pour les caractéres associés aux nombres d’Euler. Le paragraphe 5 généralise les résultats du
paragraphe 4 aux fonctions symétriques d’Euler a deux indices. Comme conséquence nous
obtenons au paragraphe 6 les séries génératrices et les interprétations combinatoires des g-
nombres d’Euler & un ou deux indices. Au paragraphe 7 nous trouvons les g-congruences de
Kummer pour les g-nombres d’Euler. Le paragraphe 8 est I’étude des fonctions symétriques
dont la série génératrice a la structure formelle des séries étudiées par Kummer. On y donne la
valeur des caractéres du groupe symétrique attachés a ces fonctions symétriques. Le
paragraphe 9 est 1’¢tude des g-dégénérescences de ces fonctions symétriques modulo les
polynémes cyclotomiques. A titre d’illustration de ces deux derniers paragraphes, nous
étudions dans le paragraphe- 10 les fonctions symétriques eulériennes, leur série génératrice,
les caractéres associés et leurs g-dégénérescences, les polynomes eulériens; nous retrouvons
ainsi leur série génératrice et leur interprétation combinatoire. Nous achevons sur des g-
congruences de Kummer pour les g-polynoémes eulériens.

1. Fonctions symétriques

Pour tout ce paragraphe, le lecteur est renvoyé a [23], chap. 1.

Soit X={x;, x,, ...} un ensemble d’indéterminées. Nous supposerons, sauf mention
contraire, que X est 1nf1n1 denombrable con81dere comme limite d’un ensemble ﬁnl de
cardmal Nlorsque N tend vers I'infini. Soit S, (X) la fonction symétrique complete de degre n
sur lensemble X, c’est-a-dire la somme de tous les monomes distincts de degré n en les
indéterminées de X. On sait que laZ- algebre des fonctions symétriques sur X coincide avecla
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FONCTIONS SYMETRIQUES ET SUITES CLASSIQUES 273

Z-algebre des polynomes en les S, (X), n= 1. Une autre famille fondamentale de fonctions
symétriques est celle des sommes de puissances ¥, (X)=)" x¥. Cette famille engendre toujours

13
'algeébre des fonctions symétriques, a condition de remplacer I'anneau de base Z par le
corps Q des rationnels.

On pose par convention S, (X)=1 et ¥, (X)=0.

Enfin, nous omettrons d’écrire I’argument X dans les fonctions lorsque aucune ambiguité
ne sera a craindre.

A toute suite finie a=(a;, a,, ..., a,) d’entiers positifs ou nuls correspond bi-
univoquement un partage 1% 2% . .. p constitué de a, parts égales a 1, de a, parts égales
a 2, etc. et que nous noterons également a. L’entier |a|=a, +2a2 +...+pa, est le poids
de a. Posons également g,=1%2%...p%a, !a,!...a,! et désignons par ¥* le produit
=Wy, .. P

ProrosiTioN 1.1. — Soit S(X) la série formelle -

SX)= Y. S,(X).

On a les identités : .
(@) S(X)=l:[(1—xj)_1;
(i1) S(X)=IJ;II exp (%‘I’k(X));
(i) S,(0=% w0, (lal=n)

L’identité (i) est immédiate; en en prenant le logarithme, on obtient (ii), d’ou résulte (iii)
par identification des termes de degré n.

Introduisons maintenant quelques notations relatives aux tableaux. Soit a=1%2% ... p%
un partage de I’entier n. La forme principale associée, également notée a, est I’ensemble des
couples (i, j) d’entiers tels que :

1=sisp et 1sj=a;ta; + ... +a,

Le premier indice du couple (i, j) est celui de la colonne dans la représentation de a comme
diagramme de Ferrers. Lorsque a et b sont deux formes principales avec b<a, on dit que la
différence a/b est une forme; son poids est la différence des poids de a et de b :

la/b|=|a|—|b].

Pour désigner des formes, principales ou non, nous utiliserons souvent des lettres
minuscules grecques. Si0=a/bet 0’ =a’/b,aveca’ —a, on dira que 0’ est incluse dans 6, et on
notera :

0/0'=a/a’.
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274 J. DESARMENIEN

Supposons I'alphabet X totalement ordonné, I’ordre étant celui des indices. Un tableau
semi-standard de forme 0 a valeurs dans X est une application .7 de 6 dans X satisfaisant :

{i<i’ = JGLH=T T, ),
i<ji = TGH<TG))

Exemple. — Le tableau :

X1 X, X,
X1 X1 X3
X, X4

X1 X

est semi-standard de forme a/b, avec a=345% et b=132

A chaque forme 6 est associée une fonction S¢(X) des indéterminées, appelée fonction de
Schur, ainsi définie :

Se(x)=2( H xf(i,j)),

T (i,j)ed

ou la somme est sur les tableaux semi-standard .7 deforme 6. Cette définition est équivalente
ala deﬁnlltlonﬁ classique comme quotient de deux déterminants [23], p. 42. On montre que la
transposition qui échange x; et x; . laisse Sq invariante. Il en résulte que les fonctions de
Schur sont des fonctions symétriques. Une conséquence de cette symétrie est que ’ordre utilisé
sur X peut étre pris arbitrairement.

Lorsque 0 est la forme principale associée au partagen=1°, 2°, .. ., (n—1)°, n', constitué
d’une seule part égale a n, la fonction de Schur Sy est égale a la fonction symétrique
compléte S,.

Les fonctions de Schur sont a coefficients entiers; elles s’écrivent donc comme polynomes
en les fonctions symétriques complétes a coefficients entiers. En tenant compte de la
proposition 1.1, on obtient la proposition suivante.

ProposiTION 1.2. — La décomposition de Sy suivant les sommes de puissances est de la
forme :

se=zgix°<a)‘vt (lal=101),

ou x°(a) est un nombre entier.

Mentionnons I 1mportante propriété suivante, que nous n’utiliserons pas par la suite : on
peut montrer que x° est un caractere du groupe symetsrlque ©,9,- Lorsque 0 est une forme
principale, ce caractére est irréductible, et on obtient ainsi une et une seule fois tous les
caracteres irréductibles du groupe symétrique [21], chap. VI et [23], chap. I, §7.
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FONCTIONS SYMETRIQUES ET SUITES CLASSIQUES 275

Nous aurons ultérieurement besoin d’adjoindre a I’ensemble X un autre ensemble
d’indéterminées Y={y,, y,, ... }. Dans ce cas, les fonctions symétriques complétes et les
sommes de puissances sur ’ensemble X U'Y sont simplement :

S,XuY)= ) S;X)S,_;(Y),

0<iZn
¥, (XuY)=Y,(X)+¥,(Y).
Le cas des fonctions de Schur est plus intéressant.

Prorosition 1.3. — Soit 0 une forme. On a l'identité :
Se(XUY)=) S¢(X) S0 (Y), (0'<9).
<

En effet, on peut supposer que ’ordre sur X U Y est le suivant : ordre naturel sur X et
sur Y, et tout ¢lément de Y est plus grand que tout élément de X. Dans un tableau semi-
standard de forme 6 & valeurs dans X U Y, les éléments de X occupent une forme 0’ incluse
dans 6. La proposition est la traduction de cette constatation.

2. Fonctions de Schur et g-dénombrements

Soit 0 une forme de poids n. Un tableau standard (tableau de Young) de forme 6 est une
application T de 6 dans [#] ={ 1,2, ..., n} satisfaisant :

{i<i’ = TG j)<T(@,)),
i<j = TG )H<TGj).

Exemple. — Le tableau :

N U
w
=}

7 10

N
00

est standard, de forme a/b avec a=3452 et b=132,

Lorsque T est un tableau standard et k£ un élément de [r], notons (i, j,) 'image réciproque
de k, définie par T (i, j,) =k, c’est-a-dire la position de k dans le tableau T. Considérons
maintenant I’ensemble :

R(T)={keln—11:ji<jis+1}

appelé ensemble des reculs de T. C’est géométriquement I’ensemble des éléments de T dont le
successeur se trouve dans une ligne plus élevée. A ce méme tableau, associons ’entier :

IMAJ(T)=Y {k : keR(T)}.
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276 J. DESARMENIEN

Exemple. — Dans I'exemple précédent, au tableau T sont associés R(T)={4,8} et
IMAJ(T)=4+8=12.

Soit ¢ une indéterminée. Posons, comme il est d’usage, (x;g),=(1—x)
(I1-xq)...(1=xq"" ') pour n=1 et (x; q)o=1 et, pour simplifier, désignons par 1/(1—gq)
I'ensemble {1, ¢, 42, ... } des puissances successives de g; par So(1/(1 —g)) on entend donc
la fonction de Schur en les indéterminées 1, g, ¢, . . .; c’est une série formelle en g.

Notons enfin f, (0) le g-dénombrement des tableaux standard de forme 6 suivant IMAJ,
c’est-a-dire le polynome :

fq (e) — ; q.IMAJ(T)’

ou la somme est sur les tableaux standard T de forme 6. On a alors la proposition suivante,
pour la démonstration de laquelle on est renvoyé a [23], p. 49.

ProPOSITION 2.1. — Soit 6 une forme de poids n. Le polynéme f,(8) est donné par :
. ' 1

Exemple. — Prenons pour 0. la forme associée au partage constitué d’une seule part
égale a n. La fonction de Schur correspondante est la fonction symétrique compléte S,. La
forme est constituée d’une seule ligne de longueur n. Il existe un seul tableau standard de cette
forme, a savoir :

T=1 2 3...n

Pour ce tableau, IMAJ(T)=0. Le g-dénombrement donne donc f,(n)=1; on en déduit :

1 1
S"<1—~5>~(q; D

Dans la proposition 1.1, prenons X=u/(1 —q)={u, uq, uq?, . .. } On obtient :

) Sn(l%)=r[(1—uqf)f‘,

nz0 q) jzo

soit encore, puisque S, est homogéne de degré n, et compte tenu du calcul de S,(1/(1—q)),

n

u .
——— =[](1—ug’)~ L.
né() (q’ q)n jlg_!J '
Cette derniére expression, appelée q-exponentielle, est désignée par e(u, q) (cf. [2]).
Lorsqu’on fait g=1, le g-dénombrement devient le dénombrement au sens usuel. En
particulier, en notant f(0)=f;(0) le nombre de tableaux standard de forme 6, on a-
I’expression suivante:

r@)=ta 5 1)

g=1
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FONCTIONS SYMETRIQUES ET SUITES CLASSIQUES 277

Un cas particuliérement intéressant apparait lorsque la forme 6 est un ruban, c’est-a-dire
lorsque :
(i,/)e® = (i+1,j+1)¢6.

Exemple. — Des trois formes suivantes, les deux premiéres sont des rubans, mais non la
troisieme :

X x x
(1) X )
X X
X X
(i1) x x,
x x x
X x x
(iii) x x
X x x

Lorsque 6 est un ruban, le g-dénombrement des tableaux standard de forme 0 suivant
IMAJ équivaut au g-dénombrement de certaines permutations.

Etantdonnée =0, 0, . .. G, une permutation de [#], on dit,pour I Si<n—1,quilyaen
i une montée (resp. une descente) lorsque 6, <o, (resp. 6,> o, ;). La suite des montées et
descentes de o est une suite de longueur n—1, constituée de symboles M ou D en position i
selon qu’il y a en i une montée ou une descente. On définit d’autre part un certain nombre de
fonctions de o :

(a) le nombre dinversions, INV (c)=|{(i, j) : i<j et 6;>0;};

(b) Tensemble des reculs, R (c)={i: o7 '>0c7} };

(¢) Pindice du major-inverse, IMAJ (c)=) {i:ieR(o)}.

Etant donné un tableau T dont la forme est un ruban 6, sa lecture de gauche a droite
fourmt une permutation 6 (T). La forme 0 traduit des contraintes sur la suite des montées et
desoentes de la permutation associée; de plus ilya bljectlon entre les tableaux standard de
forme 0 et les permutations satlsfalsant a ces contraintes. Enﬁn les nombres IMAJ (T) et
IMAJ (o (T)) sont visiblement égaux.

Exemple. — Le tableau T et la permutation o ci-dessous sont associés de la maniére décrite
ci-dessus :

T=1 4 , ©o©=61 4 3 2 5 T

2 517
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278 J. DESARMENIEN

A tout tableau de méme forme que T correspond une permutation dont la suite des montées et
descentes est :

DM x DMM,

Pétoile x pouvant étre, selonles cas, une montée ou une descente. Pour T et pour o les reculs
sont :

R(T)=R(0)={2,3,5} et IMAJ(T)=IMAJ (c)=10.

Lorsqu'on a affaire avec des tableaux standard, la statistique IMAJ apparait
naturellement, nous ’avons vu. En revanche, la statistique INV est, généralement, la plus
simple 4 utiliser sur les permutations. Le lien entre les deux est établi grace a la bijection ¢
utilisée par Foata et Schiitzenberger [10], qui a les propriétés suivantes :

(@) @ est une bijection de &, sur lui-méme,

(b) les suites de montées et descentes de o et de ¢ (o) sont identiques,

(¢) INV(c)=IMAJ (¢ (0)).

On en déduit la proposition suivante.

ProrosiTiON 2.2. — Soit E l'ensemble des permutations ayant une suite donnée de montées
et descentes. Alors les q-dénombrements de E suivant INV et suivant IMAJ sont égaux :

Y{q™V) :0eE}=) {¢MV :c€E}.

Cette proposition permet d’appliquer des résultats sur les fonctions symétriques aux
problémes de g-dénombrement de permutations suivant INV.

3. Le g-n-dénombrement

Nous allons mamtenant introduire deux nouvelles statistiques, sur les tableaux et sur les
permutations. La seconde a deja été introduite dans [8]. Soit 6 une forme de p01ds m+n,
m, n=0,et T un tableau stavn)dard de forme 0. L’ensemble des n-reculs de T est I’ ensemble :

R, (T)={keln—1] : jy<jus: } =R(T)n[n—1].

C’est ’ensemble des éléments de T dont le successeur se trouve dans une ligne plus élevée et

‘vaut au plus n. A ce méme tableau, on associe I'entier IMAJ, (T)=Y{k : keR,(T)}. Dela
méme maniere, lorsque ¢ est une permutation de [m+n], notons INV,(c) le nombre
{G)):i<jetnzo,;>0,}|

Exemple. — Pour le tableau suivant, dont la forme est de poids 10 :

1 5 6

T= 2 3 9
7 10
4 8
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FONCTIONS SYMETRIQUES ET SUITES CLASSIQUES 279

on a pour n le choix 0=<n=<10; puisque R(T)={4, 8}, on trouve :
si 0=n=4, R,(T)=0Q e IMAJ,(T)=0,
si 5<n<8, R,(T)={4} e IMAJ,(T)=4,
si 9=n<10, R,(T)={4,8} e IMAJ (T)=12.
Posons :

S n(®)= Z g™MALM

ou la somme est sur les tableaux standard de forme 6.

Puisque la valeur de IMAJ, (T) ne dépend que des n premiers éléments de T, que ces
¢léments occupent une forme 0’ de poids » incluse dans 6 et que sur ce sous-tableau IMAJ et
IMAJ, coincident, on a la relation :

Son0)=Y f,(0)1(0/6), (0'<H,|0'|=n).
<
Plus généralement, soit 8 une forme de poids s; posons alors, pour 0=<n<s :
So, n(X)=) S¢(X) f(6/6"), (6’6 et |08'|=n).
&

En appliquant la proposition 2. 1 a Sy (X), on obtient la proposition suivante, entref, ,(0)
et Sy ,, qui généralise la proposition 2. 1.

ProrosiTioN 3.1. — Soient 0 une forme de poids s et n un entier, 0=n=<s. Le
polynome f, .(0) est donné par :

1
£ O)=(g; @S (fq)

Le lien entre les fonctions S¢(X) et Sg ,(X) est établi au moyen de la proposition 1.3.
Désignons en effet par v/(1 —r) Pensemble { v, vr, Vr%, ... }, ou v et r sont des indéterminées.
La proposition 1.3 donne :

se<><u : )=;sef(><).se;ef(l%>, ©'<0),

1—r r

soit encore, en ordonnant suivant les puissances de v :

‘ 1
s(xurl )= B oIS 0sw () @0 iel=n

0<n<s 9

En utilisant la proposition 2.1, il vient :

SG<XU—U—>= y 1 TSy ()/0/6), ('O et [0'[=n).

L—r 0<n<s (r’ r)s—n
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280 J. DESARMENIEN

Dans le second membre de cette derniére expression figure S, ,(X), & condition de
faire r=1. Cependant dans le dénominateur (r;r),_, intervient le facteur 1—r a la

puissance s—n. Ce probleme disparait si 'on remplace v par v(l - r) avant de fairer=1. En
effet :

(s 1)s—n
(I=ry="|,=1

=(s—n)!

Notons donc S,(X LU v*) la fonction de X et de v obtenue a partir de Sy(X U v/(1—r)) en
remplagant v par v(1—r), puis en faisant r=1.

THEOREME 3.2. — Soit 0 une forme de poids s.

(i) Les fonctions S, ,(X), 0=n<s sont données par :

vsn

SeXuv*)=

0=n<s ( - )'

SB n(X)

(ii) Les polynomes f, ,(0), 0=n<s sont donnés par :

u ) utrpsTn
S°<1—quv ) oggs (g5 @)u(s—n) !f""'(e)’

La partie (i) résulte du calcul fait de So(X U v/(1—r)); la partie (ii) se déduit de la partie (i)
en faisant X=u/(1—gq), et en appliquant la proposition 3.1.

Exemple. — Le théoréme 3.2 ne permet un calcul effectif des polynomesf, ,(0) que lorsque la
JSonction S4(X) est connue sous une forme explicite simple. C’est par exemple le cas lorsqu’on
consideére la fonction symétrique compléte S (X). D’aprés la proposition 1.1, on a en effet :

Z S, (X)= n(l X, )‘
520
donc :

ZS(XU——) [la- x) [T =vr)2,

520 i20

g

en utilisant la notation de « g-exponentielle » de I'exemple suivant la proposition 2 .1. Toujours

d’aprés cet exemple, on a :
v "
S = .
(1—r) g'o (r;7r),

En remplagant v par v(1 —r) puis en faisant r=1, on obtient :

ce qui peut s’écrire :

ir> S(X)s< > SX)e(v, r),

S)=Y % —expo.

n20
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FONCTIONS SYMETRIQUES ET SUITES CLASSIQUES 281

On obtient finalement :
SXuv*)=S(X)expuv.

De par sa définition, la fonction S, ,(X) est de degré n. Lorsque la forme 6 est égale a s, on
trouve S ,(X) comme coefficient de degré n de v°~"/(s—n) ! dans l'expression de S(X U v*),
c’est-d-dire :

S, n(X)=S8,(X).
En appliquant la proposition 3.1 et la valeur de S,(1/(1—¢q))=1/(q; q),, on a :
Sfaa(5)=1.

Ceci était évident a priori. En effet, il existe un seul tableau T d une seule ligne de longueur s, et
pour ce tableau, on a IMAJ,(T)=0, dou lidentité f, ,(s)=1.
La statistique INV, n’est pas développée ici. Reprenons en effet la relation

San©)=) £,(6")f(6/6"), (8’0 et |'|=n), et supposons que 0 soit un ruban. La forme 6’
<

est alors un ruban. D’aprés la proposition 2.2, le polynome f,(0') est le g-dénombrement
suivant INV des permutations de forme associée a 0’. Il s’ensuit que f, ,(0) est le
g-dénombrement suivant INV, des permutations de forme associée a 0.

4. Fonctions symétriques d’Euler

Les nombres d’Euler (nombres tangents et sécants) sont les coefficients des
développements en série de Taylor de la tangente et de la sécante :
un
Y E, j=tanutsecu.
n20 :
On sait depuis Désiré André que E, est le nombre de permutations alternantes de [n], c’est-a-
dire dont la suite des montées et descentes est MDMD... (¢f. [1]). Le g-dénombrement de ces
permutations, suivant IMAJ ou INV, fournit des g-analogues des nombres d’Euler. Ces g-
analogues ont été largement étudiés (c¢f. par exemple [27], [3], [4], [16], [9], [25]). Nous allons
pour notre part étudier les fonctions de Schur dont la forme correspond aux permutations
alternantes.

Pour tout entier n=0, définissons la forme escalier de longueur n :

=2 3 4...<g+1>/1 2...<g—1>sinestpair;
n—1\/n+1)? n—1
=2 3 4... | — || — o —— i i ir.
In ( 3 )( 5 )/1 2 ( 5 >s1nest1mpa1r
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B[=2 3 4 5/1 2 3=

P[=2 3 4 5*/1 2 3 4= X X

La donnée d’un tableau standard de forme ]n[ est équivalente a celle d’une permutation
alterﬁanté de [n]. A - o ‘ o

On appelle n-iéme fonction symétrigue d’Euler la fonction de Schur S;,.

Lorsque o est un scalaire et X un ensemble d’indéterminées, posons :

SEX)=J1—a x)~ ',
j -
et définissons des analogues des fonctions trigonométriques :

SIN(X)= M

2i ’
COS(X)= S(iX)+2S(—iX)’
_ SIN(X)
TAN(X)_m,
1

Lorsque X est vide, on a S(a X)=1; par conséquent :
SIN@)=TAN(@)=0 et COS(Q)=SEC(Q)=1.
Soit x, un élément de X, et soit X'=X—{x, }.

ProrosiTioN 4.1. — Les seules solutions des équations :

F(X)-F(X)=x,(1+F(X) F(X"),
G(X)-G(X')=x,F(X) G(X),
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avec les conditions initiales F (P)=0 et G(P)=1 sont :
F(X)=TAN(X) et G (X)=SEC(X).

Lorsque X est un ensembile fini, on le vérifie par récurrence sur le nombre d’¢léments de X,
et on passe a la limite pour X infini.

On peut noter I’analogie de la proposition 4. 1 avec les équations différentielles définissant
tanx et secx :

(tanx)'=1+(tan x)?,
(secx) =secxtanx,

avec les conditions initiales tan 0=0 et sec 0=1.

PRrOPOSITION 4.2. — Les fonctions symétriques d’Euler sont données par :

Y S ms 11 (X)=TAN(X),
m20

22:0 S}2 m (X)=SEC(X).

Cette proposition, énoncée dans [16], ne semble pas avoir été publiée. C’est pourquoi nous
en donnons une démonstration.

Soit J” un tableau semi-standard de forme Jn[, n= 2, et supposons X = {x1, x5, ..oy X, }
Lors delalecture de 7 ligne aprés ligne, notons la position du dernier x, rencontré. Deux cas
se présentent :

(i) il n’y a pas de x,;

(ii) le dernier x, se trouve dans la ligne j, 1<j<n/2.

Dans ce dernier cas, la lettre x, se trouve en bout de ligne. Ces deux éventualités fournissent
les deux termes de la récurrence suivante, o0 X' ={x;, X, ..., X4_1} :

S X)=8p, (X)+xi Y Spp -1 (X) Sy 5 (X7),
15j<sn/2

lorsque n=2.

Silonpose F(X)= Y S, s 1((X)et G(X)= ) Sy, ,(X),en tenant compte de S, (X)=1
m20 m=0
et de S,;;(X)=8, (X), la relation de récurrence donne :
F(X)-8;X)=F(X')-S; X")+x, F(X) F(X')
et:
GX)-1=GX")-1+x, F(X)G(X"),
soit encore :

F(X)-F(X')=x,(1+F(X) F(X),
G(X)—-G(X)=x,F(X) G(X).
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Puisque, de toute évidence, on a F(Q)=0 et G(Q)=1, la proposition 4.1 permet de
conclure. ‘ ' '

Le résultat suivant est dit & Foulkes [12]. Ce dernier le démontrait en utilisant la régle de
Frobenius-Littlewood pour le calcul des caractéres du groupe symétrique, ainsi que sa « x-A-
p structure » (¢f. [21], p. 142 et [11]). Nous allons ici I'obtenir a partir des fonctions
génératrices de la proposition 4.2.

Rappelons (prop. 1.2) que la décomposition de S, suivant les sommes de puissances est de
la forme :

1
Sw=Y 1" @) ¥ (la]=n).

a

Au partage a=142% ... p* de I'entier n, on fait correspondre a(0)=a,+ag+ . .., nombre
de parts multiples de 4; de méme, a(l)=a,+as+..., a)=a,+as+... et
a(3)=az+a,+...

THEOREME 4.3. — Les coefficients de la décomposition des fonctions symétriques d Euler
suivant les sommes de puissances sont donnés par :

Si n est impair : A

x"(a)=0 quand a(0)+a(2)#0,
X]"[ (a) =( - 1)2(3J E.(1)+a(3] sinon;
Si n est pair : '
X]"[ (a), =(— 1)'(0)+a(3j E-(1)+-(3)-

Dans tous les cas,|a|=n.
D’aprés la proposition 4.2 et les définitions de TAN (X) et SEC(X), on a :
1 S(EX)—S(—iX)
2, Seme =7 SE) 35 (=i%)

2
2SO0 xSty

A partir de la proposition 1.1, on peut écrire :

S(+iX)=exp( ) (;ilcil‘l’k(X)>.

La recherche des parties réelle et imaginaire de la somme ) i*/k ¥, (X) améne & définir les
k=1
séries U et V ci-dessous ou I’on écrit, par abréviation, (k =r) pour (k2 1 et k=r modulo 4).
Posons donc :
1 1
u=y —-vy,-) ¥,
LR L e

k=0

1 1
V= -y — -, .
L eh
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On a alors :
S(iX)=exp(—U)exp(iV),

S(=iX)=exp(—U) exp(—iV).

On en déduit les expressions suivantes des fonctions génératrices des fonctions symétriques
d’Euler :

2 S mey=tan(V),
m2=0
Y Sp, m=exp(U) sec(V).
mz0

On utilise alors les développements :

E
tan(V)=Y 22+l _y2r+t
V) pgo @p+1)!

E
V)= 25
SeC( ) pgo (2 )'

et:
vip,

ainsi que les identités, faciles a vérifier:
=CZ AR 1‘Pk>l=z P allas

o1 k =5 k a &a '
(a(0)+2a(2)=0,a(1)+a(3)=)),
IS 1‘I’k)l=z Do
ok K=o k 1 &a ‘
(a(l)+a(3)=0,a(0)+a(2)=)),

pour obtenir finalement :

(=1

Ea(1)+a(3) lPa’

Z Sp m+1[=z
mz0 a

(a(0)+a(2)=0, a(1)+a(3) impair),
( 1):(0)+a(3)
Z S]2 m{—z Ea(l)+a(3) ¥,

m20
(a(1)+a(3) pair).
Le théoréme 4. 3 s’en déduit immédiatement. On remarque que les conditions sur la parité
de a(1)+a(3) peuvent étre remplacées par la condition de ’énoncé sur le poids de a.
5. Fonctions symétriques d’Euler a deux indices
Dans le paragraphe 3, nous avons défini des fonctions symétriques S, ,(X) lorsque
0<n<|9| Nous allons maintenant partlcularlser ces resultats au cas ou 0 est la forme

escalier de longueur s.
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On appelle fonction symétrique d’Euler a deux indices la fonction S ,(X), o 0=<n<s.
Pour des questions de commodité d’écriture, nous adopterons la notation suivante : soit
m=s—n=0;

on pose :

" Sim i X) =S, o (X), m, nz0.

Le théoréme 3.2 permet d’exprimer S, , en fonction de Sy :

caSTH

SXurt)= Y ——— S, (X).

0snss (s—n) !

Cette relation et la proposition 4.2 fournissent les fonctions génératrices des fonctions
symétriques d’Euler a deux indices :

o . .
Y Sim w(X) o =TAN(Xuv*),  (m+nimpair),

m, n20

Y, Simn(X) o7 =SEC(XUv*),  (m+n pair).
" m,n20 .

Revenons a I’expression développée de TAN (X L v*) :

1 S(iXuiv*)—S(—iXu —iv*)
*)— - -
TAN(X U v*) i SGXUi*)+S(—iXuU —iv*)

On peut alors utiliser le calcul fait aprés le théoréme 3.2, dont le résultat est :

S(XuUv*)=S(X) exp v.

On en déduit :

1 S(iX)exp(iv)—S(—iX)exp(—iv)

TANX V)= SEX)exp (i) + S(=iX)exp(—iv)

Il est facile de vérifier que cette derniére relation est équivalente a :

TAN(X)+tanv
*) — ) et
TAN (X uv*) [—TAN(X) tanv’

On peut noter ’analogie de cette derni¢re formule avec la formule classique donnant
tan(a+b).

On procede de méme pour SEC(XuUv*) et 'on obtient les fonctions génératrices
suivantes.
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ProrositioN 5:1. — Les fonctions symétriques d’Euler a deux indices sont données par :
o™ TAN(X)+tanwv
m,;go Sim X)) = ToTAN (X)tanv’
o™ SEC(X) sec v
2 OSJ'"’ ) T ~1-TAN(X) tan v’

m,n=

(m+n impair),

(m+n pair).

On a pour les fonctions symétriques d’Euler a deux indices des formules analogues a celles
du théoréme 4.3. Définissons en effet y!™ ™ par :

1
S]m, = Z — X]m' "l (a) ye,
2 8a ‘

La valeur de ™ ™ (a) peut étre calculée en utilisant les fonctions génératrices de la
proposition 5.1, de fagon analogue a ce qui a été fait pour le théoréme 4.3.

THEOREME 5.2. — Les coefficients de la décomposition des fonctions symétriques d’Euler a
deux indices suivant les sommes de puissances sont donnés par :

si m+n est impair :

' ' Y™ "(a)=0  quand a(0)+a(2)#0
x]m, n[ (a) = ( _ 1)a(3) Em+a(1)+a(3) sinon;
si m+n est pair :
xm (a)=(—1 )8(0)+a(3) Em+a(1)_+a(3)'

Dans tous les cas, |a|=n.

6. Les g-nombres d’Euler

Le g-nombre d’Euler E,(q) est le g-dénombrement des permutations alternantes de 7]
suivant IMAJ ou INV, ce qui est équivalent (prop. 2.2). C’est également le g-dénombrement
suivant IMAJ des tableaux standard dont la forme est ’escalier ]n[, ce que nous avons noté

Ja(nl).

Rappelons la définition de la g-exponentielle, introduite au paragraphe 1 :

e(u, q)‘=S<vﬁ>=l—[ (1—ug) ' =Y

Jjz0 n20 (q’ q)n '

un

Les g-analogues des fonctions trigonométriques semblent avoir été introduites pour la
premiere fois par Jackson [17]. Posons donc :

SIN (u, q)= il—i(e(iu, q)—e(—iu, q)),

COS (u, q)=%(e(iu, q)+e(—iu, q)),

TAN (u, g)=sin(u, q)/cos (u, q),
SEC(u, g)=1/cos(u, q).
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ProposiTION 6.1. — (i) Les g-nombres dEuler sont donnés par :

E.(@)=(g q)nsl..[<1—1—q)-

(ii) Leur fonction génératrice est :

u2m+1
E —— =TAN(, q);
méo 2m+1(q)(q; q)2m+1 ( q)
2m
E,,.(g9) ———— =SEC(u, q).
ng:o 2 (q)'(q; q),zm ?

La premiére partie vient de la proposition 2.1 et la seconde de la proposition 4.2, en
prenant comme indéterminées X =1/(1—gq).

Soit maintenant la forme escalier de longueur m+n, etf, ,(Jm+n[) le g-dénombrement des
tableaux standard de cette forme suivant IMAJ,. C’est également le g-dénombrement des
permutations alternantes de [m+ ] suivant IMAJ, ou INV,. Pour cette derniére définition,
voir [8]. Appelons g-nombre d’Euler d deux indices le polynome :

E,. »(q)=fy n(Im+n[).

Ces polyndmes ont des fonctions génératrices mixtes. Posons :

TAN(u, g)+tan v

TAN (v; =
(v; u, q) T—TAN(, ¢) tan o’

SEC(u, q) secv

SEC(: 4, 0)= T -TAN(, ¢) tan v

PROPOSITION 6.2. — (i) Les g-nombres d Euler a deux indices sont donnés par :

1

B, +(@)=(d: ) S [<m>

(ii) Leur fonction génératrice est :

Umun
E, .(¢9)——=TAN(; u, q), (m+n impair);
m,.,zgo AL "g; q)n ;4. 9) pair)
Um u’l
E, .(@9)——— =SEC(v; u, q), m+n pair).
m,nzgo AL (g5 9)n (v 4 9) ( paw

La premiére partie résulte de la proposition 3.1. En combinant ce résultat et la
" proposition 5.1, on obtient les fonctions génératrices.

7. Congruences de Kummer pour les g-nombres d’Euler

Kummer [19] puis Lucas [22] ont montré que les nombres d’Euler satisfont, entre autres, les
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congruences suivantes :

(@) les nombres d’indice impair (nombres tangents) sont pairs;

(b) les nombres d’indice pair (nombres sécants) sont impairs;

(¢) lasuite E,, n=1 est périodique modulo p premier impair; la période est p—1ou2(p—1)
selon que p=1 ou 3 modulo 4.

Sur ce sujet, on peut également consulter [18] et [24], p. 270.

Dans [8], les g-nombres d’Euler ont été étudiés modulo un polyndéme cyclotomique.
L’étude y est faite a I’aide de relations de récurrence qui peuvent se déduire des fonctions
génératrices établies au paragraphe 6.

Nous allons ici établir ces congruences (th. 7.3 ci-dessous) a I’aide des résultats des
paragraphes 4 et 5, plus précisément des théorémes 4.3 et 5.2. En effet, au partage
a=142%. .. de n, associons :

T.(9)=(g; /][ 1 —¢')"
J
On constate aisément (par exemple par récurrence sur le nombre de parts distinctes de a)

que T, (q) est un polynome de degré n(n—1)/2.
D’autre part, on peut aussi écrire :

1
T.(9)=(g; 9)n ‘P‘(l—_—q)

En utilisant les propositions 1.2 et 2.1 on a la relation :
1 0
AGESY z * T

En se restreignant aux formes principales, les relations d’orthogonalité des caracteres
permettent d’écrire :

T.(9)=), x°(a) £, (6), (6 forme principale).
5 .

La partie (i) de la proposition 6.1 et le théoréme 4.3 pour les g-nombres d’Euler, la
partie (i) de la proposition 6.2 et le théoréme 5.2 pour les g-nombres d’Euler a deux indices
donnent des relations entre ces polynomes et les polynomes T, (q).

ProposiTiON 7.1. — Les polynomes E,(q) et E,, ,(q) vérifient :
1
En (q)=z g_— X]"[ (a) Ta (q)a

E, (@)=Y gi 0™ " @) T, (),

a
ou " et yI™ " sont donnés par les théorémes 4.3 et 5.2 respectivement.
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Notons @, le k-iéme polynome cyclotomique, dont les racines sont les racines primitives
k-iémes de I'unité si k>1, et ®;=1—gq.

L’é¢tude modulo ®, des g-nombres d’Euler résulte de la proposition 7.1 et de la
constatation que les polynomes T, (¢) sont aisés a étudier modulo @,. Plus précisément, on
peut vérifier la proposition suivante en donnant comme valeur a ¢ une racine primitive k-
iéme de I'unité dans T, () (¢f. [8]).

ProrosiTiION 7.2. — Soit a=1%2%... un partage de n; soit n=ks+1t, 0St<k—1, la
division de n par k; on a les congruences suivantes modulo ®, :

si a#s, alors T,(q)=0,

si a,=s, notons a’ le partage de t obtenu en enlevant de a les s parts égales a k, alors
T.(g)=ks ! Ty (q).

Exemple. — Prenons k=3 et n=5=3+2. Les seuls partages a de 5 tels que T,(q)#0
modulo @ seront ceux ot ay=s=1. On a donc T,:3(q)=3T;:(q) et T,53(q)=3 T, (q) modulo
1+g+¢*=0,.

THEOREME 7. 3 (g-congruences de Kummer pour les g-nombres d’Euler). — Soient m, k, a
et b des entiers,m, b=0,k,a=1; les polynomes E,, ;.. ,(q) vérifient les congruences suivantes
modulo ®, :

lorsque k est pair :

_si m+ka+b est impair, alors E, ,,.,(q)=0,

si m+ka+b est pair, alors B, q1,(@)=(—1)**2*?E, ,(q);

lorsque k est impair, alors E,, a1 ,(q)=(—1)*"D92E . - (q).

Faisons m=0 dans le théoréme précédent. Puisque E,, ,(¢)=E,(g), g¢-nombre d’Euler, 6n,
obtient des congruences pour les g-nombres d’Euler. D’autre part, on constate aisément
qu’en faisant g=1 lorsque k est un nombre premier, on retrouve les congruences classiques
de Kummer.

Démonstration du théoréme 7.3. — Posons n=ka+b=ks+t, ou 0=t=k—1; on a
1=<a<s. Partons de la proposition 7.1 :

Ena@=3 0" @ T, (lal=n)
a a
et prén)on1s cette identité modulo @,. On peﬁt appliquer la proposition 7.2. En remarquant
que g,=k*s ! g,,, on trouve :

Ena@=3 0" @ Tl (13'|=0)

Le théoréme 5.2 nous donne la valeur de x'™ "L
Lorsque k est pair;

alors : a(l)=a'(1) ot a(3)=a’(3) d’une part,

a(0)+a(2)=a’(0)+a’(2)+s=1 d’autre part,

enfin m+n et m+t ont méme parité.
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Si m+n est impair,
ona:
a(0)+a(2)=z1, donc y'™"(a)=0,
d’ou :
E,, .(¢)=0 modulo ®,.

Si m+n est pair,
ona:

~’ '(0)+a'(3
X (@)=(=1)OCE, 1) a0 =(—1)® YO (1O )Em+a’<1)+-'(3>.’

soit :
x]m, n[ (a) = ( -1 )a(O)—a’(O) X]m, tf (a/)‘.

Sik =2 modulo 4, alors a(0) —a’(0) =0 a méme parité que (k +2) s/2;si k =0 modulo 4, alors
a(0)—a’(0)=s a méme paritt que (k+2)s/2. Dans tous les cas, on a
™ "M(@)=(—1)*k*2)s2yIm L(a’) et par conséquent :

' E,. .(q)=(—1)**?52E, (g) modulo ®,.

Lorsque k est impair;
alors :
a(0)=a’(0) et a(2)=a’(2) d’une part,
a(l)+a(3)=a’(1)+a’(3)+s d’autre part,

enfin m+n et m+s+t ont méme pariteé.
Si m+n est impair,
lorsque a(0)+a(2)=0,0n a :

X]m’ "(a)=(— 1pe® Em+-u yagp =(— 1).'(3)_“3) (— 1),”3) Em+s+a’(l)+a’(3)’
soit :
x]m, nf (a) = ( -1 )1(3)—1‘(3) x]m +s,t[ (al)‘
Si m+n est pair, on aboutit a la méme relation.
Si k=1 modulo 4, alors a(3) —a’(3) =0 a méme parité que (k— 1) s/2; si k=3 modulo 4,

alors a(3)—a’(3)=s a méme paritt que (k—1)s/2. Dans tous les cas, on a
X' "(@)=(—1)k"Ds2yIm*s (@) et par conséquent :

E, .(@=(-1)%"" S2E .+ 1(q) modulo ®,.

Ceci démontre le théoréme lorsque s=a et t=5b. Quand ce n’est pas le cas, en appliquant
aux deux membres des congruences du théoréme le résultat que nous venons d’établir, on
démontre la congruence de ces deux membres.
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8. Fonctions symétriques associées a d’autres suites de nombres

Dans les paragraphes 4 et 5 nous avons étudié les fonctions de Schur associées aux formes
escaliers, nous en avons donné les fonctions génératrices ainsi que les identités sur les
caractéres associés dues & Foulkes. Ce dernier s’est également intéressé aux fonctions
symétriques associées aux polynomes eulériens [13]. En utilisant les méthodes précédentes,
nous allons retrouver et généraliser ces résultats.

Supposons que f(u) soit une série formelle en u possédant les développements :

fw=3% C :——Z c;(exp u—1),,

n20 i20

ou les ¢; sont quelconques (par exemple des indéterminées).
Posons, comme au début du premier paragraphe, S(X)=[](1—x;)~ 1
j
On définit alors une suite %, (X), n 20, de fonctions symétriques de X homogenes, de degré
égal a leur indice, par :

F(X) =Z ¢ (SX)-1)'=3 ¢,(X).

n20

Notons /(a)=a,; +a,+ ... le nombre de parts d’un partage a.
Le théoreme suivant est anﬂalogue au théoréme 4.3.

THEOREME 8.1. — La décomposition des fonctions €, (X) suivant les sommes de puissances
est:

€, (X)=Y gixW(a) W), (lal=n),

ou l'on a ' (a)=C,,.
La démonstration se fait en partant de I'identité (ii) de la proposition 1.1 :

S(X)=exp( ). %‘Pk(X)).

Celle-ci, reportée dans la fonction symétrique F (X) donne :

F(X)=Z ci<exp (kz %‘I’k(X))—l)i,

qui n’est autre que ()" (1/k) ¥, (X)). On a finalement :

k21

F(X)= Eg: (Z lI-‘(X))

k=1
d’ou se déduit le théoréme par identification.
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De la méme maniére que pour les fonctions symétriques d’Euler 4 deux indices, on définit
une suite double €, ,(X), m, n=0, de fonctions symétriques :

PTE hmlt

14

FXuv¥)= Y Cs—n n(X).

0énss (s—n)!

On prend ici comme définition ce qui était dans le paragraphe 3 le résultat (i) du
théoréme 3.2.

Le calcul fait au paragraphe 3 de S(X U v*) fournit la proposition suivante.

ProrosiTioN 8.2. — La fonction génératrice de la suite €, ,(X) vaut :

. vm .
Y b X) =2 ci(S(X)expov—1).
m,n20 m: i20

Comme pour le théoréme 8.1, on obtient le résultat suivant, analogue au théoréme 5.2.

THEOREME 8.3. — La décomposition des fonctions €, ,(X) suivant les sommes de puissances
est:

%, ,(X)=Y gix""‘ ") ¥ (X), (lal=n),

oi lon a ™" (@)=C,, q)

9. q-analogues et congruences de Kummer

Kummer [19] a établi le résultat suivant :

Soient p un nombre premier, et f(u) une série formelle en u possédant les développements : -

u" ;
f(u): Z D"—' = Z di (e’“_esu)z’

nz0 M: o izo
our,setd;, i=0 sont des nombres rationnels n’ayant aucun facteur p au dénominateur. Les
coefficients D, vérifient alors toute une famille de congruences, dont la premiére est, pour
tout n=1:

D,=D,,,-, modulo p.

Lorsque r=1 et s=0, on obtient la fonction génératrice de la suite C, définie au
paragraphe 7. Cette suite C, vérifie donc les congruences de Kummer.

De méme que nous avons déduit un g-analogue de ces congruences pour les g-nombres
d’Euler a partir des théorémes 4.3 et 5.2, de méme allons-nous déduire un g-analogue des
congruences de Kummer pour les C, & partir du théoréme 8.3.
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Par analogie avec les propositions 2.1 et 3.1, posons :
1

C.()=(qg; ). .| — ),

(9)=(g; 9), n<_1_q)

Crn @)= 0)nbm » (%)
1—¢q

En vertu du théoréme 8.3, on a la décomposition :

Co n(@)=Y gix“" "@)T.(@), (lal=n),

et puisque T, (¢) est un polynome de degré n(n—1)/2, il s’ensuit que C,, ,(¢) est un polynome
de degré au plus n(n—1)/2. 1l en est évidemment de méme pour C,(q)=C, ,(q).
On obtient les fonctions génératrices des polyndémes C,(q) et C, ,(g) en faisant
=u/(1—q) dans la proposition 8.2.

ProrosiTioN 9.1. — Les polynomes C,,(q) et C,, ,(q) ont pour fonctions génératrices :

> C.@) =) cile, 9)—1),

nz0 (q, ‘1) i0
o"u” .
Cm n N ci(e(ua CI) eXpv— 1)l
2, Crn Do~k - «

En comparant ces fonctions génératrices avecf(u), fonction génératrice exponentielle de la
suite C,, :

fw=3) C :——Z ci(exp u—1),

on constate que le polynome C,(g) est un g-analogue raisonnable de C,.
On a enfin pour ces polynomes un théoréme qui généralise les congruences de Kummer
pour les nombres C,.

THEOREME 9.2 (g-congruences de Kummer). — Soit k un entier positif et soit C,, ,(q) la
suite double de polyndémes de fonction génératrice mixte :

o"mu" o
m;zoc"' ”(q)ml(q’q) ’;)Ci(e(u,q)expv 1)L

On a alors les congruences :
Cm, ka+b (q) = Cm +a,b (q) modulo (Dk'

Comme pour le théoréme 7.3, on pose n=ka+b=ks+t,0o0 0= t=<k—1. Nous avons vu
plus haut la décomposition :

Cpn@)=3 ;x‘"" "@)T.q@), (lal=n).
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En utilisant la proposition 7.2, on obtient, modulo @,,

Cm, "(q)EZ, él_’ x(m, n)(a) Ta: (Q), (Ia, | — I).

Le théoréme 8.3 nous donne la valeur de x™ ™ (a), d’ou :

1 ,
Cm,n(q)EZ g—l m+1(a)Ta'(q)a (Ia |=t)
Puisque a’ est obtenu en enlevant a a les s parts égales & k (¢f. prop. 7.2), on a
m+Il(@)=m+s+I(’), soit :

1 ’
Cm,n(q),Ez —_ m+s+1(a’)Ta’ (‘I), (Ia |=t)
a’ 8a
Toujours a cause du théoréme 8.3, le second membre ci-dessus est égal a C,,, ; ,(q).
On conclut comme pour le théoréme 7. 3.

On retrouve les congruences de Kummer ordinaires mentionnées au début de ce
paragraphe en faisant g=1 lorsque k est un nombre premier. '

10. Les g-polyndmes eulériens

A titre d’illustration des résultats des paragraphes 8 et 9, nous allons traiter les g-
polyndmes eulériens.

Notons A} le nombre de permutations de » ayant (exactement) k—1 descentes. C’est
également le nombre de tableaux standard dont la forme est un ruban de poids n, ayant
k lignes et n—k+1 colonnes (ce ruban est donc connexe).

La fonction génératrice des A¥ est connue (¢f. [7], p. 84) :

x" 1—1¢

k 4k
,,‘kzg(, A T = Tl ep (=) )"

On notera les conditions initiales A=0si n=>1 et AJ=1.

Le polynome :
A ()= Akt
k

est appelé polynome eulérien. Son degré est n.

Notons maintenant «/¥ (X) la somme desfonctions de Schur relatives aux formes rubans de
poids n, ayant k lignes et n—k +1 colonnes, n, k20.

En particulier, &/%(X)=0 si n<k. Les conditions initiales sont 2/(X)=0 si n>1 et
&) (X)=1. La fonction symétrique /¥ (X) est homogene, de degré n.
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ProrositionN-10.1. — On a la fonction génératrice :

1—1¢
FX= 2 X = m5aax

Posons :

k — k
F(X)= 3, /1(X),

et donc F°(X)=1. Soit X={x,, x,, ..., x, } 'ensemble des indéterminées, supoosé fini. Il
suffit de montrer la proposition dans ce cas, le cas général s’en déduit par passage a la limite
sur p. Notons X'={x,, x3, ..., x,} =X—{x, }. Etant donné un tableau semi-standard
ayant k lignes, on cherche le premier x, lors de sa lecture ligne par ligne. Trois cas se
présentent :

(i) il n’y a pas de x,;

(ii) le premier x; se trouve au début d’une ligne d’indice 1 a k et il y a d’autres
indéterminées aprés lui dans cette méme ligne;

(iii) le premier x; se trouve dans la ligne k£ qui contient ce seul élément.

Ces trois cas se retrouvent dans la relation suivante, obtenue en sommant sur les tableaux
‘ semi-standard ayant k lignes :

FX)=FX)+x, Y F1(X)F 1 (X)+x, FF71(X),
1sisk
qui se récrit :
FsX)=F*X')+x, Y F!(X')F-{(X)—x, F*X')+x, F*" 1 (X');
0sisk
en multipliant par ¢ et en sommant sur k, on obtient :
F(X)(1-x, FX'))=(1—x,(1-1)F(X).

Cette relation permet la démonstration par récurrence sur le nombre d’¢léments de X.
Lorsqu’il n’y a aucune indéterminée, toutes les fonctions de Schur sont nulles, sauf celle de

degré 0 qui vaut 1, donc F(Q)=1. D’autre part, S(1—#)X)=[]1 —(l—t)xj)" vaut 1
j

si X=0, et la proposition est vraie dans ce cas. Le cas général s’ensuit.
Si I’on pose :

oA, X, 1)=) LhX) 1
k=0

on a alors :

1—¢
,,;0 o, t)‘=‘1—tS((1—t).X)"
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ou bien encore, en posant :
AEX, t)=(1-1)"",(X, 1)

(ce qui revient a remplacer 'indéterminée x; par x;/(1—1), j=1),

\ 1—1
PR ok

qu’on peut aussi écrire :

. B 1 B t Y\ o
L X, t)-—l—t/(l—t)(S(X)—l)_,.;,(l—t>(S(X)' -

La suite o/} (X, ¢) a les propriétés requises au paragraphe 8. On peut appliquer tous les
résultats de ce paragraphe en prenant :

¢.(X)=A3 (X, 1)=(1-1)"",(X, 1),

et:
C,=(1-1)""A,(1).

En particulier, le théoréme 8.1 prend la forme suivante.

THEOREME-10.2. — La décomposition de </ (X, t) suivant les sommes de puissances est :
1
o, X, t)=) g—(l — )T A G, (1) PP (X), (laj=n).

La formule ci-dessus fournit une forme explicite simple pour les relations de récurrence
entre céractéres associés aux <, (X, t) obtenues par Foulkes [13] par un calcul de x —A—p
structure.

Lorsqu’on fait X =1/(1 —¢), on définit un polynome en g et ¢, appelé g-polynome eulérien
par :

1
Ma 0= ot 20 1)

Voir également a ce sujet [27], [15], [14], [25]. Ces polyndmes sont d’autres g-analogues que
ceux introduits par Carlitz [6].

D’aprés I'¢tude générale faite au paragraphe 2, ce polynome A, (g, t)_=ZAf, (q) 1%, a

comme coefficients Ak(q) le g-dénombrement suivant IMAJ des tableaux standard de
forme ruban ayant k lignes et n—k+1 colonnes. Le polyndme A¥ (q) est egalement le
q-denombremen’t suivant INV ou IMAJ des permutations de [r] ayant k — 1 descentes.

Définissons maintenant la suite o/, ,(X, t), m, n20 :

A Xovk )= ) d

0<n<s (S—”)' - -

X, 1).
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Les g-polynomes eulériens a deux indices, obtenus a partir de </, ,(X, t) par :

1
A X7 t)=(q, nd m, n ’ ’
nn X 0=(85 )y (—l_q t)
ont comme coefficients les g-dénombrements suivant IMAJ, ou INV, des permutations
de [m+n] ayant un nombre donné de descentes. Ceci résulte du paragraphe 3. La
proposition 9. 1fournit lesfonctions génératricesde A, (¢, t)etde A,, ,(g, ?). La premicre de
ces fonctions est due a Stanley [26]. Voir également [14], [25] pour d’autres démonstrations.

Proposition 10.3. — On a les fonctions génératrices :
u" 1—1¢
A, (g, t = ;
2400 G, = T= = 0u, 9
v u" 1—1t
A , 1 = .
m,;;o m o 5 g; 9)n 1—te(@—1t)u, q) exp((1—1)v)

Enfin, on peut appliquer le théoréme 9.2 a la suite A}, ,(q, t)=(1—1)""""A,, .(q, 1),
dont la fonction génératrice est :

" u" 1—¢

* =
m,g‘goA”’”(q’ t)m '(¢:9), 1—te(u,q)expv’
t )
=3 <1——t> (e(u, g) exp v—1),
i=0

et a donc la forme requise. On en déduit des congruences de type Kummer.

THEOREME 10.4 (g-congruences de Kummer pour les g-polyndmes eulériens). — Soit k un
entier positif. On a les congruences :

Am, ka+b(q’ I)E(l - t)(k_ D aAm+a, b(q’ t) modulo CI)k‘
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TABLEAU 1

Polynémes f,(8), 0=5|0|<6 et 0 forme principale.
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0 AG)

(0] 1

1 1

12 q

2 1

13 e

12 q+q*

3 1

14 q°

122 PHe+qg’

13 9+ +q°

22 q2+q4

4 1

15 10
/132 q6+q7+q8+q9

123 q3+q4+2qs+q6+q7

122 g+ +q°+q +¢°

14 q+@*+¢>+4*

23 P+ +q*+q°+4°

5 1

16 q15

142 q10+q11+q12+q13+q14
133 g +2¢8+2¢°+2¢'° +q' 1 +q*2
1222 q7+q8+2q9+q10+2q11+q12+q13
124 P+q*+2¢°+2¢°+2q"+¢% +4°
123 *+2¢°+2¢°+3¢"+3¢%+2¢°+24'%+ 4!
15 g+ +¢*+q*+4°

23 q3+q5+q6+q7+q9

24 P+He+2¢*+¢°+2¢°+q" +¢°
32 q5+q8+q9+q10+q12

6 1
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TABLEAU II

=|a|=6.

Polynémes T,, 0

q'° gt gttt gt g8

q9

— v e -

13

12

14

122

13
92

20 22 20 15

15

15

132

123

122

14
23

90 71 49 29 14
-1 -11

29 49 71 90 -101 -101

14

16

11

11

142

133
1222

1

124

123
15

23

24
3 2

Par exemple :

Tea=1+2¢+3¢*+3¢°+2¢*—2¢°-3¢"—3¢°-24°—¢"*°.
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TaBLEAU III

g-nombres d’Euler a deux indices E,, ,(q), 0=Sm=<5,0=n<6.
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n 0 1 2 3
m 1 1 1 q 1 q q* 7
0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 2 2
2 1 2 3 2 2 6 6 2
3 2 5 8 8 11 2 2 6
4 5 16 33 28 40 96 96 40
5 16 61 136 136 241 482 482 180
n 4
m 1 q 7 7 q* g q°
0 1 2 1 1
1 2 4 4 4 2
2 2 9 16 15 13 6
3 6 34 62 68 62 34 6
4 52 189 326 345 293 156 24
5 240 992 1744 1984 1744 992 240
n 5
m 1 q 7 ¢ q* ¢ q° q P P q'°
0 1 2 3 4 3 2 1
1 2 6 9 12 13 10 6 3
2 6 20 34 48 56 48 34 20 6
3 6 46 120 189 252 275 230 156 87 84
4 24 216 592 992 1368 1552 1368 992 592 216 24
5 300 1682 4146 6669 8892 9733 8410 5946  3423. 1200 120
n 6
m 1 q qZ q3 q4 q5 qG q7 q8 q9 q10 qll q12 q13 q14 q15
0 1 3 5 8 10 10 9 7 5 2 1
1 3 9 17 28 37 42 42 37 28 17 9 3
2 6 27 61 105 156 196 212 203 171 125 74 37 12
3 24 120 288 520 800 1040 1176 1176 1040 800 520 288 120 24
4 24 276 993 2147 3681 5400 6806 7486 7297 6291 4729 3010 1613 648 120
5 120 1560 5928 13344 23552 35368 45592 51432 51432 45592 35368 23552 13344 5928 1560 120

Par exemple :

E, 4(9)=2+9¢+164¢*+15¢>+13¢*+64°.
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TABLEAU IV
g-polynémes eulériens a deux indices A,, ,(q, t), 0=Em+n=6.

Anolg, )=A,_y (g, 1)=A,(t) ne dépend pas de lindéterminée g pour tout m=1; A, o(g, )=1;
Ay,0(g 1)=Ao,(q, t)=1.

(m, n) (2,0) (3,0) 4,0) (5, 0) 6,9)
’ (1.1 2.1 3. 1) 4, 1) (5. 1)
t 2 ot 2 2 ¢ 2 B 2 P P 2 P £t
1 1 1 4 1 1 11 11 1 1 26 66 26 1 1 57 302 302 57 1
(m,n) (0,2) (1,2) 2,2) (3,2) 4,2)
[ S S L S ST N~ RN SRS S AN SR N SO AT L SN LI o 4 s
1 1 2 1 7 4 1 18 33 8 1 41 171 131 16
q 1 2 1 4 7 1 8 33 18 1 16 131 171 41 1
(m, n) ©, 3) ,3) 2.3) ' (3.3)
t 2 A A e s N R S o LI SR £ * I 16
1 1 1 3 1 10 9 1 25 65 27
q 2 4 4 8 24 8 16 104 104 16
q* 2 4 4 8 24 8 16 104 104 16
7 1 3 1 9 10 1 27 67 25 1
(m, n) 0, 4) 1,4) (2,4)
t 2 I * t ? £ * I t ? 8 t* I 16
1 1 1 4 1 13 16
q 3 6 9 12 51 27
I 4 1 8 15 2 16 77 53 4
Vs 3 3 6 18 6 12 78 78 12
q* 1 4 2 15 8 4 53 77 16
q° 3 9 6 27 51 12
q° 1 4 1 16 13 1
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TABLEAU 1V (suite)

(m, n) ©, 5) (1,5)
t £ £ * I t ? $ 4 r 1°
1 1 1 5
q 4 8 16
e 6 3 12 33 9
' 6 9 12 51 27
q* 6 12 2 12 60 44 4
q° 2 18 2 4 62 62 4
q° 2 12 6 4 44 60 12
q 9 6 27 51 12
q° 3 6 9 33 12
q° 4 16 8
q'° 1 5 1
(m, n) 0, 6)
t ? £ 4 I 16

1 1

q 5

I 8 6

¢ 9 19 1

q* 130 8

¢ 9 45 17

4 7 52 30 1

q 4 53 4 3

P 3 4 53 4

¢ 1 30 52 7

q*° 17 45 9

q'! 30 11

g2 119 9

q13 6 8

q14 5

q's 1

Par exemple :

A 5(g )=t4+3P2 449+ 4P +4 P PHA@ P +3P P+ 1
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