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MAJORATION DE SOMMES EXPONENTIELLES
ATTACHEES AUX HYPERSURFACES DIAGONALES

Par Gerarp LAUMON (¥)

\

0. Introduction

Ce travail, dont I'idée m’a été suggérée par N. M. Katz, a pour origine un article de
C. Hooley sur les nombres qui sont représentables comme somme de deux cubes [4]. Hooley
étudie la somme exponentielle :

Si(p;o, B)= ) e (g, n,8eZ/p2),
Bnd=1+0

pour o, BeZ. Il montre que, pour o #0, aF B (mod p) et pour p=2 (mod 3), on a :
S, (p; o, B)=O(p).

Nous étudierons ici, plus généralement, les sommes exponentielles de la forme :
S(p): Z e21ti(d,)'1+.-~+ll,,,y,,,)/p (yie Z/p Z)’

1+c1y‘111+. .. +c,,,y‘,£m=0

oum.d,.....d,sontdesentiers strictcment positifs, c,, .... ¢,.a,. ....a,,€Z et pestun
nombre premier. Notre résultat principal est que, si les a, et ¢, (i=1, ..., m) sont
suffisamment généraux, on a, pour presque tout p :

(0.1) IS(MISAG/P)" Y,

ou A est une constante indépendante de p, qui est un polynome en les d, [voir (4.1) et (4.2)
pour des énoncés précis].

Nous établissons ce théoréme par voie /-adique, en suivant la méthode exposée par
P. Deligne dans SGA41/2 [Sommes trig.]. Pour résoudre la difficulté posée par la
compactification des hypersurfaces diagonales, on exploite, selon une suggestion de
N. M. Katz, lefait quune hypersurface diagonale est quotient d’une hypersurface de Fermat

(*) Equipe de recherche associée au C.N.R.S. n° 653.
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et les relations qui en découlent entre les sommes S (p) et d’autres sommes attachées aux
hypersurfaces de Fermat.

Voici, briévement, le contenu de cet article. Les numéros 1, 2 et 3 rappellent les résultats
généraux de P. Deligne [1]. Le numéro 4 contient les énoncés précis de majorations des
sommes S(p). Aux numéros 5, 6, 7 et 8, on établit la « pureté » des sommes S(p), et en
particulier le fait que I'on a S(p)=0O((/p)"" ") en s’inspirant de certains calculs de
P. Deligne [8]. Signalons que le numéro 8 consiste essentiellement en une traduction
cohomologique de résultats de A. Weil [11], a 'aide du « produit de convolution » de
P. Deligne [2]. La constante A de{0.1) est calculée aux numéros 9 et 10, par la méthode de
fibration du cours de N. M. Katz [7].

Je tiens a remercier en premier lieu L. Illusie qui m’a initié a la recherche, qui a patiemment
dirigé ce travail et qui a apporté de nombreuses améliorations & la rédaction finale de cet
article. Je tiens a remercier N. M. Katz de m’avoir posé ce probléme et P. Deligne de m’avoir
accordé de fructueux entretiens. Je voudrais remercier aussi M. Giusti, M. Merle et
B. Tessier qui m’ont aidé a démontrer I’énoncé 9.2. Je remercie enfin M™ Bonnardel qui a
réalisé avec diligence et avec beaucoup de soin la frappe du manuscrit.

1. Notations (cf. [1]).
Soient p un nombre premier, ¢ une puissance de p, F une cloture algébrique du corps
premier [, F. le corps fini & g" éléments dans F.
Soient / un nombre premier distinct de p, E, une extension finie de @,. Si{ : F, - Ef¥ (resp.
x : F¥ — E¥) est un caractére additif (resp. multiplicatif), on notera :
v,: F,—-E? (resp. i, : Fi— E¥)

le composé de Y (resp. y) et de la trace (resp. la norme) de F. a F,.

On désignera par un symbole affecté d’un indice O un objet (schéma, morphisme,
faisceau, ...) sur [ ; le méme symbole sans 0 désigne alors 'objet qui s’en déduit par
extension des scalaires a [.

Si X, est un schéma sur F, le morphisme de Frobenius F,, de X, est I'identite sur 'espace
topologique sous-jacent et I’élévation a la puissance g-iéme sur le faisceau structural. Alors F
agit sur X (F) comme ¢ € Gal(F/F,) défini par ¢ (x)=x?(V x € F); en particulier X=X, (F ).

Si X, est un schéma séparé et de type fini sur F, et si & est un E,-faisceau sur X, on
dispose de la correspondance de Frobenius :

Fo o F§7,> 7.

d’ou résulte une action de F sur H* (X, .7 ). que ['on notera F*.

2. Torseurs de Lang et de Kummer (/. [1]).

2.0. Soient A un groupe fini et X un schéma. Soit :

T

2.0.1) )
X
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MAJORATION DE SOMMES EXPONENTIELLES 3

un A-torseur sur X, i. e. un X-schéma étale T muni d’une action a droite de A tel que le
morphisme (z, a)—(¢, ta) de T x A dans T x4 T soit un isomorphisme. Soit .# le faisceau
pour la topologie étale sur X représenté par T; .# est muni d’une action a droite de A et,
localement pour la topologie étale sur X, .# est isomorphe au faisceau constant A sur lequel
A agit par translation a droite.

Pour un A-torseur (2.0.1) et une représentation linéaire p : A > GL(V) ot V est un
vectoriel de dimension finie sur E,, il existe & isomorphisme unique pres un seul E,-faisceau,
lisse de rang dim(V), noté p(#), muni d’un morphisme de faisceaux :

(2.0.2) p: J —lsom (Vy, p(H)),

tel que p(ta)=p(t)op(a) pour toute section ¢ de .# et tout a€ A.

Dans le cas particulier o V=E, [A] et ou p est la représentation réguliére de A (A agit par
translation a droite sur A), le E,-faisceau p(.#) n’est autre que n, E, oun: T—> X est la
projection du A-torseur.

Nous supposerons E, assez gros pour que toute représentation linéaire de A soit réalisable
sur E, (¢f. [10], 12.3) et alors nous noterons A I’ensemble des caractéres des représentations
irréductibles de A sur des E,-espaces vectoriels de dimension finie. Toute représentation p de
A sur un E,-espace vectoriel de dimension finie V admet une décomposition canonique
(¢. [10], 2.6) :

(2.0.3) p=@r. V=@V
XE

et le projecteur p, de V sur V, associé a cette décomposition est donné par la formule :

(2.0.4) p,= T’XL' Y x(a™Y) pla),

aeA

ou 7, est le degré de et | A| est le cardinal de A. Il en résulte aussitdt une décomposition
canonique :

(2.0.5) pI)=@ p(H)

XEA

Dans le cas particulier de la représentation réguliere p : A — GL(E, [A]), lerang de chaque
E,-faisceau p, (#) est alors dim(V,)=n’.

Supposons maintenant A commutatif, alors A est aussi le groupe des homomorphismes
X : A — E},i. e. des représentations de degré 1 de A, et dans la décomposition (2.0.5) pour
la représentation réguliére p : A — GL (E, [A]), on a p, (#)=y(F). Par suite, on a une
décomposition canonique : ’

(2.0.6) n, B, = @ x{S).

XEA

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



4 G. LAUMON

2.1. Soit G, un groupe algébrique commutatif connexe sur [, le torseur de Lang est le
G, (F,)-torseur sur G, défini par la suite exacte :

0-G,y(F,) > Gy ™G, 0,

ouL : x—F x—xestl’isogénie de Lang(laloi de groupe de G, est notée additivement). Pour
G, =G, le torseur de Lang est le F -torseur défini par la suite exacte :

0-F,—~6,56,-0.

On notera %, le faisceau pour la topologie étale sur G, représenté par le torseur de Lang.

Siy: Gy(F,) = E¥ est un caractére et si f, : X, = G, est un morphisme de schémas sur
F,(X, sépare, de type fini sur [ ), on note :

(2.1.1) LW, fo),

le E,-faisceau lisse de rang 1 sur X, image réciproque par f, du E,-faisceau, y ~! (&), lisse de
rang 1 sur G,,.

Le E,faisceau & (Y, 1,) est caractérisé par le fait que, pour toutn=1 et tout xe X*, F§ |
agit sur £ (Y, f,) comme I’homothétie de rapport Vv, (f, {x)), ou Y, est le composé de s et de
la norme G, (F,.) = G, (F,).

Si g : Yo — X, est un morphisme entre [F,-schémas séparés de type fini, on a :
(2.1.2) LW, fo080)=85 L W, fo):

Si fo, g0 : Xo = G, sont deux morphismes de schémas sur F,, on a :

(2.1.3) LW, fo+8)=ZLW,10)®ZL (Y, &)
Pour G, =[] G}, ¥ de coordonnées ; (i€l), Xo=[] X} et fo=[]f,ona:
iel iel iel
(2.1.4) 55’(\11,/0)=$(‘|’uf8)-

On a aussi, pour tout F -morphisme f, : X, = Gy :
(2.1.5) LW, t0) =L W fo)
On notera % (Y, f ) 'image réciproque de & ({, f,) sur X=X, ®¢, F.

2.2. Soient k un corps algébriquement clos, » un entier inversible dans k et G un groupe
algébrique commutatif connexe sur k (noté multiplicativement). Notons G, le noyau de

. s X x" . A
’élévation a la puissance n-iéme dans G, [n] : G—G. La suite :

1-5G,k)»GYG-1
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MAJORATION DE SOMMES EXPONENTIELLES 5

est exacte, donc définit un G, (k)-torseur sur G, dit torseur de Kummer. Pour G=G,, ,, le
torseur de Kummer est le p, (k)-torseur défini par la suite exacte :

1->p,k) =Gy H G, > L.
On notera ', le faisceau pour la topologie étale représenté par le torseur de Kummer.
Siy : G,(k) > E¥ est un caractére et si f : X = G est un k-morphisme, on note :

(2.2.1) VAN AR

le E,-faisceau lisse de rang 1 sur X image réciproque par f du E,-faisceau x ~* (/¢ ,), lisse de
rang 1 sur G.

Si g : Y — X est un k-morphisme, on a :

(2.2.2) H (XS 08)=8*H (x> ] )-
Sif, g : X - G sont deux k-morphismes, on a :

(2.2.3) A (oS- 8)=H (G S )®KH (X, &)
Pour tout entier d inversible dans k, on a :

(2.2.4) H a6 f=H " )

et,six'¥ : G,, (k) —» E* est le composé de y et de ’élévation a la puissance d-iéme qui envoie
G,,(k) dans G, (k),on a :

(2.2.5) A ad XD ) =AH (X )

Pour deux caractéres x,, X, : b, (k) = EF et pour tout k-morphisme f: X - G, on a :

(2'26) fn(xl‘xl,j )=fn(x1*.f )®9{:.(Xz~f )

Pour G=l—[G‘, n un multiple commun des n; (i€l), i. e. n=n;d; (pour tout iel), x de
iel
coordonnées x| (i€I) ou :

1

%i: G,(k)->Ef, X=[[X'" et f=[If"

iel iel
on a:
(2.2.7) H (LS )=1’n, (s )-

Pour tout k-morphisme f : X - G, on a aussi :
(2.2.8) At =A 00 ).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



6 G. LAUMON

Pour tout carré cartésien de k-morphismes :

x5a
S

Y3G

la décomposition (2.0.6) de [n], E, fournit par image réciproque sur Y, une décomposition
canonique :

(2.2.9) . BEi= @ A, 8).
A\
x€G, k)
Remarque 2.2.10. — Soit kyck un sous-corps sur lequel G est défini, i. e. tel que
G=G,®,,k pour un groupe algébrique G, sur k,. On suppose que :
(2.2.10.1) (Go)alko)=(Go), k) =G, (k).

Alors, pour tout caractére x, : G, (k) = EF et pour tout k,-morphisme f,, : X, = G, le E,-
faisceau A", (x, f ), ouf : X — G est le morphisme déduit de f,, par extension des scalaires de
ko a k, est I'image réciproque sur X d’un E,-faisceau sur X, noté :

(2.2.10.2) A (X fo)-

Pour tout carré cartésien de k,-morphismes :

1o
Xo =Gy
St
@
Y, =G,
on a une décomposition canonique :
(2.2.10.3) (M) Ex= @ A, (1, o)
xEG/..(\k)

dont I'image réciproque sur Y =Y,®, k n’est autre que (2.2.9).
Pour k=F, k,=F, et G=G,, la condition (2.2.10.1) équivaut a la condition :

(2.2.10.4) L’entier n divise g— 1.

3. Rappels sur les sommes trigonométriques (cf. [1])

3.0. Soient Gy, f, : Xy = Gy, 0 : G4 (F,) = E¥ comme en 2. 1. La formule des traces pour
la correspondance de Frobenius du couple (X,, Z (0, f,)) montre que, pour tout entiern=>1,
on a (avec les notations de 2.1) :

(3.0.1) 2 0. (o)=Tr(F*)", Hf (X, £ (6, /).

.\'EX(J‘J‘/M

4° SERIE — TOME 16 — 1983 — N°1



MAJORATION DE SOMMES EXPONENTIELLES 7

Rappelons qu’un nombre o€ @, est dit pur de poids w (w e Z) si o est un nombre algébrique
(i. e. appartient a la cloture algébrique de @ dans @)) et si pour toute valeur absolue | |
archimédienne sur Q,. on a :

log /;|a|=w.
DEeriniTION 3.1. — Soit w un entier 20, les sommes trigonométriques :
(3.1.1) Y 0,(flx))  (neN®),

.\'EXO(ﬂqn)

seront dites pures de poids w s’il existe un ensemble fini o/ de nombres a.€ Q , purs de poids w,
et, pour chaque o€ o/, un entier m(a) >0 tels que, pour tout entiernz=1, on ait :

(3.1.2) Y 0,(folx)=(—1)* Y m().o"

xeXo(F qn) ae
Les sommes trigonométriques (3.1.1) seront dites pures si elles sont pures de poids w pour un
certain entier w21 (la terminologie différe de celle de [11] 3.6).
Remarque 3.1.3. — Si les sommes trigonométriques (3.1.1) sont pures, ’entier w>1 est

caractérisé par :

w=log ; limsup /' ) 0,(f,(x)|'",

n—+o XEXo(qun)

quelle que soit la valeur absolue archimédienne | | sur E, choisie (¢f. [7]); c’est le poids des
sommes (3.1.1).

Remarque 3.1.4. — Siles sommes trigonométriques (3.1.1) sont pures de poids w, pour
toute valeur absolue archimédienne| | sur E,, on a (¢f. [7]) :

|2 0.(fox)l

xeX,(Fgn)

lim sup ™ =3 m(a).
n—=+ s aes

Le critére fondamental de pureté ci-dessous est dii a Deligne ([1], 1.20).

CRITERE DE PURETE 3.2, — Soient X, un schéma affine lisse purement de dimension m sur F
G, un groupe algébrique commutatif connexe sur g, 0 @ Go(F,) = EF un caraciére ¢t
Jo : Xy = G, un morphisme. On suppose que les applications canoniques :

Hi(X, £(0,/)) > H' (X, £0,/))  (20),

sont des isomorphismes. Alors les sommes trigonométriques :

Z en (fo (X)),

YE X"HF(/";

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



8 G. LAUMON

sont pures de poids m et :

I 2 0.(ox))l

xeX,(Fgm)

lim sup =(—1)"x.(X, £(6,/)),

™ mn
n—+ o (\/ q )
pour toute valeur absolue archimédienne | | sur E,.

Remarque 3.2.1. — Plus précisément, sous les hypotheéses du critére, on a
H (X, £(9,1))=0 pour i#m et les valeurs propres de F* sur H™(X, £ (0, 7)) sont des
entiers algébriques purs de poids m.

Rappelons enfin la proposition trés utile suivante :

PRrOPOSITION 3.3. — Soient X un schéma propre sur un corps algébriquement clos k,
j: X5 X un ouvert et F un E,-faisceau sur X. On suppose que :

(a) {,F),=0 pour tout xeX =X,

(b) R'j,F =0 pour tout i>0.

Alors, les applications canoniques :
H/(X, #F)-H' X, #) (i20),

sont des isomorphismes.

4. Enoncés des résultats

4.0. Soit I un ensemble fini non vide, soit (d,);.; une famille d’entiers strictement positifs,
soit (¢;);¢; une famille d’¢léments de F,, ¢;#0 pour tout i€l, et soit (a,),., une famille
d’¢léments de F,, non tous nuls.

Soit y : F, — E} un caractére additif non trivial, on considére les sommes trigonométriques
(nz21):

(4.0.1) S..=S,= Y WQay) ek

1+ c,y:.i‘=0 iel
iel

Ces sommes sont attachées a la situation géométrique suivante : soit :
(4.0.2) Vio=Vo,

le sous-schéma fermé de A}q=Spec(IFq [(¥:):ie1]) d’équation :
1+Y ¢, y4=0.
iel
soit :

(4.0.3) 81,0780 * Vo_’/‘\qu,

4° SERIE — TOME 16 — 1983 — N°1



MAJORATION DE SOMMES EXPONENTIELLES 9

le morphisme défini par :

& (i) = Z; a;y;
et soit : )
(4.0.4) Y 0=%,=2L, &),

%, est donc un E,-faisceau lisse de rang 1 sur V.
La formule (3.0.1) donne, pour tout entier n=1,

(4.0.5) S,=Tr(F*)", H¥*(V, 9)).

4.0.6. Soient 1=d,<d,<...<dy les valeurs distinctes prises par les d,(i€l), soit d le
p.p.cm. des d;(iel) et soient r,=d/d;(iel), r,=d/d,(v=1, ..., N); pour tout
v=1, ..., N, posons : '

I,={iel|ld,=d,}={iel|r,=r,}
et
I,={iel,|a;#0}.

Il sera utile aussi de poser :
N
I'= ) I,={iel|a;#0}.
v=1

Dans toute I’¢tude géométrique des sommes S
suivantes :

nous ferons les deux hypothéses

1, n>

(A) d est premier a p.
(B) Pour toutv=1, ..., N, tel que I\, contienne au moins deux éléments, les deux cones de
A\f}i:Spec(ﬂ: [(x'.) ieIL]) d’équations :
Yaxy=0 et Y ¢xi=0,
iel], iel,
sont transverses en dehors de origine.
Nos résultats principaux sont les suivants :

THEOREME 4.1 (Pureté). — Sous les hypothéses (A) et (B) les sommes trigonométriques S,
sont pures de poids card (I)— 1. Plus précisément, pour tout ie N, i#card(I)—1,on a :

Hi(V, 9)=0

et, si o/ est ensemble des valeurs propres de Frobenius agissant sur H:(V, %) pour
i=card(I)—1, et sim(a) est la multiplicité de la valeur propre o, chaque o.€ o/ est pur de poids
card(I)-1, on a :

s"=(_ l)card(l)—l Z m(a)'an

aed

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



10 ' G. LAUMON

et:

2 m)=(=11"0"y (V, 9).

aed

THEOREME 4.2 (Valeur de la constante). — Sous les hypothéses (A) et (B), on a :

H(di_l)
Xe(V, G)=(—1)* 0L g
d, —1

o1l v, est le plus petit indice ve{1, ..., N} tel que I, @ (¢f. 4.0.6).

CoroLLare 4.3. — Sous les hypothéses (A) et (B), pour tout ne N* et toute valeur absolue
archimédienne | | sur E,, on a la majoration :

[T@,—1)

|sn| < ie[d : dv (\/a)n(card(l)—l)’

Vo

ot v, est le plus petit indice ve {1, ..., N} tel que I,#® (¢f. 4.0.6).

Remarque 4.3.0. — Quitte & effectuer une extension finie des scalaires (F, — F,,) on peut,
pour démontrer 4.1 et 4.2, supposer que tous les ¢, sont égaux a 1 (il suffit d’effectuer le
changement de variable y; — ¢}/“ y; pour se ramener & ce cas).

Remarque 4.3.1. — On peut déduire de 4.3 un énoncé de majoration des sommes S, qui
vaut aussi pour des d; non nécessairement premiers & p. Supposons ¢ = p (pour simplifier) et
décomposons les d, (iel) en : _

di=p".d,
avecs;eN, d;eN* et (p, d)=1. Soient 1 <d, <d, < ...<dg les valeurs distinctes prises par
les :1,. (i€l), soit d le p.p.c. m. des ?Zi (iel) et soient :

r,=d/d, (iel), r,=d/d, (v=1,...,N);
pour tout v=1, ..., N, posons :
1,={ielld,=d,}={iel|r,=r,}
et:
1,={iel,|a,#0}.

Faisons I'hypothese suivante :

(B) pour tout v=1, ..., N, tel que 1’ contienne au moins deux éléments, les deux cones de
A =Spec(F[(x,);c1,)) déquations : ~
Zaix;;=0 et Zcix‘f=0,

- iel,
iel

sont transverses en dehors de origine.

4° SERIE — TOME 16 — 1983 — N°1



MAJORATION DE SOMMES EXPONENTIELLES ' 11

Sous I’hypothése (B ), pour tout entier n>1 et pour toute valeur absolue archimédienne | |
sur E,, on a la majoration :

[1@—1)

IS, 1= i_s(;l(——[—])‘:i‘;” (\/;)n card()—1),

ol v, est le plus petit indice ve{l, ..., N} tel que I, #Q.
En effet, il suffit de remarquer que le changement de variable :

Zl.=yl;"' (le l)
permet de réécrire les sommes S, sous la forme :

S”= Z— \Iln(zaizi) (ZiE“:qn).
1+ X eli=0 el
iel

Cependant, ’hypothése (A) est fondamentale pour I’étude géométrique qui va suivre.

Remarque 4.3.2 (suggestion du « referee »). — Soit PeZ[y,, ..., y,.] un polynome
isobare pour y; de poids r;/d(iel), det r,, ..., r, étant des entiers >0 (par exemple :

P= i ¢, ¥4, ri/d=1/d,)
i=1

et soit :
Qxy, -y x)=P(x, ..., Xm)

(QeZlx,, ..., x,] est homogéne de degré d).
Supposons que I’hypersurface de P d’équation :

X4+Q(X,, ..., X,)=0

est lisse. La méthode pour démontrer 4.1 développée ci-dessous devrait permettre d’exhiber
un ouvert U#Q de Spec(Z[a,, . . ., a,]) ayant la propriété suivante : pour tout corps fini F,
pour tout ae U(F,), les sommes trigonométriques (n21) :

Sn= Z Tn(Z aiyi) (yieﬂ:q")a
1+P(yy, -5 Ym)=0 i

i=1

sont pures de poids m—1.

4.4. Cas particuliers

4.4.1. Sitousles d; sont égaux, i.e. si d;=d(V iel), considérons I’hypersurtace projective ’

lisse de Fermat, X, dans Py=Proj(F [X,, (X,);c1]) d’équation ) X{+X§=0 et soit L (resp.

iel

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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H) Thyperplan de P; d’¢quation X,=0 (resp. Y a;X,=0). L’hypothése (B) exprime
iel

simplement la transversalit¢t Ha XnLetona:
X (V, 9)=d(1-ad)* D =y (X~(XnL))=%.(XnL)~(XnLAH)).
Par suite, nos énoncés 4.1, 4.2 et 4.3 résultent d'un théoréme de N. M. Katz ([7], 5.1.1).

4.4.2. Alopposé de 4.4.1,siles d;(iel), sont deux a deux distincts, I’hypothése (B) est
automatique (on suppose bien entendu les a@;(i€1) non tous nuls).

4.4.3. Dans le cas ou un seul a; est non nul, on peut donner une démonstration
plus élementaire de 4. 3. En utilisant les résultats de A. Weil [12], on se rameéne & card (I) =2,
1.e. a une hypersurface diagonale 1 + ) ¢, y%=0 qui est une courbe. En particulier, il est facile

iel

d’obtenir 4.2 en utilisant la formule de Grothendieck-Ogg-Safarevic.

4.4.4. Considérons les sommes trigonométriques :

S, 4, B)= X ,(E+Bn),
§3+'l"=1+‘;2
E,T\,Ceﬂ:pn

oua, Bel ,, étudiées par C. Hooley [4]. Supposons, comme le fait C. Hooley, que o # 0 et que
p=2(mod 3), p#2. Alors notre hypothése (A) est vérifiée et notre hypothése (B) équivaut a
o’ #B3, i.e. o#p, puisque p=2 (mod 3) et que &, BeF,. La condition o # B est bien celle
qu'impose C. Hooley.

5. Définition et pureté des sommes s, ,

5.0. L’¢étude directe de la pureté des sommes S; , semble peu abordable dans la mesure ot
’on ne connait pas de compactification lisse simple des hypersurfaces diagonales. Suivant
une suggestion de N. M. Katz, nous allons ramener, en partie, I’étude des sommes S, , a celle
des sommes s, , décrites ci-dessous. Ces sommes s; , seront d’étude plus facile dans la mesure
ou elles sont indexées par les points & valeurs dans F,. d’une hypersurface de Fermat qui
admet une compactification lisse trés simple.

Soient donc d un entier strictement positif, I un ensemble fini non vide, (r;),.; une famille
d’entiers strictement positifs et (a,),.; une famille d’éléments de F, non tous nuls.

Soit  : F, = E¥ un caractére additif non trivial, on considére les sommes trigonométriques
n=1):

(5.0.1) SLa=5= % V.(ax) (xeF)
1+ 2 x4=0 iel
i€l

Ces sommes sont attachées a la situation géomeétrique suivante : soit :
(5.0.2) U, ,=U,,
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le sous-schéma fermé de A}q([Fq[(xi)iel]) d’équation :
1+ x{=0.
iel
soit :
(5.0.3) fro=fo: Ug = Aj,

le morphisme défini par :

_fo (xX)ie) = Z a; x;

iel

et soit :
(5.0.4) Fro=F =2 W, /o),

Z , est donc un E,-faisceau lisse de rang 1 sur U,,.
D’apres (3.0.1), on a, pour tout n=1 :

(5.0.5) s,=Tr((F*)", H*(U, #)).

5.0.6. Nous noterons r; >r,>...>ry=1 les valeurs distinctes prises par les r;(i€l) et
nous poserons, pour tout v=1, ... N:
IL={iel|lr,=r,}
et:
I,={iel,|a,#0}.
On posera enfin :

N
I'= ) I,={iel|a,#0}.
v=1

Nous allons dans un premier temps démontrer un énoncé de pureté pour les sommes s, ,,
qui nous servira de point de départ pour prouver 4.1.

5.1. Nous démontrerons la puret¢ des sommes trigonométriques s, , sous les deux
hypothéses suivantes (peut-étre trop restrictives, mais cela nous suffira) :

(A ) Pour tout i€l, r; est premier a p; d est premier a p.

(B,y) Il existe auplusuniel tel que a;=0(i.e. card (I') 2 card (I) — 1); pour toutv=1, ..., N,
tel que I, contienne au moins deux éléments, les deux cones de Ay =Spec(F[(x;).])
d’équations :

Yaxy;=0 et Y x{=0,

iel, iel]

sont transverses en dehors de 'origine.
Soit :

(5.1.1) Z,=2,

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



14 G. LAUMON

hypersurface projective de Fermat, de degré d, dans Py =Proj (F[X,, (X;);c1]) d’équation :
Y X¢+X§=0.

iel

Alors Z est une compactification lisse de U [ona (d, p)=1 d’aprés (A,)] : U est 'ouvert de Z'
défini par X;#0; on notera :

(5.1.2) j=j:UsZ,

I'inclusion et on posera :
(5.1.3) Y, =Y=Z-U.

Pour tout xe U, de coordonnées homogenes (X, (X,);.;), on a :
X\
rw-ga(5 )
54\%,
ProrosiTION 5.2. — Sous les hypothéses (A,) et (B;) de 5.1, 0n a:
R, F).=0,
pour tout point fermé z de Y et pour tout ie N.
Par suite (3.2, 3.3) : ,
COROLLAIRE 5.2.1. — Sous les hypothéses (A )et(B,)de 5.1, lafléche & oubli des supports :

H (U, #)-H!(U, %)

est un isomorphisme, pour tout i€ N, et les sommes trigonométriques s, sont pures de poids
card(I)—1.

5.3. Pour prouver 5.2, il est commode d’introduire la notion suivante : soient Z un
schéma de type fini sur un corps k algébriquement clos, Y un sous-schéma fermé de Z et z un
point fermé de Y tel que (Z, Y) soit un k-couple lisse en z de codimension 1. Alors, nous
appellerons systéme de coordonnées locales sur Z, centré en z, adapté a Y un diagramme de
morphismes de k-schémas pointés :

(5.3.0)
Z,z')
(Z,z) (AF*1,0)
ou m est étale, o u=(u,, u,, ..., u,) est lisse et tel que n~*(Y) soit défini dans Z’ par

I’équation u, =0 [un tel systéme n’est pas nécessairement complet, il ne I'est que si u est étale,
i.e. si m+1=dim_(Z)].

Soit # un E,-faisceau sur Z—Y (ou E, est une extension finie de @, pour un / inversible
dans k), nous dirons qu’un systéme de coordonnées locales (5.3.0) sur Z, centré en z, adapté

‘ 4° SERIE — TOME 16 — 1983 — N°1
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a'Y, est adapté a F s'il existe un E,-faisceau ¥ sur I'ouvert de A*! défini par u,#0 tel
que * # soit isomorphe.a u*% sur Z'—n~*(Y). Notons alors j(resp. j', i) I'inclusion
Z-YGSZ [resp. Z—n *(Y)SZ', {uy#0}sAr*!]; le lemme suivant nous servira
plusieurs fois dans la suite de cet article :

LEMME 5.3.1. — Avec les notations et les hypothéses ci-dessus, on a :
(R"j, #).=(R"i, %),

pour tout entier n=0.

Cela résulte aussitot du théoréme de changement de base par un morphisme lisse.

5.4. Prouvons 5.2.

5.4.0. Soit z un point fermé de Y, nous allons construire un systéme de coordonnées
locales sur Z, centré en z, adapté a Y et a4 &.

Comme X, et )" X{+X{ s’annule en z, il existe au moins deux indices ;e I pour lesquels X,
iel
ne s’annule pas en z et, puisque card (I') = card (I) — 1, X; ne s’annule pas en z pour au moins
un iel’. Il existe donc. un unique entier me {1, 2, ..., N} tel que :
(i) X, s’annule en z, pour tout i€}, v=1, ..., m—1;
(i) il existe i€, pour lequel X; ne s’annule pas en z.
Distinguons alors deux cas :

(@) Y a;Xrne s’annule pas en z : alors choisissons un indice i,, € I, tel que X; ne s’annule
iel,,
pas en z; la fonction rationnelle :
. <z
N
Y X (), a: X7)

v=m iel],

est définie dans un voisinage de z et ne s’annule pas en z; comme (r,,, p)=1 [d’apres (A, )], le
revétement de Kiimmer :

n: (Z,z)->(Z,2),
d’équation :
gn=

est étale en z’ [le choix de z’ correspond au choix d’une racine r,,-iéme de 1 (z)], donc, quitte &
restreindre Z' en un voisinage ouvert de z’, est étale partout. Choisissons pour tout i€,
v=1, ...,m—1, une racine r,-iéme a; de a, et considérons les fonctions sur Z’, s’annulant en

’

z

X
ug =G 1X—,0
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16 G. LAUMON

et:

X.
u,:a;Z;_‘X—‘ (iel,v=1, ..., m—1)

1

m-—1
soit A I’espace affine sur F de dimension 1+ ) card(L}) et soit :

v=1
u: (Z,2)-(A,0),
le morphisme de composantes u, et les u, ci-dessus. Le diagramme :

Z,2)

/ \z

(Z, z) (A, 0)

est un systéme de coordonnées locales sur Z, centré en z, adapté a Y; de plus, il est adapté a &

car, par construction :
m—1 u. r, 1
wrowe((y 2 (0 ) )
- v=1 ier, \ %o Ug

(b) Y, a,Xrs’annule en z; alors, choisissons un indice i,, € I, tel que X; ne s’annule pasen z

iel,
et choisissons, pour tout iel,, v=1, ..., m—1, une racine r-iéme a; de a,; les fonctions
rationnelles :
XO
Ug= —
0 Xi
et:
X; .
ui=a;X—' (iel,,v=1, ...,m—1),
iln
N
2 Xg7 () aXy)
v=m iel,
v= . ,
X
m—1
sont définies en z et s’annulent en z. Soi A I'espace affine sur F de dimension2+ )’ card(I}),
v=1

alors I’hypothése (B,) assure que le morphisme :
u: (Z,z2)-(A,0),

de composantes u,, u;(iel], v=1, ..., m—1) et v, défini sur un voisinage de Zariski
convenable Z' de z dans Z, est lisse, de sorte que :

(Z', z)
)

Z,z (A, 0)
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est un systéme de coordonnées locales sur Z, centré en z, adapté a Y; de plus, ce systéme est
adapté a4 & car, par construction, & | Z' est isomorphe 2 :

(v (T 5 (2)) )

L’énoncé 5.2 est donc conséquence du lemme suivant (¢f. 5.3.1).

LEMME 5.4.1. — Soient munentier,m=1,(ry, . . .,r,,) une suite d’entiers positifs premiers a
D, Strictement décroissante, (1,),-, . -, une famille finie densembles finis deux a deux
disjoints et \y : F,— E¥ un caractére additif non trivial. Alors :

(i) si A=Spec(Flug, ®;)cr, vo1, ... m_1]) et sij : A® A est linclusion de I'ouvert A° de A
défini par uy#0, on a, pour tout neN :

e (v (2 2 () ) )L e

(i) si A=Spec(F[ug, (U;)er, v=1, .. .m-1> V]) et sij : A® G A est linclusion de I'ouvert A° de
A défini par uy+#0, on a, pour tout neN :

(o (5 222, o

5.4.2. — Prouvons 5.4.1. Nous allons prouver simultanément les assertions (i) et (ii) en
raisonnant par récurrence sur I’entier m; nous noterons encore (i),, et (ii),, ces assertions.
Pour m=1, ces deux assertions sont connues ([8], 3.1.1). '

Admettons (i), et (i), pour tout entier m'<m et prouvons (i), et (ii),. Nous
commencerons par (i),,.
Les notations étant celles de (i),,, soit > la complétion projective de A :

P =Proj(F[U,, (Ui)ielg,v=1, m=1> T1)

etsoitk : P° P l'inclusion de ’'ouvert P° de P défini par U, #0. Soit & le E,-faisceau lisse

de rang 1 sur P° défini par :
r. T I'm
g; JR—
(v (% 5 (w) ) (@)
k&% >Rk, 7

et soit A le cone de la fléche canonique :

dans la catégorie dérivée D2(P, E,) (¢f. Deligne, Weil II).

Soit x, le point de P — P° de coordonnées homogénes U,=U,=0(iel,,v=1,...,m—1)
et T=1.L’assertion (i),, équivaut alors a la nullité de A en x,. Pour montrer que A, =0,0nva
montrer que A est concentré en x, et que RT'(P, A)=0.
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Comme A est concentré sur P — P2, il suffit de montrer que A, =0 pour tout point fermé
x#x, de P—P°, i.e. que (R"k ,%),.=0 pour tout neN. Or, pour un tel x# Xx,, on peut
construire, de la méme maniére qu’en 5.4.0, un systéme de coordonnées locales sur P, centré
en x, adapté & P—P° et 4 &, qui rameéne, modulo 5.3.1, ’énoncé de nullité de (R"k «7 s

pour tout ne N, a I'une des assertions (i),, et (ii),, de 5.4.1 pour un entier m’ <m; par suite
I’hypothése de récurrence assure que A est concentré en x,,.

Pour prouver maintenant que RI"(P, A)=0, ou, ce qui revient au méme, que, pour tout
neN, la fleche d’oubli des supports :

H2(PO, 7) - H(P°, )
est un isomorphisme, on remarque que :
=Spec(F [({"i)iel’v, vet, o ms 1)

ot #;=U,/U, et t=T/U,, et que [(2.1.3), (2.1.4)] :

(IXI 8 2, u’))lzm(w ),

v=1 iel],
de sorte qu’on est ramené, par Kiinneth, au lemme suivant :

LemME 5.4.2.1([8] 3.2.1). — Soient Al =Spec([F[ﬁ]), r un entier 21 et : F, - Ef un
caractére additif non trivial. Alors, pour tout ne N, la fleche d’oubli des supports :

H!(AY, Z (Y, 7")) » H" (A, Z (}, T")).

est un isomorphisme.
Ce lemme achéve la démonstration de ’assertion (i),,, passons a I’assertion (ii),, de 5.4.1.
Les notations étant celles de I’assertion (ii),,, soit I’ la complétion projective de A :

P =Proj (F [U,, (Ui)ielg,v=1, m=1> v, 1)),

etsoitk : P° 5 P l'inclusion de 'ouvert P° de P défini par U, #0. Soit # le E,-faisceau lisse

de rang 1 sur P° defln_l par :
r, VTr,,,—l )
e (8, 2(w) )5

et soit A le cone de"'lav fléche canonique :

k.F >Rk F,

dans la catégorie dérivée D?(P, E,).
Soient x, (resp. x,;) le point de P—P° de coordonnées homogénes Uy,=U,;=0
(iel,v=1,...,m—1)et V=0, T=1 (resp. et V=1, T=0). L’assertion (ii),, équivaut a la

i
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nullité de A en x,. Pour montrer que A, =0, on va montrer que A est concentré en x, et x; et
que RI'(P, A)=0 (on aura méme en fait, comme conclusion, A=0).

Comme A est concentré sur P —P°, il suffit de montrer que A, =0 pour tout point fermé
X#Xg, x; de P—P?, i.e. que (R"k %), =0 pour tout neN. Or, pour un tel x # xo, X;, on
peut construire, de la méme maniére qu’en 5.4.0, un systéme de coordonnées locales sur P,
centré en x, adapté & P—P° et 4 &, qui raméne, modulo 5.3.1, ’énoncé de nullité de
(R"k F), pour tout ne N, soit a ’assertion (i),, pour m’<m, soit a l’assertion (ii),, pour
m’ <m [si x n’est pas dans le fermé de P d’¢équation U, =U,;=0(iel,, v=1, ..., m—1),0n
est ramené a 'une des assertions (i),, et (ii),, pour un entier m’ <m et, si x est dans ce ferm¢, -
X#Xg, X1, on a V#0, T#0 et on est ramené a I’assertion (i),, pour U’entier m]; par suite
I’hypothése de récurrence et I’assertion (i),, que I'on a précédemment démontrée assurent que
A est concentré en x, et x;.

Pour prouver maintenant que R I'(P, A)=0, ou, ce qui revient au méme, que, pour tout
neN, la fleche d’oubli des supports :

H'(P°, #) > H"(P°, #)

est un isomorphisme, on remarque que :

PO:Spec(l]:[({;i)isIL, v=1,...,m—1> Z;: t])a

u;=U;/U,, v=V/U, et 1=T/U,,

et que [(2.1.3), (2.1.4)] :

1

F= <MI 2W, m)) K2 W, or=Y),

v=1 i€l
de sorte que I’on est ramen¢, par Kiinneth, au lemme 5.4.2.1 et au lemme suivant :

LEMME 5.4.2.2. — Soient A? =Spec (F (v, 1]), r un entier positif, premier ap, et : F, — E¥
un caractére additif non trivial. Alors, pour tout neN, la fleche doubli des supports :

HI(A2, £ (Y, 01"~ 1)) » H"(A?, Z(§, 017" 1)

est un isomorphisme. S
Prouvons ce lemme. Soit j : A? 5 P? 'immersion ouverte usuelle, d’aprés [8], 3.1.1, la
fléche d’oubli des supports : .

I LW, o) > Rj LW, 077
est un isomorphisme dans D?(P?, E,), d’ou 5.4.2.2.
6. Un premier énoncé de pureté des sommes S, .

6.0. Nous allons prouver la pureté des sommes S, , sous les hypothéses (A) et (B) de 4.0,
pour tousles ¢, égaux a 1(cf. 4.3.0), avec la restriction suivante : on suppose que tous les a;,
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sauf un éventuellement sont non nuls, i. e. on suppose que card(I')=card(I)—1, ou I’
désigne comme en 4.0.6 la réunion des I, (v=1, ..., N) et ou :

I,={iel|d=d, et a,#0}.

En fait, pour des raisons techniques qui seront rendues claires au numéro 8.4.1, nous
établirons un résultat un peu plus général : au lieu de prendre, comme en 4.0.6, pour d le
p.p.c.m des d; (i€l), nous prendrons pour d un multiple quelconque des d; (i€l); nous
désignerons toujours par r; le quotient d/d; (iel) et par r,>r,>...>ry=1 les valeurs
distinctes prises par les r; (ieI), de sorte que 'on a encore, pour tout v=1, ..., N,
L={iellr,=r}.

Compte tenu de ces modifications, nous remplacerons les hypothéses (A) et (B) par les
suivantes :

(A,) d est premier a p.

(B,) Il existe au plus un i€l tel que a,=0; pour tout v=1, ..., N tel que I, contienne au
moins deux éléments, les deux cones de Ay =Spec(F[(x,),.]) d'équations :

Y ax;=0 et Y x{=0

iel, iel],
sont transverses en dehors de origine.

Rappelons [(4.0.2), (4.0.3) et (4.0.4)] que V désigne le sous-schéma fermé de
Al =Spec(F[(y:)er]) d’équation 14 ) y%=0,queg: V — A} est lafonction sur V définie par :

iel

g((yi)iel)=zaiyi

iel
et que ¥ est le E,-faisceau lisse de rang 1 sur V défini par ¥= ¥ (V, g).
Pour toute partie K de I, notons :
(6.0.1) vg: V&gV,

I'ouvert de V défini par les conditions y,#0, pour tout ke K.
Considérons le groupe fini :

(6.0.2) G=[]m,F).

iel

Alors, un caractére x, de G a valeurs dans E¥ est une famille (3,);.;, ou chaque y; : p, (F) —» Ef
est un caractére. Le support, Supp (), d’un tel caractére y est par définition ’ensemble des
indices i1 tels que y; ne soit pas trivial.

A tout caractere y de G, de support K <1, on associe le E;-faisceau, () ), lisse de rang 1
sur V¥, défini par [¢f. (2.2.1)].

(603) %(L):: ®%rh(Xk, yk))

keK

ou, pour k€K, y, est considérée comme morphisme de V¥ dans G,,.
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PROPOSITION 6. 1. — Sous les hypothéses (A,) et (B,), pour tout caractére , de support K,
du groupe G a valeurs dans E¥ et pour tout entier i=0, la fleche d’oubli des supports :

HI(VE, o () @V 9) - H (VE, A () ®@vE %)
est un isomorphisme. En particulier, pour le caractére trivial de G, la fleche d’oubli des
Supports :

Hi(V, %) - H\(V, %)
est un isomorphisme pour tout entier i=0.
6.2. Prouvons 6.1. Rappelons[(5.0.2),(5.0.3)et(5.0.4)] que U désigne le sous-schéma
fermé de A} = Spec (F [(x;),]) d"équation ) x{+1=0, quef : U — A; désigne la fonction sur

iel

U définie parf ((x;),c;) = a4, x} et que F désigne le E,-faisceau lisse de rang 1 sur U défini par

F=LWN,f).

On dispose alors d’un morphisme :

i€l

6.2.1) n: U->V,

défini par :
T )ier) = (X7 ers

ce morphisme 7 rend commutatif le triangle :

U_ s
6.2.2) nl \Aé
A
de sorte que l’on a (2.1.2) :
6.2.3) F=n*%9.

Le morphisme = étant fini, les deux suites spectrales de Leray :
EY=H.(V,R'n #) = HY(U, %),
EYy=H'(V,R'n F) = H"Y(U, %),
dégénérent en E, en des isomorphismes:
Hi(V,n F#)~H\{(U, #) (ieN),
HY(V, n ,7)~H' (U, 7) (ieN).
De plus, vu (6.2.3),0on a :
& =n,%=(n,E)®Y,
donc 5.2.1 a la conséquence suivante : pour tout i€ N, la fleche d’oubli des supports :

(6.2.4) HL(V,(n ,E,)®%) - H (V,(n ,E,)®%)
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estun isomorphisme [les hypothéses (A,) et (B,) de 6.0 impliquent les hypothéses (A, ) et (B, )
de 5.1].

Déterminons maintenant la structure du E,-faisceau n ,E,. On a un cube de F-morphismes
a faces cartésiennes :

U ——A!

AN
(V) —>G,, |
6.2.5)
" V—|— A!

S S
VI ——G),
ou[r] : A! > Al est I’¢lévation a la puissance r-iéme et ou 7; est la restriction de 7 au-dessus
de V™. On déduit de (6.2.5) que :
T *E). = (VI) *(TCI)_ *El'

D’apres (2.2.2), (2.2.7) et (2.2.9), (m;) ,E,; admet une décomposition canonique :

(my) «LE1=® [® «%/r,. o> o)

x€G el
On en déduit une décomposition canonique de n ,E, :

@ (VI)*[®'1/ (x:a y )]9

xeG iel

que ’on peut réécrire sous la forme :

(6.2.6) T Ei= @ (vy) X (),
xreG

ou X" (x) est défini en (6.0.3) et ot I’on a posé :
(62.7) ; Vx =Vsupp(—x) . VSupp(l) S V,

pour tout 3 e G.

Il résulte alors de (6.2.6) que lafléche (6.2.4) est somme directe, pour x parcourant G, des
fleches d’oubli des supports :

(6.2.8) HL(V, (v) o ))®F) = HI(V, (v) o (1)) ®F)

(ceci, pour tout i I). Par conséquent, comme (6. 2.4) est un isomorphisme, les fléches (6.2.8)
sont toutes des isomorphismes. :
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Considérons, pour tout caractére y de G, de support K, le diagramme :
. 3) .
HU(VE o () @ vED) = Hi(V, (), X (1)) ® F)
(6.2.9) w | @
. 4) . ’
H (VK £ (1) ® V?{(g)(‘—) HY(V, (k) « ¥ () ® )

ou les fléches (1) et (2) sont les fléches d’oubli des supports et ou les fléches (3) et (4) sont les
fléches de restrictions de V & VX. Ce diagramme est commutatif et (2), qui n’est autre que
(6.2.8), est un isomorphisme. De plus, si la fléche naturelle :

(k) ot ) = (Vi) o (1)

est un isomorphisme, (3) est un isomorphisme et, si I'on a ;

Ri(ve), # (x)=0  (Vjz0),

(4) est un isomorphisme.

Pour prouver que la fléche (1) du diagramme (6.2.9) est un isomorphisme et donc pour
achever la démonstration de 6.1, il nous reste & montrer que :

(6.2.10) C [RI) o (1,=0,

pour tout point fermé v de V — V¥ et pour tout entier j = 0. Considérons donc un point fermé v
de V—VX et soit :

K'={keK|y,(v)=0}.
Alors K’ et le morphisme :

y: (V,0)>(AF,0),
de coordonnées (y, ).k est lisse en v (on rappelle que V est ’hypersurface affine d’équation
Y y#+1=0). Notons g : G o Af Ilimmersion ouverte habituelle. Quitte a
iel
remplacer V par un voisinage de v pour la topologie étale, V¥ coincide avec y~* (G},) et
[(2.2.1),(2.2.5)]:

A () =y* (B 1))

keK’

Il s’en suit (¢f. 5.3.1) que, pour tout entier j=0 : .
[RY (i) o ()], =R (1) o B 7 F,))]o
keK’

et (6.2.10) est conséquence, modulo Kiinneth, du lemme bien connu suivant :

LEMME 6.2.11. — Soitp : G,, 5 A} Pimmersion ouverte habituelle, soit r un entier premier
dp, r>0, et soit y, un caractére non trivial du groupe p,(F) d valeurs dans E,, alors la fléche
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canonique :
R Of,) = Rp g f,)

est un isomorphisme dans D?(A{, E,).
Le point est que x (#",) est de rang 1 et effectivement ramifié en 0 puisque  est non trivial.

7. Rappels sur le produit de convolution de P. Deligne [2].

7.0. Soitk un corps de caractéristique p, soient / un nombre premier distinct de p et E, une
extension finie de Q,, soient I un ensemble fini de cardinal m=2 et, pour chaque i€l,
A;=Spec (k[t]]) une copie de la droite affine sur k. On note :

(7.0.1) s: A'=]]A; > A=Spec(k[]) :

iel

le morphisme somme, défini par :

s((ti)iel)=zti.

iel
7.0.2. UnE,-faisceau & surla droite affine A =Spec (k [#]) sera dit de type (x) s’il vérifie la
condition :
(x) & est nul en 0, lisse sur A- {0} et modérément ramifié en 0 et a linfini.
Remarque. — Si k est algébriquement clos, ’hypothése de modération de la condition (x)
peut aussi s’exprimer comme suit : le Ex-falsceau lisse & |A- {0} est tr1v1ahse par un

revétement de Kummer de A-{0}, d’ équation y?=1¢, pour au moins un entier positif d
premier a p.

La proposition suivante est due a Deligne :
ProrosiTioN 7.1. — Soit, pour tout iel, &, un E,~faisceau sur A; qui est soit le faisceau

constant E,, soit de type(x). Alors la formation de R s, (R # ) [dans D?(A, E,)] commute a
iel

tout changement de base S — A. De plus :
() si, pour tout iel, &, est le faisceau constant E,, on a :
{ 0 si j#0,

Ris BF)=1p i=0
A ST

iel

(il) sl existei, jel,i#], tels que F ; soit le faisceau constant E, et que F ; soit de type (%),
ona:

RS*( ‘g'-i)=0’

iel
dans D! (A, E,);
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(iil) si, pour tout iel, F, est de type (%), on a :

Ris (XF,)=0 si j#m—1

iel

et le E,-faisceau R™ "' 5 (X F ) est de type (%), de rang || rang(ZF ) sur A-{0}.

iel iel
Dans le cas ou tous les &, sont de type (x), Deligne appelle produit de convolution de la
Samille (# ),;, le E,-faisceau de type (x) :

(7.1.1) * F;=R""1s (X Z)).

iel iel

Remarque. — Rs,(X #,) mérite souvent mieux le nom de produit de convolution, mais

iel

Rs (¥ %)) a la vertu de préserver (x).

iel
7.2. Soit G,,=Spec (k[u, u~']) le groupe multiplicatif sur k; notons :
(7.2.1) p: G, xA-A (resp. p; : G, xA; = A)),

I’opération naturelle de G, sur A (resp. sur A;) définie par p(u, t)=ut (resp. u,;(u, t;)=ut,),
notons :

(7.2.2) v: G,c A,
Iinclusion habituelle et :
(7.2.3) a: s~ '(1)- Spec(k),
la projection canonique.
LemME 7.2.4. — Considérons 'ensemble de données suivant : pour tout i€l, soient F ; un
E,-faisceau de type(x) sur A;, %; un E,-faisceau sur G, et :
o, WF -9 XF,

un isomorphisme de E,-faisceau sur G, x A;. Alors il existe un isomorphisme :
A *F, 3IV(QY)OR" a, (XF,|s71 (1)),
iel iel iel
uniquement déterminé par I’ensemble de données considéré.

7.2.5. Prouvons 7.2.4. On a un carré cartésien :

ﬂuf

G xA'f—XEG' x ALEL L Al

idxx‘ . ls

G, xA i A
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et, d’aprés 7.1, la formation de x #,=R™"!s (X #,) commute au changement de base;
iel iel

donc, la fléche de changement de base par ,

B: p*R™ s (RF,)—>R" 1(idxs) (A xid) (& pt F))

iel iel

est un isomorphisme; par suite, si I’on compose B avec I'isomorphisme déduit, par (A x id) *,
de I’isomorphjsme :

Ma,: HpfsF, - (XY )X(XNF),

iel iel iel iel
on obtient, compte tenu de I'isomorphisme de Kiinneth, un isombrphisme :

y: p*R™Is (MF)S(Q@ )RR s (K F).
iel iel iel

Soit 6 : G, — G, xA la section définie par ¢ (u)=(u, 1); alors poc=v, donc on a un
isomorphisme :

iel iel iel

c*(y): VR" s (RF)3(®F)QR™ s (¥ F)),.

On conclut en invoquant une nouvelle fois la compatibilité au changement de base de 7.1 et

la nullité de x #, en 0 [¢f. 7.1 (iii)].

iel
7.3. Soit n un entier positif, premier a p, tel que k contienne toutes les racines n-iéme de
'unité; pour chaque i €1, soient n; un entier positif divisant n et y; : p, (k) - E¥ un caractere
non trivial; nous noterons :

(7.3.1) [Tx:i: m.(k)—Ef,

iel

le caractére défini par :

(n ) Q)= H x:(C7™),

iel iel
pour tout {ep, (k). Pour chaque iel, nous noterons :
v;: G,=Specku, u"'])s A,

I'immersion ouverte usuelle.

LEMME 7.3.1. — Pour chaque i€l, le E,-faisceau [cf. (2.2.1)] :
(Vi) A, (s> )

4° SERIE — TOME 16 — 1983 — N°1



MAJORATION DE SOMMES EXPONENTIELLES 27

est de type (x) et on a un isomorphisme canonique :

* (Vi) A, (s ) SV ([T 2 WOR™! a*(!zi (Vi) A, (i ) |71 (1)),

iel iel
ou R™" 1a (K (v;), A, (x> u)|s™1 (1)) est un E,~faisceau de rang 1 sur Spec (k).
iel

En effet, pour chaque i€l, on a un isomorphisme canonique [¢f. (2.2.3), (2.2.7)] :
,’l:k (Vi) !xn,»(Xia u):%n,(Xia u)m(vi) !fni(Xi9 u)9

donc le lemme est conséquence de 7.2.4.

7.3.3. — Supposons que k est une cloture algébrique d’un corps fini F, et que n divise g — 1.
Alors le Frobenius géométrique F relatif & [, agit sur le E,-vectoriel de dimension 1 :

R™™ % a (R (v A, (i ) |71 (1) =H" "1 (71 (1), B (Vi) A, (is w))

et on a le résultat suivant di a Deligne :

LemMme 7.3.4. — L’endomorphisme ¥* du E,-espace vectoriel de dimension 1,
H" ™ s7H (D), ®(vy) A0, (Xis u)), est le nombre algébrique g*™~2/J o J est la somme de
iel

Jacobi :

J'=(_ pm-t Z H x! (t(iq—l)/n‘), (1,€ IF;‘, Z 1,=1).

t; viel iel
- En particulier, si le caractére | | y; de p, (k) est non trivial, ce rapport d’homothétie est pur de
iel
poids m—1 et, si le caractére ||y, de p,(k) est trivial, ce rapport d homothétie est pur de
iel

poids m.

En effet, d’aprés [1], 4.16, F* agissant sur le E,-vectoriel de dimension 1,
HP '™ ()N G, ® o, (1, 1), est 'homothétie de rapport J. Donc, par dualité

de Poincaré, compt:Itenu de (2.2.8), F* agissant sur le E,-vectoriel de dimension 1,
H" Y(s™ (1) " Gl ® A, (1 1;), est 'homothétie de rapport ¢>"~2/J. Or 6.2.11,
montre que la ﬂécheliile restriction :
H™ (s (1), B (Vi) A, (6 0)) = H™ 257 (1) 0 G, R, (10 1))
iel iel

est un isomorphisme, d’ou 7.3.4.
8. Pureté des sommes S, , dans le cas général

8.0. Nous allons, dans ce numéro, déduire 4.1 de 6. 1 [nous supposons toujours que les c;
sont tous égaux a 1 (¢f. 4.3.0)]. Posons :

{ I'={iel|a,#0},

8.0.1) I'={iel|a,=0}.
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Rappelons (4.0.2) que V est I'hypersurface affine dans Ap=Spec (F[ Vi)iell) d’équation

1+ y#=0. Soit 0 un indice n’appartenant pas a I et soit :

iel

(8.0.2) V' =Spec(F[(yi)icr > Yol)s

le sous-schéma fermé déquation " y%+ y, + 1=0. Considérons le diagramme commutatif, &

el

carré cartésien
'g/ V _P) Al” = SPCC ([F [(yi)iel”])

bk
Dy L —spec(Eld)

(8.0.3) Al

ou les morphismes g, g’, A, k, p, p’ sont définis comme suit :
g ((Yi)iel),=zaij’i (¢ 4-0-3),
iel

g ((yi)iel’ » Yo)= Z a;yi

el

B Bdie) = iker Y, Y

iel”

(8.0.4) k(i)=Y vE

iel”
P(Vdic)) =0 iicrs
P ((Vidier > Yo)=Yo-

Rappelons enfin que % désigne le E,-faisceau lisse de rang 1, £ ({, g), sur V et posons :
(8.0.5) 9=2W,¢g),
de sorte que ¥’ est un E,-faisceau lisse de rang 1 sur V' et que 'on a [¢f. (2.1.2)] :

(8.0.6) G=h*%9'.

8.1. Nous voulons déduire de 6.1 1’énoncé suivant :

8.1.0. Sousles hypothéses(A)et(B)de4.0, pour tout caractére non trivial \y : F, — E¥, on
aHL(V, 9)=0,siiscard (I)—1, et les valeurs propres de F* agissant sur H**®~(V, &) sont
pures de poids card (I)—1.

Or, par dualité de Poincaré, on a :

(8.1.1) Hi(V, 9)=[H2=¢0-D-{(y 4] (1 —card (1))
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r G =%, g) =% V', g) [¢f (2.1.5)] donc il revient au méme de déduire de 6.1
’énoncé suivant :

8.1.2. Sousles hypothéses(A)et(B)de 4.0, pour tout caractére non trivial s : F,— E¥, on
a H'(V, %) si i#card(1)—1, et les valeurs propres de F* agissant sur H*O~1(V, 4) sont
pures de poids card (I)—1.

8.1.3. Il suffit de prouver 8.1.2 aprés extension préliminaire des scalaires de F,a F, <F
ou g, est une puissance de g, g, =¢° (e entier =1); si F; désigne le morphisme de Frobenius
relatif a F, , on a en effet Ff =(F*)° sur H*(V, 9).

8.2. Pourdéduire8.1.2de6. 1, nous allons analyser la cohomologie H* (V, ¢)a’aide de
la suite spectrale de Leray pour 4 :

8.2.1) Ey=H(V,R'h, %) = HY(V,¥9),

qui s’écrit encore, compte tenu de (8.0.6) :

8.2.2) Ej=H'(V,9'®R'h E,) = H(V,9).
Le morphisme k se factorise en :

A" =Spec(F[(y:)er]),

‘n

(8.2.3) k1 A" =Spec(F [(£)cr1-])s

ol - A =Spec(F[1]),

T (Y iier) =i er et s(t)ier)= Z Li-

iel”

LeMME 8.2.4. — La fleche de changement de base relative au carré cartésien de (8.0.3) :
8.2.4.1) : p’*Rj_k*Exath*Ex,

est un isomorphisme, pour tout j=0.

En effet, © est un morphisme fini, donc la formation de n . E, commute a toutchangement
de base S— Al". 1l ne reste & voir que la formation de R's (n ,E,) commute & tout
changement de base S — A. Or le morphisme s admet une compactification :

AT C e AV
N
telle que (A", A" — Al") soit un A-couple lisse[si I’on choisit un indice iy € 1", le diagramme :
Al A x Al o

N

ou oc((zi)ie,,,)=(z ti> ()ier—(i})> €St commutatif].

iel”
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D’autre part, n ,E, est trivialisé par le revétement fini & qui est, par hypothése (A), de degré
premier & p; donc n ,E, est modérément ramifié le long de A" — A" et le lemme résulte de [6],
1.3.3 (cet argument a été utilisé par Deligne pour prouver 7.1).

Compte tenu de ce lemme, (8.2.2) se réécrit :

(8.2.5) Ey=H'(V', 9'®p*R'k ,E,) = H7/(V,9)
Désignons le groupe de Galois du revétement fini & par :

(8.2.6) G" =], (F);

iel”

pour tout caractére y, =(x,).;- de G”, de support K" ={iel”|y,#1}, notons :

8.2.7) v 1 GX X AIE 6 AV =Spec(FI(1)er]),

l'inclusion naturelle et " (y) le E,-faisceau lisse de rang 1 sur Gy, x A""~*" défini par :

(8.2.8) A () =(® A4, t))RE,.

keK”

LEMME 8.2.9. Pour tous entiers i, j20, le terme EY de (8.2.5) admet la décomposition :

8 .‘2.9.1). Ef= @ H(V, 9 ®p*R/s,(v)A (1))
EEG”
En effet, cela résulte aussitot de la décomposition (6.2.6) de n ,E,.
8.3. Posons :
(8.3.0) d'=p.p. c. m((d);cr), ri’=d"/d,(iel").

Si y est un caractere de G”, de composantes y; (iel”), nous noterons, conformément a
(7.3.1) :

(8.3.1) [Txi: me(F)—EF,

iel”
le caractére défini par (][] x,) ()= H x;(¢7). Posons.aussi :
iel” iel”

8.3.2) m'’ =card(I"”)
et rappelons que v : G,, A désigne I'inclusion naturelle (7.2.2).

LemMmE 8.3.3. — Soit y un caractére de G'' de support K" <1". On a :
1) iK'=0Q:

E, si j=0,

Risy(v) A (L):{o si j#0.
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() si K"#Q et si K"#£1" :

RS*(vx)!%(l)=O’
dans DY (A, E,); )
(i) si K'"'=I":
Ris , (v,) A ()=0.

pour tout j#m'’ —1 et on a un isomorphisme canonique :

- (8.3.3.1) R™=Es (V) A SV (A o ([ ] % DOHQ)

iel”

ou I'on a posé, pour tout caractére y, de G"', de support 1" :

(8.3.3.2) H(&),=H'""“(s'1(1), (vl)!%(L)).
Cela résulte aussitot de 7.1 et 7.3.1.

LEMME 8.3.4. — Ona :
’ RI(V', 9')=0,

dans D (E,).

En effet, on a un diagramme commutatif :

V/
1‘ \g
arbal

ou :

a ((yi)iel’9 YO)=(Yi)ie1 et B((yi)iel’)= Z a;y;.

iel’

Donc :
G =a*Z WV, B).
Comme o est un isomorphisme, on a :

RT(V', 9)=RT (A", Z (¥, 1)),

et, par Kiinneth :

RT(V', 4 )=@RT(A;, ZW, a;y)),
iel’
par suite 8.3.4 se déduit de ’assertion bien connue ([1], 2.7) :
RT(Ag, Z (¥, ay))=0,

pour { : F, — E¥ non trivial et aeF}.
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En accord avec la notation (6.0.1), nous noterons :
(8.3.5) vigy: VsV,
Pouvert de V' défini par la condition y,#0.
ProposITION 8.3.6. — Le terme E, de la suite spectrale (8.2.1) de Leray pour h vérifie :
(i) pour tout j#m'' —1 et pour tout i :
EY=0;

(i1) pour tout i, on a une décomposition :

(8361) Eiz,m“—1=E; @E;/’
ou :
(8.3.6.2) Ei=@ H (V! A ([] 1 P)®VEy %) ®H(Y),

x iel

la somme étant étendue aux caractéres y, de G, de support 1", tels que [ | x; ne soit pas trivial,
- iel”
etou:

8.3.6.3) E/=@H™' (V'-V', 9)gH(y),

X

la somme étant étendue aux caractéres y, de G'', de support 1", tels que || x; soit trivial.
- . iel”
8.3.7. Prouvons 8.3.6. La partie (i) est conséquence immédiate de 8.2.9, 8.3.3 (i) et (ii)
et 8.3.4. Pour la partie (ii), il résulte aussitot de 8.2.9 et 8.3.3 (iii) que :
E" = @ H (V, v (][] 1 p)®Y) QH().
iel”

xEG”
Supp(l)=1”

Si [] x: est non trivial, la fléche d’oubli des supports :

iel” .

Vioy o ([T %i> ) = Rvyey Jd"(l_IIIXi, r))

iel”

est un isomorphisme dans D2 (V', E,) d’aprés 6.2.11. Si [ ] x,est trivial, ", ([ | x> ') =E,
iel” iel”

et, comme RI'(V’, ¥')=0, d’aprés §.3.4,0on a:
RI (V' -V g )xRIT(V, (viop E)®%")[1].

Ces deux derniéres remarques permettent de conclure facilement.

8.3.8. Comme le diagramme (8.0.3)est défini sur [, le Frobenius relatifa I, F*, agit sur
toute la suite spectrale (8.2. 1) et sur les descriptions (8.2.2) et (8.2.5) du terme E, de cette
suite spectrale; toutes ces actions sont compatibles.
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Précisons ce que devient 'action de Frobenius sur le terme E, de (8.2.1) dans la
décomposition de ce terme E,, décrite en 8.3.6. Soit ¢, une puissance de g, g, =¢°, telle que
d’ [¢f. (8.3.1)] divise g, —1. La décomposition (6.2.6) de n ,E, :

L Ei= @ (v) o ()

st

est alors deﬁme sur F, (¢f-2.2.10). Soit F, le Frobenius relatifa [, . Alors F§ agit sur le terme
E,de(8.2.1) et cette action coincide avec celle de (F*)°. D’ autre part F¥ agit sur chaque
facteur des sommes directes (8.3.6.2)et(8.3.6.3), doncsur Elet E}, et, en remontant toutes
les étapes de la preuve de 8.3.6, on vérifie aussitot que la décomposition (8.3.6.1) est
F}-équivariante.

ProrosiTION 8.4. — Soit ¥ un caractére de G'' de support 1. Alors :

(i) si [] x: est non trivial, on a :

iel”
HI (V' o, ([I] Xis P )@V 9')=0,
pour tout i#card (1), et les valeurs propres de ¥% agissant sur :
Head®) (v {0} Ay (1—1[ Lis p’)®v{*0} g'),
sont (relativement a [, ) pures de poids card(I');

(i) si [ x; est trivial, on a :
iel”

H (V-V1i% =0,

pour tout i#card (I')—1, et les valeurs propres de ¥* agissant sur :
Heard@)-1 (V' _VI{O}, g/),

sont pures de poids card (I')—1.

8.4.1. Prouvons8.4. Pour les deux assertions (i) et (ii), 3. 2. 1 nous raméne 4 montrer que
les fléches d’oubli des supports H: — H' (i e N) sont des isomorphismes, mais, dans les deux
cas, cela va résulter de 6.1.

Pour I'assertion (i), désignons par dle p. p. c. m. des d, (i€I) et posons a,=0, d,=1; les
hypothéses (A) et (B) de 4.0 assurent que d, (d;);cr {0} €t (@;)ier {0} Vérifient les hypothéses
(A,) et (B,) de 6.0; comme d'’ divise d, on peut appliquer 6.1 au caractére du groupe :

n Wyg, (F),

iel' u{0}
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dont le support est {0} et dont la composante d’indice 0 est le composé :

Hx
[d/d”] zeI

Ry/a, (F)=pn,(F)—>p, (F)=—

et cela entraine la conclusion (c’est ici que servent les possibilités ouvertes en 6.1 d’avoir un d
multzple arbitraire du p. p. c. m. des d; et davoir un a; nul).

Pour Iassertion (ii), désignons toujours par dle p. p. c. m. des d, (i€ I); les hypotheses (A)
et (B) de 4.0 assurent que d, (d,),.; et (a,),. vérifient les hypothéses (A,) et (B,) de 6.0; la
conclusion résulte, la encore, aussitot de 6.1.

8.5. Achevons la preuve de 4.1. 1l s’agit, comme on I’a vu en 8.1 de prouver 8.1.2.
Regroupant 8.3.6 et 8.4, on voit que la suite spectrale 8.2. 1 degenere enE, et que son terme

E, se redult a:
Ecard (I'),card(I”)—1
2 s

de sorte que H'(V, ¢)=0 pour i#card(I)—1 (I est réunion disjointe de 1" et I’) et que la
fléche canonique :
Eczard(l’),card(l”)—l - Hcard(l)—l (V, (g)

est un isomorphisme; compte tenu de 8.3.8, il résulte de 8.4, 7.3.4 et 8.3.6 (ii) que les
valeurs propres de F¥ agissant sur :

d(I'),card(I")— 1
Eczar()car( ) ,

sont pures de poids card (I) — 1 (relativement a F, ), donc il en est de méme des valeurs propres
de F} agissant sur :

Hcard(l)—l (V, (g)

et on conclut par la remarque 8.1.3.

9. Modération a Pinfini des E,-faisceaux R/g, E,
et conséquences pour le calcul de . (V, 4).

9.0. Reprenons les notations de 4.0 avec tous les ¢; égaux a 1 (¢f. 4.3.0): V est
r hypersurface dans Al= Spec (FIied) d’equa‘tlon’

143 yi=
iel
g: V- A} estle morphisme défini par :

g((Yi)ie1)=Z;aiYi

et ¢ est le E,-faisceau lisse de rang 1 sur V défini par ¥ =2 (, g).
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Remarque 9.0.1. — Tout ce que suit reste valable si I'on remplace F par un corps
algébriquement clos, de caractéristique p, arbitraire, les a,(i€I) étant alors des éléments
quelconques de ce corps.

Rappelons briévement la méthode de N. M. Kartz pour le calcul de x(V, %) (¢f. [7]). La
suite spectrale de Leray pour le morphisme g : V — A{ et le E,-faisceau & :

Ey=H'(A}, Rig, %) = H/(V,¥9),
donne :

(9.0.2) x(V, g)‘éZ(—l)fx(Aé,R"g*@)‘

D’autre part, par définition (2.1.1) de %, on a :

, G=g* [y~ (2)),
donc, pour tout jeN, on a :

Rig,9=Rig,E, ® ¥ (£).
Si Pon montre que, pour chaque entier j=0, le E,-faisceau :
R/ g« By,
sur A} est modéré a I'infini de A}, on aura (d’apres [7], 4.8.2), pour tout jeN
X (AL, Rig, 4)=x (A}, Rig, B,)—dimg (Rg, E,)),
ol 1 est un point géométrique générique de A} et, par suite, on aura [grice a (9.0.2)] :
(9.0.3) x(V, %)=x(V, E\)—x(V;, E,),

ou V; désigne la fibre du morphisme g au point géométrique générique n de A}.
Pour établir 4.2, nous allons :
(a) prouver la modération a I'infini des E,-faisceaux R’/g, E, (je N);
(b) calculer, en termes des d, (i € 1), les caractéristiques d’Euler-Poincaré A-adique de V et
Vi.
La suite du numéro 9 est consacrée a (a) et le numéro 10 a (b).
ProPOSITION 9. 1. — Sous les hypothéses (A) et (B) de 4.0, les E,-faisceaux Rig, E,(jeN)
sur A} sont modérés a infini.
Nous avons déduit 4.1 de 5.2 (via 6. 1), de la méme maniére nous allons déduire 9.1 de
I’énoncé 9.9.1 ci-dessus (via son corollaire 9.1.2).
Rappelons [(5.0.2) et (5.0.3)] que U désigne I'hypersurface de Fermat dans
A}F5=‘Spec ([F‘[(xi)liel])_ d;équation, -
Y x{+1=0
iel

et f: U-— A}le morphisme défini par f((x;);)=) a;x}.
iel
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Prorosition 9.1.1. — Sous les hypothéses (A;) et (By) de 5.1, les E,-faisceaux
R/ 1, E, (jeN) sur A} sont modérés a infini de A}.

Nous démontrerons 9.1.1 en 9.3. Déduisons de 9.1.1 un corollaire. Prenons pour d un
multiple commun des d; (i€ I) et r;=d/d; (i e I). Rappelons [(6.0.2),(6.0.3) et (6.0.1)] que
G désigne le groupe fini ]_[u, (F), # (x) le E,-faisceau lisse de rang 1 sur l'ouvert

iel

vk =V, : V€ 5V, défin1 par :

A )= A, (e Vi)
keK

ou x est un caractére de G de support K.

CoROLLAIREY . 1.2. — Sous les hypothéses(A,) et (B,) de 6.0, pour tout caractére y, de G, de
support K <1, les E,~-faisceaux Ri g, (v) A (x) (e N) sont modérés a infini de Al
En effet, on a, en vertu du diagramﬁle commutatif (6.2.2) :

R/ f,E,=Rig, n, E,
et en tenant compte de la décomposition [(6.2.6), (6.2.10)] :

T Ev= @ (Vi o (),

1eG

on voit que, chaque E,-faisceau R’ g, (v,) (x) est un facteur direct de R/ f, E, donc est
modérément ramifié 4 l'infini de A}, puisque R/ f,, E, I’est [on rappelle que pour dun multiple
desd;(iel)etr;=d/d,;(iel),les hypothéses(A,)et (B )de 6.0 impliquent les hypothéses (A )
et (B;) de 5.1].

9.2. Déduisons 9.1 de 9.1.2. Considérons le diagramme (8.0.3), & carré cartésien :

VAL =Spec (F[(y)ier-])

Al / 1/,

™S vla —Spec(F[1))

ou V' désigne ’hypersurface dans Spec(F[(y;);cr, yol) d’équation :

) Vit yo+1=0,

iel’

que :

8 Vidier> ¥o)= Z a;yi

iel
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et que :

h((yidie) =((Viiers Z ¥5).

iel”
On a une suite spectrale de foncteurs composés (g=g'oh) :
(9.2.1) Ey=Rig,R'h,E, = R'ig E,
pour prouver 9.1, il suffit alors de prouver la modération a I'infini des E,-faisceaux E (i,
jeN) sur A}, en vertu du résultat suivant :

LemME 9.2.2. — Soit 1 le groupe d’inertie d’un trait strictement local et soit P sa partie
sauvage, i. e. son pro-p-groupe de Sylow, ou p est la caractéristique résiduelle du trait. Soit :

0>V 5>V-V'-0,

une suite exacte de représentations l-adiques de 1. Pour que P agisse trivialement sur V , ilfaut et
il suffit que P agisse trivialement sur V' et V''.
Le point est que, pour toute représentation /-adique p : I - GL(V), p(P) est fini (P est un
pro-p-groupe avec /# p), donc que, en tant que représentation de P, V est semi-simple.
9.2.3. Prouvons la modération de :

EY=Rig,R'h,E, (Vi jeN).

Rappelons que, pour tout je N, la fleche de changement de base (8.2.4.1) :
p' *R/k, E, > Rh,E,

est un isomorphisme et que R’k E, admet la décomposition (cf. 8.2.9) :

Rk, B, =@® Ris, (v,) o (1),

4

ou y parcourt les caractéres du groupe G''=[]n,(F) [s, v, et A (x) étant définis
- ) ‘ iel” -

respectivement en (8.2.3), (8.2.7) et (8.2.8)]. Les E,-faisceaux :

Ris,(v) (1) (e, zeG")

sont calculés en 8.3.3 : RV s , (v,) X (x) est isomorphe (non canoniquement) a I'un des
quatre E,-faisceaux suivants :
(i) le E;-faisceau nul sur A;
(ii) le E,-faisceau constant de valeur E, sur A;
(iii) le E,-faisceau v (¢, (8, t)), ou 0 : p, (F) > E¥ est un caractére non trivial:
(iv) le E;-faisceau v E,.
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On doit donc montrer que les E,-faisceaux sur Aj, R/ g, E,, R/ g}, (Vioy) A o (6, p') et
Rj g (v{o} ) .E, sont modérés a I'infini de A}, ol Vio} : V% g V' est ouvert de V' défini par
Yo#0. Compte tenu de 9.2.2 et du triangle distingué dans D? (A}, E,) :

Rg,E,

+1

Rg, (vio}): E,—~R gL E,

ou g : V'—V'{% > Al est la restriction de g’ : V' — A} au fermé de V' défini par y, =0, il
revient au méme de montrer la moderatlon a l’mﬁm des Ex-falsceaux Rig,E,,
Rig, (Vioy) 2 (8, p') et R/ g, E. Mais la modération a linfini de ces E,-faisceaux est
consequence directe de 9.2.1 (méme argument qu’en 8.4.1).

9.3. Prouvons 9.1.1. — Nous devons prouver, sous les hypothéses (A, ) et (B,)de 5.1, 1a
modération a I'infini des E,-faisceaux R/ f, E, sur A}.

9.3.0. Nous allons voir qu’il revient au méme de prouver, toujours sous les hypothéses
(Aj)et(B,)de5. 1 la modérational’ mﬁm des E,faisceaux R’ f|E, sur A}. En effet, U (resp.
A¢)étant un [F-schema lisse de dimensionm— 1, oum=card (I) (resp. 1), E, (m—1)[2(m—1)]
(resp. E (1) [2]) est le complexe duallsant de U (resp. A\l) par suite, on a un isomorphisme
canonique,

R f,RHom (E,, E,(m—1)[2(m—1)]) >R Hom (R f \E,;, E, (1) [2]),
dans D?(A}, E,), autrement dit, une suite spectréle de E,-faisceaux :

EYy=Ext'(R™/fE,, E;) = R7/T2TDLE, (m-2).

Les E¥ pour i>0 sont concentrés sur un ensemble fini de points fermés de A{ (le lieu de non
lissit¢ des E,-faisceaux R/fE,), donc ils sont automatiquement modérés a Pinfini; les
E%'=Hom (R™/ f |E,, E,) sont modérés & I'infini dés que les R/f E, le sont. Donc,
le lemme 9.2.2 montre que les R/, E, sont modérés a I'infini dés que les R’ f|E, le sont
(la réciproque, qui ne nous servira pas, peut se¢ montrer de la méme maniére).

9.3.1. Pour prouver la modération a llnﬁm des E,-faisceaux R/f E,, nous allons
compactifier f. Rappelons [(5.1. 1) et (5. 1. 2)] que Z désigne lhypersurface dans
P =Proj (F[Xo, (X;)ir]) d’équation Y X¢{+X§=0 et que j: UgZ est I'immersion

iel
ouverte qui identifie U a la carte X,#0 de Z. Le morphisme f: U — A} définit alors une
fonction rationnelle f: Z---— A}, dont on note :

Z s ZxAlc PrxA}
J L

N

pry
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la variété d’incidence; si on pose :
9.3.1.2) n=inf{v=1, ..., N|I,=0}

[ori rappelle que r; >r,> ... >ry=1 sont les valeurs distinctes prises par les r;(ieI), que
I,={iel|r,=r,} et que I\,={iel,|a,#0}], alors Z est le sous-schéma fermé de :

P X A =Proj (F (Xo, (X;)ic1]) x Spec(F[1])

défini par les équations :

Y X¢+XE=0,
(9.3.1.3) N il
Y (Y a4 X)X — 1 X5=0,
v=n iel,

etj:Ug Z est 'immersion ouverte qui identifie U 4 I'ouvert de Z déterminé par la condition
X, #0, autrement dit :

j(x)=(j(x),f(x)) pour tout xeU.
Le fermé de Z : ‘
9.3.1.4) Y=2-U,

i. e. le fermé de Z d’équation X, =0, n’est autre que le produit de A} par le fermé F de Z
d’équations :

Y a;Xr=X,=0.

iel,

On a donc le diagramme commutatif :

Z<«—>Y «—>oF

A7

9.3.1.5) UdZ«—— 5% =FxA}

S1Y=pr,
Ag
et la suite exacte longue :

9.3.1.6) —->RIfE, >R f,E, > RI(f|Y),E, > RI*'f E, -,

ou les E,-faisceaux RJ( 7l ?)* E, sont constants de valeur H/(F, E,) (Vje N):. Il résulte de
9.2.2 que les R/ f |E, sont modérés a I'infini de A} si et seulement si les R/ f, E, le sont.

9.3.2. Soit¥ = Spec(F [[u]]) le complété de A} a'infini [u=1/¢est une coordonnée locale
a linfini de A} =Spec(F[7])] et soit:

9.3.2.1) Z<Pix ¥,
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le sous-schéma fermé d’équations :

Y X¢+ X4 =0,
9.3.2.2) iel

u[ i 9 aiX’i“)XB"“’":I—X6'=0'

v=n i€l

(£ est aussi un sous-schéma fermé de Z x.#). Nous noterons s le point fermé de ¥, n son
point générique, n un point géométrique localisé en n, I = Gal (m/ n) le groupe d’inertie de &
correspondant, 7 et 7 les fibres de la projection Z — & en s et H respectivement.

Le groupe d’inertie I agit sur la cohomologie H* (£, E,) et nous voulons montrer que

cette action est modérée [H/(Z7, E,) est la fibre de R/ f,E, en n, vu comme point
géométrique de Af]. La suite spectrale des cycles évanescents [3] :

E£j=Hi (gs’ Rj \qu (El)) = Hi+j(gﬁa Ek)

et 9.2.2 nous raméne & montrer que I"action de I sur les faisceaux R/, (E,) est modérée.
Donc, compte tenu de 9.3.1, la proposition 6.1.1 est conséquence de la proposition
suivante :

ProprosITiIoN9.3.3. — Sous les hypothéses(A,)et(B,)de 5.1, pour tout point fermé zde % ,
le groupe d’inertie 1 agit sur les E,-vectoriels:

(R, (B),=H/(Z )7, E))  (eN),

d travers un groupe fini, d’ordre premier d la caractéristique p de F (% ,); désignant la fibre en H
de lhensélisé &, de Z en z).

9.3.4. Prouvons 9.3.3. On considére 2 comme le sous-schéma fermé de Z x.& défini
par I’équation :

u[ > a,-X:v)er'v]—Xseo.

v=n iel,

Soit z un point fermé de Z , alors p et X, s’annulent en z. VuT’hypothése (B, ) de 5.1, il existe
N

au moins un indice ieI'= ( ) I/ tel que X, ne s’annule pas en z. Par suite, il existe un unique
v=n

me{n, ..., N} tel que :
(i) X; s’annule en z pour tout iel;, v=n, ..., m—1;
(ii) X; ne s’annule pas en z pour au moins un iel,,.
Distinguons alors deux cas :

(@) Y a;X ne s’annule pas en z : alors choisissons un indice i, €1, tel que X, ne
iel,
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s’annule pas en z; la fonction rationnelle sur Z x & :

N

n= Y Xg (Y a;Xy)

v=m i€l

X{: .

est définie dans un voisinage de z et ne s’annule pas en z; de plus, localement en z, Z est défini
dans Z x & par 1’équation :

(3R 6)oH~

m

Comme (r,,, p)=1 [d’apres (A,)], le revétement de Kummer :

n: (Z,2)>(Zx, z),
d’équation :
g-=n

est étale en z’ [le choix de z’ correspond au choix d’une racine r,,-iéme de I’unité de n (z)], donc
quitte a restreindre Z' est étale partout. Choisissons, pour chaque ie I, v=n, ...,m—1,une
racine r-iéme a; de a; et considérons les fonctions sur Z', s’annulant en z’ :

X
uy=Gq 15(f0

et:

-1 X . ’
u;=at X_,: (iel,,v=n, ...,m—1);
m—1
soit A I’espace affine sur F de dimension 1+ )’
v=n

card (I)) et soit :

u,p): Z,2)->(AxZ,0),

le morphisme de composantes u,, les u; ci-dessus et p. Le diagramme :

Z,2)
;/ \\(f W
(Zx¥, z) (Ax%,0)

est un systéme de coordonnées locales sur Z x.% centré en z [au sens de (5.3.0)], si Z est le
sous-schéma fermé de A x.& d’équation :

m—1
u[( X (X u’.-v)u:;"v)+u3“'v>+u8"~]—u3=0,

- =
v=n i€l
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ona:
N (Z)=(u, p)" 1 (X)

’
;>/// \\\&iu)

ze¥Xcl xS AxSF > E>0

Px /P’z
<

commute. Par suite, il résulte de ([3], 2.1.7.2) que I'on a un isomorphisme de E, [I]-
modules :

et le diagramme :

9.3.4.1) H*(Z )7 By ~H*(Z 07 By,

(z)n>
(b) >, a;Xrs’annule en z : alors, choisissons un indice i,, € I, tel que X; ne s’annule pas en
iely,
z et choisissons, pour tout iel,, v=n, ..., m—1, une racine r-i¢éme a; de a;; les fonctions
rationnelles :

>

0

E

Uy =

>

1

u;=a

&
X
et :

N

> XeT (Y aiXy)

v=m iel,

r b
X,.:

sont définis dans un voisinage de z dans Z x & et s’annulent en z. Soit A I’espace affine sur F
m—1
de dimension 2+ ) card(L,), alors I'hypothése (B,) de 5.1 assure que le morphisme :

v=1

u,p): Z,2)»(Ax%,0),

de composantes u,, v, les u; (ieI,, v=n, ..., m—1) ci-dessus et p, défini sur un voisinage de
Zariski convenable Z’ de z dans Z x &, est lisse, de sorte que :
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“estun systéme de coordonnées locales sur Z x %, centré en z [au sens de (5. 3.0)]; de plus, si &
est le sous-schéma fermé de A x.& d’équation :

m—1
u[( Y u?“)u8"*)+v-u&”’"]—u6"=0-
v=n i€l

ona:

~

ZnZ =u,p) " X)

et le diagramme :

ZI
/ \i w

zeX xS AxF >0
4

commute. Par suite, il résulte de ([3],2.1.7.2) que I’on a un isomorphisme de E, [I]-modules:

-

9.3.4.2) H*(Z .)7» E,) ~H* (% o), E,).

Pour prouver 9.3.3, on est ramené par (9.3.4.1) et (9.3.4.2) 2 montrer le lemme
suivant :

LemMME 9.3.5. — Soient m=zn=1 deux entiers, (r,, ..., r,) une suite d’entiers positifs,
premiers a p, strictement décroissante, et (1), -, . ,_; unefamille finie d ensembles finis non
vides, deux a deux disjoints. Considérons les deux situations suivantes :

(i) A=Spec(F[ug, (u;)
Péquation :

iel,,v=n, ..

mo1]) €t Z=A X est le sous-schéma fermé défini par

m—1
u[( IRONTA)] u:r'v>+u3"~]—uzs=0,

- —
v=n i€l

(i) A=Spec(F[ug, v, U)icr, ymn, .. m-1]) €8 X A X est le sous-schéma fermé défini par
léquation :

n—1
p[( > u';)u'd—'v>+vu3-'~]-u3=o.
v=m iel,

- Dans ces deux situations laction du groupe d’inertie 1 de & sur H* (% )5, E;) est modéré (% o)5
désigne la fibre en M de Ihensélisé de % en lorigine 0 de A x {s}, pour la projection

prz . B 2) .
Zo) =S AxSF —F). Plus précisément, cette action se factorise d travers l'unique

quotient fini cyclique de 1, d’ordre le p.p.c.on. rdes vy, ryiqs - o5 P
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9.3.5.1. Nous allons prouver 9.3.5 par un argument d’homotopie (cf. [7], preuve de
5.4.2). Soit T une indéterminée et soit :

 =Spec (F (T) [[ul])-

Nous noterons 0 le point (0, 5) de A x ; Z, ou 0 est I'origine de I’espace affine A et oul 5 est le
point fermé de &. Soit, pour a =1, 2, &', le #-schéma déduit du.#-schéma % par ’extension
de [-traits :

‘~

6,: ¥

si a=1,
em<u)={ A

définie par :
T p si a=2.

Dans ma situation (i), &, (resp. & ,) est le sous-schéma fermé de A x F.? d’¢quation :

”[(mi ) u’s%"v) +u'n-r~}—u3=o.

v=n i€l

m—1
pT'[( Z (Z u’iV)ug"V>+u3"~]—u3=0>.
v=n i€l

et les deux hensélisésen 0, 7', 0 et Z 1), de & | et &', respectivement, sont isomorphes sur & :
en effet, le #-automorphisme :

resp.

0: Ax, P >Ax;Z,
défini par :
@ (uo)=T "u,
Q)=T""u, (iel,,v=n,...,m—1).
ouonapos€r,=r/r,(v=n, ..., m), préserve le point Oet induit unf”—isomorphisme de &,
sur &,.

Dans la situation (i), %, (resp. %,) est le sous-schéma fermé de A x;&
d’équation : = (

p
(resp.

et les deux hensélisés en 0, ', o, et &, ), de &, et &, respectivement, sont isomorphes sur
& : en effet, le #-automorphisme :

m—1
(Y u',-v).ua-'v)w.s-'w —u5=0

., iel
v=n i€l

v=n i€l

o[ g i) m),

0: AX P> Ax; 7,
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défini par :
@ (Uo)=T "u,
o u;)=T"""u, (fel,, v=n, ...,m—1),
P )=v,

ouonaposér,=r/r,(v=n, ..., m), préserve le point 0 et induit un #-isomorphisme de &,
sur Z,.

Par suite 9.3.5 est conséquence du lemme suivant (¢f. [7], p. 184-187, pour une
démonstration) :

LeEMME9.3.5.2. — Soit k un corps séparablement clos, soit S = Spec (k [[u]]) et soitf: X — S
un morphisme séparé de typefini. Notons s le point fermé de S, | son point générique, n un point
géométrique localisé en m et 1=Gal(n/n) le groupe d’inertie de S correspondant. Fixons un
point fermé x de X,. Soit r un entier positif, premier a la caractéristique p de k. Soit T une
indéterminée et soit K=k (T). Notons, pour a=1, 2, X, le K[[u]]-schéma déduit de X par
Pextension de k-traits :

0,0 K[[u]] = K[lu]l,

n si a=1,
e =
<) {T'u si a=2.

définie par :

Notons x, I'unique point rationnel sur K de X, ®y ;K qui est au-dessus du point x de X. On
suppose que les hensélisés, X ., et X, . ), de X, et X, respectivement sont K [[u]]-isomorphes.
Alors Paction de 1 sur la cohomologie M-adique (X.|[#p) :

H* (X(x)ﬁ’ El)a

de lafibre en m de I'hensélisé X, de X en x se factorise a travers I'unique quotient fini cyclique
d’ordre r de 1.

10. Calcul de x (V, E,) et de x (V;, E,). Fin de la démonstration de 4.2.

Proposition 10.1. — Soit F un corps algébriquement clos de caractéristique p =0 et soit
(d,)ic1 une famille finie d’entiers positifs, premiers d p. L’hypersurface diagonale affine :

Ve Ag=Spec(F[(»,)icil),

d’équation )y’ yi+1=0, admet comme caractéristique dEuler-Poincaré A-adique :
iel

2 (V, B)=1+(=1)*0~[1(d,~1),

iel
pour tout L|1#p.
10.1.1. Prouvons 10.1. Considérons V comme revétement fini de I’hyperplan :
HcAp=Spec(F[(z,)e1l),
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d’équation ) z,+1=0, via le morphisme :
iel
¢: V-oH,
défini par @ ((y;)ic;)=(y%);e1. Pour chaque partie non vide J de I, soit H' ouvert de H défini

par les conditions z; #0 (¥ je J) et soit H, le fermé de H d’équations z;=0(V ieI—1J). Alors H
est réunion disjointe des H; n H’, pour J parcourant les parties non vides de I, et ¢ est fini

étale, de degré [ ] d;, au-dessus de H; n H’. Comme, pour toute partie non vide J de I, le degré

jel
[ 14, est premier & p, on a ([6], 2.8 ou [7], 5.5.2) :
jel
%e(0 ™ (H; n H), E)=(]d)) x.(H; n H).
Jjel
De plus :

o (Hy A HY)=(— 1)1,

pour toute partie non vide J de I : en effet, pour toute partie K non vide de I, on a :

Hy= J HnH
OEJcK
et :

x.(Hg, E;)=1.
Par suite :

L(V.E)= ¥ (~1)™0-1[]d,
(4]

glel jel
d’ou la conclusion puisque ¥ (V, E,)=x.(V, E,) (dualité¢ de Poincaré).
ProrosiTioN 10.2. — Soit F un corps algébriguement clos de caractéristique p 20, soient

(d;);c1 une famille finie non vide d’entiers positifs, premiers a p, et (a;);c; une famille d’éléments de
F non tous nuls. Soient 1=d, <d,< ... <dy les valeurs distinctes prises par les d,(iel),

I,={iel|ld;=d,} et I,={iel |a;#0} (v=1,...,N).

Soit ne{1, ..., N} le plus petit indice v tel que I’V;é¢. On fait I'hypothése suivante :
(B) le cone et 'hyperplan de Ap=Spec(F [(v,),]), respectivement déquations :

Zy‘i’"=0 et Y a;y;=0.

iel, iel,

sont transverses en dehors de origine.

Alors, si :
V< Ap=Spec(F[(y:)ierl),
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désigne Ihypersurface diagonale affine & équation Vi+1=0, si :
iel
g: VoA
est le morphisme défini par :
&)= ; a;y;

et si Vi est la fibre de g en un point géométrique générique m de Ag, on a :

[[@:—1)

car iel
X (Vi, Ey)=1+(-1) dm—ﬁl—",

n

pour tout M| I1#p.

La démonstration de 10.2 comporte plusieurs étapes; la premicre consiste & nous ramener
a démontrer 10.2 avec ’hypothése supplémentaire n=1, 1. . I] # Q. Plus précisément,ona :

LemMME 10.3. — Les notations et les hypothéses étant celles de 10.2, soient :

n—1
=1, e I"=I-I'={ I,
v=1
soit

Ve AL=Spec(F[(y:)ier]),

I'hypersurface diagonale affine déquation )’ yi+1=0 et soit

iel’
g: VoAl

le morphisme défini par g((y;)ier)= Y. a;y:. Alors :

iel’

1 (Vi, B = 1=([T(1 =d) (Y5, E)=1),

pour tout M|1#p, Vﬁ désignant la fibre de g en un point géométrique générique M.

10.3.1. Pour prouver 10.3, on considére le diagramme commutatif, & carré cartésien :

o VA" =Spec(F[(y:)ierr])
A:— ‘h ‘ Lk

PN Spec(F[1])

ou :
V' =Spec(F[(y)ier» Yol)
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est défini par ’équation :
Y Vityo+1=0,
iel'

ou:

g ((Yi),iel', YO)= Z a;yi h((yi)iel)=((yi)iel’> Z Y?'),’

iel iel”

k((yi)ier)= Z yi p(ie) =(dierr et P (¥ier> Yo)=Yo-

iel”
De la suite spectrale de Leray pour le morphisme A; : V; — V; (fibre de & eh, n)et pour le E,-

faisceau constant E,, on tire la relation :

(10.3.1.1) x (Va, El)=Z(—1)"x(V$‘, R/ h ,E,).

La fleche de changement de base :

p*R’k E, >R/h E,,
est un isomorphisme pour tout j>0(cf. 8.2.4, enfaisant toutefois attention aufait que I’ et I’
n’ont pas tout a fait la méme signification) et si :

s: A=Spec (F [(#:)erD) = A

est le morphisme somme, s ((¢;)ic;-)= ). #;, si :

iel”

G= l—l "’d, (F)’

iel”
si, pour chaque caractere y, : G — Ef de support K" <1" :

v, =V 1 GX XAV K’ G AV =Spec(F [(t,),r])

est 'inclusion naturelle et %" () est le E, faisceau lisse de rang 1 sur G}, x A™"~" défini par :

f(l)"—'( X xd,(Xk’ tk))Ex,

keK"”
on a, pour tout j=0:
Rjk 1= @ st*vx 'f(l)
1eG -
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(df. 8.2.9 enfaisant toujours attention au fait que I’ et I ont dans 8.2.9 un sens légérement
différent). On a donc :
(10.3.1.2) x (Vi, RiA,ED)= ) x (Vi p' *Rfs*vl,f(x_)),

xeG

pour tout j=0.

Or, on sait calculer les R/s v, (x) (¢f- 8.3.3), par suite on a, compte tenu de
(10.3.1.2): N

(10.3.1.3) x (Vi, ROA E,)=x(V;, E;),
sij#0,card(I")—1,0n a:
(10.3.1.4) x(Vi, R7h E,)=0
et si j=card(I")—1, si:
Vioy: VgV
est "ouvert de V’ défini par la condition y,#0, si dest le p. p. c. m. des (d,),;- et si [] x; :

iel”

1, (F) - E¥ est le caractére défini en (8.3.1),0n a :

(10.3.1.5) x(Vi, RIh E,)= % x (Vis (Vioy) !fa([]I” Xi> P'))
X€E 1€
Supp()=1"

(rappelons simplement que le E,-vectoriel H(y ) défini en (8.3.3.2) est de dimension 1).
‘Comme g’ : V' > A} se factorise en :

a ‘ \{'
A Al

ou ot ((¥i)iers Vo) =iker €t B (¥:)ier)= Y, a;¥;, et que a est un isomorphisme, on a :

iel’

(10.3.1.6) , x(Vi, E)=x.(V§, E)=1.

D’autre part, d’aprésA [9], on a :

x Vi, vgoy) o a (TT %o PN =11 (V3 (Vo)) z«%”d(l—ll %o 2N =% Vi o ([T 20 2,
iel” iel” iel”
donc d’apres [6] 2.7 ou [7] 5.5.2, 0n a :
X (V& (viop) o a ([T xis P)) =% (V&% B
iel” .
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or V s’identifie au fermé de V' d’¢quation y,=0, i. e. & V' = V1% donc :
X (V5 By) =% (V5, B)—x.(Vz, By)=1—x.(V;, E,),

€t, comme Xe (vv_p Ek)=x (vﬁ, Ek) (C.‘f [9]), ona:

(10.3.1.7) % (Vi (vioy) A ([T % P))=1—x (Y5, Ey).
iel”

Commeily a [] (d;—1) caractéres x de G de support I, on a, en regroupant les formules
iel”

(10.3.1.1) 2(10.3.1.7), montré 10.3.

10.4. 1l nous reste a montrer 10.2 avec I’hypothése supplémentaire :
(10.4.1) I #0.

Le principe de la démonstration est le suivant :fixons un indice i; €1,, les conditions a; #0
(i. e. i; €I}) et (B;) déterminent un ouvert de Zariski de Spec (F (a;);.;]); & chaque point fermé
(@;);,e; de cet ouvert de Zariski, est attaché un morphisme g:V — A}l défini par
g((y:)ie1)=Y, a; y;, donc le n-schéma V;, fibre de g en 7; par suite :
iel

(ai)iel =X (Vﬁ, EX)

est une fonction sur cet ouvert de Zariski. On va montrer que cette fonction est constante et
calculer sa valeur en un point particulier de cet ouvert.

Partons donc d’une famille (d;),, finie non vide d’entiers positifs, premier a p, de valeurs
distinctes 1=d, <d, < ... <dy, posons :

I,={iel|d,=d,} (v=1,...,N)
et fixons un indice i, €I,; on posera alors :

i ={ IL—{i} si v=1,
I

v si v=2,...,N

v

et :
~ N ~
I= U I1,=1-{i}
v=1
Associons a ces données le morphisme :
(10.4.2) S+ X—> S=S8pec(F[so, (s:)ic1l)s
définit comme suit : X est 'hypersurface dans Spec (F [(y;),c1]) x S d’équation :

2 Vit(so+3 s yfu+1=0,
iel iel
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équation que ’on peut aussi écrire :

N N d,
DI y‘;-’”)+<sO+ ) S,~y,~)> +1=0,
v=1

v=1 jel,
iel,

et f est la restriction 4 X de la projection sur S.
On a alors un carré cartésien :

Vx A% S X
(10.4.3) r} ¥
Al xA®SS

ou A° est I'ouvert de A=Spec (F [(a;);.,]) défini par la condition g, #0 et ou :

s (t3 (ai)iel)=(t/ail’ (_ai/ai,)jsi))
f ((J’i),iel' (ai),iel)=(z; a; yis (ai)iel)’

s’ ((yi).iela/(ai )_iel), =((yi)ieia S (Diers (@icr)

Par suite, la fibre du morphisme g : V — AL défini par Y a;y; =0, pour une famille (a,);,
iel

d'éléments de F telle que a, #0, au point fermé t de Ay, s’identifie a la fibre du morphisme

S : X =S au point fermé s(t, (a;);c;) de S. Si, de plus, (a,),c; vérifie 'hypothese (B;) de 10.2,

pour tout point fermé ¢ de Af, on a s(t,(a;)er), ou :

(10.4.4) ER

est Pouvert de Zariski de S=Spec (F [sy, (5;),c1]) déterminé par la condition :

(B4) Le cone dans Al déquation :

Y .V?""(Z siyz')_d’_—'o

iel, iel,
est lisse en dehors de I'origine.
Notons :
(10.4.5) S00<=80cS,

Iintersection de S° et des ouverts maximaux de lissité des E,-faisceaux R/ f | E, (jeN).
3 , . g aTid : 1By U )

ProrosiTION 10.5. — Pour toute famille (a;),.; d’éléments de F vérifiant hypothése (B;) de
10.2 et telle que a;, #0, il existe au moins un point fermé te Ag tel que s(t, (a;);c;) € SO0,

CoroLLARE 10.5.1. — Quand (a;),., parcourt les familles d’éléments de ¥, d’ensemble
d’indices 1, vérifiant Ihypothése (B,) de 10.2 et telles que a, #0, la caractéristique dEuler-
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Poincaré \-adique, % (V;, E,), de la fibre en  du morphisme g : V — AL, défini par -
g((y )zel Za yl’

iel

reste constante.

10.5.2. Déduisons 10.5.1 de 10.5. Par définition de S°°, x.(X,, E,) ne dépend pas de s
choisi dans S°° doncx (f" (L (@)er)s Ex)ne dépend pas de (1, (a;),c;) choisi dans s~ * (S°°).
Comme s~ ' (S°°) est un ouvert de Af x A° et rencontre Al x {(a;),; } dés que (a )rex Vérifie
(B3) de 10.2, le point géométrique (T_], (@;)ic;) de AL x A° est dans s™*(S°°) dés que (a;)
vérifie (B;) de 10.2, d’ou la conclusion, puisque x.(V;, E,)=x(V;, E;) (¢f- [9]).

10.6. Prouvons 10.5. Le morphisme f: X — S admet une compactification naturelle :

X & X
(10.6.1) N/
S

~

(j est une immersion ouverte d’image dense,/7 est un morphisme propre) définie comme suit :
X est I'hypersurface dans Proj (F[Y,, (Y,),.1]) xS d’équation :

Z (Z Y4) YN~ +(so O+Zs Y)Y T4+ YN =0,

v=1 iel,

fest la restriction 4X de la projection sur S et j identifie de maniére évidente X a I'ouvert de X
déterminé par la condition Y, #0.

L’infini de X, i. e. le fermé X — X de X, est, pour N> 1, le fermé de Proj (F[Y,, (Y;);c1l) xS
d’équations :

Y YN =Y,=0,
ieTN

donc est le produit d’un fermé de Proj (F [Y,, (Y,),1]) par S; pour N=1,onaT=T, et X = X
est le fermé de Proj (F[Y,, (Y;)ic1,]) xS d’équations :

) Y'?‘+(Z 5; Y, )" =Y,=0,
iel; iel,
donc est lisse au-dessus de S°, compte tenu de (B,).
Considérons alors la suite exacte longue d’excision pour I'immersion ouverte j : X G X:

--- > RIf B, > RIS B, > RI(FIX=X) B, > R [\ By > -

Vula description que ’on vient de donner de X —X, les E,-faisceaux R/ (f1X=X) «LEr(jeN)

sont lisses au-dessus de ouvert S° de S, donc :

(10.6.2) S°° est lintersection de S° et des ouverts maximaux de lissité des E,-faisceaux
R/f,E,(jeN).
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Lemme 10.6.3. — Soient (d;),; et (a;),e; comme en 10.2. On suppose 11 #Q et que
Ihypothése (B;) de 10.2 (pour n=1) est vérifiée. Alors 'ouvert de A} au-dessus duquel le

morphisme g : V — AL, défini par g((y;)ie1) =Y. a; y:, est lisse, est non vide (autrement dit, V;
iel

est lisse).

10.6.3.1. Prouvons 10.6.3. Soit £ <F [(y;),,] I'idéal jacobien de (3 y%, > a;y)),
iel iel

engendré par les polynomes :

a;d; o' —a;d;y¥t (0 jel, i#)),

etsoit I le sous-schéma fermé de A} défini par I'idéal .#. Lelien singulier delafibreen #,V,, de
g : V- Al est alors V,n T, donc, pour montrer 10.6.3, il suffit de prouver que I' " V est
fini (sur F). ‘

Fixons i; eI} ={iel|d,=d, et a;#0}, alors J est déja engendré par les polynomes :

a,d;yy —a;d ™t (el={i}).

Laissons provisoirement de coté le cas d; = 1 et supposons donc d; = 2. Alors I est une courbe
intersection compléte dans Aj; (c’est la « courbe polaire » deg : V — A¢). Pour tout i€ I, soit
C; 'ensemble des racines (d;—1)-iémes de a,d, /a, d; dans F (C, ={1}), soit :

c=[]c,

iel

et soit :

n: |] Spec(F[u])—T,

ceC -
le morphisme défini par :

yi=cp b (e,

pour tout ¢ =(c;);.,;€C, ou ’'on a posé :
d=(d;—1)...(dy—1).
Comme le morphisme 7 est surjectif, pour montrer que VNI est fini (sur F), il suffit de

montrer que n~ (VA T) lest. Or Spec (F[u,])nn~* (VAT) a pour équation :

T e 4 1=0

iel

et le coefficient dominant de ce polynome de degré dd,/(d; —1)>0 en u, est :

Y =Y ci

iel; ielj

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



54 G. LAUMON
si ce coefficient dominant était nul, le systéme d’équations :

Z c‘l{l—lxi=0’

ielj
Y a;x;=0.
ielj

aurait la solution commune non triviale (x;),.; =(c;);c;» ce qui contredirait (B;) de 10.2 (pour
n=1); par suite, ce coefficient dominant est non nul et Spec (F [u.]) n n ™! (V n I') est fini. Ceci
ayant lieu quel que soit ceC, 10.6.3 est démontré pour d, g_Z.

Pour d, =1, T est vide sauf si I, =1} ={i, } : en effet, pour que I" soit non vide, il faut que
a;=a; pour tout iel,, i. e. que :

Z a;y;=4aq; (Z Vi)

iel, iel,
mais, vu I’hypothése (B;) de 10.2, nécessairement I, =1 est réduit a { i, }. Supposons donc
di=1etI, =I;={i}, alors I NV est défini par les équations :

vicl=a,/a, d;  (iel-{i},
Vo=—1- % ¥

iel—{i;}
ou d;>1, pour ieI—{i, }, donc I' "'V est fini et 10.6.3 est démontré pour d, =1.

LemME 10.6.4. — Le morphismej_” : X — S est localement acyclique en tout point fermé de
X —X au-dessus de S°, relativement au faisceau constant E,.

10.6.4.1. Prouvons 10.6.4. Nous noterons simplement P I’espace projectif

Proj(F [Yo, (Y,)e1]). Soit x un point fermé de X — X au-dessus de S°, alors Y, s’annule en x et
il existe un unique me{1, ..., N} tel que :

(i) Y; s’annule en x, pour i1, v=N, ..., m+1;

(ii) pour un indice iel, au moins, Y; ne s’annule pas en x.

Supposons qu’il existe un diagramme commutatif de morphismes de F-schémas pointés :

(10.6.4.2) X
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avec m étale en x’ et (u, s) lisse en x’, alors 10.6.4 résulte de [5], 2.7 et SGA 41/2
[Th. Finitude] 2.16.

Nous allons construire un diagramme commutatif de morphisme de F-schémas pointés :

(10.6.4.3) (P xS°, x) (A xS%,(y, 5))

avec © étale en x’ et (u, 5) lisse, tel qu’il existe un sous-schéma fermé Y <A vérifiant :
(10.6.4.4) (u, 5)"* (Y xS%)=n"1 (X);

cela entrainera la conclusion car on déduit de (10.6.4.3), par restriction a X, un diagramme
(10.6.4.2).

Pour construire (10.6.4.3) et donc prouver 10.6.4, nous distinguerons quatre cas :

a) m>1et Y Y% nes’annule pas en x : alors choisissons i, €1 _tel que Y, ne s’annule pas
i D mStm m g p

1,
iel,

en x; la fonction rationnelle sur P x S° :

< Zl (Z, Y‘fv) ng—dv> +(sq Yo+ Z s Yi)dl Yl(i).,.—dx + Yt(i),.
v=1 jel, st
= Ydm €

est définie en x et ne s’annule pas en x; comme par hypothese (d,,, p)=1, le revétement de
Kummer :

n: (Q,x)—(PxS° x),

d’équation (%= est étale en x’ [le choix de x’ correspond au choix d’une racine d,,-iéme de
N

N (x)]. Considérons 'espace affine A sur F de dimension 1+ ) card (I,), d’origine y, et
v=m+1

soit :
,5): (Q,x)—>(AxS% (v, 9),

le morphisme de composantes u,, u; (iel,, v=m+1, ..., N), s, et s;(ieT), ol on a posé :

“0=Yo/§Yt,,
et
w,=Y,/LY,  (iel, v=m+1, ..., N).
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Ce morphisme (u, s) est lisse en x’ et si Y <A est le sous-schéma fermé d’équation :
N
(2 @t )eueo,
v=m+1 iel,

on a (10.6.4.4), d’ou la conclusion dans ce cas.

(b) m>1et ) Yi~s’annule en x : alors choisissons i,,€I,, tel que Y, ne s’annule pas en x;
i€

prenons (Q, x') =M(P x S° x) et 7 le morphisme identique. Considérons I’espace affine A sur

N
F de dimension 2+ )  card(l,), d’origine y, et soit :

v=m+1
(,5): (Q, x)=(Px8°% x)—>(AxS%(y, ),
le morphisme de composantes u,, u; (iel,,v=m+1, ..., N),v,5,ets;(ieI), ot on a posé :
uo=Y,/Y, ,

u=Y;/Y, (iel,, v=m+1, ..., N)
et

< ) (2 Y$) Y’(i)"‘—d“>+(50 Y0+2siYi)dl Yé& i+ Y§
v=1 iel, i€
Yé ’

Ay,
’m

v=

Ce morphisme (u, s)est lisse en x’ = x [en effet, (d,,, p) =1 par hypothése, donc I'hypersurface
dans Alr=Spec (F [(i)e1,]), d’équation Z yi==0, est lisse en dehors de I’origine]; de plus, si
Y <A est le sous-schéma fermé d’équatio;l, :

N

Yo (X uMudttud = 0=0,

v=m+1 iel,

on a (10.6.4.4), d’ou la conclusion dans ce cas.

(c) m=1lety Yi+( 2; 5;Y,)" ne s’annule pas en x :1’étude de ce cas est analogue a celle du
iel, iel,
cas (a).

(d) m=1et Y YE+(Y s, Y,y sannule en x : 'étude de ce cas est analogue a celle du

iel, iel,
cas (b), avec une différence cependant : la lissité du morphisme (u, s) : (Q, x') — (A x S°,
(y, 5)) est assurée maintenant par le fait que s€S°, i. e. que (s;),.g, vérifie (B,) de 10.4.

10.6.5. Nous pouvons achever la démonstration de 10.5. D’apreés le théoréme de
spécialisation des groupes de cohomologie (SGA4XVI2.1)et 10.6.4, S°° [compte tenu de
sa description (10.6.2)] contient 'ouvert de S° formé des se S° tels que X est lisse. Par suite
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10.5 résulte du lemme 10.6.3 et de I'interprétation, donnée en 10.4, de la fibre de f : X-S

en un point s(z, (@;);c1)-

10.7. Achevons la preuve de 10.2. Fixons un indice i, €I, et soit (a;),, la famille
d’éléments de F définie par :

{1 sii=i,,

a;= L.

0 si i#i.

Calculons y (V;, E;) ou V; est la fibre en n du morphisme g : V— Af défini par
g((Vi)ie)=Y a;y;. Si ¢ est un point fermé de Aj, la fibre V, de g en ¢ est clairement

iel

isomorphe a I’hypersurface de AL=Spec (F[(y;).1l), I=1—{i, }, d’équation :
2 Vi+1l4+14=0;
par suite, il résulte de 10.1 que, si 1+ #0,0on a :

1 (Ve B)=1+(= 10" [T(d, - 1)
iel
donc :

H (d i 1 )
_ — __ 1 card() iel
x(Vi, E))=1+(-1) a1
Comme cette famille (@), vérifie g, # 0 et ’hypothése (B;) de 10.2, il résulte de 10.5.1 que
pour toute famille (a;),.; vérifiant I} # @ et ’hypothese (B;) de 10.2, on a :

H(di_l).

(10.7.1) X (Vﬁ, EA)=1+(_1)card(1)_1ie1d -
1

ol V; estlafibre en n du morphisme g : V — A} associé 4 (a;),c;- Combinant (10.7.1) et 10.3,
on obtient 10.2. :

10.8. Preuve de4.2. — Soient V et ¥ comme en 4.0, vérifiant les hypothéses (A) et (B) de
4.0. D’aprés 9.1 [¢f. (9.0.3)] :

(10.8.1) x(V, 9)=x(V, E))—x(V5, Ey).

Le premier terme du second membre de 10.8.1 est calculé en-10.1, on y obtient :

(10.8.2) x(V, E))=1+(—1)O"[](d;—1).

iel
Pour le second terme, remarquons tout d’abord que I’hypothése (B) de 4.0 implique
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I’hypothése (B;) de 10.2. Par suite, on peut utiliser 10.2 pour calculer ce second terme et on
obtient :

1@ -1
Car —1iel
(10.8.3) % (Vi B))=1+(=1) d(D)~1 .

n

oune{l, ..., N} est le premier indice v tel que I, # Q.
En regroupant (10.8.1), (10.8.2) et (10.8.3), on obtient :

[[@—1)
—(— 1)card(@)—1 i€l
X(V, 9)=(— 1yt ——d,

n

ce qui n’est autre que 4.2, au changement de notation v,=n prés.
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