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SUR LE SCHÉMA DE HILBERT
D'UNE COURBE PLANE

PAR J. BRIANÇON, M. ORANGER ETJ. P. SPEDER

L'objet de ce travail est d'étudier le schéma de Hilbert Hilb"C paramétrant les sous-
espaces analytiques de dimension 0 et de longueur n d'un « germe » de courbe réduite C
définie au voisinage de l'origine de C2 par une application feC[x, y ] .

Dans un premier temps (prop. 1.1 et 1.2), nous identifions le germe de Hilb"C2 (resp.
Hilb" C) au voisinage du point Zj (resp. zf) paramétrant un idéal de définition 1 de C { x, y }
[resp. 1 ==!/(/) de l'algèbre analytique locale ^c=C{x , y}/(/)] de colongueur n, au
platificateur local d'un morphisme [H.L.T.] canoniquement associé à la base standard
verticale de 1 (resp. à / et à la base standard verticale de 1 ([B], déf. 1.1.10)). Ceci nous permet
de donner des équations explicites de Hilb" C comme sous-espace de Hilb" C2 et d'en déduire
que la dimension de Hilb" C est au moins égale à n. Mieux, comme le schéma de Hilbert
Hilb" C { x , y } paramétrant les idéaux de définition de C { x, y } de colongueur n est de
dimension au plus n—1 [IJ, nous pouvons alors montrer :

PROPOSITION 1 .4 .— Hilb" C est un espace analytique de dimension pure n, réduit, localement
intersection complète. Tout point de C de colongueur n admet un germe de déformation plate qui
le transforme en n points simples de la partie lisse de C.

De plus, Hilb"C est irréductible si et seulement si C est irréductible.
Ces derniers résultats ont déjà été obtenus par B. Altman, A. larrobino et S. Kleiman dans

[A.I.K.].
Une seconde partie est consacrée à l'étude des singularités de Hilb" C. Nous cherchons

donc à identifier les idéaux 1 =!/(/) de (Pc tels que la dimension du C-espace vectoriel
Hom^p (I, ^c/I ) (isomorphe à l'espace tangent de Zariski de Hilb" C en zf) soit strictement
plus grande que n. L'utilisation « intensive » des relations liant les éléments de la base
standard verticale de 1 ([B.G.], prop. 2) permet de montrer que ce sont les idéaux 1 qui ne sont
pas principaux (prop. 2.2).

Ainsi :

PROPOSITION 2.3. — Les points singuliers de Hilb"C sont ceux qui paramétrent les sous-
espaces de C de dimension 0 contenant l'origine (lieu singulier du germe C), celle-ci n'étant pas
définie par un idéal principal de d)ç.
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2 J. BRIANÇON, M. ORANGER ET J.-P; SPEDER

Dans la troisième partie, nous déterminons les composantes irréductibles (globales) de
Hilb"C et nous donnons quelques renseignements, exemples et conjectures sur les
composantes irréductibles locales du germe de Hilb" C en un point zf.

Enfin, dans la dernière partie, nous obtenons une minoration de la dimension en tout point
du schéma de Hilbert Hilb"^ paramétrant les idéaux de définition de f^ de colongueur n :

PROPOSITION 4 . 3 . — Soient v' la multiplicité de f et zf e Hilb" (9^ le point paramétrant l'idéal
de définition 1 de colongueur n de (9^. La dimension du germe d'espace analytique (Hilb"^c, z,-)
est supérieure ou égale à Inf^ '—l, n—1) .

Tout notre travail utilise la « technique des escaliers » qui est la conséquence du théorème
de préparation de Weierstrass selon la méthode de H. Hironaka. Nous renvoyons le lecteur
au premier chapitre de [B] pour la présentation de ces notions et les résultats qu'on obtient
dans le cas d'un idéal de définition de C { x, y ] et à [GJ pour utiliser le théorème de division à
la recherche du platificateur local.

1. Hilb" C comme platificateur local.
Désingularisation d'un point sur C

Notons, suivant [B] :
- E le sous-ensemble de N2 formé par les exposants privilégiés verticaux de I;
- A = ^J2 - E de cardinal n ([B], cor. 1.1.12);
- F={(oco, Pô), (ai. Pi). • • • . (^p. Pp)} l'escalier vertical de 1 où :

ao=0<ai<a2<. .. <a?
et :

Po>Pi>P2>...>Pp-i>Pp=0;

- C/o? • • • . fp) ̂ a base standard verticale de 1 : le système de générateurs de 1 tel que, pour
f=0, . . . , p, on ait : exposant privilégié de /^=(af, P^) :

/^^/•+ ^ A(a,p)^ où A^eC;
(a, (î) e A

- pour tout f=0, . . . , p :

F-/.+ E ÇU.P)^
(a, P)eA

le germe de morphisme à l'origine de C^C^^" [paramétré par ((x, y), (Çi , (a ,p)) ,
f=0, . . . , p (a ,P )eA) ] .

PROPOSITION 1 . 1 . — Soient X le germe de sous-espace analytique à l'origine de C2 x C{p+l) n

défini par Fo=Fi= . . . =Fp=0, S le germe de ^P+^n à l'origine et (p :X -> S la projection
canonique. Alors, le germe (Hilb" C2, Zj) est isomorphe au platificateur local P du morphisme (p.
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SCHÉMA DE HILBERT 3

Preuve. — Soit Xp = X x P le germe de sous-espace analytique à l'origine de C2 x P obtenu
s

à partir de X par le changement de base P ̂  S et soit (pp : Xp -> P la projection canonique

plate et de fibres de longueur n.
Il suffit de montrer que P satisfait au problème universel suivant : pour tout germe d'espace

analytique T et tout germe Y de sous-espace analytique de (C2, 0) x T tel que la projection
canonique \|/:Y^T soit plate et de fibre spéciale définie par I, il existe un germe de
morphisme unique u : T -> P tel que Y s'obtienne à partir de Xp par le changement de base u.

Pour cela, il suffit de montrer qu'il existe un germe de morphisme unique X : T -> S tel que
Y = X x T : en effet, par définition du platificateur P, il existe alors un (et un seul) morphisme

s
u : T -> P tel que À = i o u et il vient :

Y = X x T = = ( X x P ) x T = X p x T .
S S P P

Montrons donc l'existence de À- :

Comme \|/ est un morphisme plat et que l'algèbre analytique locale de sa fibre spéciale
admet la présentation C { x, y } /(/o, . . . , fp) il existe, d'après une propriété bien connue de la
platitude ([GJ, Annexe), une présentation de l'algèbre analytique locale ̂ y du type suivant :

^=^{x,y}/(¥,, . . . , F? ) avec x(F,)=/, ( i = 0 , . . . , p ) ,

où % est la surjection canonique d ) ^ [ x , y } -^C[x, y ] .
Dans ces conditions, appliquons, pour f=0, . . . , p , le théorème de division avec

paramètres ([GJ, th. 1.2.7) de x"' /• par la famille (F\), . . . , Fp) et écrivons le reste (unique)
obtenu sous la forme :

^= Z ^,(0,?)^ où h^^^e(9^
(a, P)eA

Pour î=0, . . . , p considérons alors :

F-/.+ E ^,(a,P)^

où (a' P)^

On a :. ^l' (a' P)= x ̂ zi (a' P)) ~ ^ l» (»' P)'

X(F,)=^ et F,=^/--^

car /(^/--h,) est un élément de I d'exposant privilégié (o^, ?,) et donc égal à /,.
On en déduit que l'idéal de (9^{x, y } engendré par (Fo, . . . , Fp) est inclus dans celui

engendré par (Fo, . . . , Fp) et comme ces deux idéaux ont même image par ^, ils sont égaux
([G^], Annexe, lemme 3).

Notons alors X : T -> S le germe de morphisme défini par les À^ ^ R), ; = 0, . . . , p (a, P) e A.

Comme ^y=^T {x . Y }/(PO. • • • ^ Pp) il s'ensuit immédiatement que Y=X x T.
s

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



4 J. BRIANÇON, M. GRANGER ET J.-P. SPEDER

Reste à se persuader de l'unicité de À- : Si pour ^(1) :T -> S, Y=X x T, on a :

^=^{^^}/(F (o l ) , . . . ,F^)
où pour i=0, . . . , p,

Ç'( l )—— f A. V ^ < 1 ) Y»^
^i —Jf"' ^ ^(a, P)^ ^ •

(a, P)eA

D'où l'égalité des idéaux (Fo, . . . , Fp) et (F^, . . . , F^) dans l'algèbre analytique locale
^ {x , y } .

Appliquons alors le théorème de platitude et division ([G^], th. 1.2.8). Comme <Py est un

^module plat, les restes des divisions de F^, . . . , F^ par la famille (Fo, • • - , Fp) sont nuls.
Or, pour i=0, . . . , p, nous avons :

p(i)_p i y n( i ) ^ W01^?
^ i """"i"1" Z, V^Ua, P)~~^i,(a, P)^ Y

(ot. P)eA
et par conséquent ̂  p)=X,^ ̂

PROPOSITION 1 . 2 . — Supposons que feîet soient X' le germe de sous-espace analytique à
l'origine de C^C0^1^ défini par Fo=Fi= . . . =Fp=/=0 et (p':X'-^S la projection
canonique. Alors, le germe (Hilb" C, zf) est isomorphe au platificateur local P' du morphisme (p'.

Preuve. — Elle est semblable à celle de Ta proposition 1.1.
Prenons un germe d'espace analytique T et un germe Y' de sous-espace analytique de

C x T tel que la projection canonique v[/' : Y' -> T soit plate et que l'algèbre analytique locale
de la fibre spéciale admette la présentation : C { x , y}/(fo, . . . , fp). On en déduit alors,
comme dans la proposition 1.1, l'existence et l'unicité d'un germe de morphisme V : T' -^ S
tel que Y'=X x T c'est-à-dire :

^-^ '{^^ÎAFo,. . . ,^) ,
où pour ï=0, . . . , p,

?;•=/;•+ Z ^p)^.
(-/. f^A

Or, comme Y' est un sous-espace de C x T' d'algèbre analytique locale ̂ p { ̂  y }/(/), on a

/e(Fo, . . . , fp) de sorte que Y'=X' x T. On termine comme dans la proposition 1 . 1 .
s

PROPOSITION 1.3. — P' est le sous-espace de P défini par l'idéal (^<a, p))(a p)eA ou

E ^(oi, p)-^}^ est ^ ^ste de la division de f par la famille (F(), . . . , F ).
(a, p)eA

Preuve. — Elle va résulter de la description explicite du platificateur local donnée dans
[GJ.prop. 1.4.7:

— si les R,=(^o , j , . . . , ^p,j), où 7=1, . . . , r, forment un système de générateurs des
relations liant /o, . . . , /p, on forme les éléments m^.=^o, jFo+ • • • +9p, jFp, on calcule le

reste ^ hj ̂  ̂ x^y^ de la division de mj par la famille (F() _ F ) et alors, on a :
(a,P)eA ' '

^p=^S/(^j,(<x, p))j=l, ...,r,(a,P)6A;

4e SÉRIE - TOME 14 - 1981 - N° 1



SCHÉMA DE HILBERT 5

— dans ces conditions, si f=gofo +^i /i + • . • -^Qpfp est ^a division de / par la famille
(/o» • • • » / ? ) ? il est immédiat de voir que les Ry, 7=1, . . . , r , et R donnée par
~(^o/o+ - • • +^p/p)+/==0 forment un système de générateurs des relations liant
/o? • • • ? / ? ? / •

De plus, comme / e 1 == (/o? • • • •» /p), diviser par la famille (Fo, . . . , ¥ p , /) revient à diviser
par la famille (Fo, . . . , Fp). Par conséquent, pour définir P' comme sous-espace de P, il suffit
de former m= —tooFo+ . • • +^pFp)+/ et de calculer le reste :

h= Z ^.P)^"
(a, P)eA

de la division de m par la famille (Fo, . . . , Fp). Il est alors immédiat de constater que ce reste
n'est rien d'autre que celui de la division de / par la famille (Fo, . . . , ¥ p ) .

COROLLAIRE DES PROPOSITIONS 1.1, 1.2, 1.3. - (Hilb"C, zf) est de dimension ^n.
En effet, d'après la proposition 1.1 et [F], th. 2.4, P est de dimension 2 n; d'où, d'après la

proposition 1 .3 , P' est de dimension ^2n-n; la proposition 1.2 permet de conclure.

PROPOSITION 1 .4 .— Hilb" C est un espace analytique de dimension pure n, réduit, localement
intersection complète.

Tout point de C de colongueur n admet un germe de déformation plate qui le transforme en n
points simples de la partie lisse C^e de C.

Preuve. — Si z est un point de Hilb"C et C^ le sous-espace correspondant de C, soit
Support (CJ = { PI , . . . , P^} et, pour k = 1, . . . , r, soit n^ la longueur du point P^ (muni de
l'algèbre analytique locale ^ç p ). Pour tout k= 1, . . . , r, le point P^ est paramétré par un
point z^ de Hilb"* C et on a un isomorphisme canonique de germes d'espaces analytiques :

(Hilb"C, z)w fl (Hilb^C, z^).
k=l

Dans le cas particulier où n^= 1 pour k= 1, . . . , r, on en déduit donc l'isomorphisme :

(Hil^C.z)^ n^^)-
fc= i

Ainsi, l'ensemble U des points de Hilb" C qui paramétrent n points (simples) de C^ est un
ouvert (semi-analytique) lisse de dimension n.

Grâce au « curve sélection lemma » montrons que U est dense dans Hilb" C, c'est-à-dire
que tout point z de Hilb"C appartient à U (adhérence de U dans Hilb"C).

Pour cela, nous allons raisonner par récurrence sur la longueur HQ de l'origine (lieu
singulier du germe C) munie de l'algèbre analytique locale (Pc '

Si HQ =0, le résultat est immédiat car il est trivial de déformer chaque point P^ de C^ de
longueur n^ en n^ points simples de C^e-

Supposons donc l'hypothèse vérifiée pour toutes les longueurs de l'origine ^m et
montrons la pour MQ = m +1 •

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



6 J. BRIANÇON, M. GRANGER ET J.-P. SPEDER

D'après le corollaire précédent, Hilb^1 C est un sous-espace de Hilb^1 C2 de dimension
^m+1 en le point ZQ paramétrant l'origine. Or, îîilbm+l C{x, y ] est un sous-espace
algébrique fermé de Hilb^1 C2 de dimension ^m en tout point [IJ. Le « curve sélection
lemma » implique donc l'existence d'un germe de chemin analytique
y:(C, (^(Hilb^C, Zo) tel que, pour ^0, y^Hilb^1 C { x , y } . Ce chemin induit
canoniquement un chemin noté encore y :(C, 0) -> (Hilb^C, z) tel que, pour î^O, y(r)eU
par hypothèse de récurrence puisque la longueur de l'origine, munie de l'algèbre analytique
locale Cy(o o (pour t^O) est <m+l . Finalement, z=y(0) appartient aussi à U.

On en déduit que Hilb" C est un espace analytique de dimension pure n qui est localement
une intersection complète par la proposition 1.3.

Montrons maintenant, et cela terminera la démonstration de la proposition 1.4, qu'un
germe (H, z) d'espace analytique d'intersection complète (et plus généralement d'espace
analytique sans composante immergée), tel que la partie lisse de H soit dense au voisinage de
z, est réduit.

Nous pouvons supposer l'espace analytique réduit sous-jacent à H, H^, irréductible
(quitte à démontrer la propriété pour chaque composante); soit / non nul dans le nil radical
de ^PH; l'annulateur de /, Ann(/), définit un sous-espace analytique A de H inclus dans
l'ensemble des points où H n'est pas réduit [voir par exemple Abhyankar, Local Analytic
Geometry (42.11 )]. D'autre part, ET^ étant irréductible et H de dimension pure, 0 est un idéal
primaire de (9^ et donc ^/Ann(/) = ^/O; par conséquent A==H, ce qui montre que H n'est
réduit en aucun point dans un voisinage de z, contrairement à l'hypothèse.

2. Étude du lieu singulier de Hilb" C

PROPOSITION 2 . 1 . — Soient (p un morphisme C [ x, y }-linéaire de 1 dans C { x, y }/I et M
V idéal maximal de C { x, y }. Si 1 n'est pas un idéal intersection complète de C { x, y } (i. e. ne
peut être engendré par deux éléments} alors (p(I) est inclus dans M/I.

Preuve. — II suffit de montrer que les images de fo, /i, . . . , fp par (p appartiennent à M/I.
En ce qui concerne (p(/i), . . . , cp(/p). - d'après [B-G],prop. 2, pour tout i=0, . . . , p-1,

il existe des polynômes u^,+1, u^ ,+2, . . . , u^ p de C { x } [y] vérifiant la relation :

^ Xai+--a•7-M,^l/^,+M,^2/^2+..•+^p/p,

où u, f + i est un polynôme distingué de degré P i -P i+ i ;
remarquons tout de suite que, comme 1 n'est pas un idéal intersection complète, il existe au

moins un indice f=0, . . . , p— 1 tel que u, ̂ +3 e M. En effet, sinon :

alors
^-2 => /^M(/,_,,/,_,),

^p-3 ^ fp-l^(fp-2. fp-ï)

4e SÉRIE - TOME 14 - 1981 - N°



SCHÉMA DE HILBERT 7

etdonc/pGM(/p_2, fp- 3); ainsi de suite jusqu'à f^ f^ . . . , ^eM(/o, /i ) qui implique que
1 est engendré par /o et /i.

Nous allons montrer que, dans le C-espace vectoriel C { x , y }/I de dimension n engendré
par les classes de x^y^ pour (a, P)eA ([B], cor. 1.1.12) (?(/,), pour i= 1, . . . , p, n'a pas de
composantes en i, y , . . . , ^0-1-13-1 et même en j^-P'-1 dès qu'il existe j^i tel que
i^-i^+ieM. Ceci impliquera donc que (p(/i), . . . , (p(/p) n'ont pas de composante en 1.

Remarquons d'abord :
1° pour v e C { x , y } et tout feef^*, la classe de xkv n'a pas de composantes en

i, y , . . . , y^°~1 : soit :

xkv= îgj,+ ^ h^^x-y^
i=0 (a, P)eA

la division de xkv par la famille (fo, . . . , fp)', en faisant x=0 dans cette identité, il vient :

^o(0^)/°+ £ ^(O,P)^=O
p=o

et donc \Q , p )=0 pour P==0, . . . , Pô-1- Ainsi les classes x^^^^Çfi) n'ont pas de
composantes en i, ^, . . . , y^°~1',

2° pour tout P^ Pô, la classe 3^ n'a pas de composantes en i, y , . . . , ^po-l à cause de la
remarque 1° et du fait que fo est un polynôme distingué de degré Pô en Y -

Considérons alors ^p-i. Comme M p _ i p est un polynôme distingué en y de degré Pp-i,
(p (fp) n'a pas de composantes en i, y , . . . , yP"-1-^-1. Supposons maintenant, par hypothèse
de récurrence, que pour f e = = i + l , . . . , p, (pCA) n'a pas de composantes en
1, y , . . . , yP"-1-^-! et considérons J^_ i. Comme u^ 1, ^ est un polynôme distingué de degré
P f _ i — ( ^ , (p(/i) n'a pas alors de composantes en i, y , . . . , j;Po-i-P.-i^ §^ ^e plus,
M^ _ i^.+1 e M, M i - i , f + i ( p ( / i + i ) n'a pas de composantes en i, y , . . . , ^po-p'de sorte que (p(/^)
n'a pas de composantes en i, y , ..., 3)130~p-l et alors, pour tout J= l , . . . , f, (p(/^) n'aura pas
de composantes en i, y , . . . , yP0"^-1.

Cette méthode ne donne malheureusement directement aucun renseignement au sujet de
(p(/o). Néanmoins, les résultats ainsi obtenus vont nous servir à nous tirer d'affaire.

En ce qui concerne (p(/o)- - Soit q un entier tel que

/o(^ ̂ (y-^i^)) • . • (y-^W).
o ù ( p p 6 C { x } pour P==l , . . . , Pô (d'après le théorème de Puiseux).

Préliminaires. - Considérons alors la transformation (monomorphisme d'anneau local)
T : C { x , y } - > C { x , y ] définie par T (g) (x, y ) = g (x4, y ) et soit î l'idéal de C { x , y } engendré
par r(I) et donc aussi par r(/o)» • • • » ^/p)-

En utilisant le fait que, pour tout h e C { x, y }, il existe ho, . . . , hq_ i e C { x , y } uniques tels
que : q-i

h(x,y)= ^ x^.(^,y),
j=o

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



8 J. BRIANÇON, M. GRANGER ET J.-P. SPEDER

on peut montrer sans difficultés les propriétés suivantes :
— l'ensemble des relations liant les images par T d'une famille d'éléments de C { x, y ] est

engendré par l'ensemble des transformées par T des relations liant cette famille d'éléments;
— toute application C { x , ^{-linéaire cp : 1 -> C { . v , v } / I induit une appli-

cation C { . v , v [-linéaire unique (p : T -> C { x, y } /T telle que, pour tout h e I,
(p (T (h)) = T ((p (h)) où T s'obtient à partir de T par passage au quotient. De plus, pour tout h e I,
(p(/i)eM/I si et seulement si (p(ï(h))eM/Ï;

— l'ensemble des exposants privilégiés verticaux de î résulte de celui de 1 par l'affinité
d'axe, l'axe des ordonnées, et de rapport q. Par conséquent (ï(/o)? - • • » ^(fp)) est ^a base
standard verticale de T;

— à l'aide de [B], prop. 2.2.2 :

1 idéal intersection complète <=> 1 = ( /o? fi )
<=> î==(ï(/o), z(/i)) <=> T idéal intersection complète.

Voici pour les préliminaires. Prenons alors (X=^—(pi(x) , Y=x) comme système de
coordonnées au voisinage de 0 dans C2 et soient (go, . . . , g s ) la base standard verticale de Ï
dans ces coordonnées et :

s

^(/o)= Z ^k
k=0

une décomposition de r(/o) dans cette base standard.

Si l'on fait X=0 dans cette identité, il vient une identité du type 0=fo(0? Y)YP ' et par
conséquent VQ^M. Finalement VQ^>(go)eM/î et (ptoi), . . . , q)(^s)eM/T [d'après ce que
nous avons montré dans la première partie de cette démonstration mais appliquée cette fois
à T, (p, (^o, . . . , g ^ ) base standard verticale de î dans les coordonnées (X, Y)] d'où :

(P^/o))- É ^(p(^)eM/î
fe=0

et par conséquent (p(/o)eM/I.

Remarque. — Une autre démonstration de la proposition 2.1 résulte du fait que
C { x, y }/I est « déterminantiel ».

Plus précisément, M. Schaps ([S], th. 1) montre, en utilisant un théorème de Burch, que,
pour tout système de générateurs (^, . . . , ^) de I, il existe une base
(Pi =(Po, î , • • • , Pm, î). • • • . Pm =(Po, m. • • • . Pm, m)) ̂  module libre des relations entre
^o, . • • , ^m telle que : ̂  =det (^, p i , . . . , pj où (é?o, . . . , e^) est la base canonique de
C{x,y}m+l.

Supposons alors que le système de générateurs (Ço, . . . , Ç^)de 1 soit minimal et qu'il existe
(peHomq^i(I, C { x , ^}/I)telque (p(^o)^M/I. Quitte à remplacer ̂  (pour f = l , . . . , m)
par Çi-(T|i/r|o)^o [°ù Tli^féi)] nous pouvons supposer que (p(^.)=0 pour f = l , . . . , m.
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D'autre part, puisque \ç système de générateurs est minimal, les coefficients (p, .),
i = 0 , . . . , m, 7 = 1 , . . . , m sont dans M, il en résulte que si m = 2, ( ^ i , . . . , ^ l )
appartiennent à l'idéal M(po,i, . . . , po,J et, par conséquent, il existe un entier; tel q'ue
po,^I puisque ^, . . . , ̂  n'appartiennent pas à Ml [fêo, . . . , ÇJ système minimal de
générateurs de ïo (classe fêo), . . . , classe fêj) base duC espace vectoriel I/MI]. Mais la
relation po,^o+ • . . + Pm,^m=0 implique po,,(pfêo)=0 et, par conséquent, po ,el d'où
une contradiction. Ainsi m= 1 et I=(^o, ^i) est une intersection complète.

PROPOSITION 2.2. - Le point Zf est un point régulier de Hilb" C si et seulement si~Ï est un
idéal principal de (9^.

Preuve. - Comme Hilb" C est de dimension pure n d'après la proposition 1.4, le point zf
est un point regulierde Hilb" C si et seulement si l'espace tangent de Zariski à Hilb" C en zf,
soit Hom^(I, ( P C / Î ) est un C-espace vectoriel de dimension n. Or, Hom^ (Ï, Û^/T)
s'identifie de façon évidente au sous-espace de Hom^^ (I, C { x, y }/I) (de dimension 2 n
d'après [F], th. 2.4) formé par les homomorphismes (p tels que (p(/)=0.

Supposons d'abord que 1 soit un idéal principal de ^c. Alors 1 est un idéal intersection
complète engendré par/et un autre élément de C { x, y }, disons g. Comme les relations liant
/ et g sont «triviales», les homomorphismes (p^ p^, définis par (p^p) (/)=() et
^,^(g)=xay^ pour (a, P)eA, forment une base de Hom^ (T, ^ç/Ï).

Supposons maintenant que 1 ne soit pas un idéal principal de (Pc. Si 1 n'est pas un idéal
intersection complète d e C { x , ^ } , alors, pour tout (peHonic^ (I, C { x , y}/l\
(p ( / ) e M /I d'après la proposition 2.1. Si 1 est un idéal intersection complète de C { x, y ], 1
est engendré par/o et/i ,/s'écrit sous la forme/ = VQ fo + v, /i où Vç, et i^ e M car Ï n'est pas
un idéal principal et, pour tout (peHom^^ (I,_C{x,^}/I), (p(/) est encore un élément
de M/I. Ainsi, le sous-espace vectoriel Hom^(I, ^ç/I) est défini dans l'espace vectoriel
Homc{x^} (I» C { x, y ] / î ) de dimension 2 n par n-1 équations linéaires correspondant aux
composantes en x01 y^ de l'image de/, pour (a, P)eA(a, P)^(0,0); par conséquent : dim^
Hom^(I,^/I)^n+l.

PROPOSITION 2.3. - Les points singuliers de Hilb" C sont ceux qui paramétrent les sous-
espaces de C contenant l'origine (lieu singulier du germe C), celle-ci n'étant pas définie par un
idéal principal de Oç.

Preuve. - L'espace tangent de Zariski à Hilb" C en un point z est isomorphe au produit
des espaces tangents de Zariski aux Hilb^ C en les points z^ pour k = 1, . . . , r (où r, les ̂  et
les z^ sont définis comme dans la preuve de la proposition 1.4).

Ainsi, un point z est un point singulier de Hilb" C si et seulement s'il existe k = 1, . . . , r tel
que z^ soit un point singulier de Hilb"" C. La proposition 2.2 permet alors de conclure si l'on
veut bien remarquer que tout point P^eC^ est défini par un idéal principal de (9^.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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3. Composantes irréductibles de Hilb" C

Nous allons d'abord décrire les composantes irréductibles du schéma de Hilbert Hilb" C
pour une courbe réduite C de dimension de plongement au plus 2 en tout point.

PROPOSITION 3.1. — Si la courbe C est irréductible (resp. connexe), Hilb" C est irréductible
(resp. connexe).

Preuve. — Soient U l'ouvert des points de Hilb" C qui paramétrent n points simples
de C^,

A= {(Pi , . . . , PJe(C^)"; 3W P-P,};

11 résulte de l'isomorphisme :

(Hilb" C, {Pi, . . . , ? „ } ) ̂  n Glisse. Pf).1=1

l'isomorphisme global :

U^(C^-A)/(5,

si C est irréductible, C^se est connexe, donc U également. De la proposition 1.4 on déduit
que U = Hilb" C et Hilb" C est donc irréductible.

Soit V==(C" -A)/(3^ =) U, l'ouvert paramétrant n points distincts de C. Si C est connexe,
deux points de U peuvent être joints par un chemin dans V (puisque C privé d'un nombre fini
de points de C^ est connexe); la connexité de Hilb" C en résulte alors; c'est un cas particulier
de la proposition 2.3 montrée par J. Fogarty dans [F]; voir également le corollaire (7) de
[A.I.K.].

Soient Ci, . . . , C^ les composantes irréductibles de C et n^, . . . , n^ des entiers tels que
HI + . . . + n^ ==• n; soit H, „ l'ensemble des z = { Pi, . . . , P ^ } e U tels que :

# { P , , . . . ,P^}n(C^nC,)=n,

PROPOSITION 3 . 2 . — Les adhérences U.. „ „ des ouverts U» „ „ sont les composantesn^, n^,... ,iiy ti^, n^ , . . . , n, s.
irréductibles de Hilb"C.

Preuve. — II suffit de remarquer que les U^,...,^ sont ouverts connexes et forment une
partition de U, donc la partition de U en composantes connexes. La proposition résulte alors
de R. Narasimhan, Introduction to thé Theory of Analytic Spaces, chap. IV, th. 1.

Nous revenons maintenant au cas local, où C est un germe de courbe réduite à l'origine de
C2, définie par feC{x,y}; étant donné l'idéal de définition 1 de colongueur n de
^ç=C {x, y } / ( f ) , nous nous proposons d'étudier les composantes irréductibles du germe
(Hilb^C.Zy).
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Exemple 3.3.- L'irréductibilité de (C, 0) n'implique pas l'irréductibilité de (Hilb" C, z-,)
comme le prouve l'exemple suivant :

f(x,y)=y4-x5, î=(x,y2);

nous allons montrer que dans cet exemple on trouve deux composantes irréductibles.
Fixons un représentant du germe paramétré par x == î4, y = t5, \ t \ < X où X > 0 et notons

D g = { x e C / | x | < £ } . Il existe e>0 tel que pour (a, fc)eDgX(D,- {0} ) l'équation:
t4+at5+b=0 a quatre solutions simples ^ | r J<À, , f = l , . . . , 4 ; les t, paramétrent
G01^ où D^ désigne la droite x+ay-{-b=Q.

Munissons Hilb2 C2 des coordonnées locales dans C4 :

(a, b, a\ V) ̂ Zj, J=(x+ay+b, y2+a /^+fc').

S i | e À | < l / 2 o n a :

^|rJ4^|^,|4| l-^£|^|^|.|l+^|=|b|<£;

donc \yi\=\ti\5<Gf=(2Q)5^.

A chacun des doublets (r,., ^.), pour (û, fc)eD,x(D,-{0}) , on associe l'idéal
J=(.x+â^+^ (>'-î?) ( y - t ' J ) ) qui définit un point Zj de Hilb2 C, point appartenant au
voisinage W = D^ x Dg x D^ x D^ de ZT.

Comme D ^ o n C = { 0 } , z e U n W si et seulement si zeWnHi^C et ^^0, d'où un

revêtement à six feuilles: UnW^D,x(D,- { 0 } ) défini par a(zj)=(û, b). Comme
Dex(De-{0}) est isomorphe au produit de \= {beC/\b\=bo==e/2} par un espace
contractile, le nombre de composantes connexes de U n W est égal à celui de a"1 (S ,̂ ) qui est
aussi le nombre d'orbites de a-1 (SJ sous l'action de IIi (SJ. Les points de D^,., o n C sont
les points m^(9) de paramètre :

.̂ (9) = e1^ t, où r, = fc^4 ^(n/4)+^(n/2))

paramètre m, = m, (0) (pourri, . . . , 4). On en déduit que le générateur de n^(S^) opère sur
{ m^ m^ m^ m^} par permutation circulaire et que a"1 (bo) a deux orbites :

{{m,,m^}, {m^m^],{m^m^},{m,,m^}] et {{m^m^}, {m^m^}].

Ce même raisonnement s'applique à une courbe C irréductible de multiplicité v '^4
transverse à x=0, et à l'idéal (x, /l), 2 ̂  n ̂  v'-2.

£xÉ?mpfc3.4. - Lorsque C est le « cusp » défini par/ (x,y)==y2- x\ on peut démontrer
que le germe de Hilb" C en tout point z, paramétrant un idéal T non principal de ̂  est un
germe d'hypersurface irréductible.
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Soient Ci, C^, . . . , Cy les composantes irréductibles de C, U^, . . .^ les composantes
irréductibles de Hilb"C, f=h^ . . . h, où, pour f = l , . . . . r, C^h,"1^). On note, pour
1 ̂  i\ < . . . < i\ ̂  r,

m, , , =codim,p[(fc . . . h, )+!].ll,l2, • •.,!» 'L LV l^ l^/ J

Des conditions nécessaires pour que zf appartienne à U^ „ sont :

f n=ni+n2+.- •+nr»
}n, +n, + ... +n, ^m, , ,, l^i'i<... <ik^r.v. h li ' t— ' 1 ^ 2 ' • • • ^ t 5 — 1 'c—

ceci d'après la semi-continuité de la colongueur de l'idéal (h, . . . ̂  )+I.
L'existence d'au moins une solution (n i , . . . , n , . ) du système (S) implique

n^mi+ . . . +m^.

PROPOSITION 3 . 5 . — Soient 1 c: C { x , y ] un idéal de définition,/ = h ^ . . . hy e 1 avec r^let
pour tout f = l , . . . , r , ^(0)=0. Si m^=codim,c((^)+I), n=codimc(I), régalité
n = m i + m 2 + . . . + m ^ a ?ieM si êî seulement si 1 = I/( / ) ^sî MU i^a! principal de (Pç=C{x,
y}l{f\

N . B. — On ne suppose pas h^, . . . , hy irréductibles.

Preuve, — Supposons d'abord r=2; on note :

{î:h,)={heC{x,y}/hh,eî}.
On a une suite exacte :

0 ̂  (I : h, )/I ̂  C { x, >. }/I Ï 1 +(^i )/I ̂  0

comme I+(/î2) c: (I : ^i)» on a :

mi=dimC{x,^} / I+(^ i i ) =dim(I : h^/ï^dimî+(h^/l=n-m^

Ainsi on trouve l'inégalité (*) : n ̂  m^ + m^, et une formulation équivalente de l'hypothèse de
la proposition 3 .5:

n=m^+m^ <=> î+(h^={î : h^) <=> I+(^i)=(I : h^).

Considérons l'endomorphisme T de C { x, ̂  } défini par x(x)==xqet'ï(y)==y (voir preuve de la
proposition 2.1 ) T (h^ ), T (h^) et T^ (I) satisfont encore aux hypothèses de la proposition 3.5.
Pour q convenablement choisi, on peut écrire (d'après le théorème de Puiseux) que
T(h^)=l^.. .1^ avec ^ de multiplicité 1 dans C { x , y ] . Dans le lemme 3.6 ci-dessous, on
montre que Ji et l ^ . . .1^ ^(h^) satisfont aux hypothèses de la proposition 3.5.

Comme !/(/) est principal si et seulement si T^(I) /T( / ) l'est, il restera à démontrer la
proposition (r=2) dans le cas h^ =x, ce qui est l'objet du lemme 3.7.
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LEMME 3 . 6 . — Soient A un anneau local d'idéal maximal M, ?i, l^ e M, h^ = l^ l^h^ e M et 1
MU friÀ^ A? A. Si h^ h^eï et si (I : /îi)=I+(^), (I : h^==ï-^-(h^. On a (I : ̂ )=I+(/2 ^2).

Preuve. — Comme A est local et h^eM, il suffit de montrer que :

(I : li) . (I : 'i)
1+02^2) ^(W

Ceci résulte du diagramme commutatif exact suivant dans lequel les flèches verticales sont
induites par la multiplication par h 2 :

0 -. ( I :^ -. I+(^ x^ ^(llh2) (-> 0)
I+(W 1+^2^) 1

t t ^

0 -. ( I : / , ) + ( ^ ) -> A ^ ^^ (- 0)

Précisément ce diagramme permet de montrer que la première flèche verticale est surjective,
ce qu'il faut.

LEMME 3.7.- Soient A un anneau local d'idéal maximal M, 1 un idéal de A, l e M, g e A tels
que Igeî et (I : 0==I-h(^). Si (!+(;))/(!) é?sr principal, alors ï / ( l g ) est principal.

Preuve. — La suite de sujections :

l+(Q l ^ l ^ l/(^)
(0 ^;( i :o^(^)+n^/ . i / (^)

montre que î / ( l g ) / l . î / ( l g ) est principal, donc I/((^) est principal car Je M.
Le cas r>2 résulte immédiatement du cas r=2 et des inégalités

n ̂  Wi +m2,... ,r ^ ^i + . . . +m^=n obtenues à partir de (*).
La réciproque résulte du fait que si !==(/, g),f=h^.. .h,, la colongueur de (^ .. ./î,J+I

est la multiplicité d'intersection :

(^..A^)= E(^)'j= i

CONJECTURE 3.8. — Si C est un germe de courbe plane réductible et z un point singulier de
Hil^C, le germe de Hilb"C en z est réductible.
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Soit f=h^, h^, . . . , ^ e C { x , y ] , où les ^(i=l, . . . , r) sont réduits et deux à deux
premiers entre eux (non nécessairement irréductibles); on peut encore définir les U^ „ „ ,
comme précédemment, qui sont des réunions de composantes irréductibles de Hilb" C et on a
encore les conditions nécessaires (S) pour que zf appartienne à Uy, „ „ .

CONJECTURE 3.9. — Les conditions (S) sont suffisantes pour que zf appartienne à
^n....̂

En utilisant la proposition 3.5, on constate que la conjecture 3.8 serait une conséquence
de la conjecture 3.9 (pour r=2). Dans les exemples suivants, nous allons montrer que la
conjecture 3.9 est vérifiée.

Exemple 3.10. — / (x, y ) = xy, h^ = x, h^ = y . Les points de Hilb" (9ç^ paramétrent les idéaux
de la forme :

I^,,=(^+aXP- l,^,XP),

avec p + ^ — l = n , jp^l , (?^1, aeC et a=0 si p=l . Les composantes irréductibles de
(Hilb" (9^ sont :

X,={I^„aeC}u{I, .^^o}^ lC,

avec î^p-^n. On a :
X p n X p + i = I p ^ o PO^ 2^p^n-l .

îp ^ a est non principal si et seulement si a==0. Soit 1=1^ ̂  Q, m^ =p, m^=q\ dès que (n^, n^)
satisfait au système (S) (n^ ^p, n^^q, n^ -\-n^=p-\-q-1) on a zfeU,, „ : il suffit d'expliciter
dans les deux cas possibles une déformation \ de 1 telle que codim (!(+(/!, ))=n,
(pour ( f= 1, 2) dès que t ̂  0 :

l,=(yq+txp~\xy,xp) pour ^=p-l, n^=q,
I(=(^^,^+^~1) Pour ni=p, n^=q-l.

Un calcul explicite montre que (Hilb" C, Zf ^ ) est isomorphe à la réunion de deux hyperplans
transverse^ dans C^1 et le lieu singulier est le (n— 1) plan décrit par :

(^+^-1 ̂ - 1 +. . .+bi y , x y , x P + C p . ^ x^+ . - .+c i x).

Exemple 3.11. — I=(x, ^"),/=/îi. . .^el. Supposons d'abord que x ne divise pas/et
notonsm;lavaluationde/^f(0,^);onam^=inf(n,m;).Ladroitex=^N ' ,N=ml.. .m^, coupe
d = /i,"1 (0) en m\ points (^N ', }̂  ^ (r)), 1 ̂  k ̂  m; (tendant vers zéro lorsque t tend vers zéro).
Quels que soient n^, . . . , n^ satisfaisant aux conditions (S), donc à n^ m^ m\ (i = 1, . . . , r),
la déformation de 1 :

ï^^-^'-nfn^-^.œ)))\ i=^\k=i ) )
où, pour t^O, zf eU^ „ montre que z^eU^ „ .
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Si x divise/, on remarque que 1 = (x - À /l, );") et on choisit À de manière que X == x - ̂  y " ne
divise pas/.

Exemple 3.12. - /=/^. . ./î, et on suppose que pour tout i=l, . . . , r, ^eM".
Dans ce cas, h, e 1 et m, = n\ les conditions (S) se réduisent à n^ + . . . + n, = n. D'après [B],

th. 5.3.2,1 appartient à l'adhérence, dans Hilb" C { x, y }, des idéaux isomorphes à (x, 3;") et
la conjecture 3.9 est satisfaite d'après l'exemple 3.11.

4. Etude de la dimension de Hilb" (9c

Lorsque A est une algèbre analytique locale d'idéal maximal M, nous prenons par
définition Hilb" A = Hilb" (Specan (A/M")) qui est un espace analytique connexe d'après [F],
prop.2.2.

Nous pouvons alors, par exemple en utilisant des platificateurs locaux comme dans la
proposition 1.2, obtenir les inclusions canoniques :

Hilb" C

^ ^
Hilb" ^c=Hi lb"C{x,^}nHi lb"C ^ Hilb" C2

Hilb"C{x, .y} "^

La dimension de Hilb" (9^ en tout point est donc au plus n -1 ; dès que la multiplicité v' de/est
au moins n, Hilb" (9^ = Hilb" C { x, y ] ([IJ, lemme 1.1 ) et est donc irréductible de dimension
pure n-1 ([B], cor. 5.3.3).

Remarquons que Hilb^c n'est pas toujours de dimension pure :

Exemple4A.- Choisissons :f=y3-x2y,n=6J,=(y,x6)etï^=(y3-x2y,x2).Au point
Zi^Hilb6^^,^} est lisse de dimension 5 paramétré par \ ^ ^ =(j;+a^x+ . . . 4-^5 x5,
x6); en écrivant que le reste de la division de/par le couple (y+a^ x . . . +^5 x5 , x6) est
nul, on trouve qu'au point z^, Hilb6^ est lisse de dimension 2 paramétré par
îo,0,0,f^4,û,=(3;+Û4 X 4 +â5 X 5 , X6).

D'autre part, au voisinage de z^, Hilb^C est paramétré par

J^,^,, Co,c,=(} ;3-^2} ;^2+^+^l+(fco+fcl^)} ;+(Co+ClX)};2);

un calcul élémentaire montre que cet idéal est de colongueur 6 dans C { x , y } si et seulement si
Oo=ûi =fco=0; par conséquent, en z^, Hilb6^ est lisse de dimension 3 [paramétré par

^O^^c-^Cy3--^2^ ^ 2 +^l^+(Co+ClX)^ 2 ) ] .

PROPOSITION 4.2. - On suppose que f est de multiplicité v ' et~T principal dans (9ç. Alors
(Hilb^c)^ est lisse en zf de dimension au moins égale à v ' - l .

Preuve. - Grâce à un choix générique des coordonnées, nous pouvons supposer que / est
un polynôme en y distingué de degré v' :

/=J;v '+^(x)/ ' - l+.. .+^(x),
avec pour i= 1, . . . , v', K,(x) de valuation au moins i.
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Par hypothèse 1 = (/, g), où g est un polynôme en y de degré strictement inférieur à v' (quitte
à le remplacer par son reste dans la division par /).

Au point zr, Hilb" C est paramétré par :

i(^)=aG=^+ Z ^p^A
(<x,P)eA

où A désigne toujours l'ensemble des couples d'indices (a, P) situés sous l'escalier de I. Le
polynôme / étant distingué, l'idéal 1^ p) définit { 0 } si et seulement si le résultant des
polynômes / et G est de valuation n dans C { x } . Notons A*=A-(0, 0) :

G*==^+ Z ^p^;
(û,P)6A1*

sachant que les racines (^, . . . , Çy-) de / dans une clôture algébrique de C { x }, (J C {x^ },
qeP^

sont de valuation au moins 1, le résultant de/et G* s'écrit :

Res (/, G*)= n G*(x, ^))=Pv'xv'+pv'+lXV'+l+ ...,
i= 1

où pv', p v ' + i . . -Pn- i sont des fonctions des variables (ciy, p)(a,p)6A* qui s'annulent en 0. Par
conséquent, (Hilb" OcT^ q111 est défini ensemblistement au voisinage de z\ par l'annulation de
(pv', . . ., pn- i) dans C"~1, est de dimension au moins v ' — l .

Démontrons maintenant la lissité de (Hilb^^c)^ en ^ï- Soit/=hi.. .hy la décomposition
de / en facteurs irréductibles et notons n^=co\(h^ g), HI + . . . +n^=n. Considérons une

^
normalisation de C^h^1^), (C, 0)^(Cfe, 0), 7ife(0=(xjr), ^(0).

Pour que î^ p) définisse un élément de Hilb" (6c) il faut et il suffit que h^ et G engendrent un
idéal de colongueur n^ soit :

v(G(Xk(t),yk(t)))^n^

où v est la valuation naturelle de C { t ] ; ceci équivaut encore, puisque v {g {xj, (0, Yk (0)) = ̂
à :

v( E a^^x,(t)r(y,(t))^n,.
(T(,P)6A

II existe u^ ^ ^ peC déterminés par f tels que :

^O^M^Z^œ,^;
œeN

(Hilb^^c))^ est donc défini au voisinage de z\ par les équations linéaires :

E ^a,P^,œ,a ,P=0. CÙ =0, . . . , Ufc - 1, / C = = l , . . . , r
(a, P)eA

donc en particulier est lisse.
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PROPOSITION 4 . 3 . — Soient v' ^û multiplicité def,z^e Hilb" ̂ Pc ̂  point paramétrant l'idéal de
définition 1 ̂  colongueur n de (Pc, l^ dimension du germe d'espace analytique (Hilb"^c? ^T) est

supérieure ou égale à i n f f v ' — l , n — 1 ) .

Preuve. — Nous supposons v '<n et nous allons établir la proposition par récurrence sur
l'ordre v^v' de l'idéal I.

(A) v= 1. — Par un choix convenable du système de coordonnées, on a ï=(y, x") et la
valuation de /(x, 0) est au moins n. La famille :

L=(^+fli x"-v'+l+a,xn-v'+2+ . . . +a^_ix"-1, x")

lorsque^ = (a ̂ , a^, . . . , ûy' -i) varie au voisinage de 0 dans C""1 décrit un sous-espace lisse de
dimension v'-l deHilb"C{x, y } . Or la valuation de/(x, -û^x""^1... -ây^ix""1) est
au moins n, donc / appartient à l'idéal I,,. Il en résulte que la décrit une famille à v'-l

paramètres de Hilb^c qui est donc de dimension au moins v '— 1 en z\. Remarquons que
cette dimension est exactement v '— 1 si / contient un terme en xv ~1 y .

Nous supposons maintenant la proposition établie pour tous les idéaux d'ordre
strictement inférieur à v (v ̂  2) et soient 1 un idéal de définition de C { x , y } de colongueur n,
d'ordre v contenant /, a = {(0, v), (o^, v -1 ), . . . , (a^, 0)} l'escalier générique de 1 ([GJ, th. 2
et p. 563), (/o»/i5 • • • ?/v) ̂  base standard de 1 dans un système générique de coordonnées
avec fi = x011 g, pour i = 0, . . . , v où g,^ est un polynôme distingué en y de degré v - i et d'ordre
v — i ([B], remarque 1.3.2).

La fonction d'Hilbert Samuel de C { x, y }/I;

"̂"""""(î ).
est déterminée par l'escalier générique a de I; nous notons S (H,,) la strate d'Hilbert Samuel
formée par les points de Hilb" C { x , y } paramétrant les idéaux ayant l'escalier générique a.
Cette strate S(HJ est lisse et sa dimension est donnée par :

dimS(HJ=n-v- ^ ^W-1^
k^v-1 2

OU :

ô,(/c)=TO)-HS(/c+l)

(voir [I^], th. 2.12 et [B], th. 3.3.1). Remarquons que les 8^(k) représentent les hauteurs entre

deux « paliers » de l'escalier de I et que, par conséquent, ^ §„ (k) = v (voiTfig. 1 et [B], déf.
fc^v- l

3.1.7 pour les détails).

La strate S (H^) est paramétrée au voisinage de Zi par (Fo== Go, . . ., F^x^G,, . . . )où ,
pour tout f==0, . . . , v , Gi est un polynôme distingué de degré v—i et d'ordre v — i ,
déformation de ^i([B], preuve du lemme 3.3.2).
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18 J. BRIÀNÇON, M. GRANGER ET J.-P. SPEDER

Lorsqu'on fait la division de / par (Fo, . . . , FJ, on obtient un reste d'ordre au moins v',
somme de monômes ̂  p x^y^ où (a, P) e A : ceci se démontre comme le point 3° de [B], th.
1.1.9, en remarquant que, pour toute valeur des paramètres, (Fo, . . . , FJ est la base
standard pour la direction « canonique » avec un escalier constant a.

En annulant les coefficients ̂  p, on obtient au plus :

n-H^v'-^n-dimct^^( c [ ^ y } \
\ I+Nf' ) '

équations par rapport aux paramètres, donc une famille de Hilb"^c de dimension au moins
din^HJMn-H^v'-l)):

(H) dim^ilb^^tW-n-v- ^ W[S W-l]
kïv-l z

Nous allons distinguer plusieurs cas selon la forme de l'escalier a et la position de v' par
rapport à o^, et démontrer la minoration cherchée dans chacun des cas, soit directement soit
en utilisant l'hypothèse de récurrence.

(B)v'^a,.
(BI ) II existe un entier p e [ 0, 1, . . . , v — 1} tel que : '

ap+i-a^2,

ap+(v-P)^v'^oc^+(v-j?-l),

v^v si p=0.
Dans ce cas, nous obtenons les inégalités (fig. BJ :

ô^)[ÔJ/c)-l]^p(p-l) ( v - p ) ( v - p - l )
Zj ^ = ^ ' ^ 5

k^v-l Z 2 2

H^v'-1)^(1 +2+ . .. +p)+(v '+(v '- l )+ . . . +(v /-v-hp+l)) .
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Fig. Bi

Donc, en utilisant (H) :

dnn (Hub"̂ , ̂  r^ -Hv-p)V- (-^-P-1)'c,^p

^(p-1) (v-p)(v-p-l)

c'est-à-dire :

dim^ilb^c^^v'-^+^-p-lKv'-v+p-l).

Ce qui permet de conclure dès que p ^ l , o u v ' ^ v + l .
(B2)v'=v et il existe p G { l , . . . , v — l } t e l que oCp+i —ap^2 . Comme :

p(p-l) (v-p) (v-p- l )^(v- l ) (v-2)
2 2 == 2

on obtient dans ce cas, d'après (H) :

dim(Hilb"(Pc, zï)^ "^ -v- (v•l)^•2) =v-l.

(33) Le cas restant est I^+M0'', v=v'.

Soit (x, y ) un système de coordonnées tel que /(O, y)=yv et que f(x, 0) soit d'ordre au
moins v +1.

On constate alors que :

/o=/, /1^-^y-1, ...j^^x^y,
F^x^+a.x^y-^ ... +a;xa•-''+-l^-•+ ... +a^ x^y

définit une déformation à v-1 paramètres L, a^(a^, . . . , a,_i) de I=Io, contenue dans
Hilb"<5c.
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Pour voir la platitude de I,,, il suffit de constater que, dès que a\ ̂ 0, l'ensemble des points
de N2 sous l'escalier de \,, est, grâce au choix du système de coordonnées (x, }') :

A,=(Ao-{(a,-v,v-l)})u{(oc,,0)}.

Ainsi, la est de colongueur n quel que soit^eC""1.

Fig. Ba

(C) v'xx^ — Traitons d'abord le cas où, pour tout entier p, lSsp^v—1, ( X p + i — ( X p ^ 2 :
on peut alors trouver une déformation 1^ de 1 telle que, pour t non nul assez petit, l'escalier
générique de I, soit encore a et que I, soit une intersection complète ([B], prop. 3.2.1). L'idéal
I( contient M"', donc / et il suffit alors d'appliquer la proposition 4.2 à 1^ et de passer à la
limite (semi-continuité de la dimension).

Désormais, nous notons p le plus petit entier strictement positif tel que a^+i —dp=l.
Énonçons alors un lemme de division dont nous laissons la démonstration pour la fin, ceci
pour ne pas rompre la récurrence.

LEMME4.4. — I I existe une déformation 1^ = (Fo, F^, . . . . Fp_.^,/p, .. .,/^) à un paramètre
de 1 vérifiant :

(a) pour tout t non nul assez petit, I, est d'ordre v—1;
(b) pour tout couple d'entiers (a, P) tel que a + P ̂  (Xy et 2 a + P ̂  a^ -h a^, x" y^ appartient à

I.
(Ci) v'^ap-ha^. — Utilisons le lemme 4.4 :/ appartient à 1̂  et on peut appliquer

l'hypothèse de récurrence à I, et passer à la limite.
(€2) v'=ap+ay--1. — On choisit l'axe des y tangent à la courbe C et on considère un

germe de chemin <7y dans GL(2, C) tel que <Jo=Id et Iy==<jî(I) ait son escalier générique
dans le système de coordonnées (x, y ) pour u fixé non nul ([B], th. 1.2.1). Appliquons à ly le
lemme 4.4 : !„ admet une déformation à un paramètre d'ordre v — 1 , contenant /; d'après
l'hypothèse de récurrence la dimension en zf^ de Hilb" (9c est au moins v' — 1 et par conséquent
aussi en zf=^.
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(C3)v'<ap+a^-l

v-p

Fig. €3

Reprenons l'inégalité (H) :

8,(fe)[5Jfc)-l]
dim(Hilb^c,^r)^-v- ^

Par définition de p :

ai +QC2+ . . . +ap-.i ̂  1+3+ . . . +(2^-3)=(j?-l)2,

(v-p-l)(v-p)
• • • -r^-p- 1=

a ^ + i + . . .+a^.l^(v-p-l)a.,+ :

8«(/c)[8Jfc)-l] ^(v-p+l)(v-p)
" ^ == ^feSv-l z ^

On en déduit l'inégalité :

dim(Hilb^c^î)^(o^+aJ+(p-l)2

(v-p)(v-p-l) (v-p)(v-p+l)+ +(v-p-l)a -v-^ • v y -/-p " ^

c'est-à-dire :

(K)dim(Hilb^c,^)^(ap+aJ+(v-p-l)ap+p2-p+l-2v.
Tout revient à montrer que :

'k(p,v)=(v-p-l)Qi^p2-p+l-2v^-3.

a^3 car a^<v '<a i+a^- l ,

MP, v)^(v-2) 3+1-2 v=v- 5^-3;

v^3 et ap^2p-l,

Or :
— si p==l :

d'où :

— si p > 1 :

d'où

Mp,v)^(v-p-l)(2p-l)+p2-p+l-2v=--p2+2p(v-l)-3v+2.
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Si l'on pose :

on a :

J. BRIANÇON, M. GRANGER ET J.-P. SPEDER

^i(p,v)=-^+2p(v-l)-3v+2,

?4(2, v)==v-6^-3, ^i(v-l, v)^2-^^^^

et finalement À-(p, v)^ — 3 pour 2 ^ p ^ v — l .
Ceci termine la démonstration de la proposition 4.3, il reste, cependant, à donner la :
Preuve du lemme 4.4. — Étant donné un élément :

i= ^ ^pX^deC^},
(a, P)eN2

on pose :

ou
p(^)=inf{p(a,P),^p^O},

p(a, P)=inf(2a+P-2o^, a+P-a^).

On peut ordonner N2 en définissant (a, P)<(a', P') par p(a, P)<p(a' , ?') ou
p (a, P) = p (a', P') et a < a'. On appelle exposant privilégié de h pour p et on note exp? (h) le
plus petit couple (a, P)e^l2 pour lequel h^ p^O.

Notons encore E '={(a , P)/p(a, P)^a^-(Xp} (fig. 2).
Construisons maintenant la déformation distinguée de 1 :

I ,=(Fo=Go,F,=x a lGl, ....F^^-G^./^x^, ..../^x^)

en définissant par récurrence décroissante ([B], prop. 2.1.1) :

Gfe=^ pour k^p,

Gp-l=^-l,p^+(^-l,p+l+û0x^+,+^_l,^2^+2-ap^+2+.••+^-l.v^v-ap,

Gfc=^^lG^l+^,-^2^ak+2-a t+ lGfc-^2+•.•+^,v^o tv -ak+ l

pour 0^k<p—l.

Lorsque k ̂  p — 1, G^ est distingué en y de degré v — k et d'ordre v — k — 1 : le diagramme de
Newton de F^ est contenu dans l'ensemble des couples (a, P)eA tels que :

a+P^afe+(v-/c)-l, (2a+P)^2oCfe+v-fe (cî.fig. 2)
et on a :

expp(FJ=(afc,v-/c).

Supposons que le diagramme de Newton de h soit contenu dans E', autrement dit que
p(h)^o^-ap; le couple (a, P)=expp(/^) vérifie donc : a+P^a^, 2a+P^a^+ap. Soit k
l'entier défini par a^oc<oCfc+i (en posant a^+i = + oo); on vérifie aisément que l'exposant
privilégié de ^""^"^"^Ffc est (oc, P) dans les deux cas k<p\ k^p (fig. 2) et par
conséquent expP(/î-^ pX""01^13"^"^);^, P).
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Nous avons donc un algorithme formel de division; l'inclusion { h / p {h) ̂  N } c M^^ ̂
pour N+oc^n) nous évite la démonstration de la convergence.

Remarque 4.5.- Bien que la minoration de la proposition 4.3 soit dans certains cas la
meilleure possible [exemple 4.6, voir aussi la remarque terminant le cas (A) dans la preuve de
la proposition 4.3], elle n'est quelquefois pas très bonne : par exemple, pour un idéal dont

(Xn+a,

polygone de Newton de

xa '-aty-<v-^•)K-
v-k

v-k'

Fig.2

l'escalier générique vérifie a^+i -a^2 pour p^ 1, et c'est le cas lorsque 1 est intersection
complète, on obtient d'après la démonstration de la proposition 4.3 :

dim^ilb^c.^sup^^v'-^-v.v'-l) pour v'^n (fig.3).
Exemple 4.6. - Reprenons l'exemple f=xy et plaçons nous au point zï de Hilb"^c

paramétrant l'idéal I=(xy, yP-^-ax^1) avec a^0,n=p+q-l. Hilb^c est lisse en ^ de
dimension 1, paramétré par I,=(x^, yp+(a-{-t}xq~l). Nous constatons que la famille
d'automorphismes de Oç{\=y, X=(a-{-t)l/q~l) x) trivialise la famille d'idéaux I,. Nous
pouvons dire que l'algèbre (^c/1est « rigide relativement à (Pc »• II n'en va pas de même dans
l'exemple f^y^—x3, !=(/, xy, x2) : Hilb3 (9^ est encore lisse de dimension 1 en zf;
paramétré par Ir=(/, xy, x2 + ty) mais pour î^O, 1^ n'est pas isomorphe à I.

Exemple 4.7.- Supposons / irréductible et 1 principal. Nous allons calculer la dimension
de Hilb"^c en z\ en fonction de n et du semi-groupe F des valuations de Oc-

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



24 J. BRIANÇON, M. ORANGER ET J.-P. SPEDER

Soit K : (C, 0) -> (C, 0) une normalisation de C, n (t) =(x ( t ) , y ( t ) ) ; d'après la démonstration
de la proposition 4.2, en notant :

x(tfy(t^=^ u^r,
(oeN

des équations de (Hilb^o z\)^ sont :

Z ^,p^,a ,p=0, œ e { 0 , 1, . . . , n - l} .
(a, P)eA

Fig.3

Puisque la valuation de G o n est dans F, les équations précédentes sont impliquées par :

(EJ ^ ^.p^,a,p=0, c o e r n { 0 , l , . . . , n - l} .
(a,p)eA

Ces dernières équations sont indépendantes : en effet, pour tout entier
c o e r n { 0 , 1, . . . , n-1}, il existe «p)(a,p)eA tels que :

v( ^ ^p^O^O^œ
(a,P)eA

[choisir ( p e C { x , y ] tel que y((p(x(r), y(t)))==w et l'écrire sous la forme :

cp-V+H^ Z ^p^^];
(a, P)eA

ainsi (a^ ̂  p^A est solution de (Eo,')œ'<œ et n'est pas solution de (EJ. La dimension de
Hilb"(^c en zf est donc :

n - # { c o e r / c ù ^ M - l } = # { œ ^ n - l / œ ^ r } .
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