J.-F. MATTEI

R.MoUusSsU
Holonomie et intégrales premieres

Annales scientifiques de [ "E.N.S. 4¢ série, tome 13, n°4 (1980), p. 469-523
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1980_4 13 4_469 0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1980, tous droits réservés.

L'accés aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1980_4_13_4_469_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. scient. Ec. Norm. Sup.,
4 série, t. 13, 1980, p. 469 4 523.

HOLONOMIE ET INTEGRALES PREMIERES

Par J.-F. MATTEI er R. MOUSSU

TABLE DES MATIERES

Pages

0. Introduction. . . ... ... .. . e 470
1. Criteres calCulatoires.. . . . . ...ttt e e e 471
2. Criteres formels. . . . . ... 471
3. Crit€re tOPOlOZIQUE.. . . . . v v e e e e e 472
4. Prolongement d’intégrale premi€re.. . ... ... .. 473
S. Plan de Larticle. . .. ... e 474
6. Autres types d’'intégrale premiere.. . . .. ... ... 474
1. Sous-groupes de difféomorphismes de (C,0). .. ........ ... .. . 475
1. Groupe d’invariance d’une série d’une variable. . . .. ....... ... ... . 475

2. Critére topologique de finitude.. . . .. ... ... e 477
I1. Critéres topologiques d’existence en dimension 2, dans le cas réduit.. . ... .................... 479
1. Holonomie d’une variété invariante. . . .. ... .. ... v ittt 480
2. Linéarisation des 1-formes irréductibles. ... .......... ... .. ... . i i i o 482
3. Démonstration du théoréme B.. . .. ... .. ... ... 484
III. Notions d’éclatements.. . . .. ... ... e 485
1. Eclatement d’um POINt.. . . . . ..ottt ettt e e e e 485

2. Eclaté d’une série formelle.. . . .. .. ...t 486
3. Saturation d’un feuilletage singulier. . . . . ... ... . 487
4. Eclatement d’un germe de feuilletage. . . ... ........oiiei P 488
S. Holonomie de .. . . . . ..o ot 489
6. Calcul de I'holonomie linéaire lorsque n=2. . ............... .. ... ... ... ... ... ..... 491
IV. Convergence d’intégrales premiéres en dimension 2 dans le cas réduit. . . .. ................... 492
1. Critére de CONVEIZENCE. . . . . . o oottt e 492
2. Intégrale premiére et holonomie.. . . ... .. . 495
3. Démonstration du théoréme A dans le cas réduit, n=2. ... ... ... ... .. 497
4. Démonstration du théoréme de factorisation dans le cas réduit, n=2. . .................... 499
V. Démonstration des théorémes en dimension 2.. . ... ...t 499
1. Recollement d’intégrales premiéres locales.. . . ... ... ... .. . . 500
2. Démonstration du lemme 1.. .. .. ... e 502
3. Démonstration du théoréme 1.. ... .. ... . 503

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE. — 0012-9593/1980/469/$ 5.00
© Gauthier-Villars



470 J. F. MATTEI ET R. MOUSSU

4. Démonstration du théoréme 3.. .. .. ... ... ... .. i i oo e 504
5. Démonstration du théoréme 2. ... ... . .. . e 505
VI. Extension d’intégrales premiéres.. . . .. ... ... .. .. 506
1. Théoréme de Prolongement.. . .. ... ... ... 506
2. Théoréme de transversalité. . ... ............ ... ... 507
3. Démonstration des théorémes A et B.. ... ... ... . . .. 509
Appendice 1. . . . .. ... 510
Réduction d’un germe de 1-forme holomorphe en 0e C?, d’aprés A. Ven den Essen et A. Seidenberg.. 510
Appendice I1. . . . . .. e 517
Existence de variétés intégrales d’une 1-forme réduite de (C2,0). ... .................. e 517
Bibliographie. . . . ... . . ... e 522
" Introduction

Soient @, I’anneau des germes en 0 e C" de fonctions holomorphes, 0, I’'anneau des séries
formelles sur C a n indéterminées et soit

o= a;dx, a;e0

i ns
i=1

un germe en 0€C" de 1-forme différentielle holomorphe, intégrable, i.e. ® A do=0, qui
s’annule en 0. Un élément f €@, (resp. @,) non constant tel que

o A df =0,

est une intégrale premiére holomorphe (resp. formelle de w). Si de plus, il existe g€, (resp.
d,) tel que

go=df, g(0)#0,

nous dirons que f est une intégrale premiére forte (') de . Ces deux notions ne sont pas
équivalc/:ntes; on peut s’en convaincre avec I’exemple suivant :

®=px, dx; +gx; dX,;
f=xtx%  p,qeN, p.g>1.

On peut distinguer trois types de critéres relatifs a I’existence d’intégrales premiéres :

1° critéres calculatoires : ils portent essentiellement sur le lieu singulier S () de o, i.e. le
germe d’ensemble analytique d’équations

a,(x)=a,(x)=...=a,(x)=0;

(*) Nous adoptons ici une terminologie plus précise et appelons intégrale premiére forte, ce que nous avons appelé
intégrale premiére dans [17].
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2° criteres formels : il s’agit de trouver des relations entre les anneaux des intégrales
premiéres formelles et holomorphes;

3° critére topologique : I’existence d’une intégrale premiere peut-elle étre lue sur la
topologie du « feuilletage singulier » défini par ©?

1. CRITERES CALCULATOIRES. — Lorsque ® posséde une intégrale premiere forte, la
différentielle do de w s’annule en O et le jet d’ordre 1 de  en 0 C", j! w, est la différentielle
d’une forme quadratique Q. Réciproquement, G. Reeb démontre dans sa thése [19] :

Critére de Reeb. — Sij' o est la différentielle d’une forme quadratique Q de rang maximal,
® posséde une intégrale premiére forte.

Dans [18], il est montré que ce résultat est encore vrai avec les hypothéses plus faibles
S(@)={0}, J,=dQ avec rang Q2.

Enfin, dans [15], B. Malgrange donne le critére trés général suivant :

Critére de Malgrange. — Si codim S (0) = 3, alors o posséde une intégrale premiére forte.

Il est clair que la condition codim S (») = 3 n’est pas nécessaire. D’autre part, le cas codim
S (@) = 2, peut-étre considéré comme le cas général; en effet, on peut toujours factoriser le plus
grand commun diviseur g des composantes a; de  si codim S(w)=1. On obtient ainsi :

w=g0, ge®,, codim S(0')=2.
Le théoréme suivant montre qu’alors I’existence d’intégrales premiéres se raméne a un
probléme a deux variables.

THEOREME DE PROLONGEMENT. — Soit ® un germe en 0 € C" de 1-forme holomorphe intégrable
tel que codim S(w)=2 et soit j un prolongement de (C?, 0) dans (C", 0) tel que

S(j*(@))={0}.

Si j*(w) posséde une intégrale premiére (resp. forte) f,€0,, alors ® posséde une unique
intégrale premiére (resp. forte) f €0, telle que

Jo=foj.

L’existence de plongements j vérifiant la condition S (j* (w))= { 0 } a é&té montrée dans [17].
Cependant nous reprendrons cette démonstration dans le chapitre VI (th. 2). Le théoréme de
prolongement proprement dit est démontré dans ce méme chapitre dans le cas des intégrales
premiéres (th. 1). Le cas des intégrales premicres fortes s’en déduit immédiatement en
utilisant le lemme de division de G. de Rham. '

2. CRITERES FORMELS. — Supposons que ® posséde une intégrale premiére formelle f.
Deux questions bien distinctes se posent alors :

— o posséde-t-il une intégrale premiere holomorphe ? Dans [15], B. Malgrange donne
une réponse positive dans le cas des intégrales premiéres fortes [et codim S (®)>2]. Nous
verrons avec le théoréme A ci-dessous que ce résultat reste vrai dans le cas général,
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472 J. F. MATTEI ET R. MOUSSU

— trouver des critéres de convergence de f. Le résultat suivant qui sera démontré dans le
chapitre IV (th. 1) est de ce type.

THEOREME DE CONVERGENCE. — Soit fe(@, une intégrale premiére de ® et soit
¢ :(C, 0) > (C", 0)un germe de courbe holomorphe transverse d ®, i.e. tel que c* () £0. Alors
f converge, i.e. fe0,, dés que foc converge,i.e. focel;.

Notons f=f%. f%...f* la décomposition de f en facteurs irréductibles et soit d le plus
grand commun diviseur de ky, k,, ..., k,. Nous dirons que f n’est pas une puissancesid=1.
Si f est une puissance, il est clair que « sa » racine d-iéme :

Y= f o k==t

est encore une intégrale premicre de ® si f en est une. La condition « n’est pas une
puissance » n’est donc pas restrictive et elle s’interpréte géométriquement comme nous le
verrons dans le paragraphe suivant :

THEOREME A. — Soit ® un germe en 0 € C" de 1-forme intégrable, holomorphe qui posséde une
intégrale premiére formelle f €@, qui n’est pas une puissance. Alors, il existe e, tel que

g=lofel, et I'(0)#0.

De plus, I’'anneau des intégrales premiéres holomorphes (resp. formelles) de ® est ’ensemble des
composés O og=C{g} (resp. 0, 0g=C [g]).

La deuxiéme partie du théoréme A se déduit visiblement de la premiére et du résultat
suivant :

THEOREME DE FACTORISATION. — Soient f, g0, (resp. 0,) tels que df A dg=0. Alors, si f
n’est pas une puissance il existe €O, (resp. 0,) tel que g=1o f.

I nous semble que les résultats de H. Dulac dans [10], chap. 11, soient une autre forme de la
premicre partie du théoréme A, dans le cas n=2. Les techniques employées par H. Dulac sont
sensiblement différentes des notres; en effet, elles reposent essentiellement sur des
majorations fines alors que celles utilisées ici sont purement « géométriques ».

3. CRITERES TOPOLOGIQUES. — Soit toujours ® un germe en 0 e C" de 1-forme intégrable,

n
holomorphe. Nous notons encore = ) a; dx; un représentant de ® qui est holomorphe sur
i=1

un voisinage U de 0 et S(w) le sous-ensemble analytique de U d’équations

a1=a2=. .. =an=0‘

Sur U —S(®), ® définit un feuilletage holomorphe de codimension 1, & ,/U. Le feuilletage
singulier défini par ® est le couple

F,/U={S(), #,/U}.

Au germe de o en 0 correspond, en un sens clair, le germe de % /U en 0, noté & , et appelé
germe de feuilletage singulier défini par ®.
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Soit @' un second germe de 1-forme intégrable, holomorphe. Nous dirons que o et ', ou
encore # , et Z , sont topologiquement équivalents s'il existe des voisinages U et U’ de O sur
lesquels ® et o possédent respectivement des représentants holomorphes et s’il existe un
homéomorphisme h de U sur U’ qui applique S (®) sur S(w’) et les feuilles de % /U sur les
feuilles de #,,/U’. Nous allons voir que si ® et ®’ sont topologiquement équivalents, alors ®
posséde une intégrale premiére holomorphe dés que @’ en posséde une. C’est-a-dire que
I’existence d’une intégrale premiére est uniquement une propriété topologique.

Supposons qu’un germe f €0, soit une intégrale premiére de o et que o et f possédent des
représentants holomorphes notés encore w, f, sur U, un voisinage de 0. La condition
o A df=0signifie que f est constante sur les feuilles de & /U, c’est-a-dire que les feuilles de
Z /U sont les composantes connexes des hypersurfaces de niveau de f. Dans ce cas, on peut
donc affirmer que :

(a) les feuilles de # /U sont des fermés de U —S(w);

(b) I'ensemble des feuilles de & /U adhérentes a 0 est fini.

Plus généralement, nous dirons que le germe de feuilletage singulier & , est simple s’il existe
un voisinage ouvert U de 0 dans C” sur lequel & /U vérifie (a) et :

(b') I’ensemble des feuilles de % ,,/U adhérentes a O est au plus dénombrable.

La condition (a) signifie en fait que les feuilles de # /U sont des sous-variétés analytiques
de U—S(w). En effet, une feuille fermée ne peut étre ni localement dense, ni exceptionnelle
(voir [19)); elle est donc propre et c’est une sous-variété de U.

THEOREME B. — Soit ® un germe en 0 C" de 1-forme intégrable, holomorphe. Alors ®
posséde une intégrale premiére holomorphe si et seulement si &F , est simple.

4. PROLONGEMENT D'INTEGRALES PREMIERES. — Soit h un germe d’application holomorphe
de (C?,0) dans (C", 0). Nous dirons que h est transverse a ® si

S(h* (@))=h"'(S(w)),
codim S (h* (w))=inf (p, codim S(®)).

Si h est transverse & o, il est clair que h est transverse & & ,. Dans le chapitre VI nous
prouvons que, pour p <n, ’ensemble des plongements de (C?, 0) dans (C", 0) transverses a ®
est « générique ». Nous déduisons alors facilement des théorémes A, B et du théoréme de
prolongement énoncé dans le paragraphe 1 le corollaire suivant :

COROLLAIRE C. — Soit ® un germe en 0 € C" de 1-forme holomorphe intégrable et h un germe
d’application de (C?, 0) dans (C", Q) transverse d 1. ot ®=gm avec codim S(n)=2, ged,.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) © posséde une intégrale premiére holomorphe;,

(ii) h* () posséde une intégrale premiere formelle;

(iii) le germe de feuilletage singulier & i« est simple.

Nous reprendrons dans le chapitre VI la démonstration faite dans [17], de I’équivalence
entre (i) et (ii), pour des intégrales premiéres fortes.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



474 J. F. MATTEI ET R. MOUSSU

5. PLANDELA DEMONSTRATION DES THEOREMES A ET B. — Dans I’appendice I nous montrons
qu’un germe ® en 0eC? de 1-forme holomorphe peut se ramener par des éclatements
successifs aux deux cas irréductibles. Nous dirons que o est irréductible s’il existe un germe de
1-forme holomorphe tel que ® A =0 et tel que le jet d’ordre 1 de n en 0 s’écrive :

jt n=A;ydx—X,xdy,

ou (A, A,) vérifie ’'une des deux conditions :

(%) MA,#0 et Aj/A,, Ay /A €N,
(%) A=0 et A, #0.

Ce résultat est bien connu, cependant nous avons pensé qu’il était utile d’en reprendre la
démonstration de A. Ven den Essen [23], et une partie de la démonstration de A. Seidenberg.
Nous désignons par N (o) le nombre d’éclatements utilisés dans la réduction d’une 1-forme ®.

Nous sommes maintenant en mesure de décrire le plan de la démonstration des théorémes
A et B. Elle repose sur deux réductions :

1° réduction a la dimension 2; c’est le théoréme de prolongement déja énonce;

2° réduction aux cas irréductibles lorsque n=2; c’est ’objet du chapitre V. Sa
démonstration se fait par récurrence sur N (o).

La démonstration du théoréme A dans le cas irréductible repose sur la notion de groupe
d’invariance d’une série formelle  une indéterminée (chap. I) et sur la notion d’holonomie du
feuilletage éclaté (chap. I1I). Enfin, dans le chapitre IV nous terminons cette démonstration et
montrons le théoréme de convergence énoncé dans le paragraphe 1.

La démonstration du théoréme B dans le cas irréductible repose sur I'interprétation de
I’existence d’une intégrale premiére a I’aide du diffomorphisme d’holonomie d’une variété
invariante de o (chap. II). L’existence d’une telle variété est bien connue (nous rappelons sa
démonstration dans ’appendice II). Dans le chapitre I nous démontrons un critére
topologique de périodicité d’un germe de diffomorphisme de (C, 0) qui sera la clef du passage
topologique-analytique.

6. AUTRES TYPES D’INTEGRALES PREMIERES. — Des classes plus étendues d’intégrales
premiéres ont été étudi€es notamment par H. Dulac dans sa thése [10] et dans [11]. Soient ®
un germe en 0 € C" de 1-forme holomorphe intégrable, f;, f,, . . ., f, des éléments de O,, (resp.
O)Mi,hgy oy A »» p nombres complexes. On dit que f;'.f5. . .f ﬁ' est une intégrale premiére
convergente (resp. formelle) de ® si

o An=0,
ou n est la forme intégrable définie par

{ n=AF dfi+...+A,F,df,,
Fi=fi- fioi-fier-- S J=1,2,...,p.
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Lorsque les A; sont des entiers relatifs, f est méromorphe convergente (resp. formelle) et
lorsque les A ;€ R, nous dirons que f est multiforme convergente (resp. formelle). On peut
chercher, comme dans le cadre holomorphe, des critéres formels ou topologiques d’existence
d’intégrales premiéres convergentes méromorphes ou multiformes.

1. Cas méromorphe. — Il n’existe pas de critére topologique d’existence d’intégrale
premiére méromorphe : M. Suzuki construit dans [22] un germe ® de 1-forme en 0e C?,
holomorphe dont toutes les feuilles sont des germes de courbes analytiques et qui n’a pas
d’intégrale premiére méromorphe. Dans [8], il est prouvé que le germe de feuilletage singulier
Z , est topologiquement conjugué a un germe & ,,;,_ 4, OU f, g€0,.

Les problémes de convergence en dimension 2 ont été étudiés par H. Dulac dans un cadre
un peu plus restrictif. Dans [8], il est montré que toute intégrale premiére méromorphe
formelle est convergente. Plus précisément si

O A (fdg—gdf)=0, f’ ge@‘m

il existe ue 0, tel que uf, uge0,, si f/g et g/f ne sont pas des éléments de 0,

2. Cas multiforme [7]. — Il existe alors de nouveau un critére topologique. Le passage
formel-convergent nécessite dans ce cadre des conditions de petits dénominateurs sur les
exposants A ;.

Signalons enfin que tous les résultats obtenus dans ce travail, sauf évidemment le critére
topologique, restent vrais dans le cadre analytique réel.

Nous remercions vivement D. Cerveau, I. Kupka et J. Lewowicz pour les nombreuses
conversations que nous avons €ues avec eux.

I. — Sous-groupes de diffécomorphismes de (C, 0)

P
1. GROUPES D’INVARIANCE D'UNE SERIE D'UNE VARIABLE. — Soit DIiff(C, 0) le groupe des
difféomorphismes formels de (C, 0) :

DIff(C, 0)= { he®, |1 (0)%0 et h(0)=0},

P
et soit Diff (C, 0) le sous-groupe de Diff (C, 0) des germes de difffomorphisme analytiques de

T~
(C, 0). Deux sous-groupes H et H' de Diff(C, 0) [resp. de Diff (C, 0)] sont dits formellement
(resp. analytiquement) conjugués s’ils se déduisent ’'un de I’autre par un changement de
variables formel, (resp. analytique) de (C, 0), i.e. s’il existe un automorphisme intérieur
T~ L,
T, : h—>gohog™! deDiff(C, 0), [resp. de Diff (C, 0)] qui applique I'un sur I’autre. Enongons
un résultat bien connu.

T~
ProrosiTioN 1.1. — Tout sous-groupe fini H de Diff(C, 0) [resp. de Diff (C, 0)] est
formellement (resp. analytiquement) conjugué au groupe R, = #H, engendré par la rotation
. 2, Qin/g)x
rgix-—e .
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Démonstration. — On vérifie immédiatement que

_ h(x)
90=2 7o)

est un difféeomorphisme et que
gohog '(x)=h(0)x, si heH;

c’est-a-dire que g conjugue H au groupe J! H des jets d’ordre 1 de H en 0, qui est visiblement
le groupe R,.

Nous pouvons associer a toute série formelle f e, son groupe d’invariance
7~
H(f)={heDill (C, 0)/foh=f}.
Remarquons que H(f) est fini. En effet, notons

f)=Y axxy=x"(a,+u(x)), a,#0,

kzv
et soit g(x)=x(a,+u(x))""¥ une racine v-iéme de f,
fog™t(x)=x".

L’automorphisme intérieur t, associé a g conjugue le groupe H(f) au groupe
H(fog~')=R,; or g est analytique dés que f est analytique, et T, induit un automorphisme
de Diff (C, 0). On a alors : H(f) = DIiff(C, 0). La réciproque est fausse puisque

T~
H(f)=H(lof), pour leDiff(C,0).

Cependant, supposons que H(f) soit contenu dans Diff(C, 0). D’aprés la proposition
précédente nous pouvons choisir un paramétrage analytique z de (C, 0) de sorte que H(f)
soit engendré par la rotation r, (z) =e?"" z. De I'égalité

f@)=f(*""2),

il est facile de déduire que

f2)=Y b*2=1("),  I'(0)=b,#0.

k21

Ainsi "' o f(z)=2z" est un germe analytique. On a prouvé la proposition suivante :

PROPOSITION 1.2. — Si fe 0, est une série formelle d’une variable, d’ordre v, H( f ) est
Sformellement conjugué a R ; si, de plus, f est analytique, H( f) est contenu dans Diff (C, 0) et la
conjugaison a R, est aussi analytique. Réciproquement,si H( f ) < Diff(C, 0) il existe une série

-
le Diff (C,0) telle que 1o f soit analytique.
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2. UN CRITERE TOPOLOGIQUE DE FINITUDE. — Pour prouver la finitude d’un sous-groupe H
de Diff (C, 0), il suffit de montrer que tous ses éléments sont périodiques, i. e. pour tout he H, il
existe pe N* tel que h? =1d. En effet H est alors commutatif car tout commutateur s’écrit :

C(X)=hogoh—1og_l(x)=x+avxv+...,

et il est clair que ¢ ne peut étre périodique que si a,=0.

Ainsi pour obtenir un critére de finitude de H, on est ramené a déterminer un critére de
périodicité d’un germe de difffomorphisme h quelconque. Soit U un voisinage ouvert de 0
sur lequel h est défini, holomorphe et injectif. Si V est un sous-ensemble de U, nous appelons
V-orbite d’un point x € V ’ensemble des itérés positifs et négatifs de x contenus dans V :

Oy (x)={ h?(x)/h(x), ..., (x)eV} U {h™%(x)/h~ (x), ..., "% (x)eV} U {x}.
Notons py(x)eN U { 0 } le nombre d’itérations de x dans V :
py (x)=sup{p>0|h?(x)eOy(x)}+sup{p>0|h~P(x)eOy(x)} +1.

Si py (x)=o00 et # Oy (x)< oo le point x est périodique dans V. Si py (x) est fini, il est égal au
nombre d’éléments de Oy (x). Nous dirons que le germe h est d orbites finies s’il existe un
voisinage ouvert V de 0 sur lequel h est défini, holomorphe, injectif et tel que

# Oy (x)<oo, pour tout xeV.

THEOREME 2. — Un élément he Diff (C, 0) est périodique si et seulement s’il est d orbites
finies. De fagcon plus précise, si he Diff(C,0) n’est pas périodique, il existe un systéme
fondamental de voisinages ouverts U de O dans ‘C sur lesquels h est holomorphe, injectif et tels
que : pour chaque U, I'ensemble des points xeU dont la U-orbite est infinie est non
dénombrable et contient 0 dans son adhérence.

La démonstration de ce théoréme repose sur le lemme suivant dont nous devons la
démonstration a J. Lewowicz.

LemME 2.2. — Soit K un voisinage compact connexe de 0 € R" et h un homéomorphisme de K
sur f(K) < R" vérifiant f(0)=0. Il existe alors un point x de la frontiére 0K de K dont le
nombre d’itérations dans K soit infini.

Deémonstration du lemme. — Notons plus simplement p=py, et u=pg le nombre
d’itérations dans lintérieur K de K. Remarquons que p(x)=p si et seulement si
p=p,+p,+1, p, et p, étant des entiers =0 vérifiant :

{x, h(x), ..., A" (x), " (x), ..., h "™ (x)eK,
hPt (x) et h " '(x)¢ K.

Il est clair que p est inférieur ou égal & p(x) au voisinage de tout point x de K. On voit de
méme que W est supérieur ou égal & p(x) au voisinage de tout x e K. Supposons la conclusion
du lemme fausse : p serait & valeurs finies; 0K étant compact, i est borné sur K. Supposons

p|dK<N<oo.
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Les ouverts de K suivants sont non vides

A={xeK/p(x)<N} oK,
B={xeK/p(x)=N}30. .

De plus ils sont disjoints car p<p. Il existe un point x, de K n’appartenant pas 4 AU B
(B(xg)=N>p(xe)) et donc Og(xg)#Ox(x,). Lorbite de x, coupe JK. Soit
y€O0x(x0o) N OK, on a p(y)=p(x,) =N, ce qui contredit g | K <N.

Démonstration du théoréme 2. 1. — Il est clair qu’il suffit de montrer la deuxiéme assertion.
Supposons que h e Diff (C, 0) est non périodique, et soit U un voisinage de 0 sur lequel h est
holomorphe et injectif. Notons D, un disque fermé de centre O et de rayon p,, contenu
dans U. Décomposons-le en ’'union disjointe

D, =PUFUI,

ou P est I’'ensemble des points périodiques dans Dp,, F ’ouvert des points x non périodiques
dans Dp, mais dont l'orbite Op,, (x) est finie et I 'ensemble des x tels que # Op, = co.
D’apres le lemme précédent, pour tout p<p,,

(Pul)noDp#0.

Ainsi I est non dénombrable dés que P est dénombrable. Supposons désormais P non
dénombrable et considérons les ensembles compacts suivants :

A,=Dpy, ..., A,=Dpynh 1 (A,_)), ....

Notons C, la composante connexe (compacte) de A, qui contient 0, et soit

c=(C,

neN

C est visiblement un sous-ensemble de 1 U P. Examinons séparément les deux possibilités.

C est non dénombrable. — Si I était dénombrable, P n C serait non dénombrable. On le
décompose en ’
PnC= U P,,

neN

ou P, est I'ensemble des points de P n C de période n. Il existe n, tel que P, soit infini et P,
admet un point d’accumulation dans C, . Comme h™ est holomorphe sur un voisinage ouvert
U, de C, , h™(z)=z sur U,, ce qui contredit ’hypothése de non-périodicité du germe h.

C est dénombrable. — 11 existe alors p<p, tel que CndD, soit vide. Les compacts
C,n 0D, étant emboités, il existe n, tel que C, N dD,=0. Soit K un voisinage compact
connexe de C, qui ne rencontre pas les autres composantes connexes (compactes) de A, , en
particulier 0K n A, =@. Pour tout xedK il existe p<n, tel que h?(x) n’appartienne pas
a D,. On en déduit que P n 0K =@. Montrons qu’alors I est non dénombrable.
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Notons P’, F’ et I respectivement ’ensemble des points de K périodiques dans K, des
‘points non périodiques dans K mais dont la K-orbite est finie et I’ensemble des points dont la
K-orbite est infinie. Notons aussi

P nyN P,
ou P; est I’ensemble des points périodiques dans K de période n. Montrons d’abord que pour
tout n la frontiére P/ =P, —P, de P/, est finie. I suffit pour cela de prouver que tout point
d’accumulation de P} est dans 'intérieur de P,. Soit x, € P, un tel point, il existe un voisinage
ouvert connexe W de x,, ou h" est définie et holomorphe. k" (x)=x sur P, n W et donc h" est
'identité sur W. D’autre part, comme la K-orbite de x, ne coupe pas K on peut choisir W
assez petit de sorte que

h(W), h*(W), ..., i"(W) = K.

Ceci prouve que W < P/, et en particulier x, € P.,.

De la finitude des P, on déduit facilement que la frontiére P”” de P’ est dénombrable.
Décomposons K de la maniére suivante :

K=P'UF u(l'UP").

F’ est un ouvert de K et P’ est un ouvert de C puisque on a supposé que P, et a fortiori P’, ne
coupe pas 0K. Si F’ est vide, K est contenu dans I' U P et I est non dénombrable
puisque K est non dénombrable. Si F’ n’est pas vide et P’ est vide, la conclusion résulte du
fait qu’alors, d’aprés le lemme 2, pour p assez petit, I'UP” coupe le bord de D,.
Supposons P’ et F’ tout deux non vides; P’ et F’ sont deux ouverts disjoints non vides de K et
visiblement (I'UP”") A K ne peut étre dénombrable. P’ étant dénombrable, I’ est non
dénombrable.

II. — Critéres topologiques d’existence en dimension 2,
dans le cas réduit

Soit ®=adx+bdy un germe en 0e C? de 1-forme holomorphe et ge0, le plus grand
commun diviseur de a, be(@,;

wo=go'=g(a'dx+b'dy), a',b'e0,.

Nous dirons que o est irréductible (par éclatements) lorsque les valeurs propres A, A, dela
matrice

ob’ ob’
*0 T

da’ da’
~5%© 50
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vérifient I’'une des deux conditions suivantes :

. 0 t —, —¢N
(x) AiAy# € )Vz’)n(f )
(%x) A #0 et A,=0.

Le but essentiel de ce chapitre est de prouver le théoréme B dans le cas irréductible.

THEOREME By. — Soit @ un germe en 0e C? de 1-forme holomorphe irréductible. Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes :

1° il existe des coordonnées (x, y) dans C? et deux entiers positifs p, q tels que :
o A (pydx+gxdy)=0;

2° o posséde une intégrale premiére holomorphe;

3° le germe de feuilletage & ,, est simple.

L’¢équivalence entre 1° et 3° est une caractérisation topologique des germes de 1-forme
irréductibles qui possédent une intégrale premiére holomorphe. La démonstration de ce
théoréme repose sur la notion d’holonomie d’une variété invariante. Nous la définissons dans
le paragraphe 1 et calculons les premiers termes de son développement de Taylor. Dans le
paragraphe 2 nous montrons qu’un germe de 1-forme irréductible est linéarisable, modulo
un facteur multiplicatif, si et seulement si ’holonomie d’une de ses variétés invariantes est
linéarisable. Enfin, dans le paragraphe 3, nous en déduisons le théoréme B, en utilisant le
critére topologique de périodicité démontré au chapitre précédent.

1. HOLONOMIE D'UNE VARIETE INVARIANTE. — Soit ® un germe en 0eC? de 1-forme
holomorphe irréductible dont le jet d’ordre 1 en 0 est non nul. D’aprés les théorémes 1 et 2
del’appendice 11, il existe des coordonnées (x, y) dans C? telles que, & un facteur multiplicatif
pres inversible, o s’écrive respectivement dans les cas (x) et (k%) :

(1.1) o=—-Ay(1+A(x, y)dx+xdy,
(1.2) o=y"dx—(x+yA(x, y))dy, m>1,

Nous pouvons toujours supposer que A est holomorphe sur un voisinage U du polydisque
fermé

P, ={(x, »)eC?/|x|<let|y| <1}

et que 0 est le seul zéro de » dans U. Ainsi, o définit un feuilletage singulier # ,=({0},# )
dont

Lo=(U—-{0})n{y=0}

est une feuille. Nous allons étudier ’holonomie de cette feuille; plus présicément nous
cherchons les premiers termes du développement de Taylor du difféomorphisme
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d’holonomie h e Diff (C, 0) qui correspond au lacet
Y- [O’ 1] - LOa ’Y(e)=(e2i"9a 0)

Dés que y est suffisamment petit, y posséde un relévement T, dansla
feuille de &, qui passe par le point (1, y), ce relevement se faisant suivant la projection
(x, y) — x. Par définition de h on a

T,(1)=(1, h(y)).

D’autre part, le feuilletage & , étant analytique on peut écrire Fy de la fagon suivante :

{F4m=wwxr@yn
e, y)="Y ),

k=0

c’est-a-dire que I' est une série convergente en y, a coefficients des fonctions analytiques en
8¢[0, 1] qui sont déterminées par 1’équation différentielle

0 —
—TI (0) ]=0.
°’<ae 3 )>
Etudions séparément cette équation dans les cas (x) et (%x).

Cas (x). — En utilisant (1.1) nous obtenons :

g—g(e, y)=2imh T 0, y) (1+I (8, ) A (*"™, T (8, y)).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



- 482 J. F. MATTEI ET R. MOUSSU

En identifiant les coefficients de y dans les deux membres de cette €quation, on obtient :
c1(8)=2imkc,(0).
On en déduit, puisque ¢, (0)=1,
h(y)=c, (1) y+y*(...)=e"™y+y2(...).
Cas (%%). — En utilisant (1.2) nous obtenons :

; ; . ar
2ine? T (0,y)"=(*"+T (8, y) A(e*'™, T'(6, V) 55 ©.9).

En identifiant les coefficients de y* de chacun des membres de cette équation, on obtient :

0)=0 si k<m, c™(@)=2imc, (0)".

On en déduit par intégration
h(y)=y+y"Qin+yg(y), g€0,.

Nous dirons que I’holonomie de la variété invariante y =0 est périodique (resp. linéarisable) si
h est périodique (resp. linéarisable).

2. LINEARISATION DES 1-FORMES IRREDUCTIBLES. — Soit ® un germe en 0e C? de 1-forme
irréductible, holomorphe, du type (x). Si w est linéarisable, i. e. s’il existe des coordonnées (x,
y) telles que

o=g(—\ ydx+x dy), ol ge0,, g(0)#£0,

I’holonomie de la variété invariante y=0 est l’application linéaire y— 2™ y.
Réciproquement, on a le théoréme suivant :

THEOREME 2. — Soit o un germe en 0€ C? de 1-forme holomorphe irréductible du type (x)
avec he C—R, dont le jet d’ordre 1 en 0 est non nul. Alors o est linéarisable si et seulement si
Pholonomie d’une variété invariante de o est linéarisable.

Lorsque A€ R, , ce résultat est encore vrai. Mais comme nous ne ’utiliserons pas dans la
suite, nous n’en ferons pas la démonstration. Signalons une conséquence de ce théoréme :
une forme @ du type (x), avec A¢R,, est linéarisable si et seulement si elle est
topologiquement linéarisable [i.e. il existe un germe d’homomorphisme de (C2,0) envoyant
les feuilles de &, sur les feuilles de &, ]. En effet, lorsque A ¢ R, (A,, A,) appartient au
domaine de Poincaré et il est bien connu (¢f. [2], par exemple) que  est linéarisable. D’autre
part, si A e R, un résultat classique, cf. [3], chap. I, nous dit qu’un difftomorphisme h de
(C, 0) tel que h’ (0)=e?"* est linéarisable si et seulement si il existe un domaine invariant D,
i.e. h(D)=D, ce qui est un critére purement topologique.

Démonstration. — 11 suffit de montrer le théoréme pour
o=xdy—Ay(1+A(x, y))dx,
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ou A est un réel négatif et A est holomorphe sur un voisinage U du polydisque fermé P, . De
plus, nous pouvons supposer que

1 .
A )I<5  si Gk pePry,

et que le difffomorphisme d’holonomie h correspondant au lacet
Y : [0, 1] e LO’ ,Y(e)=(e2in0’ 0)

2ink

est la rotation h : y — e*'™ y. Soit

®;=xdy—Aydx.

Pour montrer le théoréme il suffit de construire un difféomorphisme holomorphe

G: VoV, G(x,y)=(K,g(x,)

qui posséde les propriétés suivantes :
(i) il existe des voisinages ouverts U,, U} de 0e C? tels que

V=U,-{x=0}, V'=U;—{x=0};

(ii) lapplication g est bornée sur V;

(iii) G conjugue les feuilletages (non singuliers) #,|U; et #, |Uj.

En effet, d’aprés (i) et (ii), G s’étend en un difffomorphisme holomorphe de U, sur U}, noté
encore G, et (iii) implique

G*(w,) A =0.
Le lemme de division de De Rham permet d’écrire :
o=uG*(w,), wue®, et u(0)#0.

Ce qui prouve le théoréme. La construction de G s’effectue par la méthode classique de
relévement des chemins contenus dans la feuille L, (Lo=(U—{0})n{y=0}) dans les
feuilles de # ,(ou &, ), suivant la projection (x, y) — x. De fagon plus précise, nous allons
tout d’abord définir la restriction G, de G a4 S! x D!; ensuite nous prolongerons G, a un
certain V :

1. Construction de G,. — Le difffomorphisme d’holonomie h, de L, en (0, 1) étant une
rotation, il existe un réel positif p tel que : la feuille de # | S* x D! qui passe par (1, y) pour
|y| <p est contenue dans S! x D!. La réunion V, de ces feuilles est un voisinage ouvert
de S' x {0} dans S' x D*. Ainsi, le chemin

3 : RoL,  a,0)=("® 0),
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se reléve dans la feuille de &, passant par (1, y), pour |y| <p en

ay,

IR hd Vp’ ay (e)=(el 99 ny (9))9

avec la condition initiale o, (0) = y. Dans la feuille de #, passant par (1, y), o, sereléve dela
méme fagon en le chemin

8 (e, ye™)=(e%, g1 (e'’, y)).
Soit G, : V,— S xD, définie par
G (e, 0,(0))=(e"’, g, (€'°, ).
Il estﬁcizilieiif’que G, conjugue les restrictions # ol Voet F, D et que G, est la restriction d’un

difffomorphisme holomorphe (unique) d’un voisinage W de V sur un voisinage W, de
S! xD, qui conjugue # |W et #, |W,.

2. Construction de G. — Le prolongement de G, en G est obtenu par relevement des
chemins radiaux

re: [0, —Log |x|]=> Lo,  r.(t)=(xe’,0),
pour 0<|x|=1. Montrons tout d’abord que r, se reléve dans les feuilles de &, en
r

syt to(xef, y@),  y0)=y,

pour tout y e D*; c’est-a-dire que la solution y(t) de I’équation différentielle, & paramétre x,
O<|x|<1, '
dy

i =Ay(1+A(xe, y)),

avec la condition initiale y(0)=y est définie sur [0, —Log | x|]. Or nous avons

y(t)

Log T1=M+|k(t)|,

t

ou k(t) est la partie réelle de A J A (xe®, y(s)) ds. De I'hypothése | A (x, y)|<1/2 on déduit

(]

ly()I=]yl <] yl<1.

L’ensemble V des points (x, y) € U tels que I'extrémité de r, , appartienta V est un ouvert et
visiblement VU { x=01} est un voisinage de 0 dans C?.
D’autre part le chemin inverse de r,,
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sereleve dans la feuille de #, passant par le point (x/| x|, y;) en un chemin d’origine ce méme
point et d’extrémité notée g, (x/| x|, y,). Soit alors G I’application de V dans C* définie par

x
G: (x9 )’)_’(X, g(x9 )’)), avec g(x’ y)=g2<m, gl(x’ .V)>,
G étant construite a partir de relévements de chemins, conjugue les feuilletages % |V et
F,]G(V); elle est holomorphe (dépendance des conditions initiales dans une équation
différentielle) et enfin elle est bornée.

3. DEMONSTRATION DU THEOREME B,. — Il est clair que (1)=(2)=(3). Démontrons tout
d’abord que (3)=>(1) dans les cas suivants :

cas j' @#0. — Choisissons des coordonnées (x, y) telles que o s’écrive, & une unité pres,
sous I'une des formes normales (1.1) ou (1.2). Si o est du type (1.2) le difffomorphisme
d’holonomie h (voir § 1) s’écrit :

h(y)=y+2iny™+ ... '

Il n’est pas périodique. D’apreés le théoréme (I.2), il existe une infinité de points y e D* dont
l’orbite par h est infinie. La feuille de & , passant (1, y) ou y est un tel point n’est pas fermée et
F , n'est pas simple.

Ainsi o est du type (1.1) et le raisonnement que nous venons de faire montre que h est
periodique; en particulier A est un rationnel négatif — p/q et h est linéarisable. L’implication
(3)=(1) résulte du théoréme précédent.

Cas j' ©=0. — Choisissons des coordonnées (x, y) telles que

’

0=go’, geal,,

ou ' est I'une des formes normales (1.1) ou (1.2); g, ®’ sont holomorphes sur un voisinage U
du polydisque P; ; et & ,|U est simple. Notons Z le sous-ensemble analytique de U
d’équation g=0. Distinguons deux cas :

1. {y=0}<cZ. — Lafeuille L,=(U—{0}) n{y=0} de #, a une holonomie périodique
puisque &, est simple (th. 1.2). Cette holonomie est la méme que celle de L, considérée
comme feuille de & .

2. {y=0}<=Z. — Soit p>0 tel que I'intersection du disque fermé {1} x D, avec Z ne
contienne que le point (1, 0). La feuille L, de &, qui passe par le point (1, y), avec yeD,,
coupe {l}xDp suivant un sous-ensemble analytique noté [, (puisque L, est un sous-
ensemble analytique de U—Z). Si [ est infini, il est dénombrable et 0e D, en est un point
d’accumulation. L’adhérence de L, contient I'axe {y=0} et en particulier 0eC?. Le
feuilletage & , étant simple, il n’existe qu’un ensemble dénombrable de telles feuilles. Puisque
l, est aussi dénombrable, I’ensemble I des points ye D, tels que [, est infini est de méme
dénombrable.

Nous pouvons toujours supposer que le difffomorphisme d’holonomie h de la feuille L, en
(1, 0) est défini, injectif, holomorphe sur D . La D -orbite O (y) d’un point ye D, par h est
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contenue dans [,. L’ensemble des points y tels que O (y) soit infini est contenu dans I. D’aprés
le théoréme de finitude (I.2), h est périodique.

Dans les deux cas, nous avons montré que h est linéarisable (périodique), ainsi ®’ est
linéarisable, ce qui achéve la démonstration du théoréme.

III. — Notions d’éclatements

1. EcLATEMENT D'UN POINT. — Cette technique est bien connue; nous ne ferons ici qu’un
bref rappel pour fixer les notations. Eclater un point m d’une variété analytique complexe M,
de dimension n, consiste a remplacer m par I’espace projectif PC(n— 1), considéré comme
I’espace des directions limites en m. Plus précisément, soit .o/ un atlas sur M, tel que toute
carte \ définie sur un voisinage ouvert U de m soit un isomorphisme sur C" et (m)=0.
Notons P,, M I’espace projectif associé au plan tangent T,,M et v — [v] I’application de
passage au quotient T,,M —{ 0} — P,, M. Le transformé de M par I"éclatement du point m est
I’ensemble

Mm=M-{m})UP,M,
muni de la structure de variété analytique complexe obtenue en remplagant toute carteen m :
Y=(xq, ..., X,) : U>C", Y (m)=0,

par les ncartes \;, i=1, ..., n définies de la fagon suivante : soit P, I’ensemble des droites de
T, M contenues dans Ker d,, x;,

Vi: Ui=U-x7'0)u(P,M-P)3C"
\|/,.=(ﬁ,...,x"—_l,x,-,&i,...,ﬁ> sur U,

X X X X

0 (% Oi—1 %i+1 %y
d!i([Zaj—a;j])—(ai,..., £1o, B %)

Dans toute la suite nous noterons E I’application analytique

E: M"->M,
E(z)=z si z¢P, M, E(z)=m si zeP,M.

Sa restriction 8 M™ — P,, M est un difféomorphisme sur M —{ m }; dans la carte {; E s’écrit :
E(zy, .oy 2,)=(2;21, ooy 2251 24y ZiZin g5 o os Z2i2Zy)-

Précisons ces notations lorsque M =C" et m=0. Nous écrirons simplement C" pour C"',
(x, ¥)=(x, y{, ..., ¥u—1) les coordonnées de C" et

SN CN) RS
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la premiere carte canonique sur W, =PC(n—1)—P,, les n—1 autres s’en déduisant par
permutation des variables sur C". Soit 1t : " — PC (n— 1) la fibration de fibre C définie par

(1.1) n(z)=[z] si z¢ PC(n—1), n(z)=z si zePC(n—-1).
La carte , =(x, y), de C" précédemment définie s’écrit alors :
(xoE, tom): V;=n"1(W,)—>C"

Nous la désignerons, abusivement, par
(1.2) %=t 1)  od 1=

les n—1 autres cartes associées s’en déduisent par permutation des variables. Dans cette
méme carte nous avons

E(x, t)=(x, xt).

2. ECLATE D’UNE SERIE FORMELLE. — Sif (x, y)un élément de @, f (x, xt)est une série en x a
coefficients polynémes en t=(t,, ..., t,_,). Cette remarque nous permet de définir le
composé fo E globalement sur PC(n—1), et de maniére intrinséque :

Notons & la restriction & PC (n— 1) du faisceau des fonctions holomorphes dans C", et 2 la
restriction & PC (n— 1) de I'idéal des fonctions holomorphes nulles sur PC (n—1). Soit & le
faisceau associé au préfaisceau qui a tout ouvert U de PC (n — 1) fait correspondre le complété
séparé de & (U) pour la topologie de Krull définie par 2 (U). Les éléments de & (U) sont
appelés germes le long de U de fonctions holomorphes transversalement formelles. 11 est clair
que la fibre &, en un point ae PC (n— 1) du faisceau & est le complété séparé de &, pour la
topologie de Krull définie par 2,,. Soit W un ouvert contenu dans la carte (t; W,)et(x, t)la
carte correspondante sur C", cf. (1.2). L’isomorphisme

" (W)=CxW={(x, t)eV,/te W}

permet d’identifier la restriction &y, de & & W a I’anneau Oy, |x] des séries formelles en x a
coefficients holomorphes dans W.

C’est-a-dire qu’un élément F de & (W) s’écrit :

F(x,t)=Y A,(t) x*,

k20

les coefficients A, étant holomorphes sur W. Le germe de F en t,e W est la série formelle
F,,aeé"’,o a coefficients les germes des A, au point t,. Nous noterons d’autre part

F,(x)=Y A(to) x*eC [x],

k20
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la série formelle en x dont les coefficients sont les valeurs de A, en t,. Visiblement fe @, définit
une section globale

(2.1 foEeé (PC(n—1)),

dont le germe en un point ¢ de PC (n— 1) est le composé fo E,, de la série favec le germe E,, de
I’application E en t.

De fagon analogue nous pourrions définir le &-module f/l\” des germes le long de PC(n—1)
de p-formes holomorphes transversalement formelles; par exemple si fe&(U), alors
dfe Q' (U). Nous pouvons utiliser sur QY les mémes régles de calcul que sur QF. Précisons
cependant la notion de composition.

Soit S une variété analytique complexe (resp. C* ou C*), et soit A ’anneau des fonctions
holomorphes (resp. C* ou C*) de S dans C, A [x] ’anneau des séries formelles a coefficients
dans A. Nous écrirons :

C(x,s)=Y 7v(s) x*
k=0
un élément de cet anneau. Siy : S—> W, et f =2Ak(t)x"e£’ (W) nous pouvons définir le
composé foI" de fet de F=(F, v) dés que y,=0:

foT (x,5)=Y A, (v(s)) T(x, 8)

k=0

c’est encore un élément de A [x]. D’autre part, remarquons que f oT ne dépend pas de s, i.e.
foT" €C [x] si et seulement si

0

= d
24Ty e, )=, s,<g rix o) % y(s)>zo.

3. SATURATION D'UN FEUILLETAGE SINGULIER. — Soit M une variété holomorphe. Une 1-
forme ® holomorphe, intégrable (i.¢. ® A do=0) sur M définit un feuilletage singulier.

Fo=0(), #,),

ou S (w) est ’ensemble singulier de w, c’est-a-dire ’ensemble des points de M ou o s’annule, et
Z , est le feuilletage régulier de M — S () défini par ». En tout point m de M le germe de ®
peut s’écrire g n, ou g est le plus grand commun diviseur des composantes de o dans un
systéme de coordonnées en m. Alors S (1) est de codimension =2. Au voisinage de m, n| définit
le feuilletage singulier

F,=EM), #,),
qui coincide avec # , en dehors de S(w). Puisque g — et donc 1, sont uniques & un facteur
inversible prés, & ne dépend pas de la décomposition @ =g 1 choisie. Par recollement on
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obtient ainsi un feuilletage singulier unique de M :

F,=SZ.) F ),
ou S(.;'fw) est un sous-ensemble analytique de M de codimension =2, %, un feuilletage du
complémentaire qui coincide avec & , en restriction 8 M —S(w). Nous I’appelons saturé
de F .
Soit ®’ une seconde forme holomorphe sur M telle que w A ®' =0. Il résulte directement du
lemme de division de De Rham que F ® =.JZ - En particulier sifest une intégrale premiere de
o,i.e.0oAndf=0,S (.:7? ») est ’ensemble des points m ot ’hypersurfacef ' (f(m)) est singuliére

et les feuilles de ?m sont les composantes connexes des parties lisses des hypersurfaces de
niveau de f.

4. ECLATEMENT D’'UN GERME DE FEUILLETAGE. — Soit @ une 1-forme holomorphe intégrable
sur un voisinage ouvert U de O. Son image réciproque E* (o) sur U=E ! (U) définit un
feuilletage saturé que nous notons

~ ~

Zo=08(Z.), 7,10)

et appelons éclaté de F , en O. Sil’on considére le germe de @, Z , sera considéré comme un
germe de feuilletage singulier le long de PC (n—1). Le cone tangent de o est le sous-ensemble
analytique de PC(n—1) suivant :

Z,=S#,)nPC(n—1).

Ilest clair que C,=C, dés que o A 1 =0. Supposons donc que S (w) est de codimension =2 et
déterminons une équation homogéne de C,. Notons (x, y)=(x, yy, ..., ¥,_1) les points de
Co=adx+b,dy,+ ... +b,_,dy,_,,etsoitvlordrede men O,1i.e.le plus petit entier k tel
que le k-jet J* @ de o en O soit non nul. Nous écrirons :

0‘)V=Jv0‘)'=avdx-i-bl,vdyl.‘l_ +bn—1,vdyn—1’
Pv+1(x7 y)=xav+y1 bl,v+ +yn—1bn—l,v’

Un calcul élémentaire montre que, dans la carte (x, t) on a
n—1

E*((o)=x"<(Pv+1(1, D+xQ(x, 1)) dx+x Y (b; (1, )+xQ;(x, 1)) dtj).

ji=1

11 est alors nécessaire de distinguer deux cas :

Cas dicritique. — P, (x, y)=0. Il existe alors j tel que b; , ne soit pas identiquement nul.
E* (o) est divisible par x***. Le coefficient de dt; dans E* (w)/x"" " s’écrit :

b; (1, )+xQ;(x, t).

En tout point de I'ouvert analytique de W, défini par b; (1, t)#0 les feuilles de F , sont
transverses & PC (n— 1). Une infinité non dénombrable de feuilles de %, . adhérent a 0 et &,
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n’est pas simple. D’autre part, ® ne peut avoir d’intégrale premiére formelle f, car le polynome
homogeéne de plus bas degré f,. de f, devrait vérifier o, A df,, =0. Ainsi ® ne vérifie aucune des
hypothéses considérées dans les théorémes A et B et, dans toute la suite, nous écarterons
toujours ce cas.

Cas non dicritique. — P, ,(x, y)#0. E*(w) est alors divisible par x" et

E* (o)

v

(‘;):: =Pv+l(1’ t) dx+xn’

ou 1 est une 1-forme holomorphe sur W, n U. Le lieu singulier de @ est de codimension 2. En
effet
codim (S (®)—PC (n—1))=codim (S(@)—{0}),

puisque E est un isomorphisme en dehors de PC(n—1). P, ., (x, y)=0 est donc I’équation
homogeéne de C, et

C, cC,.

PRrOPOSITION 4. 1. — Si f est une intégrale premiére formelle de w, le polynome homogéne de
plus bas degré f, de f est une équation homogéne de C,, de plus C,=C,, .

C,;. s’appelle alors cone tangent de f et se note C.
Démonstration. — 1l résulte de I'égalité o A df=0 que o, A df, =0 et d’aprés ce qui préceéde
Cmv = Cd[v» < Cov

D’autre part, il est clair que f, (x, y)=0 est ’équation homogéne de Cy.-

Réciproquement soit t, e PC(n—1)— Cdfv" Choisissons des coordonnées dans C" telles que
to=[0/0x]. On a alors :

feE, (x,t)=x"g(x,t), avec g(0)#0.

Soit X (x, t)=xg (x, t)"" une racine v'-iéme de o E., . C’est une intégrale premiére formelle du
germe de E* (w), . Puisque sa différentielle dX n’est pas nulle en t,, on a

o, =hdX  avec h(0, t,)#O0.
Ainsi o (t,) est non nul et t,¢C,.

5. HoLoNOMIE DE ®. — Le complémentaire L, de C,dans PC (n— 1) est une feuille de F o
Nous allons étudier son holonomie en un point ¢,

”((D, tO) NS (La tO) - Diff (Ca O)a

(C, 0) étant ici identifié 3 (n ™! (¢,), t,). L’homomorphisme # (o, t,) peut se calculer, a I’aide
de la projection =, en intégrant une équation différentielle d’une variable réelle a paramétre
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holomorphe :soity :[0, 1] - L, un chemin différentiable d’origine ¢, et supposons que y soit
contenu dans la carte ((x, t); V,), ¢f. 1.2. Nous écrirons :

'Y(S)———(O, Y(S))a t0=(0, to)=Y(0)

Pour x assez petit y se reléve dans la feuille de & , passant par (x, t,) suivant la projection n :
(x, t) > t, en le chemin

T (T v): 5 (Ta(s), 7(5)).

de méme classe que v. ou ', est la solution de I'¢quation dill¢rentielle en la variable s,
dépendant analytiquement de x :

(8 =\ _~(0T, , \_
(D(g rx>=m< Os > Y (S))—O,

avec la condition initiale T (0)=x. On en déduit que I'(x, s)=T", (s) est une série
convergente en x a coefficients des fonctions ¢, (s), s€[0, 1], de méme classe que vy :

L(x,s)=Y c(s) x%,

k=1

c,0)=1 et ¢, (0)=0, si k>1.

Supposdns maintenant que 7y soit un lacet en t,. Notons y sa classe d’homotopie dans L,,.
Alors :

\

\
H (0, ty) (Y)=h, avec h(x)=1(x.1).
Dans le paragraphe suivant nous allons calculer I’holonomie de L, lorsque n=2. Cette
restriction est justifiée par la remarque suivante :

Remarque. — 11 existe un plongement j : (C2, 0) > (C", 0) tel que # (o, t,) soit
complétement caractérisé par # (j* (w), t,); c’est-a-dire : ’holonomie de o peut étre lue sur
la restriction de @ a un deux plan bien choisi. En effet, il existe un plongement j de (C2, 0) dans
(C", 0) qui vérifie :

(i) j est transverse a o, c’est-a-dire :

S(* (@)={0};

(ii) le plongement T de PC (1) dans PC(n— 1) défini par I’application tangente de j en 0
coupe C,, transversalement et

C

j‘(m)=T— ! (Co))a
(i) le morphisme de groupe
T# W (Lf*m» to) = m (L. 1)
est surjectif.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



492 J. F. MATTEI ET R. MOUSSU

Les propriétés (i) et (i) sont des conséquences immédiates du théoréme (V1. 2); 1a propriété
(ii1) se déduit d’un théoréme bien connu de Zariski ([9], [25]); puisque T est surjective,
H (o, ty) est déterminé par # (j* (w), ty) ou to=T(tg).

6. CALCUL DE L’HOLONOMIE LINEAIRE LORSQUE n=2. — Soit
o=adx+bdy, (x, y)eC?,
une 1-forme holomorphe sur un voisinage ouvert U de 0e C2. Notons v son ordre et
o,=a,dx+b,dy,

son jet d’ordre v en 0. Supposons choisies les coordonnées (x, y) telles que I’axe des y ne soit
pas dans le cone tangent C, de o (non dicritique); c’est-a-dire que

P
P, iy (x, y)=xa,+yb,=[] (y—1;%)".
i=1

Ainsi C,={1t,,...,t,} est contenu dans le domaine de définition V, dela carte (x, t), t=y/x.
Désignons par y;,j=1, ..., p un lacet différentiable dans L, — { x=0} =W, —C,, d’origine
t, dont I'indice par rapport aux points ¢, est 1 si j=k et 0 si j#k. Les classes d’homotopie
Y1, ..., ¥, engendrent m, (L,, t,) et les difféomorphismes

hj=}f(0~)9 to)(?j)9 j=1,..., D,
constituent un systéme de générateurs du groupe d’holonomie
H(w, ty)=Im(# (0, t,)).

PRrOPOSITION. — La partie linéaire de # (o, t,) est ’holonomie # (»,, t,) de ®,. De fagon
plus précise soit yen, (L., to) et h le difféomorphisme d’holonomie correspondant, alors :

— | bt /Py (10
W (0)=e J e
En particulier siy=vy;, h}(0)=e"*™, ou A est le résidu de b, (1, t)/P, ., (1, t) au point t;.

Démonstration. — Dans la carte (x, t) on a

o= E;Em) =P(x, t)dx+xB(x, t)dt,
Plx. 1)= a(x, tx)-;—vtb(x, tx)’ PO, =P, (1, 1),
Bix, )=2% %) B0, =b.(1. 1)

x¥

Soit —l:x=(1“x, v) le relévement de y suivant la projection = (x, t)=t, I',(s)= Y e (s)x*.
k=1
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On a
d
P(C(x, ), 5)) 5 (5, $)= =T x, )BT, 5), 7(5)) 2L 5).

En identifiant les coefficients de x des deux membres de cette équation, on obtient ’équation
différentielle
v

d
P(0, 7(5)) ¢ ()= =, () BO, 7(5) 7).

Compte tenu de la condition initiale ¢, (0)=1, on obtient :

1
—J. (b, (1, Y(5))/Py 4y (1, Y(s))(dy/ds) ds
0

¢, (I)=h"(0)=e

Lorsque o =0, est homogéne, on a

~ _E*(o,)
0. =

v v

X

=P,,, (1, t)dx+xb,(1, t)dt,

et il est clair que le difffomorphisme d’holonomie est alors linéaire.

IV. Convergence d’intégrales premiéres en dimension 2,
dans le cas réduit

1. UN CRITERE DE CONVERGENCE. — Nous verrons dans ce paragraphe que la convergence
d’une intégrale premiére formelle f peut se lire, en dimension 1, sur tout chemin complexe ¢
qui n’annule pas le germe de 1-forme w. Ce résultat nous sera par la suite trés utile. Au
chapitre VI notamment, il rend évidente la convergence d’une extension formelle d’une
intégrale premiére sur un 2-plan.

Dans ce chapitre, ainsi qu’au chapitre suivant, ce critére nous permet de ramener la
recherche d’une intégrale premi¢re holomorphe du type I o fa I’étude du groupe d’invariance
de la série d’une variable foc, ¢f. le chapitre 1.

Nous verrons au paragraphe 2 que I’ « holonomie » de , cf. le chapitre III, est un sous-
groupe de H(f oc¢), et étudierons au paragraphe 3 un cas ou I’on a I’égalité. On en déduira
(§ 4) la démonstration du théoréme B, dans le cas réduit n=2, en s’aidant de la théorie des
formes normales formelles des champs de vecteurs, c¢f. Appendice 1.

THEOREME 1. — Soit ® un germe en 0 € C" de 1-forme holomorphe intégrable qui posséde une
intégrale premiére formelle f €0, et c : (C, 0) = (C", 0) un germe de courbe analytique telle
que c* () ne soit pas identiquement nul. Alors f converge, i. e. f €0, si et seulement si f oc
converge, i. e. foce(,.
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Démonstration. — Remarquons d’abord qu’une série formelle f e @, converge dés que son
éclaté F= f o E converge en un point quelconque t, de PC(n—1). En effet notons comme
précédemment (x, y)=(x, y,, -.., ¥,—1) les coordonnées de (C", 0) et supposons que t, soit
la direction de I'axe des x. Dans la carte (x, t), t=y/x, au point ty, F= foE, sécrit :

F=f(x, tx),
et en notant

fx, p)=Ya,x'y, .
il
nous avons

F(x, t)= Zai,leI” tl,
i1

|1|dsignantlalongueuri, +... +i,_, du multiindiceI=(i,, ...,i,_,). Si F est convergenteil
existe un réel M >1 tel que pour tout i, I, on ait |a;;|SM"**!"l et donc

la, | (M)

ce qui prouve la convergence de f.

Nous allons voir maintenant qu’il suffit de montrer le théoréme lorsque c est un germe de
courbe lisse tel que [¢’ (0)] ¢C,. Par des éclatements successifs ponctuels nous désingularisons
tout d’abord c; c’est-a-dire qu’il existe une application

T (C"a 0) - (Cn, O)a (DO =1T'* ((’)) H
qui est une composée d’applications d’éclatements telle que
C=ToCy,

et ¢, est un germe de courbe lisse. Nous pouvons, quitte & changer les coordonnées et la
paramétrisation, supposer que

co(x)=(x,0,0,...,0).
Montrons maintenant que par la série d’éclatements
E, (x, t)=(x, x*t),
nous pouvons obtenir la propriété supplémentaire
[c;((o)]¢CE:‘(m) ou co=Eoc,.
En effet, soit v’ le plus petit entier r tel que x" divise E¥ (»,). Notons
wo=adx+b dy,+...+b,_,dy,_,,

~ E* , xkt
o= 1 @) _(alex1t) dx+B,dt,+... +B,_,dt,_,.
x xv n—1
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Si @, est encore singuliére au point ¢, =0, il est clair que v’ = k. Ceci ne peut se produire pour k
arbitrairement grand que si a(x, 0) est identiquement nul. Mais alors :

c¥(wg)=a(x, 0)dx=0,

ce qui contredirait les hypothéses du théoréme. Enfin, d’aprés la remarque précédente f est
convergente dés que f oo E, est convergente.

Supposons donc : c(x)=(x, 0, ..., 0) et t,=[(1, 0, ..., 0)]¢ C,. Notons de nouveau
E* (@)

v )

W=
X

ouvestl'ordrede wen O et F= foE, .Ilest clair que F est une intégrale premiére de o.Le
germe de @ en t,=0 étant non singulier, il existe un germe de fonction analytique en ¢,
X(x, t)eC{x, t} vérifiant :

® A dX=0 et X(x, 0)=x.
Ainsi (X, t) constituent un systéme de coordonnées en t, ou la condition ® A dF s’écrit :
dX A dF =0,
FeC [X, t] étant la série formelle en les variables X et ¢ définie par
F (X(x, t), t)=F(x, t).

On a donc

oF oF

E—...—-at"_l =

Il en résulte que F (X, t)=F (X, o) et que
F(x, t)=F (X(x, 1), 0)=f (X(x, t), 0).

Ainsi,sif oc(x)= f (x, 0) converge, il en est de méme de F et, d’aprés la premiére remarque de
cette démonstration, f est convergente. La réciproque est triviale.

En appliquant les résultats du premier chapitre sur les groupes d’invariance (prop. 1.2),on
obtient immédiatement le corollaire suivant :

CoOROLLAIRE. — Soit ® un germe en 0 € C" de 1-forme holomorphe intégrable qui posséde une
intégrale premiére formellef €@, et ¢ : (C, 0) = (C", 0) un germe de courbe analytique telle que
c*(w)Z0. Si

H(f oc) < Diff(C, 0),

N
® posséde une intégrale premiére holomorphe; de fagon plus précise, il existe | € Diff (C, 0) tel
que lo fe0,.
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2. INTEGRALES PREMIERES ET HOLONOMIE. — Soit o un germe en 0 € C" de 1-forme intégrable
possédant une intégrale premiére formelle f €0, et t, un point de PC (n—1)—C, U { x=0}.
Considérons un germe de plongement c : (C, 0) &(C", 0) vérifiant [¢’ (0)]=t,. Notons c :
(C, 0)>(C", t,) le relevé de ¢ dans I'éclaté de C*,i. e. c=Eoc,et F=f oE, :

F(x, )= 3 a,(t) %",

k=0

les a, (t) étant des polyndmes en t, cf. § 2, chap. III. Posons

F ()= Y a,(to)x*eC [x],

k=0

et soit H (] t,) le groupe d’invariance de la série F, (x). Remarquons que H(f o c) se déduit
de H(f, t,) par un difffomorphisme holomorphe s — x(s). En effet donnons nous, comme
dans la démonstration du théoréme 1 la coordonnée X (x, t) vérifiant :

® A dX=0 et X(x, ty)=x,

t=y/x désignant la variable sur PC (n—1). Alors F s’écrit comme la série de la seule
variable X :

F(X)=F,(X)eC[X], FX(x,s)=F(x,s).

Le composé x(s)=Xoc(s) est un automorphisme holomorphe de (C, 0) ([c'(t,)]=¢, et
(Xeoc) (0)#0). On vérifie facilement que

F, (x(s))=foc(s).

T
Le sous-groupe H (, t,) de Diff (C, 0) est donc défini modulo un automorphisme intérieur
h—gohg™?', geDiff(C), indépendamment du choix des coordonnées de (C", 0).

ProposiTioN. — Soit @ un germe en 0 € C" de 1-forme holomorphe intégrable qui posséde une
intégrale premiére formelle f €0, et soit tye L ,=PC (n—1)—C,,. Alors H(w, t,) est un sous-
groupe de H (f, t,) analytiquement conjugué a un sous-groupe fini de rotation.

Démonstration. — Choisissons des coordonnées (x, y) dans C" telles que ¢, soit la direction
del’axe des x et que yem, (L,, t,) soit représenté par un lacet y contenu dans le domaine de

définition W, dela carte t = y/x. Reprenons les notations utilisées au chapitre précédent : Fx
est le relévement de y dans la feuille de %, d’origine (x, t,) suivant 7 :

T,(5)=(C(x5),v6), Tx,0)=x,

Nous pouvons supposer y de classe C* et

[(x,s)= Y c,(s)x*eC>([0, 1]) [x].

k=1
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Puisque I' (0, s) est identiquement nul, le composé F ol,ouF= foEeé&(W,),est bien défini,
¢f. II1.2. On a

o — 0 — (0=
%FOF(X, s)=dF<a—S—F(x, S)>=(D<’£r(x’ S)>=O

On en déduit que F o T ne dépend pas de s et le difféomorphisme d’holonomie h (x)=T(x, 1)
laisse invariant F, (x) :

F, (x)=Fol (x,0)=F o (x, 1)=F, (h(x)).

De plus H (o, t,) = H (f, t,) est un sous-groupe fini de Diff (C, 0) puisque H(f, t,) est fini,
cf. chap. L.

Remarque. — En utilisant la méme technique de relévement de chemin on pourrait montrer
que, & un automorphisme intérieur prés h—gohog !, geDiff (C, 0), le sous-groupe

Pl .
H(/, t,) de Diff (C, 0) ne dépend pas du point t,eL,.

Soit ¢ :(C, 0) - (C", 0) un plongement tel que [¢’ (0)]e L, . Interprétons H(f, t,) commele
groupe d’invariance de f oc. Si on a I’égalité H(f, t,)=H (o, ¢,), H(f o) est contenu dans

P .
Diff (C, 0) et, d’aprés la proposition du chapitre 1, il existe e Diff (C, 0) tel que lo foc
converge. Il résulte alors du critére de convergence que [ o fe(,.

LEMME. — Soit  un germe de 1-forme holomorphe en 0€ C? qui posséde une intégrale
premiére formelle d’ordre V', f €0, . Supposons que les multiplicités des différentes branches de
C,, soient premiéres dans leur ensemble i. e. :

{f;/’=(y_tl x)VIl (y_tpx)v;a
p. g c. d.(v}, ..., vp)=1

.
Alors il existe le Diff (C, 0) tel que 1o f €0,. Plus précisément, on a, pour tout tyeL :
H(w, to)=H(f, t,)-

Démonstration. — 1l suffit de construire un élément h de H (o, t,) qui engendre H(, t,),
c’est-a-dire tel que

h/ (0)=e—2in/v"
Soit v ’ordre de ® en O et

v=a,dx+b,dy.
Un calcul élémentaire montre que df, A ®,=0 implique

— J

a,(1, )+tb, (1, 1) v = t—t;

b,(1, 1) 1 & v
\Y
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Soient nj, ..., n), tels que
/A 1
nivi+...+n,v,=1.

Notons v un lacet dans L,, d’indice n; au point t;, pour j=1, ..., p. D’aprés la proposition
du paragraphe 6, chap. 111, caractérisant ’holonomie linéaire,

i »
W (0)= e_ v f, ,i\:‘ (Vi/t—t;)dt _ e—zm/v' ,-Z:l v o2l

3. DEMONSTRATION DU THEOREME A DANSLE CASREDUIT, n=2(2). — Soitw=adx+bdy,un
germe en 0 de 1-forme holomorphe réduite, c’est-a-dire de 1-jet en O :
®; =A, xdy—\, ydx,
ou A, et A, vérifient I’'une des deux conditions :
(x) AA, #0 et Ai/hgs Ay /A éN,
(%x) A #0 et A,=0.

Soit f @, une intégrale premiére formelle de @ qui n’est pas une puissance. Nous montrons
ici la premiére partie du théoréme B, c’est-a-dire ’existence d’un difféomorphisme formel

=
le Diff (C, 0) tel que [0 f converge. La deuxiéme partie résulte clairement du théoréme de
factorisation que nous prouverons dans le paragraphe suivant dans le cas réduit n=2.

Soit v ’ordre de fet f, son jet d’ordre v. Le cone tangent de f étant égal au cone tangent
de o,

C,={xy=0},
f, s’écrit :
f,=x"y,  pl.q'#0.

11 suffit, d’aprés le lemme précédent, de montrer que p’ et ¢’ sont premiers entre eux. En
explicitant la relation o, A df,=0 on obtient :

Arq'+A,p'=0.

Ainsi o est du type (x) et

__=*=§, p. g c.d. (p,q)=1.

(?) Ce résultat est aussi une conséquence immédiate de la théorie de Brjuno [6] sur les formes normales de champs
vecteurs (cf. [17]).
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Supposons donc A, = —p, A, =q. Donnons-nous un systéme de coordonnées formelles X, Y
ou @ s’écrit sous forme normale (cf. appendice II.1) :

0=YA (X?Y%)dX+XB(X? Y9)dY,
avec
X(x, p)=x(1+A,(x,)), A(0)=0, A,;el,;
Y(x, y)=y(1+B,(x,y), B, (0)=0, B,el;
A(0)=p, B(0)=gq, A,Bel,.

Soit FeC [X,.Y] la série formelle en les variables X, Y définie par
F(X(x, ), Y(x, )= f(x, y).
Mettons en évidence la partie « normale » de F :
FX,Y)=1,X?Y)+ ¥ a; ;X'Y/, 1,€0,.
ai#pj
Un calcul élémentaire explicitant la condition ® A dF =0 montre que
qA=pB,
FX, Y)=1,(XPY).
Ainsi o s’écrit dans les coordonnées X, Y :

A

(Q]

Ceci montre en particulier que si y (t)=(X(t), Y (t)) €02 est une solution formelle de o, i. €.,
v*©0=0, on a nécessairement

X(t)=0 ou Y (t)=0.

Comme o divise dF, on a dF (y’ (t))=0. Toute composante irréductible admettant une
paramétrisation (théoréme de Puiseux), F n’a que deux composantes X et Y, et de plus

FX,Y)=X"Y'G(X, Y), G(0)#0,
ou encore, dans les coordonnées x, y :
S, y)=x"y"g(x,y), g(0)#0.

Mais fn’étant pas une puissance, p’ et g’ sont premiers entre eux. Remarquons aussi que fest
monomiale

fx,y)=xPy? avec y=yg(x,y).
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4. DEMONSTRATION DU THEOREME DE FACTORISATION DANS LE CAS REDUIT, n=2. — Soitf 0,
une série formelle qui n’est pas une puissance et telle que la 1-forme formelle

o=df

soit réduite, & un facteur multiplicatif prés. La méme démonstration qu’au paragraphe
précédent prouve que f est monomial : il s’écrit, dans un systéme de coordonnées x, y
approprié

f=x?Py, p.- g c.d.(p,q)=1.
Soit ge@, vérifiant df A dg=0. En explicitant la relation
dg A (pydx+gxdy)=0,

un bref calcul montre que g est du type [ (x?y?), ou led, .

11 est clair que lorsque f et g sont convergents, [ ’est aussi. Cependant dans ce cas on
pourrait aussi déterminer la factorisation / de maniére purement topologique. En effet, il est
facile de voir que, sur tout voisinage ouvert connexe U de O du type f~1(f(V)), les
hypersurfaces de niveau de f(x, y)=x? y? sont connexes.

V. — Démonstration des théorémes en dimension 2

Nous allons prouver les théorémes suivants :

THEOREME 1. — Soit ® un germe en 0 C? de 1-forme holomorphe tel que F ,, soit simple. 11
existe alors f €0,, non constant, vérifiant ® Adf =0.

THEOREME 2. — Soit ® un germe en 0 C? de 1-forme holomorphe possédant une intégrale

~ /'\
premiére formelle fe@, qui n’est pas une puissance. Il existe alors 1€ Diff(C, 0) tel que
lof€@2-

THEOREME 3. — Soit f €0, (resp.@,) qui n’est pas une puissance et g€ 0, (resp. 0 ,) vérifiant :
df ndg=0. 1l existe alors €, (resp. 0,) tel que g=1lo f.

La deuxiéme partie du théoréme A en dimension 2 découle visiblement de ce dernier
théoréme. Le lemme ci-dessous, que nous utiliserons dans la démonstration du théoréme 1,
donne une interprétation topologique du théoréme 3 lorsque f et g sont holomorphes. Il
permet de construire directement la factorisation [e(,.

LeMME 1. — Soit f €@, holomorphe sur un voisinage ouvert U de 0 € C2. qui n’est pas une
puissance. Alors il existe un voisinage ouvert U, de 0 dans U tel que les hypersurfaces de niveau
de la restriction de f a U, soient connexes (3).

(®) J. Briangon, A. Galligo et M. Granger montrent un résultat analogue dans [4], en utilisant des techniques
d’équisingularités.

4° SERIE — TOME 13 — 1980 — ~N°4



HOLONOMIE ET INTEGRALES PREMIERES 501

Les démonstrations de ces théorémes et du lemme sont basées sur le méme argument : elles
se font par récurrence sur le nombre d’éclatements nécessaires a la réduction de ® — ou de df.
Nous prouverons successivement le lemme 1, puis les théorémes 1, 3 et 2. Auparavant nous
allons introduire les notations communes et montrer des lemmes de recollement.

1. RECOLLEMENT D’INTEGRALES PREMIERES LOCALES. — Considérons une forme holomorphe
o sur un voisinage ouvert U de 0e C?, non dicritique, C,= {t,, ..., t,} son cone tangent.
Supposons choisies les coordonnées (x, y) telles que les droites {x=0] et t,={y=0} ne
soient pas dans C,. Notons encore ¢ = y/x la carte de PC (1) associée, et t : T2 —» PC (1) la
fibration de fibre C introduite au chapitre II. 1, n(x, t)=t. Pour teL ,=PC (1)—-C,, nous
désignons par (C, t) le germe en ¢ de la fibre 1~ ! (t) ~C. Soient W un ouvert de L, te W, et
Hy, (w; t) le sous-groupe de Diff(C; t) engendré par les difffomorphismes d’holonomie
correspondant aux lacets contenus dans W. Enongons un résultat bien connu :

LEMME 2. — Soient W un ouvert de L, t'e W, et g : (C, t') = (C, 0) un germe defonction‘
holomorphe invariante par 'action de Hy, (o; t'). Alors g se prolonge de maniére unique au
voisinage de W en une intégrale premiére holomorphe G de E* (®).

B Démonstration. — Soity : [0, 1] — W un chemin différentiable d’origine t’, Son relévement
I (x, s)=(T(x, s), y(s)) dans les feuilles de &, définit un diffeomorphisme analytique

,: (C,t)3(C, ),
T,(x)=T(x, 1), t=y(1).

La fonction g o 7, est invariante par I’action du groupe Hy, (0; £)=1, 'oHy (o, t')ot,;ellene
dépend donc pas du chemin y reliant ¢ & t' dans W; nous la notons G,. Puisque le
prolongement G doit étre constant sur les feuilles de Z ,, sa restriction a (C, t) sera G,; cela
prouve l'unicité de G. Il est clair d’autre part qu’en tout point te W, G, se prolonge de
maniére unique en un germe d’intégrale premiére holomorphe G,, : (€2, t) - (C, 0) et que
tout ¢’ proche de t la restriction de G,,a (C, t'') est égale a G,... Il en résulte que les germes G,
se recollent en une application G holomorphe au voisinage de W, qui est une intégrale
premiere de E* (w).

Supposons qu’en chaque point ;€ C,, le germe de E* (0) posséde une intégrale premiére
holomorphe non nulle g;e0:, ty Donnons nous pour j=1,..., p un voisinage ouvert
simplement connexede ¢;, W,c L, u {t;}, contenant t,. Pour t; voisin de ¢, la restriction de
g; & la fibre (C, t}) est invariante par I’action du groupe Hy,(®; ). o Wi=W,;—{t;}.
D’aprés le lemme précédent nous pouvons supposer g; holomorphe au voisinage de W ;.
Désignons par g$ sa restriction a (C, t,) et par H(g?) le groupe d’invariance de ¢°.
Visiblement Hy, (o; 1) est contenu dans H (gj?) et le groupe d’holonomie de o, H (w; t,), est
engendré par 'union des Hy, (0; t,). Le groupe engendré par I'union des H(g9), noté

H(gla ey gp; tO)Clef(Ca tO)’

contient H(w; t,). Ainsi il ne dépend pas des W utilisés pour le définir.
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LemME 3. — SiH(gy, ..., 9,5 to) est fini, ® posséde une intégrale premiére f €0, unique d
composition d gauche prés par un élément le Diff (C, 0), telle que

(1.1) H(f; to)=H(gy, .--5 gp to)-

Démonstration. — D’aprés la proposition 1. 1 du chapitre I, on peut choisir la coordonnée
x telle que H(gy, ..., g,; t,) soit engendré par la rotation r, (x)=e*™" x, ot v est I'ordre de
H(g;, ..., 9,5 to). Les sous-groupes H (g9) sont engendrés par les rotations r,, et v est le
p.p.c.m. de vy, ..., v,. On déduit sans peine de I’égalité g9 or, =g} que -

99=1;(x") avec 1;eDiff(C, 0).

L’application x” est invariante par 'actionde H(gy, ..., g,; to) et a fortiori de H(w; t,). Elle

se prolonge de maniére unique au voisinage de L, en une intégrale premiére holomorphe F de
E* (). D’autre part on a

v__(]—1 0ym; _
x'=(l7 " og;)", avec m;v;=v.

Ainsi F coincide au voisinage de t; avec (I; ' og;)™. La fonction holomorphe F définie au
voisinage de PC (1) par recollement de F et de ces fonctions est une intégrale premiére de
E* (o). Alors f: (C?, 0) - (C, 0) définie par foE=F est une intégrale premiére de o.

Soit g : (C%* 0)—(C, 0) une seconde intégrale premiére de o vérifiant (1.1). On a
g(x, 0)=I(x")avecle Diff(C, 0). Ainsi G=1"' og o E coincide avec F sur (C, ¢,) et donc aussi
au voisinage de L,,. Il en résulte que F=G et f=1"10g.

Supposons maintenant que ® posséde une intégrale premiére f€0,. Les germes F; de
F=foE aux points ;6 C,=C, peuvent étre des puissances

F = g';J,
€0 , n’étant pas une puissance.
J C%4 ey

LemME 4. — Si f €0, n’est pas une puissance on a I’égalité
H(f; to)=H(gy, ..., 9,5 to)-

Démonstration. — Montrons d’abord que p.g.c.d. (my, ..., m,)=1. Considérons la
décomposition de f en facteurs irréductibles f; , :

{f:f’l“. co S C={1),

’ nj __¢n; ",p
[r=fie )0
. .
fj n’'est pas une puissance et

p.-g.c.d.(nj,...,n; I,j)=nj,

p.g.c.d. (ny,...,n,)=1.
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Soit v ’ordre de f. On a

Fj=x"f;’u1,
avec -
JuoE Fi
= x'U ? ui=nf",‘k'
k#j

: \ : L1 )
Soient m;j=p.g.c.d. (n;, v). Comme u;(t;)#0, u; posséde une racine m;-iéme, u;=17’ et
finalement

_wv/mp Fni/m;
gj_x lfjl ’vj-

Puisque v=n, v(f;)+... +n,v(f,), il est clair que le p.g.c.d. de m,, ..., m, est 1.
On a f(x,0)=F, (x)=(g‘]?)"‘f et l'inclusion H(gy, ..., g,; to)=H(f; t,) est triviale.
Montrons la réciproque. Soit he H(f; t,). Il découle de 1’égalité

(g3 ohy™=(g9)™,
quegdoh=a i g?, ou o € C est une racine m;-iéme de I'unité. Ainsi A7}’ est un ¢lément de H (g?),
Soient g, ...,q,€Z tels que m; q; +... +m,q,=1, on obtient :
h=(h")"o...0(h")

ce qui achéve la démonstration.

2. DEMONSTRATION DU LEMME 1 — Soit f une fonction holomorphe sur un voisinage
ouvert U de 0eC? dont le germe en 0 n’est pas une puissance. Nous raisonnons par
récurrence sur le nombre d’éclatements nécessaires, N (w) a la réduction de o =df. Si df est
irréductible, a un facteur multiplicatif prés, il existe, d’apreés les résultats du chapitre IV. 3, un
systéme de coordonnées (x, y) tel que

f=1(x?y?), leDiff(C, 0), p.g.c.d.(p,q)=1.

I1 est facile de voir que les surfaces de niveau de x? y? — et donc de f, sont connexes.

Supposons ce résultat vrai lorsque N(w)<N et considérons le cas N(w)=N. Nous
conservons les notations introduites au chapitre précédent : F; désigne le germe de F=foE
au point t;€eC,=C, et

Fi=g7,
ou g; n’est pas une puissance Il est clair que dg; se réduit en moins de N éclatements. Ainsi il
existe pourj=1, ..., p des voisinages ouverts Vdes t ;€ C,, sur lesquels les surfaces de niveau
des g; sont connexes. Notons V' ’'union des surfaces de niveau de F : U=E~!(U) - C qui
coupent 1! (t,) " U—{t,}; V=V’ UL, est un voisinage ouvert de L, dans U. Posons
Vj=gj_ ! (gj(Vj nV)),
U=VuV,u...uV,,
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et considérons la relation d’équivalence ~ sur U’ : « étre dans la méme composante connexe
d’une surface de niveau de la restriction de F 4 U’ ». Par construction tout point de U’ est
équivalent & un point de ! (¢,) N U. Supposons la coordonnée x choisie de telle fagon que
F, (x)=f(x, 0)=x" et telle que "~ 1(t,) coupe U suivant un disque. Il suffit de vérifier que
P’égalité x¥=x'" implique (x, t,)~(x, to). La condition x"=x"" est équivalente a ’existence
de he H(f; t,) tel que x’=h(x). D’autre part, il est clair que tous les éléments d’une méme
orbite de H (¢g9) sont équivalents pour j=1, ..., p. La conclusion résulte de I’¢galité (lemme
4):

H(f; to)=H(g1, ---5 9y to)-

3. DEMONSTRATION DU THEOREME 1. — Nous conservons les notations introduites au
premier paragraphe et raisonnons par récurrence sur le nombre d’éclatements N (w)
nécessaires a la réduction de . Nous avons vu au chapitre I que si N (o) =0et &  est simple,
il existe fe@, vérifiant o Adf =0. Supposons ce résultat vrai lorsque N(w)<N et
considérons le cas ou N (w)=N. Les germes w; de E* (w) aux points ¢; définissent des germes
de feuilletages simples. D’aprés 1’hypothése de récurrence, ils admettent des intégrales
premieres g;€ 0z , . 11 suffit (lemme 3) de prouver que le groupe

H(gla L) gp; tO)Clef(C5 tO)a

est fini. Les groupes H (g9) étant finis on est ramené 4 montrer que tout élément de H est
périodique : H est ainsi commutatif et donc fini (¢f. chap. I).

Nous pouvons toujours supposer que les g; ne sont pas des puissances, qu’ils sont définis,
holomorphes sur des voisinages ouverts V; des t; et que leurs surfaces de niveau sont
connexes. Pour j=1, ..., p désignons par k; des générateurs des groupes H (g?). Il existe des
voisinages ouverts v;(t,) de t, dans ! (t,) 1 U, invariants par h;, tels que si x e v;(to), alors
h;(x) et x appartiennent & la méme feuille de 7, | U. Soit h un élément de H :

h=h, o...oh, 1<), <p.

Ji®

Il est défini holomorphe sur le voisinage ouvert de ¢, :
k
v(ty)= Q v (to)-

Si x appartient a v (t,), x et h(x) appartiennent & une méme feuille L, de & | U. Désignons
par O(x) la v(t,)-orbite de x par H. Visiblement
3.1) Ox)<T,.

Drapres le critére topologique de finitude d’un difféomorphisme, chap. I. 2, il suffit de montrer
que I'ensemble suivant est dénombrable :

A={xev(ty))/#O0(x)=00}.
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Pour cela écrivons m=g o’ avec S(w’)={0}. Notons Z<U I'ensemble analytique
d’équation g(x, y)=0 et Z=E~1(Z)—PC(1). Quitte a restreindre U et bien choisir la
coordonnée y, nous pouvons supposer que Z ne coupe pas n “ty)n U, ou U=E~1(U).
Pour xe U — S(/ o), désignons par [ _la feuille de % , passant par x; L, =1, —Z est la feuille
du feuilletage # . ,, de U— Z U PC (1) défini par E* () qui contient x. On a

L::: E~! (LE(x))a

ou Lg, est la feuille de # | U passant par E(x). Comme &, est simple, les feuilles L
sont des fermés de U—Z u PC (1) et seulement un nombre au plus dénombrable adhérent
en un point de PC (1). Soit x un élément de v(t,). La feuille L) €st un ensemble analytique
de U-Z UPC (1), cf. chap. 0.3; son intersection avec m !(t,) est donc soit finie soit
dénombrable si L’ adhére a t,. On déduit de I'inclusion (3.1) que I’ensemble A défini
en (3.2) est au plus dénombrable, ce qui achéve la démonstration.

4. DEMONSTRATION DU THEOREME 3. — Remarquons tout d’abord que les résultats obtenus
dans le premier paragraphe restent vrais dans le cadre transversalement formel, cf. chap. II1.
Plus précisément considérons une forme holomorphe transversalement formelle
meﬁ([P’C (1)). En tout point t de PC (1) le germe ®,, de @ peut s’écrire :

-~ AN
O, =U, N, ou ueé,, mn,€Q,

la forme n ne s’annulant pas sur un voisinage de ¢t dans PC (1) sauf peut étre au point t.

Notons S (o) ’ensemble (fini) des points t ou ny,, s’annuleet L, =PC (1) — S (w). Pour éviter le
cas dicritique, nous exigeons qu’en tout point ¢t € PC (1) la restriction de n,, & PC (1) ne soit
pas identiquement nulle. Nous pouvons alors définir « le relevé dans les feuilles » d’un

chemin différentiable v : [0, 1] > L, Fz(l‘, v). Le lecteur peut vérifier sans peine que la
solution de I’équation différentielle

or
OF (x, s)<§(x’ S)’ yl(s)> =0, F(x, 0)=x

est un élément de C* ([0, 1]) [x]. De plus I' (0, s) est nul. La notion d’holonomie de ®, de .
N

groupe d’holonomie H(w; t,) = Diff (C; ¢,), ainsi que toutes les constructions effectuées au

paragraphe 1 se transposent dans ce cadre plus général :

7o
LEMME 2’ Soient o une section globale de Q, W un ouvert de L, t un point de W et g€ C [x]
une série invariante par Paction de Hy, (0; t,). Alors il existe une section G € & (W) unique telle
que G,=g et ® AdG=0.

’ A - —

LEMME 3. — Soit o une section globale de Q qui posséde en tout point t;de S (»),j=1, ..., p,
une intégrale premiére ;/‘,«eﬁ,’. Si H(g,.....q,: t,) est fini, il existe une intégrale premiére
globale de ®, Geé (PC(1)), unique a composition a gauche prés par un élément de
N
Diff(C, 0), telle que

H(g,)=H(g,, ..., g,; to)-
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LEMME4'. — Soient f un élément de 0, qui n’eﬁst pas une puissance,C,={t;, t,, ..., tp} son
cone tangent et soit, pour j=1, 2, ..., p, g;€&, qui n’est pas une puissance et tel que

FoE, =47, m;eN.
On a alors I'égalité
H(f; to)=H(gy, 92, ---» 9,5 Lo)-
Le théoréme 3 dans le cas holomorphe se déduit du cas formel; en effet l est convergente dés

que f et g le sont.

Soit f un élément de @, qui n’est pas une puissance et ge@, vérifiant dg A df =0.
Raisonnons de nouveau par récurrence sur le nombre d’éclatements N (@) nécessaires a la
réduction de w=df. Au chapitre IV nous avons prouvé ce théoréme lorsque N(w)=0.
Supposons le vrai pour N(w) <N et considérons le cas N (o) =N. Nous pouvons supposer
que g n’est pas une puissance; le cas général s’en déduit immédiatement. Comme df A dg =0,
les cones tangents de f et g sont égaux (chap. III) :

C,=C,={1ty,.... 1,}.

Les germes F; et G;de F=f o E et G=g o E aux points t; peuvent étre des puissances; notons
les

Fi=f7  G;=d},

ou f;, g; ne sont pas des puissances. Comme df; Adg;=0, il existe d’apres ’hypothése de
récurrence [, (| tel que g, =1;0f,. l est clair que H(g%)=H(l,0¢") et aussi que les groupes
H(fy, ..., fp to) et H(gy, ..., g,; to) sont égaux. On déduit du lemme 4’ que

H(f, to)=H(g. t,).

Il résulte facilement de cette égalité I’existence d’'un /e @, tel que [0 F, =G,,. Le prolongement
de cette série en un germe d’intégrale premiére de E* (df') est unique d’apreés le lemme 2’. Ainsi
on a I’égalité

loF, = G, eé,.

Les sections globales /o F et G de & coincident en t,; elles sont égales et ainsi g=1o f.

5. DEMONSTRATION DU THEOREME 2. — Raisonnons encore par récurrence sur N(df). Le
cas N(df )=0 a été traité au chapitre IV. Supposons le théoréme vrai lorsque N (df )<N et
supposons N (df )= N. Nous conservons les notations du paragraphe précédent : f; désignent
«la racine » du germe F; de F=f+E au point t; du cone tangent C,=C,, j=1, ..., p.
D’apres I'hypothése de récurrence il existe /;€ Diff (C, 0) tel que /;0 f; converge. Comme
H(l;0 f9)=H(f9), on a I’égalité

H(lyof9, « oy Lo £ to)=H(f1 - .. fyi to):
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D’apreés le lemme 4', H(f; ¢,) est contenu dans Diff(C, t,) et d’apres le corollaire 1.2 du
chapitre III, il existe Ie@, tel que lo f converge.

VI. — Extension d’intégrales premiéres

La démonstration des théorémes A et B sera une conséquence d’un théoréme de
prolongement d’intégrales premiéres. Dans [17], nous avions démontré un résultat du méme
type, en reprenant la méthode de majoration utilisée par B. Malgrange dans [15]. Ici la
convergence est une conséquence du critere de convergence, chap. IV.1. Enfin, la
démonstration du théoréme repose sur un argument de transversalité.

1. THEOREME DE PROLONGEMENT

THEOREME 1. — Soit ® un germe de 1-forme en 0 e C™ holomorphe, intégrable et soit i : (C?,
0) - (C™, 0), p=2 un plongement qui posséde les deux propriétés suivantes :

(i) codim S(wy) =2, ou w,=i*(0);

(i) ®, posséde une intégrale premiére faible, f,€0, (resp. 0 )

Alors ® posséde une intégrale premiére faible unique, f €0,, (resp. @,,), telle que fy=io f.

Démonstration. — 11 suffit naturellement de montrer ce résultat lorsque p=m—1.
Choisissons des coordonnées

(¢, )=(Xy1, Xgy eovy Xy, )EC™ 1 X C,

telles que
i(x)=(x,0), i*(@)=0,.

Puisque o, A df,=0e¢t codim S (w,) = 2, nous pouvons appliquer le théoréme de De Rham : il
existe hye0,,_ ,, unique tel que

(1.1) ho. 000 =dfy.

Notonsw= ) t"(®,+a,dt), le développement de Taylor de w suivant les puissances de ¢ et
nz0
posons

fi=aoho€0,,_,.

On vérifie facilement que

(H,) {hoa)=d(f0+tf1) modulo (),

avec f}, hoe0,,_, uniques.

Supposons vrai

n

i) {(h0+th1+... +¢n ! h,,_l)m=d< Y t”fp> modulo ("),

p=0
avec fi, ..., f hos -+ hy_ 1 €0, _ uniques.
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Pour simplifier les notations, posons

(1.2) oy=<"—z1 t"hp)m=d< 5 t"fp>+ Y t? (@), +d)dt).
p=0 p=0

pzn

La 1-forme o’ est intégrable. En écrivant que le coefficient de t"~* dt de ®’ A dw’, est nul, on
obtient :

dfo A @, =0.
D’aprés le théoréme de De Rham et (1.1), il existe g,ed,,_, unique tel que
©,=g,0.

Pour montrer H,, |, il suffit de vérifier qu’il existe f,.,, h,€0,,_, tels que

o' +t"h, (0, +aq dt)=d< nil t"fp> modulo (t"*1).
p=0
Compte tenu de (1.2) cette équation s’écrit :
{ o, +h,0,=0,
a,th,aa=n+1)f,,
L’unique solution de ce systeme est
hy=—gn,
Sar1=

m(‘l;"gnao)‘

Nous avons ainsi construit f e@,, unique tel que

ordf=0 et  f(x,0)=f,(x).

D’autre part si f,e0® le critére de convergence IV.1 permet d’affirmer que f€0,,.

m—1>

2. THEOREME DE TRANSVERSALITE. — Ce théoréme est purement géométrique; il ne fait pas
intervenir la condition d’intégrabilité.

THEOREME 2. — Soit @ un germe en 0€ C™ de 1-forme holomorphe. Quel que soit Uentier
p<m, il existe un plongement i de (C?, 0), transverse @ o, i.e. tel que :

(a) S(i*(@)=i""(S(w0));
(b) codim S (i * (o)) =inf(codim S (®), p).

Nous reprenons la démonstration, déja faite dans [17].
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Démonstration. — Choisissons dans C™ des coordonnées adaptées a S(w), i.e. si j est
I'inclusion canonique x — (x, 0) de C? dans C? xC™ "7 :

codimj ~! (S (w))=inf(codim S (»), p).

Nous allons obtenir le plongement i cherché en perturbant 'inclusion j. Plus précisément,
soit I=(I,, I,, ..., I,,) 'application de C? x(C™?)* dans C™ définie par

I(x, A, B)=i(x)+Ax+Bx?,

ou A, BeC™? sont des matrices mxp et x>=(x}, x3, ..., x2). Pour A, B proche de 0,
’application partielle I, 5 : x = I(x, A, B) vérifie (comme j) la condition

codim I, } (S (®))=inf(codim S (w), p).
Pour établir la proposition il suffit de montrer ’assertion suivante : il existe un sous-ensemble
analytique propre Z de (C™P)? tel que
2.1) S(Ix 3 (@)=I;5(S@) si A, B¢Z.
Remarquons d’abord que ’application 01/0x=(I, 01/0x,, ..., 61/0x,) de C? x (C™?)? dans
C™ x C™P est une submersion en dehors de 0 x (C™?)2. En effet (x°, A°, B®)e C™ x(C™?), avec

x?#0 étant [ixé. la restriction de ¢l1/Cx au sous-espace alline de dimension m(p+1)
paramétré par

(Aa Bl)_)(xo; A, B(l)’ (K] B(I)—la Bl; Bl+1, LR Bp)’
BY désignant les colonnes de B, et x,#0, s’écrit :
(A, B)—> (Ax+B;x% A+2x,B)+(A, u),

ou (A, u)e C™ x C™? est une constante. C’est donc un isomorphisme affine.

Soient U un voisinage ouvert de 0e C™ sur lequel o est holomorphe, TU=U x C™ son
espace tangent, m la projection de U x C™? sur U et Q I'application de U x C™? dans C*
définie par

Qx, Xy, .oy Xp)=(0,(Xy), ... 0,(X,)).

Il est clair que m !(S(w)) est un sous-ensemble analytique de Q !(0) et que
Q1 (0)—n"*(S(m)) est une variété lisse de codimension p. De 1’égalité

F)
= (Q71(0)= U Sz 3(@)) (A, B)
X (A. B)
on déduit que
) SR _ -t i
2.2) H=2— @ '0)-n"'(0)== (Q*0)-I"'(S(w)),
0x 0x
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s’écrit sous la forme

H= | ) [S(I} (@) =11 5(S ()] (A, B).

D’aprés ce qui précéde H est une sous-variété analytique lisse de codimension p de
U x C™ x C™P. On déduit de (2.2) que son adhérence est encore un ensemble analytique de
codimension p [24]. Elle ne contient pas 0 x C™? x C™? qui est aussi de codimension p. Ainsi
le sous-ensemble

Z=H N0 xC"? xCm»

vérifie (2.1).

Remarque 2.2. — Soit (X, 0) une hypersurface dans (C™, 0) d’équation f =0. Il résulte dela
démonstration que ’on peut toujours choisir A, Btel quei=1I, g vérifie les conditions (a), (b)
et soit transverse a X, c’est-a-dire coupe la partie lisse de X transversalement. En particulier,
si f n’est pas une puissance, f,=f oi ne sera pas une puissance.

3. DEMONSTRATION DES THEOREMES A ET B. — Soit @ un germe en 0eC" de 1-forme
holomorphe intégrable. Nous avons vu (chap. 0) que nous pouvions I’écrire :

ow=un, uel,,

ou m est aussi un germe de l-forme intégrable et codimS(n)=2. Désignons par
i :(C?, 0)(C", 0) un plongement transverse a 7, c’est-a-dire que I’on a

S(no)={0}, ou No=i*(M).

(3.1) Démonstration du théoréme B. — Ce théoréme étant démontré en dimension deux, il
suffit d’apres le théoréme de prolongement précédent de prouver que si Z , est simple, alors
Z ,, est simple oul ®,=i*(w). Soit U un voisinage ouvert de 0 e C" sur lequel # , vérifie les
deux conditions de simplicité et tel que i : Uy=U n C? - C" soit transverse a n en tout
point. Notons encore ®, le représentant du germe i*(w) ainsi défini sur U, et & le
feuilletage singulier correspondant.

Une feuille [ de #, est une composante connexe de I'intersection L, d’une feuille L de &,
avec U,. Or L est une sous-variété analytique de U —S(w), ¢f. chap. 0.3; il en est donc de
méme de I. Ainsi [ est un fermé de U—S(w,).

Désignons par A(m,), resp. A(w), I'ensemble des feuilles de %, , resp. #,, dont
I’adhérence dans U,, resp. U, contient 0. L’ensemble des composantes connexes des
Lo=LnU,, ou L décrit A(w), contient A (w,). Il est dénombrable : en effet A (w) est
dénombrable d’aprés I’hypothése; de plus chaque L,, Le#,, n’a qu’un nombre
dénombrable de composantes connexes, car L est analytique dans U — S (o). Ainsi &, vérifie
la deuxiéme condition de simplicité.

(3.2) Démonstration du théoréme de factorisation. — Soit f un élément de 0, qui n’est pas
une puissance et ge(, vérifiant la condition df A dg=0. Nous avons montré au chapitre
précédent lorsque n=2, qu'il existe €@, tel que g=1Io f. Raisonnons par récurrence :
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supposons ce résultat vrai lorsque n=N—1 et considérons le cas n=N. Ecrivons la
décomposition de f en facteurs irréductibles distincts f; :

f=f1rfy

La condition : ne pas étre une puissance, signifie que le p.g.c.d. de v,, ..., v, est égal a 1.
D’autre part la restrictiondes f;,j=1, ..., p,aun(n— 1)-plan linéaire générique est réduite,
i.e. sans facteur multiple; ainsi la restriction de f a ce (n— 1)-plan n’est pas une puissance. I
existe un systéme de coordonnées (x, y)=(xy, ..., X,_1, y) tel que g, (x)=g(x, 0) ne soit pas
identiquement nulle et que f,(x)=f (x, 0) ne soit pas une puissance.

D’aprés I'hypothése de récurrence, il existe le(, vérifiant [ o f,=g,. Montrons I'égalité
lo f=g. Ecrivons :

lof=g+y*h avec h(x, 0)£0.
Un bref calcul montre que la condition d(lo f) A dg=0 implique

09

ax, . (x, 0)=0.

h(x, 0)§xg—(x, 0)=...=h(x,0)
1

Puisque g, n’est pas identiquement nulle, & est nulle.

(3.3) Démonstration du théoréme A. — Soit » un germe en 0€ C" de 1-forme intégrable
holomorphe et soit f un élément de @, qui n’est pas une puissance tel que ® A df =0. D’aprés
la remarque 2.2, il existe un plongement i : (C?, 0) - (C", 0) transverse a o et tel que
fo=f oi ne soit pas une puissance. D’aprés le théoréme V.2, il existe @, tel que lo f,
converge et d’aprés le théoréme IV.1 (critére de convergence) [0 f converge.

APPENDICE 1
REDUCTION D’UN GERME DE 1-FORME HOLOMORPHE EN O € c?

(d’aprés A. Ven den Essen et A. Seidenberg)

La réduction des singularités d’un champ de vecteurs de C? a été étudiée par
I. Bendixon [1] et H. Dulac [10]. Plus récemment ce probléme a été résolu par
F. Dumortier [12] (cas C®) et par A. Seidenberg [21] dans le cas formel. Nous indiquons ici
la nouvelle démonstration de A. Ven den Essen [23] qui utilise la notion de multiplicité
d’intersection de deux courbes. Nous rappelons trés briévement cette notion, pour plus de
détail nous renvoyons le lecteur a [13].

1. PRELIMINAIRES SUR LA MULTIPLICITE D'INTERSECTION. — Il est bien connu (théoréme de
Puiseux) qu’'un germe de courbe analytique irréductible X =(C?, 0) d’équation réduite
S (x, y)=0, posséde une paramétrisation analytique vy : (C, 0) - (C?, 0), i.e. foy=0,
« universelle » dans le sens suivant :

si p est une seconde paramétrisation de X, il existe u : (C, 0) — (C, 0) tel que p=7y ou.
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On dit alors que 7y est une paramétrisation primitive de X ou de f. Si p est aussi une
paramétrisation primitive de X, alors u est inversible. On peut parler de «la»
paramétrisation primitive de X ou de f.

Soit f, ge@,; supposons g irréductible et désignons par y sa représentation primitive. La
multiplicité d’intersection de f et g en 0, 1(f, g; 0) est 'ordre de f oy en 0, noté vy (f o7y).

Si g n’est pas irréductible et si

o

9=g1 .. 9

est sa décomposition en facteurs irréductibles, on définit 1a multiplicité d’intersection de f et g
en 0 par

k
I(f, 9;0)= ) o;1(f, g::0)
i=1

Enongons ici les propriétés élémentaires de la multiplicité d’intersection :
10 1(f, g: 0)=0si £ (0)#0;

2° I(f, g: 0)=o0 si f~1(0) et g~ '(0) ont une branche commune en 0;

3° 1(fy- /25 95 0)=1(/y, g5 0)+1(/2, g5 0);

4° si Me(@% désigne une matrice inversible et si (f, g,)=M.(f, g), alors
I(f1, 915 0)=1(/, g; 0);

5° 1(f, g: 0)=1(g, f; 0); ~

6° considérons I’éclaté de 0, E : C2 — C? et notons pour tout point ce PC(1), f . etg.,
léclaté divisé de f et g au point c,1i.e.,si hest une équation locale de PC(1)encetsi E  estle
germe de E en c, :

P foE,c ~ goE,c.
fe= JXIV2) et 9= v

on a alors I’égalité suivante :

I(f, g;: 0)=v(HIv(D+ Y I([. .0

cePC(1)

2. REDUCTIONDE®=adx+bdy Aucasv(w)=1][23]. — Soient 1 une 1-forme holomorphe
sur une variété holomorphe M de dimension 2. Dans une carte (x, y)en un point me M, nous
écrivons :

T]=adx+bdy Otl a5b6(9M.m‘

Nous notons Rm ou encore m, le germe en m de la I-forme holomorphe
R,,, =mn/(a, b)=a’dx+b'dy ou(a, b) désigne le PGCD de a et b; ﬁ’m est définie a un facteur

inversible prés. Soient v,, (n) 'ordreen met de n, v,, (n) 'ordre en m de H,m ,etl, (m)=1,(M")
la multiplicité d’intersection de a’, b'.

4° SERIE — TOME 13 — 1980 — N°4



HOLONOMIE ET INTEGRALES PREMIERES 513

THEOREME 2. — Soit ® = adx + b dy une forme de Pfaff holomorphe sur un ouvert U de C2, a
singularité isolée 0 € U. Il existe alors une application analytique propre & : V — U, obtenue

par composition d’éclatements, d’une variété analytique complexe V de dimension 2 sur U, telle
que :

(i) =~ 1(0) soit une hypersurface a croisements normaux;
(i) ®|(V—n"1(0)) soit un isomorphisme sur U— {0};
(iil) v, (t*(w))=1, pour tout meV.

Démonstration. — Soit v ’ordre de o en 0 et soient
so=0,=a,dx+b,dy,

Pv+l=xav+ybv'

Notons, comme dans le chapitre III, E : C2 — C2, I'application d’éclatement de 0 e C2. Dans
la carte (x, t), t=y/x on a

E*(w)=(a(x, tx)+tbh(x, tx))dx+ xb(x, tx)dt,
E*(0)=x"(P,,, (1, t)+x(...))dx+x(b,(1, t)+x(...))dt.

Posons, pour ce PC(1),

o.=E*@), et v (0)=v(E*(),)
D’aprés la propriété 4° de I, la multiplicité dintersection de ® en 0 :
Iy (@)=1I(a, b; 0)

est bien définie. De méme en ce PC(1) on définit I (®). Distinguons deux cas :

(a) Cas dicritique (P,,;=0). — Nous allons prouver 1’égalité suivante :

2.1) L@=vV+v—1+ ¥ L(@)

cePC(l)

Soient X=x+..., Y=y+... des éléments de 0, tels que Xa+ Y b soit d’ordre v+2. Le
champ de vecteurs X (0/0x)+ Y (0/0y) étant linéarisable on peut toujours supposer que

v(P)=v+2 avec P=xa+ yb.

En outre, on peut choisir les coordonnées (x, y) de telle fagon que P (0, y)=y""? et ainsi
b(0, y)=y**!. On a alors :

I(P, b)=I(x, b)+1(a, b)
et d’aprés la propriété 6° de I, on obtient ’égalité cherchée puisque I.(P, b)=I, (o).
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(b) Cas non dicritiqgue. — Nous allons démontrer I’égalité suivante :

(2.2) L@=v-v+l+ Y L(,c).

cePC(l)

Rappelons (¢f. II1) que le cone tangent ¢, = PC (1) de ® a pour équation homogene P, ; =0.
Si c#[0/0y], on a

®,.=P,y (1, 1) +x(...))dx+x(b,(1, )+x(...))dt
et il est clair que

IC(&), ¢)=v,(0)=0 si c¢C,.

Choisissons des coordonnées (x, y) dans C? telles que a,.b, #0 et [0/8y] ¢ C,,. Désignons par
K. la multiplicit¢ de ceC, comme racine de I’équation homogéne P ., =0, ou plus
simplement, comme racine de 1’équation P, , (1, t)=0. Par définition de I on a

pe=I@+1b, x; c),
avec

a(x, tx)
v

b(x, tx)
x¥

et b=

a=

X
D’apreés les propriétés 3°, 4°, 5° de I on obtient :

I (0)=1(a+th, xb; c)=p,+1(a, b; c).
D’autre part d’aprés 6° on a

L(@)=I(x, b; 0)=v’+ Y I(a,b;c),

cePC(1)

L)=v+ Y L@- Y K

cePC (1) cePL(1)

La formule (2.2) résulte de I'égalité Y p =v+1.

Nous sommes maintenant en mesure de construire ’application n. Supposons que 0 e C?
soit le seul point singulier de ® dans U. Posons

V0=U’ V1=E_1(U)’
n'=n,=E|V,:V,->U.

Eclatons simultanément tous les points ce PC(1)c V, telsque v, (@) =V, (n'* (w))> 1. Nous
allons construire ainsi

n,: V,—=V,

n’=n,om, : V,-U.
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Par récurrence on construit des applications

;.

Vi-> V.4,
en éclatant simultanément tous les points de V,_; ou v (n'~'*(®))>1 avec

i—

Tl =m,_om_y0... oM.

Cette suite est nécessairement finie; i.e. que pour un certain i, en tout point de V; on a
v (n* (@)= 1.

En effet, d’aprés (2.1)-(2.2) la multiplicité d’intersection I, diminue lorsque v, > 1.

3. REDUCTION DE @ =adx+bdy LORSQUE v(w)=1 [21]. — Le cas v(w)=1 n’est pas
« stable » par éclatement. Nous allons pousser plus loin la réduction jusqu’a obtenir une
classe de formes invariante par éclatement.

THEOREME 3. — Sous les hypothéses du théoréme 2, il existe une application analytique
propre, nt : V — U, obtenue par composition d’éclatements, vérifiant : (i), (ii), (iii) et de plus, la
propriété : (iv) en tout point me V ou v,,(n* (w)) =1, il existe une carte (u, v) centrée en m dans
lequel le 1-jet de n* (») en m s’écrit :

(%) ®;=A vdu—Xh,udv avec A Ay #0, A/A €N, A /A ¢N,
ou bien
(%) w; =vdu.

A o=adx+bdy nous associons la matrice

ob ob
20 S0
Mow)=| & P

da
“50 —50

Tout changement holomorphe de coordonnées en 0 C? transforme cette matrice en une
matrice semblable, ce qui permet de parler des valeurs propres de ® en 0.

LeEMME. — Soit @=adx + b dy un germe de 1-forme holomorphe non dicritique. Si en un point
cePC(1), u.=1, alors J' @ ,#0 et o posséde une valeur propre non nulle.

Démonstration. — Supposons ¢=[d/0x] et notons v=v,(®),

k
xay+yby=y [] (0;x+B;y) =Py (x, ).

ji=1
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k

Alors a= [] a;#0 est une valeur propre de
ji=1

®,.=(P, (1, ) +xA(x, t))dx+xB(x, t)dt.

Démonstration du théoréme 3. — 1l reste a réduire o dans les cas suivants :

Cas 1. — 0 est valeur propre double c’est-a-dire J§ @ =y dy. Notons

o=(y+A,(x, y))dy+B,(x, y)dx,

avec v(A,), v(B,)=2. Le cone tangent de » est réduit au point c=[0/0x] et u,=2. Aprés un
éclatement on obtient en ce PC(1) :

o =x(t+xA,(x, t))dt+(*+xB,(x, t))dx,

Al (X, IX) _ Bl (X, tx)

A2=*x2—', BZ——‘“XZ—‘I'lAZ(X, I).

Remarquons que I'ordre de o peut-étre égal a 2. Nous allons prouver qu’alors dans la
réduction de ©  (en appliquant le théoréme 2) on n’obtient pas de nouveau le cas 1. Plus
généralement considérons les 1-formes n du type suivant :

n=x(y+xA(x, y))dy+(ny*+xB(x, y))dx,

ou neN. Envisageons les deux possibilités suivantes :

(1.a) B(0)=b,+#0. Le cone tangent est c=[0/0y] avec p,=2. Considérons E dans la carte
(¢, y) avec t=x/y. On obtient :

Ne=t((n+1)y+tbo+A;(t, y))dy+(ny+tho+Bs (t, y))dt,
avec V(A;), v(B3)=2. Le cone tangent de ﬁ,c est donc donné par ’équation homogéne
ty(Cn+1)y+2byt)=0,

et ne contient que des points simples. La conclusion résulte alors du lemme.

(1.b) B(0)=0. Le cone tangent est alors donné par une équation
x(n+1)y*+axy+px?)=0,
que l’on écrira :

x(y—cy x)(y—c;x)=0.

D’aprés le lemme, il suffit d’étudier le cas : ¢; =c,=c. Si c#0, il est clair que

A=x(t+x(..))dt+(...)dx,
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a une valeur propre non nulle. Si ¢=0, p(c)=2et on a
Ne=x(t+A'(x, 1)) dt+((n+1) > +xB'(x, 1)) dx;

n est donc encore du méme type que 1. Mais d’aprés le théoréme 2, cette possibilité ne peut se
répéter indéfiniment.

Il reste donc a considérer les cas suivants :

Cas 2. — M, (o) a deux valeurs propres égales a A. Nous pouvons poser A=1. Deux
possibilités se présentent : ‘

(2.a) Jiw=ydx—xdy. Cest le cas dicritique, il est résolu par un seul éclatement : Eo.c est
non singulier en tout point ce PC(1).

(2.b) J*o=(y+x)dy—xdy. Le cone tangent de  est le point double c¢=[d/0x], et

o =x(1+t+A,(x, t))dt+(>+xB, (x, 1)) dx,
ou

Ax,t B(x, ¢
A=A Ay (’;zi)

’
X2

~ ) . ) 1
M, (o) est équivalente a la matrice [

0 g] On est dans le cas (x%).

Cas 3. — Le rapport des valeurs propres est un entier. Jo=A,; xdy—X, ydx avec
Ay/A €N, On peut poser A, =1, A, =n. Notons

o=(x+A(x, y))dy—(ny+B(x, y)dx.

Le cone tangent est constitué des deux points simples

() (3]

Considérons d’abord E* (w) en ¢, dans la carte (x, t), t=y/x:

o, =x(1+xA,)dt—((n—1)t+xB, (x, 1)) dx,

A 0 1 0
M = ~ .
@) [* xl—xz] [0 n—J
Considérons E* (o) en c,, dans la carte (¢, y), t =y/x; on obtient :

C[A—h, ¢ 1—n 0
M‘z‘“’)‘[ 0 xz] [0 n]‘

Le rapport des valeurs propres est négatit puisque n#1. Aprés n—1 éclatements on est
~ramené au cas n=2. Il se réduit au bout d’un éclatement au cas (2.a) ou (2.b).

et donc
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APPENDICE II

EXISTENCE DE VARIETES INTEGRALES D UNE 1-FORME
HOLOMORPHE REDUITE DE (C?, 0)

Le probléme de I’existence de variétés invariantes pour un germe de champ de vecteurs
holomorphe en 0 e C2, dont le jet d’ordre 1 est non nul a été partiellement résolu par Briot-
Bouquet [5] dans [10] H. Dulac donne les formes normales formelles et convergentes de ces
champs et résoud complétement ce probléme. Nous reprenons les démonstrations de
Iexistence de variété(s) invariante(s) dans les cas qui nous intéressent ici, — cas réduits, ainsi
que la démonstration de la forme normale de H. Dulac lorsque X n’a qu’une seule valeur
propre non nulle. Dans le premier paragraphe, nous utilisons la méthode utilisée par
Camacho-Kuiper-Palis dans [7], et dans le deuxiéme paragraphe la méthode de H. Dulac.

Considérons un germe de champ de vecteurs holomorphe X au voisinage de 0e C? dont le
1-jet d’écrit :

0 0
J(l)XZ)\.l Xla—x:l‘i')\.zng)g.

Nous distinguons les cas L. A, #0 et A, #0; A, =0.
1. PREMIER CAS : X POSSEDE DEUX VALEURS PROPRES NON NULLES. — Pour faciliter les calculs,
considérons X comme une équation différentielle holomorphe

dx
S =h; X; + 0 (%),

w1 dt

. dx

E} =N X, + @, (%),
ou

;=Y 90x%  j=L2
1Q|>1

désignent des séries convergentes en la variable x=(x,, x,) et Q le multi-indice (q,, ¢,) :
X=xix%,  |Ql=q;+4,
Effectuons le changement de variable formel x=y+{(y) :

(1.2) xj=yj+€j(y)’ z;j(J’)= Z Cj,QyQa ji=12
1QI>1

et notons
dy

El‘ =AM Y1tV (),

(1.3)

dy
—d_tz_ =y, + V2 (y),
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le transformé de (1.1) par ce changement de variable. En reportant (1.2) dans (1.1) nous
obtenons les deux relations suivantes, j=1, 2 :

o
(1.4), Y 6,05 01 ¥ 0= 0,040~ ¥ o
1QI>1 k=1,20Yk

\lfk’

ou §, =X, q; +A, g, —\;. En fait, trouver un changement de variable formel transformant
(1.1) en (1.3), équivaut a déterminer des séries (1.2) vérifiant les deux relations (1.4);. Le
coefficient du membre de droite de (1.4); est un polynéme en les variables §; o, ¥; o avec
|Q'|<|Qletj=1, 2.1l est donc toujours possible de réduire formellement le champ X en un
champ (1.3) tel que

(1.5) Vo=0 i §4#0, j=1,2,

que I’on appelle forme normale de X. Par exemple si le rapport A, /X, est un rationnel négatif

non nul

A
(1.6) M__P avec p.g.c.d.(p,q)=1,
Ay q

le champ X s’écrit dans les coordonnées formelles (y,, y,) sous la forme
X=A(x"y“)xi +B(x"y‘1)y—a—
0x oy’

ou A et B sont des séries d’une variable. Ces transformations ne sont pas convergentes en
général, ¢f [6]. Cependant, pour mettre en évidence des variétés invariantes, il suffit d’une
forme normale plus grossiére, et cela est possible analytiquement :

PROPOSITION. — Supposons que A, A, soient non nuls et que les rapports h, /X, et A, /A, ne
soient pas des entiers > 1. Il existe alors des coordonnées analytiques (y,, y,) dans lesquelles X
s’écrit :

0 0
X=A 1+...)— +A,y, (1 +...)—;
11 ( )5)’1 2)2 3y,

les courbes y, =0 et y, =0 sont des variétés invariantes de X.

Démonstration. — Tl est facile de voir que §; , n’est pas nul si y? n’appartient pas a I'idéal
(¥1, ¥,) engendré par y, y,, | Q|>1. Nous posons donc, si y2¢(y; y,), |Q|>1:

V. q=0,

Gio= gl-—o- [coefficient de yQ‘du membre de droite de (1.4) ],
Js

et si y2e(y,y,), 1Q|>1:

{ y; o= —[coefficient de y° du membre de droite de (1.4) ],
G.o=0.

Ceci résoud le probléme formel.
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Pour prouver la convergence de {, on détermine une série majorante convergente, comme
dans la démonstration du théoréme classique de linéarisation de Poincaré. Nous adoptons

les notations de C. L. Siegel. Si £= Y &, ), nous notons E= Y 1Eoly® etz la série d’une
Q Q

seule variable z :
£=Y |l 2%eCzl.
Q
Si n= Y nqy% la notation n < signifie que, pour tout multiindice Q, [Ny |=<|Go |-
Q
Remarquons qu’il existe 8> 0 tel que
18, 01>,

si y2¢(y;¥,), |Q|>1,j=1, 2. On obtient, d’aprés (1.4) :

_ — — — o . —
(1.7), 8<% 15,y <0,00 00 34T+ Y Iy,
QI>1 k=T, 2 0Vk

Comme Ej n’a pas de termes non nul dans I'idéal (y, y,) et que ) (6—C—j/6yk)$k a tous ses
k=1,2
termes non nuls dans cet idéal, on a

(1.8) 82;<$j()’1+—51s )’2+Ez), o i=1,2

On obtient ainsi
1.9 T, +Z<§($1 (H+Cy+C0 2+C, +C0)+ 022+ 8y +Ca0 248, +55)).

Les séries @; étant convergentes, il existe des constantes a,, a>0 vérifiant :

2

ao 2

1 = =
(1.10) 5@+ 02)< ]

az

Notons u= Y u,z" la série 1/z(z1 +E2). D’aprés (1.9) et (1.10), u vérifie

ayz(1+u)?

(.11 l—az(14u)’

Comparons u avec la série v= 3 v;z', solution de I’équation
i

_agz(l+v)?
T 1—az(l+v)’

4° SERIE — TOME 13 — 1980 — N°4



HOLONOMIE ET INTEGRALES PREMIERES 521

v est convergente et v, =a,. Pour tout i, v; est un polynome a coefficients positifs
P;(vy, ..., v;_) en les variables v,, ..., v;_,. Choisissons a,>u,. D’aprés (1.11) on a

uiépi(ula (RS ui—l)'

Montrons que u<v. Raisonnons par récurrence et supposons que u;<v; pour j<i—1.
Comme P; est a coefficients positifs :

w; <P (uy, ..., u;1)SP(vy, ..., 0;-1)=0;.

u converge et il en est visiblement de méme pour §;, {5, Yy, ;.
THEOREME 1. — Sous les hypothéses de la proposition il existe des coordonnées analytiques
(y1, y,) dans lesquelles X s’écrit :

- 0 0
=M yi(1+y y,(..)5— Ty, (L+yy,(..)) 5.
oy, 0y,

Démonstration. — Grace a la proposition nous pouvons supposer que ¢@; et o,
appartiennent a I'idéal (y, y,). Les relations (1.4); permettent encore de résoudre le probleme
formel en posant, si y2¢(y, y,y;), |Q|>1:

V. o=0,

1
G.o= S——Q— [coefficient de y? du membre de droite de (1.4) ils
Js

et, si yQG(ylh)’j), 1Q|>1:

{ V; o= —[coefficient de y° du membre de droite de (1.4) ],
G.q=0.

Pour prouver la convergence de { nous faisons la méme démonstration que dans la
proposition il suffit de vérifier de nouveau la relation (1.8). Or il est facile de voir, par
induction sur |Q]|, que §;e(y, y,),j=1,2.

Y (6Z ,/ayk)Ek appartient donc a I'idéal (y, y, y;). Tous les coefficients {; , de y? sont

k=1,2

nuls si y2e(y; y, y;) et (1.8) découle de (1.7).

2. DEUXIEME CAS : X A UNE SEULE VALEUR PROPRE NON NULLE A; #0 ET A, =0. — Conservons
les notations précédentes. Pour Q=(q,, g,) on a

(2.1) 81,Q=)"1(q1_1)1 82,Q="7‘1‘11-

Les relations (1.4);,j=1, 2, nous permettent de construire un changement de variable formel
unique y+¢ transformant (1.1) en (1.3) tel que, pour j=1, 2, |Q|>1 on ait

{“/j,Q=0 si. yo¢(ry),
G.o=0 si y2e(ya).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



522 J. F. MATTEI ET R. MOUSSU

Pour prouver la convergence de {, on remarque que {; ne dépend que de la variable y,,

Z (6E ,/aykae(yz ), et la relation (1.7) est encore vérifiée. On obtient de nouveau
k=1.2

8C,<9,01+C1, ya¥ey),  Jj=1,2.

La courbe y, =0 est visiblement une variété invariante de X. Nous allons pousser plus loin la
« normalisation » de X pour obtenir la forme normale de H. Dulac [10] en démontrant le
théoréme suivant :

THEOREME 2. — Soit X un germe en 0 € C? de champ vecteurs holomorphe a singularité isolée
dont le 1-jet s’écrit A, x,(0/0x,). Alors il existe des coordonnées (y,, y,) de (C?, 0) dans
lesquelles

0 0
X=f(y, Y2)<(H(}’1)+Y2 A(yy» ,Vz))ﬁ +,V'2"é}-),
1 2

avec f, A€e0,,ge0®, et f(0)#0, g’ (0)=1, m>1.

Démonstration (*). — D’aprés le lemme précédent, il existe un systéme de coordonnées
(91, g2).tel que y, =0 soit une variété invariante de X. On a donc

ow=iydy,dy,=Ady,+Bdy,,
avec

A=f(y)+y,901, v2), B=y,h(y, y2),

ou fe®, etg, hel,. Puisque 0 est un zéro isolé de , il existe m= 2 tel que yJ appartient a
I'idéal I(w)=(A, B) engendré par A, B pour n=m. D’autre part, I’hypothése sur le 1-jet de X
implique 0A/dy, (0, 0)#0. De ces deux remarques on déduit que la division de B par A
(suivant les puissances de y,) s’écrit :

B=AQ+y7.U(y,) avec Ue@®, et U(0)#0.

Le champ de vecteurs

Y=_g i+l_a_
U dy, U oy,

ne s’annule pasen O et y, =0est la courbe intégrale de ce champ qui passe par 0. D’aprés le
théoréme de « rectification » d’un champ de vecteurs, il existe un systéme de coordonnées
(zy, z,) tel que

0

"oz,

Puisque o(Y)=y7%, o s’écrit dans ces nouvelles coordonnées

et Z,=Y,.

o=A(z,, z,)dz,+ 25 dz,.

11 est alors clair que X s’écrit de fagon requise dans les coordonnées (z,, z,).

(*) Cette démonstration nous a été suggérée par J. Martinet.
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