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DE LA

DISTRIBUTION DU MAGNÉTISME LIBRE
SUK.

DES PLAQUES D^ACIER ELLIPTIQUES OU CIRCULAIRES,

PAR M. E. DUTER.

AVANT-PROPOS.

Le problème de la distribution du magnétisme libre est loin d'être
résolu par la théorie mathématique; en effet, dès que les aimants n'ont
pas certaines dimensions très-petites par rapport aux autres, comme il
arrive, par exemple, dans les aiguilles d'acier longues et minces, les
équations différentielles auxquelles conduit la théorie mathématique
sont en général réfractaires à l ' intégration. De plus, s'il s'agit d 'a imants
(l'acier et non de fer doux, les équations renferment la force coercitive,
qui varie (au moins en direction), d'un p o i n t à un autre, suivant des
lois que le seul calcul ne peut faire connaî t re . Il faut nécessairement,
pour résoudre la question, avoir recours à l'expérience.

Jusque dans ces dernières années, les plus importantes données expé-
rimentales sur la distribution du magnétisme libre dans les aimants d'a-
cier étaient fournies par les recherches de Coulomb. On sait que ce
savant a étudié la distribution du magnétisme sur des aimants pris-
matiques longs et étroits.

Biot a donné une formule qui résume les résultats de Coulomb. Plus
tard Green établit une théorie mathématique fondée seulement sur les
lois élémentaires de Coulomb et sur l'hypothèse de la force coercitive.

Récemment, mais dans un genre de questions différentes de celles
Ànn. de î'Éc. Normale. 2e Série. TOTOC V — JUIN 1876 < ^8
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qui sont traitées dans ce travail, M. Bouty a vérifié cTimportantes for-
mules de Green. En se plaçant au seul point de vue de la distribution
du magnétisme libre, les équations différentielles établies par Green
ne permettent généralement pas, pour les raisons que j'ai dites plus
haut, de résoudre complètement la question. A la fin de son immense
travail, l'illustre mathémat ic ien anglais ne peut constater l'accord de
ses formules et de l'expérience que dans le seul cas étudié par Coulomb.

D'un autre côté, à la même époque, les données expérimentales
étaient bien peu nombreuses.

Le peu de progrès qu'avait fait la question de la distribution du ma-
gnétisme était dû à l'insuffisance des procédés expérimentaux : la mé-
thode des oscillations est d'une application restreinte, et la méthode des
torsions est extrêmement longue.

Aujourd'hui les recherches sur le magnétisme sont beaucoup plus
faciles. Depuis plusieurs années, M. Jamin a, par de nombreux t ravaux ,
s ingul ièrement ra jeuni et pour ainsi dire transformé le magnétisme; il
a de plus mis entre les mains des physiciens un appareil puissant d'in-
vestigation, qui permet d'étudier tel point que l'on veut d'un a imant .

M. Jamin a dès lors fait connaître des a imants bien di f férents de ceux
que l'on possédait naguère, et l'illustre physicien a fait voir que l'hypo-
thèse électromagnétique d'Ampère ne suffisait pas à les expliquer. Il
considère les aimants comme formés de filels passant à travers la ligne
neutre ou ceinture moyenne; mais leur épanouissement auxext rémi lés ,
les tensions qui y sont répandues, dépendent essentiellement de h
forme des aimants.

J'ai cherché à résoudre la question dans le cas d'aimants d'acier,
plats et terminés par des ellipses et des cercles.

But de ce travail.

Ce travail est relatif àl'influence de la forme sur la distribution du ma-
gnétisme libre dans les aimants d acier. Fai effectué mes recherches sur
des plaques de i mi l l imètre d'épaisseur taillées dans le même acier et
possédant la même trempe.

Ces plaques sont limitées par des ellipses et des cercles de dimensions
diverses. Les dimensions des axes de symétrie des courbures limita-
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trices des aimants varient entre 10 et 3o centimètres. Tous sont ai-
mantés à saturation dans une très-forle bobine plate, les enveloppant
complètement, formée par quatre cents tours d'un fil de cuivre de a mil-
limètres de diamètre. Dans le fil circule, pendant l'aimantation, le
courant de dix bons éléments de Bunsen. I/un des axes de symétrie de
la plaque est la ligne neutre, et je dirai bientôt comment j'ai pu m'as-
surer que l 'aimantation était parfaitement régulière.

Énonce des résultats.

Les résultats que j'ai obtenus se résument ainsi :
i° La totalité du magnétisme libre, répandu sur des surfaces elliptiques

ou circulaires, est proportionnelle aux surfaces aimantées.
s0 Ce magnétisme est distribué suivant des filets hyperboliques^ ayant

tous la perpendiculaire élevée par le centre de la plaque sur la ligne neutre
• de l'aimant pour axe non transverse en grandeur,et en direction-

Ces hyperboles seront complètement définies, si l'on ajoute que cha-
cune d'elles passe par un point déterminé du contour de la plaque, et
que toutes ont en direction, pour axe transverse, la ligne neutre.

Sur chaque hyperbole, l'intensité du magnétisme libre en un point
considéré est donnée par la formule
( ï ) I^A^-rt^);

h est la distance du point considéré à la ceinture moyenne, cette dis-
tance étant comptée sur l'arc d'hyperbole rectifié où se trouve le point
en question. A et a sont deux paramètres qui varient d'un filet à un
autre, suivant les deux lois suivantes ;

3° L'intensité 1 du magnétisme libre à r extrémité de chaque fdei
hyperbolique est donnée par la formule

M

ou
(2 bis)

, L ^ît =: — arclang -p
TT /f

L Ai . / / ï. \•̂  arc tang --===• A ( m — ^-"i ),

3 !

ï8
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A, est la longueur de l'arc rectifié d'hyperbole suivi par le filet depuis
la ceinture moyenne jusqu'à son extrémité. L est une constante qui
ne dépend que de la nature et de la trempe de l'acier employé, et qui,
dans toutes mes expériences, s'est trouvée égale à 17,1011. k est une
autre constante qui ne dépend encore que de l'acier, à la condition
cependant que l 'aimant ne devienne pas trop étroit, par rapport à sa
longueur.

Dans les plaques dont je m'occupe ici, A oscille très-peu autour de
la moyenne i3,2i3.

4° La totalité du magnétisme libre, répandu sur chaque filet hyperbo-
lique, est proportionnelle au carré de l'intensité du magnétisme libre à
l'extrémité de ce filet, ce qui conduit à la formule

K. {a ' 1 -h a-11 ~ 2 ) == ÇA2 ( ̂  - a^ )2.
S. a '

C est une dernière constante ne dépendant encore que de l'acier, et
qui, dans toutes mes recherches, était égale à 0,6491.

5° Les lignes d'égales tensions ou lignes isodynamiques sont des courbes
transcendantes, ayant pour équation

^ À3

a^~h2 b^ i

où x est l'abscisse rectiligne du point considéré, et h son ordonnée
curviligne comptée sur l 'hyperbole (définie plus haut) , b est la distance
au centre du point où cette courbe isodynamique coupe la ligne de
plus grande aimantation, et a est la demi-longueur de la ligne neutre.

Méthode de recherches.

Dans mes recherches, je me suis servi de la méthode d'investigation
de M. Jamin: c'est la seule qui permette d'étudier tel point que Fon
veut d'un aimant, en mesurant en chaque point la force d'arrachement
d'un petit contact sphérique de fer doux; la racine carrée de la force
d'arrachement donne l'intensité du magnétisme libre au point consi-
déré.

Pour apprécier la force d'arrachement du petit contact, M* Jamia
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l'attache à l'un des plateaux d'une balance sensible, et sous l'autre
plateau fixe un ressort à boudin; l'extrémité opposée de ce ressort est
reliée par un til de soie à un treuil micrométrique. On peut dès lors, et
cela sans secousse, tendre progressivement le petit ressort, jusqu 'au
moment où sa tension fait équilibre à la force qui relie le contact à l'ai"

. mant. Le micromètre donne l 'allongement du ressort; à cet allonge-
ment correspond un poids indiqué par une graduation préalable du
ressort*

On voit combien est commode ce procédé qui met entre les mains de
l'expérimentateur une véritable sonde magnétique. Il a surtout un très-
grand avantage, c'est qu'il donne, sans correction aucune, les tensions
magnétiques sur les bords des a imants» On sait que, dans la méthode
des oscillations, les tensions obtenues en é tud ian t les régions centrales
d'un barreau ne sont pas comparables à celles que l'on obtient vers les
extrémités, et qu'une correction est nécessaire.

Il n'en est pas de même dans la méthode de l 'arrachement d'un très-
petit contact de fer doux. Ce contact est retenu par une force qui ne
dépend que du magnétisme libre répimdu dans une très-petite région
avoisinant le point de contact; l 'étendue de celte région est constante
pour un même acier, de sorte que, au point de vue des résultats numé-
riques des expériences, il n'y a plus à considérer de points singuliers.

Ainsi on va voir tout à l 'heure que les tensions magnétiques mesu-
rées sur les bords de mes aimants (très-minces par rapport à leurs
longueurs et à leurs largeurs), on va voir, dis-je, que ces tensions
obéissent sans correction aucune aux mêmes lois que celles qui sont
répandues sur les parties centrales des plaques.

Pour assurer le succès complet de la méthode, il faut donner aux
aimants des surfaces parfaitement polies : la moindre soui l lure inter-
posée entre le contact et la surface métallique de l 'aimant altère de la
façon la plus irrégulière les résultats que l'on devrait obtenir.

Il faut aussi donner à l 'appareil une base inébranlable, ce que j 'ai
fait en le plaçant au rez-de-chaussée d'un pavillon isolé dans un
jardin. Le support immédiat de ma balance était un très-fort établi
de menuisier.

On doit, en outre, observer une autre précaution bien importante, qui
consiste à mettre les plaques aimantées à l'abri de tout choc, même le
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plus] léger en apparence. Je me suis assuré très-souvent, dans ni es
recherches, que le choc un peu brusque du petit clou d'arrachement
retombant sur un point de l'aimant altérait d 'une façon très-notable
et permanente la tension magnétique en ce point. Il faut donc, chaque
fois que le clou d'arrachement a quitté Faimant, l 'empêcher d'y re-
tomber brusquement.

Cela posé, il va être immédiatement question de mes aimants et
principalement :

i° D'une ellipse dont le petit axe, qui est la ligne neutre, a 20 cen-
timètres de longueur et dont le grand axe en a 3o;

2° D'une ellipse de mêmes dimensions que la précédente, mais dont
le grand axe est la ligne neutre;

3° D'une ellipse dont les axes ont 10 et 3o centimètres de longueur
et dont le petit axe est la ligne neutre;

4° D'un cercle de 20 centimètres de diamètre;
5° D'un cercle de 25 centimètres de diamètre;
6° D'un cercle de 3o centimètres de diamètre.
C'est sur cette dernière plaque, la plus vaste de toutes celles que j'ai

employées, que j'ai exécuté le plus de recherches. C'est sur elle que
je donnerai le plus de résultats numériques.

Toutes mes plaques ont i millimètre d'épaisseur.
Lesfig. i , 2, 3, 4 et 5 représentent des cadrans de mes aimants;

les lignes neutres sont indiquées sur les figures.
Au-dessous du clou d'arrachement et à une distance de ce clou égale

à l'épaisseur de la plaque à étudier, j'ai placé un plan poli et horizon-
tal; il est divisé en centimètres carrés, de sorte que j'amène facilement
chaque point que je veux étudier, juste dans la verticale du clou. et en
contact avec l u i .

Avant tout, j'ai voulu m'assurer de la régularité de l 'aimantation, et,
pour y parvenir, j'ai opéré de la façon suivante :

Sur chaque plaquerai tracé deux diamètres, l 'un incliné à 45 degrés
et l 'autre à 3o degrés sur la ligne neutre; de plus l'un est dans les
angles yOx, f Qx' et l'autre dans les angles respectivement adjacents
aux deux premiers.

Sur chacun de ces diamètres j'ai étudié, de part et d'autre du centre,
des points équidistants de ce centre, et les différences de tendions entre
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deux points situés sur un même diamètre à égale distance du centre
ont toujours été négligeables.

Fi{?. ï.

Je pouvais donc en toute sécurité me contenter d'étudier un cadran
fî^. a.

(le chaque plaque, et étendre aux trois autres les résultats obtenus*
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Mais ce n'est pas là tout ce que celte vérification a pu m'offrir; on
constate qu'à mesure que les diamètres étudiés se rapprochent de la

Tig. 3.

ligne neutre, les tensions magnétiques y diminuent de plus en plus

FIS. '|.

pour des points situés sur les mêmes circonférences; de plus, dans le
cas du cercle, cette loi de décroissance est remarquablement simple.
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En effet, sur un point quelconque de l'aimant circulaire, dont la
distance au centre est p, l'intensité du magnétisme libre est donnée par
la formule

î=\[a^— a-?).

a est absolument constant pour une même plaque; A seulement varie
d'un diamètre à un autre, suivant une loi qui se déduit immédiatement
de celles que j'ai énoncées en tête de cette étude.

Fiç. 5.

7S /---
..--"\

C,/1

/\

-r
Ït

/
\ G

Lî^'nr? npnire.
t5 14 .13 12 ï i 10

En d^autres termes, sur un même diamètre d^un cercle, les tensions
magnétiques des divers points sont dans un rapport constant avec celles
des points situés aux mêmes distances du centre sur Faxe de la plaque
perpendiculaire à la ligne neutre.

On va juger de l'exactitude de cette loi par les nombres suivants, em-
pruntés à deux diamètres étudiés sur le cercle de 3o centimètres.

TABLEAU L
7 crîsîons sur wi diamçtre incliné clé 45 degrés sur la lî^nc neutre»

Tensions mesurées. Tensions calculées.Distances au centre.

i5 »
6,10
4,oo
2,67
ï,54
0,7^

»
6,o6o
3,912
a,6o5
1,590
o,7.52

i 4 , x 4
ï i ,3 i
8,48
5,65
a,8^

\Ann. deVÈc. 'Normale. 2e Série. Tome V. —JUILLET 1876. ^
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TABLEAU II.

Tensions sur un diamètre incliné de 3o degrés sur la ligne neutre.

Distances au centre. Tensions mesurées. Tensions calculées.

l5 » î)

i3,85 3,97 3,93a
10,39 a,4x 2,484
6,9a 1,40 i,^
3,46 o>67 0^669

Acres avoir obtenu ces premiers résultats, j'ai étudié le magnétisme
libre répandu sur des ordonnées d'égales longueurs prises dans les
cercles et les ellipses; j'ai indiqué, dans les^. J , a, 3, 4 et 5, ces ordon-
nées par des lignes ponctuées.

Cette étude m'a fourni les tableaux suivants. Dans ces tableaux, D est
la distance en centimètres de chaque point à la ceinture moyenne,

TABLEAU III.
Tensions sur des ordonnées de ï 5 centimètres.

D Cercle de rayon i5. Ellipse <z==io, ^==ï5.

ï5 9^5 9î31

i4 8,12 8,17
i3 7; ï5 7,12
i2 6,a5 6,ï9
n 5,55 5,57
io 4;8(> 4;^
9 4,25 4,^i
8 3,5i 3,49
7 . ^î^^ M9
6 2,48 2,5o
5 2,11 2,09
4 i,6o i,54
a > o,73 o,75

TABLEAU 1Y.

Tensions sur des ordonnées de 14 centimètres»

i4
i3
12
I I

8,91

7,49
Mt
5,65

8,97
7,5a
6,47
Ô,6o
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D

10

9
8
7
6
5
4 i,
a

TABLEAU

Ordonnées

»
de rayon i5.

D

t2

II

ÏO

9
8
7
6
5
4
'2

TABLEAU

Ordonnées

y
'Cercle

de rayon i5.
D Tensions.

10 7 , 1 6
9 6,oa
8 5,oô
7 4,49
6 3,79
5 3,oi
4 2,24
'A ï , I I

Cercle

4,
4,
3,
3,
2;

2,

0,

Cercle

Tensions.

8,08
6,95
6,oo
5,29
4,55
3,95
2,75
a ,20
1,67
o,8x

Ellipse
a== ï0f b-=. ï 5.

Tensions.

7 ,^7
6 , 1 1
5,og
4,52
3,8x
3,o4
2,26

ï,o9

de

^?

r/6-

Tensions. Tensions, Tensions.

rayo

89
36
76
25

69
21

68
75

12,

a =

10

0.^=.

n i5. Ellîp

4,79
4,4o

3,19
2,50

a,19
i,7i

V.

centimètres.

Ellipse
=10, b === i5.
Tensions.

8,12

6,8o
6 , 1 1
5,3a
4,47
3,90
2,80

2, l5

1 ,61
0,88

VI.

centimètres,

Ellipse
i5, ^==10.

7,10
6,oo
4,89
4,45
3,70
a,94
2,2T

i,i5

se a === ïo, b == 5.

3,77

o?7<>

Cercle
de rayon l'a, 5.

Tensions.

8,o5
6,91
6,n
5,22

4,4î
3,90
2,68
2, 19

1,69
o,79

Cercle Cercle
de r.Tyon 12,5. de rayon ïo.

7 , ï5 7 , 1 1
6,o3 6,04
5,02 5,o8
4,4ï 4,4^
3,72 3,70
3,oo a,9^
2,ï9 a,i8
1,07 i ,xo

29.
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TABLEAU VII.

Ordonnées de 8 centimètres,

de rayon i5.
D.

8
7
6
5
4
3
Ï

Cercle

Tensions.

6,o5
5,25
4,6i
^9°
a,38
i,63
o.,6i

Ellipse
a=== 10, ^ == i5.

Tensions.

6 , 1 1
5,37
4,59
3,88
2,4o
i ,60
o,64

Ellipse
a== i5, ^==: 10.

Tensions.

6 ,14
5,39
4,6o
3,8o
2,4l
i,65
o,59

Cercle
de rayon 12,5.

Tensions.

6,09
5,29
4,6o
3,83
2,4l

1,67
0,58

Cercle
de rayon 10
Tensions.

6,c8
5,3l
4,63
3,92
2,44
i,6o
0,60

TABLEAU VI IL

Ordonnées de 6 centimètres.

6
5
4
3
2

1

4,71
4,n
3,6i
2,80
i»99
0,9^

4,6o
4,ii
3,6o
2.71
2,00

0,90

4,89
4,i7
3,64
2,80

2,02

0,95

4,77
4,20

3,62
a,78
2,00

0,89

4,75
4,io
3,6o
2,84
2,05

0,91

Interprétation des résultats numériques,

Une fois en possession de ces résultats, il s'agissait de les rassembler
et de les interpréter. Pour y parvenir, j'ai employé un procédé essen-
tiellement physique : je veux parler des constructions graphiques. Toutes
ces constructions ont d'abord été faites sur un excellent papier quadrillé
au millimètre et en prenant 5o millimètres pour unité»

J'ai choisi alors des axes de coordonnées rectangulaires, en prenant
pour abscisses les points étudiés sur chaque ordonnée de mes plaques,
et en élevant sur chaque point de division des perpendiculaires pro-
portionnelles aux intensités mesurées.

Je n'avais plus qu'à joindre ces perpendiculaires par un trait cont inu
pour avoir des courbes représentant la variation du magnétisme libre
sur chaque ordonnée étudiée de chaque plaque.

Les aires comprises entre ces courbes et leurs axes de coordonnées,
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évaluées avec les soins les plus minutieux, m'ont donné la totalité du
magnétisme libre répandu sur la totalité d'une ordonnée.

On peut remarquer tout d'abord, en se reportant aux tableaux III,
IV, V, etc., que pour les cercles et les ellipses qui ont même axe ma-
gnétique, les tensions sur des ordonnées de mêmes longueurs, voisines
de l'axe, peuvent être considérées comme étant exactement les mêmes;
ainsi, pour des ordonnées de i5,i4 6t même de 12 centimètres, on
obtient sur chaque ordonnée de longueur déterminée les mêmes
courbes pour les cercles et les ellipses; mais, à mesure qu'on s'écarte
des axes des aimants, les différences relatives entre les courbes con-
struites sur les mêmes ordonnées vont en croissant tout en restant
faibles.

Aussi semble-t-il au premier abord que, dans les aimants dont Je
m'occupe, le magnétisme soit distribué suivant des filets perpendicu-
laires à la ceinture moyenne, et que la loi de distribution des tensions
sur chaque filet ne dépende que de leur longueur. Le problème serait
alors singulièrement simplifié; en effet, si pour un acier d'épaisseur,
de trempe et de nature déterminées, la totalité du magnétisme sur une
ordonnée de longueur déterminée est donnée par une fonction/Qy) de
cette ordonnée, on arrive aux conséquences suivantes.

Le magnétisme répandu entre deux ordonnées in f in iment voisines
est / { y } dx et, si x = cp {y} est l 'équation de la courbe limitatrice de
l'aimant, on a

f^clx=f[r}<f'[y}^

de sorte que le magnétisme total répandu entre deux ordonnées ^
et ja serait

F'fWW et <r.
î

Un examen attentif fait voir que le problème est bien autrement
compliqué. En effet, dans les régions axiales d'un aimant, l 'influence
de la forme est peu sensible, à moins que l 'aimant ne se termine par
des pointes aiguës; mais, à mesure que l'ons'éloigne de l'axe, la distri-
bution estdifférentesuivantles différentes formes et c'est ce quemontrent
les tableaux VI, VII et VIII. On doit prendre d'autant plus garde aux
différences de ces tensions que leurs valeurs absolues sont plus petites.
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Cela posé, j'ai étudié les totalités du magnétisme répandu sur chaque
plaque; pour cela, j'ai pris des axes de coordonnées rectangulaires, et
sur Faxe des abcisses j'ai porté des longueurs proportionnelles aux or-
données étudiées; par chaque point de division j'ai élevé des perpendi-
culaires proportionnelles aux aires des courbes qui donnent la totalité
du magnétisme répandu sur les ordonnées des plaques.

Je donne, dans le tableau n°IX, les nombres qui ont servi à cette con-
struction.

TABLEAU IX,

Cercle Ellipse Ellipse Cercle Cercle
de <%==io, <a==i5, de de

Ordonnées. Abscisses, rayon 15. ^==i5. ^==10. rayon 12,5. rayon lo.
. - . •••——wwiBB——--^.—»——•"-—--^. Aires. Aires. Aires. • Aîrcs. Aires.

i5 o o » » » 55,55 56,26 » » ï)
i4 5,38 3,53i » » )) 4 9 y ^ ï 49 7^6 » » x
12 9 6 » » î> 4 t ï i 8 4^7!^ )) 44?^>o »
10 i l , i 8 7,45 o 7?50 ° 32,49. 3a,55 3a,io 33,49 33,ou
8 i2,68 8,46 9 9.59 6 24,37 ^4,43 a5,o9 M.36 ^4,3o
6 i3,74 9 7 Ï 5 12 io,9^ 8 i5,<j6 16,00 i5 ,ox 15,90 i5,89

En faisant la quadrature des aires comprises entre les axes de coor-
données et les courbes représentant la variation du magnétisme ré-
pandu sur toute l 'ordonnée d'un point quelconque du bord de chaque
plaque, j'ai obtenu les totalités du magnétisme libre répandu sur chaque
plaque.

Comme le résultat que j'ai obtenu m'a causé une surprise extrême,
j'ai recommencé ces opérations avec le plus grand soin. Voici les nom-
bres qui mesurent la totalité du magnétisme répandu sur chaque
plaquer:

Pour le cercle de rayon i 5 . . . . . . . . . . . . . . . . 588,785
Pour l'ellipse a-== 10, b = = i 5 . . . . . . . . . . . . . . . 391,134
Pour l'ellipse a =: i5, b = = i o . . . . . . . . . . . . . . . 388,012
Cercle de rayon i3»5.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 403,370
Cercle de rayon 1 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a58,4oo

Or, si l'on divise ces nombres par les carrés des rayons pour les
cercles, et par les produits des moitiés des axes pour les ellipses, on
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trouve les quotients successifs :

w=^
W-^
3-SS^=.,S?,i5o

403,870
-TsyTâ-----2'5"1

258,4oo
2,584.

Enfin une dernière ellipse très-allongée (3o centimètres pour le grand
axe, et 10 pour le petit) donne comme totalité du magnétisme
193,807, nombre qui, divisé par 7$, donne encore le même quotient
.2,584. Ainsi, dans les aimants circulaires et elliptiques, la to ta l i té du
magnétisme répandu sur chaque plaque est proportionnelle aux aires
sur lesquelles il est répandu : il reste à voir comment est distribué ce
magnétisme sur les différentes plaques.

Forme hyperbolique des filets magnétiques dans les aimants circulaires
et elliptiques.

Si l'on se reporte aux tableaux précédents d o n n a n t les tensions ma-
gnétiques sur des ordonnées d'égales longueurs, on voit que, pour les
mêmes ordonnées étudiées sur des plaques différentes, ces tableaux
diffèrent très-peu ; mais, à mesure qu'on s'éloigne des axes des aimants ,
les différences s'accentuent; en voici la raison :

Dans tous les aimants que je considère dans ce travail, les tensions 1
sont données sur la ligne axiale par la formule

( w ) 1= A [a6 — a-2},

dans laquelle z est la distance d'un point quelconque au centre de
l'aimant. A et a sont deux paramètres.qui, pour un même acier, no
dépendent sensiblement que de la longueur de l'axe, pourvu cependant
que la courbe limitatrice de l'aimant n'ait ni points d'inflexion, ni
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points anguleux et que ses dimensions transversales ne soient pas trop
faibles par rapport à son axe longitudinal,

Les deux quantités A et a varient avec la longueur de l'axe suivant
deux lois que je vais établir tout à l'heure.

Si, après avoir vérifié que la formule [m) s'applique parfai tement
aux tensions répandues sur l'axe de l 'aimant, on vient à Ressayer pour
des ordonnées de plus en plus marginales, les différences relatives
entre les résultats du calcul et ceux de l'expérience sont de plus en
plus marquées.

Il en est de même de tous les essais que Fon fait pour trouver des
lois simples représentant la distribution magnétique sur des ordonnées
rectilignes, perpendiculaires à la ligne neutre,

Mais toute difficulté disparaît si l'on considère sur la surface des ai-
mants une série d'hyperboles ainsi définies.

Que par chaquepoint du contour de la plaque on trace une hyperbole
ayant son axe transverse dirigé suivant la ligne neutre, et ayant l'axe de
la plaque perpendiculaire à la ligne neutre pour axe non transverse en
grandeur et en direction, on aura une série de lignes où l'intensité du
magnétisme libre en un point quelconque est donnée par la formule

l^k^-a^},

dans laquelle À est la longueur de l'arc rectifié d'hyperbole sur la-
quelle se trouve le point considéré; cette longueur est comptée a part ir
du point où l'hyperbole coupe la ceinture moyenne.

Quant à A et a, je vais bientôt donner les lois de leurs variations*
Voici une série de seize tableaux donnant, avec les tensions mesurées sur
des points déterminés des hyperboles, des tensions calculées d'après la
formule 1 = A ( a À — a - " A ) ; à ces tableaux correspondent les fig. 1 ,3,
3, 4, 5, où les hyperboles sont tracées en lignes pleines. Les points
étudiés portent les mêmes lettres sur les figures que dans les tableaux.
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TABLEAU X.
Ligne axiale. Cercle de rayon i5.

A == i,6'25, / ? = = ï , ï 2 5 i , I = A ( ^ r — c r 3 ) .
z. ï mesuré. 1 calculé.
ï5 9,25 9,'244
l4 8,12 8 , ï42
12 6,25 6,290
ïo 4,8o 4,781
8 3,5i 3,536
6 2,48 2,494

TABLEAU XI.
Cercle de rayon ï5 [fig. ï ) . Hyperbole BC.
I = A^—-^), A ==i,836, ^==1,1217.

Points étudiés. Ordonnées. Abscisses, h. Ï mesuré, ï calculé.
B i4 5,38 CB=:i4,o94 8,91 8,900
D i3 5,ai CD ==13,078 7,87 7,835
E 12 5,o4 CE =12,064 6,8i 6,878
F i i 4,86 CF=n,o5i 5,95 6,oi4
G ïo 4,73 CGr==io ,o42 5,28 5,237
H 9 4,59 CH == 9,o32 4,56 4,529

TABLEAU XIÎ.
Cercle de rayon ï5 (fi'g. ï ) . Hyperbole K'K.
1 == A ( ci11 — a"'1 ), A == 2, ï a8, ^==1,1212.

K ï2 9 K / K = = I 2 , I 9 5 8,08 . 8,o5i
L ï i 8,71 K ' L = = ï i , i 5 4 7,00 7,oo3
M ïo 8,44 K'M ==10,119 6 , i4 6,095
N 9 8,19 K/N == 9,089 • 1 » »
0 8 7»9^ ^0== 8,o66 4,52 4,5o4
F 7 7,74 KT == 7,o45 3,85 3,8io

TABLEAU XIII.
Cercle de rayon i5 [fig. ï ) . Hyperbole y^.

1 == A (a71— a^}, A == 3,3ooo, a == 1,0964.
Q ïo n ,T8 Q /Q=IO,2I9 7 ,16
H 9 ïo,84 0^= 9,ï63 6,25
S 8 io,54 Q'S^ 8 , 1 1 9 5,43
T 7 Ic )7^6 Q'T^= 7îû8i 4,58
U 6 * ïo,oï Q'V== 6,o5i 3,8o
V , 5 9,80 Q'V=== 5,o3o 2,48
Ann. de l'Èc. Normale, 2e Série. Tome V. —-JUILLET r876. 3û

7 , 1 6 6
6,207
5,4o3
4,612
3,84x
2,439
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TABLEAU XIV.

Cercle de rayon i5 [fi§. i). Hyperbole X'X.

î=A.(ah—rt;^), A ==3,980, a •= 1,0901.

Points étudiés. Ordonnées. Abscisses, h. ï mesuré.

X 8 ia,68 XX' == 8,ï84 6,o5
Y 7 ï2,35 X'Y^ 7,121 5, i5
Z 6 12,o5 X'Z == 6,077 4,33
W 5 i i , 8o X'W^: 5,047 3,5o
^ 4 i l , 09 X'a === 4,03,6 ^î79

TABLEAU XV.

Cercle de rayon i5 [fig. ï). Hyperbole pv.

6 i3,74 v'p==: 6,111 4,71
5 i3,45 v^rr: 5,070 3,87
4 i3,2i v ' ^ === 4}04a ^;7^
3 i3 ,o ï ^'v == 3,oaa 2,3o
a 12,80 v^ == a,ooa i>

TABLEAU XVI.

Ellipse a == 10, 6 == i5 (/^ 4). Hyperbole B'B.

B lo 7,45 BB'===10,095 7,17
C 8 7,oa ^0== 8,047 5,40
t> 6 6,68 B 'D^ 6,019 3,74

TABLEAU •XVII.

Ellipse a == 10, ^ == i5 (^. 4). Hyperbole E'E.
E 8 3,46 1^== 8,178 6 , i i
F 6 P^o ET^: 6,066 4,23
G- 4 7?8o E'G^ 4,017 3,5i

TABLEAU XVII!,

Ellipse a == 10, h == 15 [fig. 4 ). Hyperbole B'B,
H 6 9 ? ï ^ H'H^ 6,074, 4,6o
K 4 8,80 H'K== 4,040 2,75
L 2 8,58 IfL^ a,ooi »
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TABLEAU XIX.

Ellipse a == i5, h == 10 (fîg. 5). Hyperbole BB'.

Points étudiés. Ordonnées. Abscisses, h. 1 mesuré. 1 calculé.
B ^ 9 B'B == 8,297 6,14 6,i3
D 6 8,19 ^0= 6,i44 4,3l 4,37
E 4 7^56 B'D= 4,<>44 a,77 a, 79

TABLEAU XX*

Ellipse a = i5, h == 10 (^-. 5). Hyperbole C'C.

C 6 12 C'C=== 6,299 4,89 4,85
G 4 ï i , o 8 C'G == 4,098 2,77 2,75
"P a 10,49 C'F == 2,088 1,70 1,76

TABLEAU XXÎ.

Cercle de rayon 12,5 [fig. a). Hyperbole AA/.

A, ïo 7,5o AA'==10,179 7, i5 7,18
B 8 6,94 A'B = 8,oi3 5,89 5,33
C 6 6,49 A / C = = = 6 , o 5 3 3,8a 3,80
ï) 4 6,09 AT = 4,014 » »

TABLEAU XXII.

Cercle de rayon 12,5 (fig. a). Hyperbole G'Gr.

G 8 9,59 ^0== 8,179 6,00 6,o4
F 6 8,97 GT=== 6,104 4,25 4,^9

D 4 8,48 ^D^ 4,o45 2,78 2,79

TABLEAU XXIII.

Cercle de rayon 12,5 [fi'g. a ). Hyperbole G7 G.

ïî 6 ïo,96 H/H== 6 , x i 9 4,77 4,72
K 4 ro,38 Ï-Ï'K === 4,043 2,75 2,79
L 2 io,oi H 'L= a,o34 1,07 ï ,oo

. TABLEAU XXIV.1

Cercle de rayon 10 (j^-. 3). Hyperbole AA'.

A 8 6 A'B == 8 , ï4o 6,08 6,02
B 6 5,46 A/B=== 6,071 4,a3 4,28
C » 4 ^î^ A/C == 4,027 2,71 . 2,78

3o.
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TABLEAU XXV.

Cercle de rayon 10 [fig. 3). Hyperbole EE'.

Points étudiés. Ordonnées. Abscisses, ï mesuré. 1 calculé.

E 6 » EE7 4,75 4 ,7^
F 4 » ET 2,67 a,7i
n ^ « TT/Fî. ^ ^G 2 )) E'Gr )> »

Ainsi donc les lignes où se retrouve la loi de distribution donnée
par la formule
( ï ) I = A ( ^ -a^}

sont bien les hyperboles que j'ai définies plus haut . On sait cjue la for-
mule ( ï ) représente la loi de distribution du magnétisme sur un bar-
reau mince et de longueur finie; elle a été donnée par Biot à la suite
des recherches expérimentales de Coulomb.

Depuis, Green l'a retrouvée comme conséquence de sa théorie ma-
thématique, et les récents travaux de M. Jamin la rendent définitive.

Je me propose maintenant de rechercher les lois qui président aux
variations de A et a, à mesure que l'on s'éloigne des axes des aimants.
On voit déjà par les nombres des tableaux précédents que a est (fau-
tant plus grand que le filet est plus long, et A est au contraire d 'au tan t
plus petit; mais l'expérience prouve que ces deux coefficients tendent
vers une limite quand la longueur de l'aimant croît indéfiniment, et
M. Jamiîi en a récemment donné la valeur pour des aciers déterminés.

A mesure que le filet hyperbolique diminue, a diminue et tend vers
l'unité et A vers l'infini. On sait que M. Jamin, en augmentan t répais-
seur des aimants, a pu en construire dans lesquels a atteignait une va-
leur égale à l'unité pour des longueurs finies de l 'a imant: c'est l'ai-
mant normal ou mieux Faimant saturé.

Maintenant que l'on sait dans quel sens varient A et a, je me pro-
pose d'établir les lois précises de leurs variations dans les a imants
elliptiques et circulaires.
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Lois des variations des coefficients A. et a.

1° Les tensions 1 du magnétisme libre aux extrémités de chaque filet,
hyperbolique sont données par la formule

I, = -' arc lang —== A ( âA — a-^).
TT n

Dans cette formule, /^ est la longueur de l'arc d'hyperbole rectifié,
mesuré depuis la ceinture moyenne jusqu'au bord de la plaque. L re-
présente la tension a l'extrémité d'un filet de longueur infinie; dans
toutes mes expériences, cette constante s'est trouvée égale à- 17,1011.

Quant au coefficient k, il n'est absolument que pour une plaque
donnée; mais ses variations sont si faibles avec les plaques que j'ai étu-
diées, qu'il est impossible d'en donner la loi.

C'est précisément une question dont je m'occupe : en é tud ian t des
aimants dont les dimensions transversales prennent des valeurs de plus
en plus petites, j'ai déjà reconnu que k diminuait en même temps que
les dimensions tranversales des aimants.

Ainsi la formule
, L A.( d ) 1. =- arctang-p

2

qui convient parfa i tement pour une plaque unique, devient empirique
quand on. essaye de rétendre à des plaques de formes et de dimensions
diverses.

Pour les plaques dont il est question dans ce Mémoire, k oscille
très-peu autour de la moyenne x3,2i3.

2° Si l'on mesure les aires comprises entre les courbes 1 = A (a^ — a-^)
et les axes de coordonnées, ces aires

f '' A (^ — a^) = T- (a^ -1- cr^ ~ a)
Jo La

représentent la totalité du magnétisme libre répandu sur chaque filet;
si, dis-je, on mesure ces aires, on trouve qu'elles sont toujours propor"
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donnelles aux carrés des tensions 1 du magnétisme libre a l'extrémité
de chaque filet, ce qui condui t à la formule

( ( B ) A [a^ -4- a-^ — 2) == CI? = CA2^ -- a~A)2.
Ijû

Dans toutes nies expériences, G a conservé la valeur 0,64919 de sorte
que l'on a finalement

a1^ -+- a~~1^ — 2 „ , A / / /^———„————==0,6491 +• A^i — a-^i).
La

Les deux formules (a) et (/3) déterminent complètement les valeurs
de A et a qui correspondent à un filet quelconque de longueur h^

Ici une remarque est nécessaire; on a vu que dans le cercle la loi de
distribution sur un rayon quelconque est donnée par la formule

I=A(aP—<x-P) ;

il semblerait donc que les rayons obéiraient à la loi de distribution
trouvée par Coulomb, et qu'i l n'y aurait pas de raison pour donner aux
hyperboles qui viennent d'être étudiées le nom de filets magnétiques
plutôt que de ne pas étendre aussi cette dénomination aux diamètres
des cercles.

Il est facile de voir qu'il existe une différence capitale entre les lois
de distribution sur les hyperboles en question,et que je nommerai dé-
sormais lignes homomagnétiques, et les diamètres.

En effet, sur tous les diamètres des cercles, a est constant et A ne
varie que suivant une loi qui n'est pas la même que celles des variations
de A sur les hyperboles, mais qui s'en déduit . Les hyperboles homo-
magnétiques jouissent d 'une propriété essentielle, caractéristique des
filets magnétiques : c'est que la totalité du magnétisme répandu sur
chacune d'elles est pour un même acier proportionnelle au carré de la
tension existant à son extrémité.

Cette loi est très-importante ; j'ai tout lieu d'espérer de pouvoir l'é-
tendre aux autres aimants, et elle ne se retrouve nullement sur les
diamètres des cercles aimantés.

Cela posé, je donne deux séries de tableaux: dans la première, formée
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des cinq premiers, on trouve la vérification de la formule

r L ^L = ^ a r c î , a n g ^ .

Dans les cinq tableaux qui suivent, se t rouvent les aires calculées
par la formule

(P) aire == 0,6491^,

et en regard les aires données par la formule

(y)

Loog'iieur
de rhyperbolfâ

rectifiée.

i5
14,094
12,195
"10/219

8 , ï 8 4
6, n i

i5
10,095
6,074

ÏO

8,297
6,%99

10

8, i4o
6, ïo5

Abs(
de rexl

de riiyji

0

5,38
9
6,

12,
ï3 ,

0

7 ?
9?

0

9
î %

0
6
8

A ,a i r e = — - ( <
L'a

Cercle d

îisse
1-rémité c
ici'bole. d<

l8
68
74

Ellipse c< ==

4,5
ï6

Ellipse n ==

Cercle de

^ ^, ̂ -À, —— ^ '

e rayon i5.

Ordonnée
le ï'extrémité
3 rhyperLole.

i5
14
I'À
10
8
6

ïo, b == i5.

i5
ÏO

6

i5, b == ïo.

10
8
6

rayon 10.

10
8
6

>.

Tension

nics'urées.

9,^5
8,9ï
8,08
7 , ï 6
6,o5
4,71[

9,3i
7^7
4,6o

7,00
6,i4
4,89

7, i i
6,o8
4,75

s extrêmes

calculées.

9,^5
8,90
8,o5
7,16
6,o3
4,71

9,'25
7,10
4,58

7,o5
6, io
4,83

7,05
6, o i
4?71
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Cercle de rayon 12,, 5-

Longueur
de rhyperbole de

rectifiée, de
12

10

8
6

Longueur de Pby^
rectifiée.

I2,ÏCl5

8, l84
6,111

8,^97

ïîi.,5
10,179
8,179
6,ïï9

Cercle de rayon 10.

8 i4o
6,io5

.5
, t79
,179
^^

i5
14,094

10,2.19

i5
10,095
6,074

10

6,299

10

Abscisse
l'extrémité

l'hyperbole.
0
7,5o
9»59

10,96

Cercle

»erbole
diapré

Ellipse ci

Ellipse a

Cercle

Ordonnée
de l'extrémité

de l'hyperbole.
12,5

10

8
6

de rayon i5.

Aires
s la formule /3.

55,55
5i,84
4a,4^
33,o3
28,66
i4,39

s==io, b = i5.

55,65
32,9l
i4,oi

s==i5, b^îo.

3a,io
24 ̂
15,11

de rayon 12,1.

44, a3
33,39
23,4% '
i 4 , 4 i <

33,oo
a4,2.9
ï4,39

Tensions es

niesurées.
8,2.8
7, i5
6,09
4,77

Aires
d'après la formule y.

55,55
5i ,4i
4s, 37
33,3a
-23,75
i4,99

56,a6
33,oo
i3,73

3ï,8o
2.4, i5
i5 , i4

44,5o
33,19
a3,36
14,99

33,8x
a4,ï.4
î4,99

ctrômes

calculées
8,aa
7, i4
6,00
4,71"
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Des lignes iso dynamiques dans les aimants circulaires et elliptiques,

On vient de voir dans les pages précédentes que, pour résoudre d 'une
façon simple le problème de la distribution du magnétisme libre dans
les aimants circulaires et elliptiques, il a suffi d ' introduire la considé-
ration de coordonnées curvilignes hyperboliques, que je nomme lignes
homomagnétiques.

Mais ce n'est pas là, à beaucoup près, le seul avantage de ces lignes;
elles donnent en outre, avec la plus grande facilité, les équations des
courbes isodynamiques, qu'il ne serait peut-être pas possible d'obtenir
par toute autre considération.

En effet, si Fon cherche a représenter par une équation algébrique
les lignes isodynamiques de l'aimant circulaire, on est arrêté par des
difficultés aussi grandes que celles qui se présentent quand on cherche
une loi simple exprimant la distr ibution du magnétisme, suivant des
ordonnées rectilignes perpendiculaires à la ligne neutre; mais, si l'on
vient à prendre pour ordonnées curvilignes les hyperboles définies plus
haut, le problème se réduit à une simplicité inespérée.

En effet, sur les cercles et les ellipses les lignes isodynamiques sont
les courbes transcendantes représentées par l 'équat ion

{P}
^ h2

r^-^rb1 b2'
l.

x est une abscisse rectiligne ordinaire comptée parallèlement à la ligne
neutre, À est une ordonnée curviligne comptée sur l'hyperbole homo-
magnétique, depuis le point étudié jusqu'à la ceinture moyenne, r est,
dans le cas du cercle, le rayon et dans les ellipses la moitié de la ligne
neutre, b est la distance du centre de la plaque au point où la courbe
isomagnétique coupe l'axe de l'aimant perpendiculaire à la ligne
neutre.

Je termine ce travail en y ajoutant :
i° La/?§". 6, figurant un cercle de 3o centimètres de diamètre, où la

ligne neutre est indiquée en toutes lettres, les hyperboles en traits
pleins et les lignes isodynamiques en ponctué mixte.

Afin. de î'Éc, Normale, 2e Série. Tome V. — JUILLET 1876. 3î
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2° Un tableaa contenant les nombres correspondant à dix-neuf points
pris sur les régions les plus diverses d'un quart de l 'aimant, ces points

sont marqués par des lettres sur la figure. En regard de chacune de ces
lettres se trouvent les nombres qui donnent les tensions magnétiques
d'une part, et de l'autre le résultat de la substitution des coordonnées
de chacun de ces points dans le premier membre de l'équation
s \ ! ^ À2-.[ p ) TT^^F--1-

Ce résultat diffère assez peu de Funité pour que les différences puis-
sent rentrer dans les erreurs dues à l'expérience et au calcul toujours
approximatif des coordonnées curvilignes.

Enfin, j'ai réuni dans une accolade les points qui se trouvent sur une
même ligne isomagnétique»
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relisions. Points étudiés.

0,75
0,77
o,73

i ,54
i,6o
ï,6o

a,49
a,58
a,5r
3,5i
3,53
3,5i

( 4,8o
4 ; 9^
6,25
6,3o
6,3i

( 8,12
) 8,12

A
H
f!

B
r

M
r"1

N
o
D
P
Q
E
R
F
S
T
G
U

Abscisses
de ces points.

0
4?ooo

12,802
0
7,263

i3,oo5
0

4,237
13,270

0

7»756
i3,4o4
0
4,45t
0
4,898
8,537
0
5,a55

de
c

Ordonnées
hyperboliques le ^
de ces points, de

2
1,892
ï ,101

4
3,4i5
2,001

G
5,712
3,ai8
8
7,129
4,554

ÏO

957 I 3
12

î i , 5 i 4
io,58o

ï4
i 3 , 4 ï ^

Résultats
la substitution
le •x et de h

dans
crémier membre
l'équation (^).

I , 000

o?959
1,018
I , 000

0,946
0,975
I ,000

0,974
o,963
I ,000
I ,002

o,945
r , ooo
ï , ooG
I ,000
o,985
0,974
ï , 000
o,983

CONCLUSION.

Le problème de la distribution du magnétisme libre dans les aimants
circulaires et elliptiques est résolu par les lois dont la recherche fait
l'objet de cette étude.

Cependant je ne puis quitter la question qui vient de m'occuper sans
remarquer que la marche que j'ai suivie peut être susceptible de géné-
ralisation. On peut, pour d'autres aimants que les circulaires et les
elliptiques, rechercher les lignes homomagnétiques, et trouver l'expli-
cation de ces phénomènes de distribution si peu étudiés et connus sous
le nom ^ influence des bords et des angles.

Une remarque analogue peut être faite au sujet des lignes isodyna-
miques : remarquons que, dans le cas des ellipses, ces courbes seraient

3 t .
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toutes des ellipses homofocales, ayant pour foyers les deux extrémités
de la ligne neutre, si l'ordonnée hyperbolique h était une ordonnée
rectilignej.

Ainsi une relation intime existe entre la forme de la courbe algé-
brique qui termine l'aimant elliptique et celle des courbes transcen-
dantes qui sont les lignes isodynamiques, à la condition de remplacer
les ordonnées rectilignes par des ordonnées curvilignes comptées sur
les hyperboles homomagnétiques. ,

II ne serait peut-être pas téméraire d'espérer pouvoir résoudre, par
des considérations analogues, le problème delà distribution du magné-
tisme sur des plaques d'acier, terminées par des courbes de formes
diverses, mais géométriquement définies.


