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NON-UNICITE
POUR DES OPERATEURS DIFFERENTIELS
A CARACTERISTIQUES COMPLEXES SIMPLES

Par S. ALINHAC

Introduction

Dans cet article, nous énongons et prouvons (de fagon constructive) un théoréme de non-
unicité pour des équations aux dérivées partielles (elliptiques ou non) a caractéristiques
complexes simples (et a coefficients de classe C®). En particulier, il apparait que les
opérateurs elliptiques a caractéristiques simples, qui ont I’'unicité de Cauchy a partir de toute
hypersurface (d’aprés Calderon [8]), n’ont pas, en général, d’unicité forte a partir d’une sous-
variété de codimension supérieure & un.

Cela souligne le caractére exceptionnel du résultat classique d’Aronszajn et Cordes ([5], [9])
et de la propriété de forte unicité en général.

I. — Le résultat principal

Considérons au voisinage de I’origine dans R" (n = 2), une sous-variété M, de classe C*, de
codimension 2, que nous supposerons donnée localement par les équations x=y=0 [les
coordonnées dans R" étant notées (x, y, t), te R"~2].

Soit P=P(x, y, t,D,,D,, D,) un opérateur différentiel d’ordre m (m = 2) a coefficients de
classe C® pres de 0, de symbole principal P, (x, y, t, &, n, 7).

Rappelons qu’une fonction u, de classe C®, est dite plate sur M, si pour tout o, D*u=0
sur M. Nous pouvons énoncer le théoréme principal.

THEOREME. — Supposons que p,, (0,0, 0, 1, n, 0) posséde deux racines simples non réelles et
non conjuguées.

Alors il existe un voisinage V de 0, et des fonctions ac C* (V),ue C*(V), plates sur M n 'V,
telles que Pu—au=0 dans V, et supp u est un voisinage de 0.

Remarques. — (i) Dans cet énoncé, on ne suppose pas que P est elliptique, ni méme
transversalement elliptique a M.

(ii) L’hypothése du théoréme est indépendante du choix des coordonnées, puisque c’est
une propriété de p,, restreint au plan conormal & M en 0.
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386 S. ALINHAC

Précisons quelques termes. Nous dirons que P a la propriété de forte unicité en un point m
d’une sous-variété M (de codimension quelconque), si « Pu=0 et u plate sur M » prés de m,
implique « u=0 prés de m ». La forte unicité est dite stable si, pour toute fonction a, plate sur
M, l'opérateur P +a a la forte unicité en M.

C’est un résultat classique d’Aronszajn [5] et Cordes [9] que si P est elliptique d’ordre 2, &
coefficients réels (assez réguliers), P a la propriété de forte unicité stable en tout point. Ce
théoréme a été affiné par Alinhac et Baouendi [4] qui montrent que P a la forte unicité stable
en 0si P, (0, D,) est a coefficients réels.

Cela n’est plus vrai si on considére des opérateurs a coefficients peu réguliers; Alinhac et
Baouendi [3] construisent un exemple, dans le plan, d’opérateur P, homogéne d’ordre 2, a
coefficients continus, satisfaisant P(0, D,)=A, qui n’a pas la forte unicité en 0.

Le théoréme présenté ici, au contraire, suppose les coefficients C *, et s’applique au cas ou
les coefficients en 0 ne sont pas réels; il fournit, en dimension 2, la réciproque suivante :si P est
elliptique d’ordre 2 a caractéristiques simples, P a la forte unicité stable en 0 si et seulement si
P, (0, D,) est a coefficients réels.

Plus généralement, on a le corollaire :

CoROLLAIRE. — Soit P un opérateur elliptique d’ordre 2 a caractéristiques simples. Si
P,(0, D,) n’est pas a coefficients réels, il existe une sous-variété M de classe C*, de
codimension 2, M 30, pour laquelle P n’a pas la forte unicité stable en 0.

Remarques. — (i) En fait, dans ce corollaire, presque toutes les sous-variétés M (de
codimension 2) conviennent.

(i) D’apreés le théoréme d’unicité de Calder6n [8], P a la forte unicité stable en O pour tout
hyperplan M.

Le résultat du corollaire est vrai aussi lorsque P est elliptique & caractéristiques simples, et
d’ordre m=3; cela éclaire la condition du théoréme 3 de [4] et montre que le résultat
conjecturé par Sitnikova [10] n’est jamais vrai.

Il faut noter ici le contraste avec le cas ou M est analytique réelle et P est a coefficients
analytiques; on sait alors, d’aprés un travail de Baouendi et Zachmanoglou [6], que
Iellipticité de P transversalement a M implique la forte unicité de P en M.

Enfin, si P a des caractéristiques réelles simples (normales ou non a M), P n’a que rarement
la forte unicité en M. Cela résulte des travaux de Baouendi, Treves et Zachmanoglou [7](dans
le cas analytique) et de Alinhac et Baouendi [4] (dans le cas C®), si p,, est complexe; si p,, est
réel, il est souvent possible de construire une hypersurface SoM, en laquelle P n’a pas
I'unicité de Cauchy stable (cf. la discussion en [1], et la bibliographie citée a ce propos).

II. — Preuve du théoréme : construction des fonctions u et a

1. LESPHASESETLEUR GEOMETRIE. — (a) Le probléme étant local au voisinage dun point de
M, on peut supposer que ce point est I’origine et que

M={(x,y, )eRxRxR"" % x=y=0} localement.
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L’hypothése du théoréme signifie alors que le polynéme P,, (0, 0, 0, 1, X, 0) posséde deux
racines en.X non réelles, simples et non conjuguées, notées A [on a désigné par
pm(x, ¥, t, &, n, 1) le symbole principal de I'opérateur P(x, y, t, D,, D,, D,)].

Sil’on pose p,, = Y a.p, % NP 17, on voit en appliquant le théoréme des fonctions
lal+IBl+lvl=m
implicites a p,, considéré comme fonction des a4, et de (§, n, ) au point (a,g, (0), (1, xg , 7)),

qu’il existe des fonctions A, (x, y, t, &, 1), C* et homogénes de degré 1 en (£, 1) dans un
voisinage conique de (0, 0, 0, 1, 0), holomorphes en (&, 1) au voisinage de (1, 0), telles que
1, (0,0,0,1,0)=A7, et

Pm(X, Y, L, {;, )\’i . T)EO
(b) On considére le probléme de Cauchy :

0 =A,[x t—a-— _(Z
oy PxThe (O b o e G O )

¢, ly-o=x.

Comme A, est complexe, et la surface { y=0} est non caractéristique, on choisit pour ¢,
I'une des fonctions C* dont toutes les traces sur { y=0} sont formellement données par
I’équation a résoudre, en sorte que 1’on aura

0

0o, 0@
a_y (pi —;\‘t (-x, Y, t, —a?i, ati > plate sur {y:O}

@, (x,y, )=x+yAr, (x,0,¢,1,00+0(y*)=x+yr, (0,0, 1,1,0+0(p?,
ou (p, 6) sont les coordonnées polaires dans le plan (x, y).
Notons que, comme A, est non réel, pour p<p, :

1 .
EP§|(P¢(x,y, t)lé cp (C>O)7

on posera

I, =x+yr,;(0,0,¢,1,0)

(« partie linéaire » de ¢ ), en sorte que ¢, =I, (1+0O(p)).
(c) Posons (avec o proche de 1 a choisir plus tard) :

al,
l_

s(0)=

(ot comme dans la suite, on omet d’écrire la dépendance en ¢, pour alléger).
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— Soit &, (0,0, ¢, 1, 0)=b, +ic, ; si s est constante, s=o (car [, =[_ sur y=0), donc
(Lo 12=|1_]% soit 2(b,—b_)cos0+(c% —c2)sin0=0

ce qui n’est possible que si b, =b_, c3 =c?;
Par hypothése, ceci est exclu pour t=0, donc aussi pour ¢ petit;

— Par un calcul direct, on voit facilement que s’ a au plus quatre zéros sur le cercle.
Comme s est n-périodique, elle posséde donc exactement deux maximums 6 _ et 6 _ 4+, et
deux minimums 0, et 6, + 1 (dépendant de fagon C* de t). On a

O)=1=>@0,), g(e_)>§<e+),;

R|w
R | w

on peut donc choisir a =0a, pour obtenir
sO_)>1>s(04).

1l y a alors exactement quatre points 0;(x) (i=1, 2, 3, 4) ou s=1 et en ces points, s'#0.

(d) Désignons par y, (0) des fonctions C* sur le cercle unité, indépendantes de ¢, nulles
dans un petit voisinage V, de 8, (valeurs pour t=0), identiquement égales a 1 hors d’un
voisinage un peu plus grand V + (avec V. V_=0; ces voisinages seront précisés
ultérieurement).

Dorénavant, les phases @, ne seront considérées qu’en des points (x, y, t) ¢ petit,
Oesuppy, ,0<p=p,petit. Il est clair alors que les valeurs de ¢, €vitent un rayon fixe dans
C,etl'on notera arg ¢, des choix continus quelconques (éventuellement différents pour ¢,
et ¢ _ mais déterminés une fois pour toutes dans la suite) de I’argument dans ces zones.

(e) Posons alors

1 1 .
-, v>0 & choisir.

- (P_V— (0 1)
On a

(@l,) Tl 1)

(Tl
f“”‘(p) [(L)v l]‘

Calculons une expression approchée de Re f (6) :

1 1 1 1)
Z= - (140(p)"~ (14+0(p)" [‘“ ) —1+0<p)J= (a;)vf(eHO(P)’

avec

l v
(c(xl ;3 =s"[cosv(argl, —argl_)+isin v(arg |, —arg [ )],
LN -
— ——p—(cosvargl++zsmvargl+),
p
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d’ou

Ref(e)=<|l+’
p

>_v (s"=14+0(v?)=v(log s+O(V)).

Cela montre, compte tenu des propriétés de s indiquées en (c), que pour 0<v=v, assez
petit, Re f(0) posséde sur le cercle exactement quatre zéros 0; (o, v), qui sont ceux, voisins des
0;(a), donnés par le théoréme des fonctions implicites.

2. SOLUTIONS APPROCHEES DANS LE NOYAU DE P. — Pour éviter de doubler les formules
POSONs @, =AP ., §_=¢ _.

(a) Nous cherchons des solutions approchées sous la forme familiere de ’optique
géométrique

ou les E; satisfont E;=E;_; pour j=1. On a
P(a’E;(¢)= ) E{" P(¢) L,a’,
1=0
ou L, est un opérateur différentiel d’ordre ! (indépendant de j, mais dépendant de ). En
particulier
L0:i_mpm(V(P)’

N 0 ) a0
L,=i pmg(%)-gﬂmn(w)a—y+pma+q,

ou g est C®,
L,=P.

Lasommewv, estunesolutionformellede Pv, =0 pourvu queles a’ vérifient les équations
de transport

Liai=—Y Lial """ (j=0,1,...),
1=2

avec la convention a? =0 pour p<0.

Ici, on choisit E,(z)=e"*" :

El(z){z Eo(s) ds,

0
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390 S. ALINHAC

Lorsque z évite unrayon de C et v > O est assez petit, les E ;(z) sont bien définies, plates en z=0
[i.e. E;(z)~0 dans son secteur de définition] et de plus

E,

e S EE TR

(pour plus de détails sur ce paragraphe, voir [7] ou [2]).

Comme A{ est une racine simple, la surface { y =0} est non caractéristique pour L, (prés
de 0), et I'on peut résoudre les équations de transport & une fonction plate sur { y=0} prés
[comme on I fait en 1(a) avec les équations de phase], avec des données initiales a2 |,_o =1,
al |,-o=0 (j>1).

(b) En répétant les arguments de [2], on montre que I'on peut choisir des fonctions C *
plates en M :

+
vy~ Y, ot Ej(oy)
=

J

, . ~ & . EJ ~
ou de fagon équivalente v, =E,(¢,) a,,a, ~ Y, a} N (®4)
j=0 0

en sorte que Pv, =r, v, etr, est C* plate sur M (bien entendu, v, n’ont de sens que sur
support x, ).

(¢) Etudions I'ensemble E des points voisins de M ou |v,|=|v_|. On écrit
v,=E,(,) al (1+a,). De la construction méme de v, (cf. [2]) il résulte que a est
une fonction C!, nulle, ainsi que ses dérivées premicres sur M; elle est C® hors de M, et toutes
ses dérivées ont, au voisinage de M, une singularité au plus polynomiale en 1/p.

Alors

1 b by
= Goy ReSO+O0(I+0(p)  d'aprés 1(e).

1+a,
l1+a_

Uy

log

a%
0

=ReZ+log
a

+log ’

Les points (p, 6) de E sont les solutions de
Re f(8)=0(p),

ou O (p) dénote précisément ici une fonction de classe C’ en (0, p) qui est, ainsi que sa dérivée
en 0, O (p); elle est de plus C*® pour p#0, avec singularités polynomiales des dérivées. Cela
montre que, pour p < p, petit,log | v 4 /v _ | n’a pas d’autres zéros que les quatre « branches »
différentiables 6=0;(c, v, p), avec 0;(a, v, 0)=0;(a, v), données par le théoréme des
fonctions implicites. Ici encore, 0; est C® de p pour p#0 et ses dérivées sont a singularités
polynomiales en p=0.

3. MODIFICATION DES SOLUTIONS APPROCHEES. — On pose u, =v, (1+w,), ou w, seront
des fonctions C* plates sur M choisies telles que Pu, =R, u, ,R, étant C* plates sur M et
sur E.
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(@) On a

Pu,=v, P,,(w,)+(1+w,)Pv.+ Y (Qu_v,)D'w,,

O<l<m

ou Q,,_, sont certains opérateurs d’ordre m—1, d’ou

Ny

R

Paw,) I Qu-vs i

=r, +
R 14w, 14w, (&, v,

Les fonctions Q,,_;v, /v, sont C* hors de M, et possédent ainsi que leurs dérivées, des
singularités au plus polynomiales prés de M.

On choisit w, nul sur E, ainsi que ses dérivées normales (sur chaque branche, hors de M)
d’ordre au plus_ m—1.

La condition R, [y =0 sera satisfaite pour un choix convenable de la dérivée normale
d’ordre m de w, pourvu que chacune des branches de E soit non caractéristique pour P.

(b) Un vecteur normal a la i-ikme branche de E en O est le vecteur
(—sin 0;(a, v), cos 8;(a, v), 0).
Drapres 1(c) et (e),

0, de,

%(dﬁ) 0)=?a—

(20) #0
donc pour v>0 assez petit, 08;/0a (g, v)#0.

Comme P ne posséde, dans le plan { t =0}, quun nombre fini de vecteurs caractéristiques,
on peut toujours supposer, quitte a remplacer o, par un o arbitrairement proche, que E est
non caractéristique pour P.

(c) Celaétant, on réalisera R, nulsur E en prenant pour dérivée normale d’ordre mde w,
sur E la trace d’une fonction C* plate en M. On voit alors que, grace aux propriétés de E
expliquées en 2(c), toute dérivée de w,, normale d’ordre m et tangentielle d’ordre
quelconque, calculée a partir de la dérivée normale d’ordre m de w, , est en fait aussi la trace
sur E d’une fonction C* plate en M.

Pour annuler sur E les dérivées d’ordre supérieur de R, , on procede de méme avec les
dérivées (d’ordre normal supérieur a m) de w,. On obtient ainsi une collection de
« dérivées » de w, , de tous ordres, dont chaque €lément est la trace sur E d’une fonction C*
plate en M (différente pour chaque branche, bien entendu).

Cela permet de vérifier aisément les conditions de compatibilité de Whitney [11] pour cette
collection et le fermé de E. Il existe donc des fonctions w, , C* plates en M, avec les propriétés
voulues.

4. FIN DE LA PREUVE DU THEOREME. — (a) Posons u=y,u,+y_u_. On choisit les
fonctions de troncature x, en sorte que, sur \71r , ¥ Re f(0)=< —&(e>0). Nous allons étudier
a=Pu/u hors de M, et par secteurs en 6.
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392 S. ALINHAC

Soit n>0 tel que, dans le secteur S},
Sr,] ={(P, 9, t)’ |e_ei(u's V)|<T\ }7

on a
|Ref'(0)|>£,20 et y,=1

.
.. 4i
au voisinage de S .

En notant F (8, p)=(ap)* log|v,/v_|on a, avec G*EST"] ,

1+
F(0, p)+log |+

lo Uy
EluZ|” @y . (ap)”

—(0—0,(p) [L F4 (0%, p)+ G @, p)],

ou G est bornée, et Fy(6*,p)=Re f'(6%¥)+O(p). Pour p=p, petit, log|lu,/u_| n’a
donc pas d’autres zéros dans S} que la i-iéme branche de E.

Supposons par exemple que |u, |<|u_| pour 6=8;(p); alors

glu_l<1_ |u+|>
lu_|

-1
=|u_ | inf<1/2,Tlog

lus +u_|=|u_|

u
1+—
u

Uy

>zlu_ | inf (1/2, pg (e~ei(p»>,

pour C>0 [on a une estimation analogue pour 0 <6;(p)].
Donc, dans S},
_ Pu,+Pu_ _Riuy+R_u_
O T Tu. U, tu

’

est C* (grdce aux propriétés de R, ), et

al . RIFIR

<- <Cyp", pour tout N,
=il (1/2), C/p 10—0: () = P

On a aussi sans autres difficultés |D*a|<Cy , p", pour tout N.

(b) En dehors de la réunion des secteurs S; ,, on a
leReZ§ M_+ < C pReZ (C>0),
c u_
et en fait
—C’
tReZ=s —;
p
la ou
u
e e
u_
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Dans une zone ou y, =1, si par exemple |u, /u_|<1,

a_Pu _Ryu,+R_u_
Cu u_(I+(us/uo)

est C* et peut etre estimée comme en (a).
(¢) Supposons enfin 6eV . | par exemple; alors x _ =1, et

Pu=y,R,u,+R_u_+[P,y ]u,.

Présde 6, ,ReZ<—-C’/pY, donc

=Cy,p"

])°tu_+
u_

(pour tout N), et comme [P, ‘+] a au plus des singularités en 1/p™, a=Pu/uest C* et peut
étre estimée comme en (a). On procéde de méme dans V _, ot ReZ=C'/p".

La conjonction de (a), (b), (c) montre que a=P u/u est C* et plate sur M dans un voisinage
de 0.

Enfin u est C*® et plate sur M, comme somme de deux telles fonctions, et la propriété de
Supp u résulte du fait que u n’a de zéros que sur E.
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