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FACTEURS LOCAUX POUR GL(2)

Par PauL GERARDIN et Puiir KUTZKO

On dispose actuellement de plusieurs méthodes pour construire les représentations
supercuspidales du groupe GL (2) sur un corps local p-adique k :

(@) d’une part, al’aide dela représentation de Weil relative a ’algeébre de quaternions sur k
(7], § 1 et 4), ce qui raméne a la construction des représentations irréductibles du groupe
multiplicatif de I’algébre de quaternions;

(b) d’autre part, par induction a partir d’'un sous-groupe ouvert de GL(2), compact
modulo le centre k> ([5], [8], [11]);

(c) enfin, la représentation de Weil relative a une extension quadratique séparable E de k
fournit en se décomposant des représentations supercuspicales de GL (2) paramétrées par les
caractéres réguliers du groupe E* ([7], §1 et 4).

On s’intéresse donc au dictionnaire entre ces réalisations. L’objet de cet article est le calcul
des facteurs locaux des représentations obtenues par la seconde méthode; le facteur L vaut 1
pour les représentations supercuspidales, et le facteur € s’obtient a partir d’une formule que
donnent Jacquet et Langlands ([7], th. 2.18), a savoir I’¢quation fonctionnelle de Tate
([2]a, 3.2.3(E)). Nous donnons alors la correspondance cherchée pour les extensions
quadratiques qui ne sont pas sauvagement ramifiées; le cas général est traité dans [8]'.

Le plan est le suivant. Les deux premiers paragraphes rappellent la définition des facteurs ¢
relatifs au groupe de Weil du corps k et au groupe GL (2). On y trouvera des résultats épars
dans la littérature ([7], [2], [6]), ou que P. Cartier exposa au premier semestre 1977 au
séminaire sur les groupes réductifs et les formes automorphes de I’Université Paris-VII.
Ensuite, le paragraphe 3 traite le cas des représentations supercuspidales relatives a
I’extension quadratique non ramifiée de k (toutes les extensions considérées sont supposées
contenues dans une extension algébriquement close fixée); le paragraphe 4 s’occupe du cas
ramifi€ mais modéré. Au paragraphe 5, nous rappelons la construction des autres
représentations supercuspidales suivant la méthode d’induction [8] : le groupe de la droite
affine sur le corps de base et sa représentation non dégénérée jouent un role essentiel, comme
on le sait par le modéle de Kirillov [7], et notre exposition met systématiquement en valeur ce
point de vue, en s’effor¢ant de limiter tout arbitraire dans les choix des paramétres. Le calcul
des facteurs ¢ est alors effectué au paragraphe 6.

Les méthodes données sont assez générales pour devoir fonctionner également dans le cas
des algebres simples centrales de dimension quelconque n2. Ceci vient d’étre vérifié pour les
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350 P. GERARDIN ET P. KUTZKO

représentations supercuspidales relatives aux caractéres réguliers de I’extension non ramifiée
de degré n [5]'. Pour les algébres de quaternions, on peut également faire les calculs
directement.

1. Facteurs locaux des groupes de Weil

1.1. Soit k un corps local non archimédien; on note () I’anneau de ses entiers, p 'idéal
maximal de @, g I’ordre du corps résiduel O/p, 0*le groupe des unités, noyau de
I’application val de valuation

val
1-0*->k*>7Z-0;
on écrit p=p,=q " pour la valeur absolue normalisée.

1.2. La donnée d’un caractére non trivial ¥ du groupe additif de k définit un
isomorphisme entre ce groupe et son dual de Pontrjagin, par 1’accouplement

(x, Y)Y (xy);

la mesure de Haar sur k qui est autoduale pour ce bicaractére est caractérisée par

L d\l‘x:q—ord\h/Z;

ou ord {r, ’ordre de s, est le plus grand entier n pour lequel la restriction de { au groupe p "
est triviale.

1.3. Appelons ici caractéres de k* les représentations continues de degré 1 du groupe k*;
ondit qu’un caractére y de k* est non ramifié si sa restriction au groupe des unités est triviale; il
se factorise donc a travers I’application val; dans le cas contraire, on dit que le caractére est
ramifié; le conducteur a(y) du caractére est 0 s’il est non ramifié, et, sinon le plus petit entier m
tel que la restriction y | 1 +p ™ soit triviale. Pour a (y) = 1, on dit que y est modérément ramifié.

Pour tout entier n, on note n’ la partie entiére de n/2 et n’’=(n+1)’. Pour un caractére
dont le conducteur est au moins 2, I’application

x>y (1+x),

est un caractére du sous-groupe de k formé des x de val x=a(x)"’; si’on s’est donné en plus
un caractére non trivial ¥ du groupe additif de k, alors il y a un élément i, € k*, de valuation
—a(x)—ord y, unique modulo le sous-groupe 1+ p*®’, tel que

xA+x)=Y(xyx),  valxza(y)”

1.4. Les caractéres non ramifiés de k* s’écrivent p*, ou se C/(2mi/Log q) Z; ils possédent
donc naturellement une structure analytique complexe; les caractéres de 0 groupe compact,
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FACTEURS LOCAUX POUR GL(2) 351

formant un groupe discret, ’ensemble des caractéres de k* peut donc étre naturellement muni
d’une structure analytique. On définit une fonction méromorphe L sur I’ensemble .o/ ; (k) des
caracteres de k* en posant

L(x)=1 si 7y est ramifi;
L(x)=(1—¢~*)~'  pour x=p"

1l y a alors, pour chaque caractére non trivial |y du groupe additif de k, et pour chaque
caractére y de k*, un nombre £(yx, ) C*, tel que, pour toute fonction f sur k qui est
localement constante a support compact, on ait la relation suivante ([1], chap. VII, 2), ou les
intégrales sont prises en prolongement analytique

qu,(X)x(x)‘ldwx
L™ 'w

AR dyx

ol
=e(x, V) L)

avec

Jyx)= J TV (xy)dyy.
k
Plus explicitement, on a les formules suivantes :
e, V)=q *"V2V  pour yx=p*,

ey, V)= j x ()T (x)dy x pour x ramifié,
Jk x

cette seconde formule s’obtenant en prenant pour f la fonction caractéristique d’un sous-
groupe 1+p™ avec m=a(y); elle s’écrit aussi

S(X, \II)= ‘[ X(x)_l \I,(x)d\vx=qord\ll/2 Z (X—l \l!)(n—-ord\p—a(x} X),

valx= —ordy —a(y) 0*/(1+pa)

en notant &t un élément premier de k; lorsque a () est > 1, choisissons un élément y, de k* tel
que

xA+x)=VY(xyx), valxza(x)";

alors, par sommation sur les classes modulo 1+p*®” on a la formule

8()(,,¢)=H(Xw)1/2X(Xw)_l¢(Xw)j( Ux(1+x)“1\lf(x\ux) pour a(y)>1,
200’ pa (0"

en notant j

pour un groupe commutatif fini A, I'expression (Card A)~ 2" .
A A
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352 P. GERARDIN ET P. KUTZKO

On notera G(y, Vy,) le dernier facteur de I’expression précédente : c’est 1 si a(y) est
pair >0, et si a(y) est impair >1, c’est la somme de Gauss G(Q) associée au
caractére quadratique non dégénérée

Q: xep™™@/pW sy (1+x) 7" (xyX),

défini sur un espace vectoriel de dimension 1 sur le corps résiduel F; lorsque g est pair, le
nombre G (Q) est une racine huitiéme de I’'unité, vérifiant :

G(Q)%=gq(c) ou ¢ est donné par x (1+x2)=x(1+cs) sur xep*™,
GQ)*=(=1" si g=21

lorsque g est impair, il y a un unique y, € k* /(1 +p*®") tel que Q (x) =y (1+x2/2) sur p*®’, et
dans ce cas

G(Q)?=(-1)u V"

(pour ces formules, classiques, voir par exemple [5], 1.1.1).

D’autre part, pour un caractére y' de k* de conducteur au plus a()’, ou  est un caractére
de conducteur a(x)>1, on a

e, W=x"(xy) Te@, V),  ax)=alp)'21,

comme on le voit facilement.

Remarquons enfin que sia(y)est > 1, et s prolonge le caractére x — y (1 + x) de p*®@", alors
on peut prendre y, =1 et que dans ce cas

e V=v(1)Gx V)

avec la convention précédente G (y, V)=1 pour a(y) pair.

1.5. Soit W=W, le groupe de Weil du corps local k ([12], App. 2); son quotient par
I’adhérence du sous-groupe engendré par les commutateurs s’identifie canoniquement au
groupe multiplicatif k*; soit t=1, : W - k* la surjection correspondante. Pour chaque
extension séparable finie E de k, le groupe de Weil W, est naturellement plongé dans W, et, si
I’extension E/k est galoisienne, le groupe W est extension du groupe de Galois de E/k par
We, la classe du 2-cocycle de cette extension étant la classe fondamentale de
H?(Gal(E/k), E) ([1], chap. VI).

1.6. Appelons admissible toute représentation de dimension finie sur C et continue du
groupe W dont les opérateurs sont diagonalisables; notons .« (k) I’ensemble des classes de
représentations admissibles de W, o7, (k) celles de degré net o 2 (k) celles de degré n qui sont
irréductibles. A chaque y €./, (k), c’est-a-dire & chaque caractére de k* (1.4), on associe
’application @ — wy ~ !, qui conserve le degré et I'irréductibilité; on peut donc munir 2/ (k)
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FACTEURS LOCAUX POUR GL(2) 353

d’une structure analytique sur C; on définit alors une fonction analytique L=L, sur &/ (k)
par les formules suivantes :

(@) L(@)=L(y) pour oesl (k), o=xy OU Yyw=X°T
(b) L(w; ®0,)=L(w,;)L(w,);
(0) L(0y)=Lg(®) ou 6,=Indy 6, 6e(E).

1.7. Lethéoréme suivant est du a R. P. Langlands, et une démonstration par voie globale
a été donnée par P. Deligne ([2], b)).

TuEOREME. — Etant donné un caractére non trivial du groupe additif de k, soit \s, il y a une
unique fagon d’associer a chaque extension séparable finie E de k un nombre Ay, () et d chaque
représentation we o/ (k) un nombre €(w, V)=g,(o, ) de fagon a avoir les propriétés
suivantes :

(a) e(@, \)=¢e(x, ¥) pour oe (k) w=yot;
(b) e(@; P w,, V)=¢t(®;, Ye(w,, V);
(o) e(Ow, V)=2g, W)™ e (0, Vi)  pour 0ef(E),

en notant g, =Y o Trg .

En prenant E/k quadratique séparable et en faisant 6 = 1 dans (c), on en déduit que dans ce
cas '

e(ly) -
o1 ) "V

ou, ¢ désigne le caractére non trivial de k* égal a 1 sur 'image N, E* de la norme; comme le
conducteur de G, qui est celui de I’extension E/k, est égal a 'exposant différental dy ,, et
que ord g, =dg, +eg,ordy, ou ey, est I'indice de ramification de E/k, on a donc le
résultat suivant.

}“E/k (\l’) =

COROLLAIRE. — Pour une extension quadratique séparable E de k, le nombre Ly, () est égal
d la partie unitaire de €(G, \y); de plus, son carré vaut 6 (—1).

La derniére assertion vient de ce que, pour un caractére x, de k*, on a la formule
e, Vel w2 W) =x(-1)

obtenue en appliquant deux fois I’équation fonctionnelle, et en remarquant que la fonction

(fy)y est x> f(—x).

Remarque. — Avec des intégrales prises en valeur principale, on a

0=J¢(x)d¢x=J \|1(x)dwx+J V(x)dyx

k XENE/kE" X¢NE/kEX
j5(X)\l!(x)d¢x=j \U(x)dwx—j \(l(x)dq,X=2L V(x)dyx
k XENE/,\.E' XéNE/kE" E/kE‘
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354 P. GERARDIN ET P. KUTZKO

il en résulte donc, par le corollaire précédent, la formule (cf. [7], p. 6) :
Mg (W)= J ¥ (Ng x) d\yE/k x.
-

On donnera en paragraphes 3.3 et 3.4 une autre formale pour Ag, (y) a I'aide d’un
caractére du groupe k*.

2. Facteurs locaux des algébres simples déployées centrales de rang 4

2.1. Soit A une algébre simple déployée centrale de rang 4 sur le corps k. Elle est donc
isomorphe a ’algébre M, (k) des matrices d’ordre 2 a coefficients dans k, I’isomorphisme
€tant déterminé & un automorphisme intérieur prés. On note Tr, , et N, , la trace et la norme
réduites sur A. Pour un caractére non trivial | du groupe additif de k, le bicaractére

X, YEA Yy (xY) ou Y, =VYoTr,,,

identifie A & son dual de Pontrjagin, et la mesure de Haar correspondante est notée d,  ; elle
donne a un ordre maximal de A la masse g~2°V.

Pour un caractére y de k*, on note x,, , la représentation de degré 1 du groupe multiplicatif
A* de A donnée par

Yax =%°Naj;

on obtient de cette fagon toutes les représentations (continues) de degré 1 du groupe A*; en
particulier, le module p sur k* donne la représentation

ap =po Ny, =g " Nask,

2.2. On note <7 (A) I’ensemble des classes de représentations admissibles irréductibles du
groupe A* ([7], p. 23). A chaque a.€ </ (A), on sait associer un facteur eulérien L (o), fonction
analytique sur &/ (A), dont la structure analytique provient de s — o ® u3 , , et un facteur
(o, ) dés qu’on s’est donné un caractére non trivial { du groupe additif de k; ils sont
caractérisés par I’équation fonctionnelle suivante ([2], a, 3.2.3(3)), pour toute fonction f de
Schwartz-Bruhat sur A, la convergence des intégrales étant obtenue par prolongement
analytique

L‘ f\y (x)ou(x)~! Has ()~ 12 dA, v X J;’ S () 0 (x) pa i (%)™ 32 dA, v X
L@ ® ) =8 V) L@

oua” désignelareprésentation de A* contragrédiente de , et f,, la transformée de Fourier de
S relativement au bicaractére Vs, , (xy).
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FACTEURS LOCAUX POUR GL(2) 355

2.3. Sila représentation o est supercuspidale ([2], a, 3.2.3(B)), le facteur L (x) vaut 1; si,
de plus, la représentation o est induite par une représentation, x, de dimension finie, d’un
sous-groupe ouvert K de A* compact modulo le centre k* de A*, alors u intervient avec
multiplicité 1 dans o, ce qui donne

L f.y(x)%(x)_ ! Bas (x)~ 12 dy, " z=¢g(a, ‘IJ)J S (xX) ot (x) pa i (x)7? dy, v X

en prenant dans cette formule pour fonction f la fonction caractéristique de 1+p"0,, 0,
étant un ordre maximal de A, et n est pris assez grand pour que % soit trivial sur 1 +p" 0, ,on
obtient I’expression suivante, ou on note , , =\ o Tr, , , la convergence se faisant par valeur
principale et prolongement analytique

e(a, ¥)= f ‘I/A/k (X)%(x)_l Mk (%)~ 1z dA, v X

2.4. Pour les représentations supercuspidales, on a le théoréme suivant, di a H. Jacquet
et R. P. Langlands ([7], cor. 2.19, p. 79) -

THEOREME. — Soient o, et o, deux représentations admissibles irréductibles supercuspicales
du groupe A*, dont la restriction au centre coincident. Alors, elles sont équivalentes si et
seulement si, pour tout caractére y, de k™, on a I'égalité

e(oy @ Xan» V)=, ® Xan> V)

2.5. Soit o/ °(A) ’ensemble des représentations admissibles irréductibles supercuspidales
de A*. Langlands prédit I’existence d’une bijection

we k), ed°(A),

satisfaisant aux relations suivantes ([2], a, 3.2.3) :

(a) soit (det)w le caractére de k* que définit la représentation de degré 1 detw de W; la
premiére relation est

(det)o=w, |k* (restriction de w, au centre);
(b) pour tout caractére  de k*, on a
(@ ® Xw)a =0a ® Xajs
(c) pour les représentations contragrédientes, on a la correspondance
(@7 )a=(@,)";
(d) les facteurs locaux se correspondent
L@=L(w,)=1, &, y)=€(0,, V);

(e) le conducteur d’Artin a(w) de o est le conducteur de la représentation o, (au sens
de [2], a, 2.2.7).

Cette bijection est déterminée par les conditions (a), (b), (d).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



356 P. GERARDIN ET P. KUTZKO

2.6. Les représentations admissibles irréductibles de degré 2 du groupe de Weil W de k
sont classées par leur image dans le groupe projectif PGL , (C); cette image g (w) est un
groupe fini non cyclique, donc de I'un des 5 types suivants :

(a) diédral d’ordre 2n, n>2;

(b) diédral d’ordre 4;

(c) tétraédral : groupe alterné A, ;

(d) octaédral : groupe symétrique S,;

(e) icosaédral : groupe alterné .

Les deux premiers groupes sont imprimitifs, le premier d’une seule fagon, le deuxiéme de
trois maniéres; les trois autres types sont primitifs; le dernier ne se présente pas, puisqu’il
produirait alors une extension galoisienne du corps local k dont le groupe de Galois serait
A5, groupe simple.

2.7. Pour chaque extension quadratique séparable E de k, on note c* = o} I’élément non

trivial de son groupe de Galois sur k, et ;E le caractére, d’ordre 2, de k* dont le noyau est
Ng,« E*. Le groupe des caracteres de k* opérant sur .o/ (k) comme indiqué en 1.6, il conserve
le groupe fini g (). Les points fixes de cette action sur /9 (k) sont donnés par le résultat
suivant [8] :

PROPOSITION. — Pour qu’une représentation we o3 (k) soit fixée par un caractére non
trivial y de k*, il faut et il suffit qu’elle soit de type diédral D ,,. Pour n>2, alors y=c",0u E
est extension quadratique de k que définit,via ®,’unique sous-groupe d’indice 2deD ,,,etil
y a exactement deux caractéres Oet 68'de E*,0'= 6°E, tels que ® soit lareprésentationde W
induite par la représentation de degré 1 correspondante de W. Pour n=2, alors v est l'un
quelconque des trois caractéres de k* que définissent, via o, les trois sous-groupes d’indice 2de
D, : of, o2, oF; pour chaque i, il y a exactement deux caractéres 0;de 0]de E7, 0/=09",
tels que o soit la représentation de W induite par la représentation de degré 1 de Wy
correspondant d ce caractére; de plus, la composée des extensions E; est une extension

N >

biquadratique K de k,le caractére(0,)y z, de K* ne dépend pasde i,et0;=0; GE pour tout i.
Inversement, toute représentation de type diédral dans o/ % (k) est de la forme précédente.
Enfin, en caractéristique résiduelle impaire, toute représentation de /9 (k) est de type

diédral; en caractéristique résiduelle 2,il y a des représentations de s/ 9 (k) qui sont primitives.

2.8. Pour les représentations de type diédral, la bijection de Langlands (2.5) a été
démontrée par H. Jacquet et R. P. Langlands ([7], th. 4.6, p. 144, et th. 4.7, p. 150) au
moyen de la représentation de Weil. Elle associe donc a chaque caractére régulier 6 du
groupe multiplicatif E* d’une extension quadratique séparable E de k, une classe de
représentations 0, admissibles irréductibles supercuspidales du groupe A*,defagon quel’on
ait les relations suivantes :

0°),=6,, oc=c® (action du groupe de Galois);

0, |k*=0.0|k* (restriction au centre);
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FACTEURS LOCAUX POUR GL(2) 357

0, ®@%a/x=(0.%g,k)a (action des caracteres de k*);

0,)Y=(0"1, (contragrédiente);
€04, V)=Ag, (V)& (O, Vg, (facteur local);
a(®,)=dg,+fg,a®) (conducteur),

ou dg,, désigne le conducteur de I’extension E/k, fi,, le degré modulaire (degré du corps
résiduel de E sur le corps résiduel de k).

L’ensemble de ces classes de représentations s’appelle la série supercuspidale relative a
Pextension E; ’ensemble des séries supercuspidales relatives aux différentes extensions
quadratiques séparables de k s’appelle la série de type diédral. Pour les représentations
supercuspidales, J-P. Labesse et R. P. Langlands ont prouvé I’analogue de la proposition
de 2.7, I'action des caractéres de k™ sur o/° (A) étant donnés par o~ o @y« (9], § 5). La
formulation ci-dessous est due a P. Cartier.

PROPOSITION. — Pour qu’une classe o.€ s/ ° (A) soit fixée par un caractére non trivial de k*, il
faut et il suffit quelle soit de type diédral; si 7 est unique, alors =G, pour une extension
quadratique séparable E de k et =0, , on 0 est un caractére régulier de E*, déterminé a
conjugaison prés par c=; s’il y a plus d’un caractére y tel, alors il y en a exactement trois
possibles : 6 ou 6% ou 6% ou E,, E,, E; sont les trois extensions quadratiques de k
contenues dans une extension biquadratique XK de k que détermine a, et u=(6;), pour tout i,

ou 0; vérifie 0;/(0,)° ' =of ; de plus, les trois caractéres (8;) g, sont égaux.

Inversement, la donnée d’une extension biquadratique de k détermine la représentation
ce 4 (A) a laction prés par les caractéres de k*.

3. Série supercuspidale non ramifiée

3.1. Soit E I’extension quadratique non ramifiée de k. Prenons pour A l’algebre des
endomorphismes de I’espace vectoriel E sur le corps k; notons o la conjugaison de E
sur k;alors, A est somme directe des deux sous-espaces vectoriels E et E o de dimension 2
sur k; les éléments de E o ont leur trace réduite nulle.

Pour un caractére non trivial  du groupe additif de k, le caractére g, =y oTrg, a
méme ordre que \, et la mesure autoduale sur E associée d,, " =dg , donne a 'anneau O
des entiers de E la masse g ~°V.

Le groupe A* permute les réseaux de ’espace vectoriel Esur k;enidentifiant deux réseaux
homothétiques, et en disant que deux classes de réseaux sont lices si elles ont des
représentants R et R’ avec R <R’ et R d’indice ¢ dans R’, on obtient l’arbre du
groupe A*;il est muni d’une action de A*, en fait de A* /k*, transitive sur ses sommets; cet
arbre est marqué du sommet que définit le réseau O, formé des réseaux pf, en notant pg
I'idéal maximal de O : ce sommet est ’'unique point fixe du groupe E* opérant sur I’arbre;
soit Ag le sous-groupe d’isotropie de ce sommet dans A*, compact modulo le centre k*, et le
quotient Ag /k* est un sous-groupe compact maximal spécial du groupe projectif A* /k*.
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3.2. Pour chaque caractére 6 de E*, on dispose de son conducteur a (0) (1.3), et du
conducteur du caractére 0/6°, appelé conducteur relatif de 6, et noté ag, (8); comme
(0/6°) (x)=6(x/x°), on a ag, ()<a(6). On dira que 0 est primordial (relativement au
corps k), s’il est régulier et si a (8)=ag, (0).

L’action du groupe des caractéres de k* sur les caractéres de E* :

X 00 0.xek, Xe/k =% ° Ng/ks

ne modifie pas le conducteur relatif; par le théoréme 90 de Hilbert ([10], p. 158), 'orbite
d’un caractére 0 de E* sous o, (k) est donc formée des caractéres 6’ de E* tels que
6'/6'°=86/6°. Comme le caractére 0 /0° est trivial sur k™, il définit un caractére du noyau de
la norme Ng,; or, 'extension E/k n’étant pas ramifiée, Iapplication x — x/x°® est
compatible avec la filtration définie par la valuation, et il y a donc un caractére 6, de E dont
le conducteur est celui de 0/0° et tel que 8 (x/x°)=0, (x/x°); ainsi, dans toute orbite sous
I’action des caractéres de k* dans I’ensemble des caractéres réguliers de E*, il y a des
caractéres primordiaux.

N

3.3. Donnons un lemme sur les caractéres de k*; la notation ja été introduite en 1.4.

LEMME. — Soit y un caractére de k*, dont le conducteur a (y) est au moins égal a 2. Alors E
étant lextension quadratique non ramifiée de k, et o la conjugaison de E /k, on a, pour
a(y)=z2m>1:

J X (1="xx) " =(=1)" .
pEAES "

Preuve. — On commence par vérifier que I'expression du lemme a bien un sens : pour
xepfet yept @ ™ ona xyepf ® et donc

Ng i (x+y)="xx+Trg, (°xy)+°yye "xx+p* ¥,

ce qui montre que l’application xe pf— x (1 —°xx) ~ ! est constante sur les classes modulo
pg W™ Ensuite on voit que la formule est satisfaite lorsque a (x) —m=m, i.e., a(x)=2m;
puis, pour a (y)—m=m+ 1, elle se rameéne a vérifier que, pour le corps fini F, muni d’un
caractére non trivial tde son groupe additif, on a, la barre désignant la conjugation de F .
sur F, :

j T(xx)=—1,
qu

ce qui est dit a la surjectivité de la norme et a ce que son noyau est d’ordre g+1 :

j t(xx)=q¢ [+ (Lt (g+DI=q" " 1+(=D(g+1)=—1
F,2

F

q

Si maintenant a(y) est >2m+1, on décompose la somme sur les classes modulo
pg W7 /paW=m en utilisant le fait que la restriction de x au sous-groupe
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14+p2@@=m=1 et triviale, et la restriction au sous-groupe 1+p®® =1 est triviale sur
1+pa(x) : .

A

J. x(1=r"xx)"1 = j x(1="xx)~" J x (1+°xy+°yx);
me/pam—m m/ a(y)~-m=-1 pux)—m-l/ a(y)—-m

E PE/PE
le second terme est nul quand le caractére
yepg T /pg WM oy 147Xy +°yx)
n’est pas trivial, c’est-a-dire lorsque Try ; x pg @ ™™~ ! & p* ™), ce qui équivaut & x¢ pf*;
on a ainsi montré que pour a(y)=2m+2,0ona

A A

j X (1="xx) "' = J % (1="xx) ",

E PE

ce qui, par récurrence sur m, raméne a I'un des deux cas : a(y)=2mou 2m+1.

Remarquons que si | est un caractére de k qui prolonge le caractére x — yx (1+x) de
a(y) .
P , alors :

(_ 1)a(x) :)\'E/k (\l/)

3.4. Soit 0 un caractére régulier de E* dont le conducteur relatif ag ,,, (6) est pair, égala 2m.
Posons K o=E* (14 pp.); c’est un sous-groupe ouvert de A, compact modulo le centre k*.
On définit alors une représentation x4 de K4 par

®o| EX=0 et Ao (1+x )=y, (1+x O) pour xepf,

ou  est un caractére de k* tel que le caractére 0y, soit primordial. Cette définition a bien un
sens, puisque pour xepi™ on a 0 (x)=yxg, (X)=%a, (x), et, d’autre part, parce que
Xax (1+x 0)=7y (1—°xx), pour x € pf, ne dépend pas du choix du caractére y quirend 0
primordial. On définit alors une représentation oy de A* par

ap=Indy’ u,.

PrOPOSITION. — Lareprésentation oy ainsi définie est admissible irréductible supercuspidale,
son degré formel relativement d la mesure de Haar sur A~ / k™ qui donne a Ay / k* la masse 1 est
q*BO7 (1), et

€ (U'O’ \IJ) =(_ 1)a ©® € (69 \bE/k)‘

Preuve. — La premiére partie de I’énoncé est due a T. Shintani ([11], th. 4 et cor. 1). Le
degré formel est donné par I'indice de K4 dans Ag, produit de [Ag : E* (1 +pg o)] par
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[EX(1+pg): EX(1+pro)] : c’est donc q(g—1)(g?)™ =q>*" ! (g—1). Pour la derniére
partie, utilisons 2.3 :

& (og, ¥)= J Yok (X) uo (x) 71 Ha/k (x)"1/2 dA,\j/ X;

puis, la mesure de Haar vérifiant d, , (u+v 6)=dg , u.dg , v, 0n a

m

PE

& (0o, V)= J X‘IIE,k(t)e(t)_l pe (1)1/2 dE,th 1 (1= xx)""dg  x

=£(9, Yg,y) qa(e)%rdw J i x (1—°xx)~1 dE,\j; X.

PE

Lorsque 6 est primordial, on a a(8)=2m et on peut prendre y =1, ce qui donne alors
& (g, V) =€ (0, g ,.); lorsque 6 n’est pas primordial, on a a(8)=a(xg,)=a(x), cette
derniére égalité provenant de ce que E est non ramifié sur k([10], V,§ 2),et donca (x)>2m,
ce qui permet d’appliquer le lemme du 3 :

& (o, ) =2 (6, \‘fE/k) j x (1=C"xx)~ ! =(- 1)a(x) (6, ‘l’E/k),
pE/PE. "

ce qui montre la relation cherchée.

3.5. Supposons maintenant le conducteur relatif a;, (6) du caractére 6 de E* égal a 1.
PosonsalorsKg=A, (3.1),et K¢y =E*(1+p; 0);lesous-groupek* (1+p.)n K4 = Kqest
distingué, et le groupe quotient est isomorphe au groupe PGL, (F ), puisque c’est le groupe
projectif de la droite projective sur le corps résiduel de k que définit le corps résiduel de E.
Notons S sa représentation de Steinberg, et aussi S la représentation de Ky qu’elle définit :
elle se réalise dans I’espace des fonctions complexes sur E* invariantes par le sous-groupe
k* (1+p, ) et dont la somme des valeurs sur E* /k* (1 +p, ) est nulle, 'action du groupe K
sur cet espace se faisant par translations. D’autre part, soit x4 la représentation de degré 1
du groupe K¢ définie par

%y |[E*=0 et %ng (1+x0)=yxpu (1+x0) pour Xxepg,

ou y est un caractére de k* tel que Oy soit primordial; cette représentation de x4 ne dépend
pasduchoix de y.Ily aalors une représentation irréductible o de K ¢, unique a équivalence
pres, dont le produit tensoriel par S soit la représentation induite a K, par la représentation
ne de K (il suffit de voir cette propriété sur le groupe GL, (F ) pour qui I’on dispose de la
table des caractéres; on peut également invoquer un résultat général de Deligne-Lusztig :[3],
prop. 7.3). Soit 6,=0y;;; alors xg= %o, ®Ya /x> PAT construction méme. Soit alors a4 la
représentation de A* définie par

ag=1Indy us.
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ProrosiTION. — La représentation o ainsi définie est admissible irréductible supercuspidale
et son degré formel relativement d la mesure de Haar sur A* / k™ qui donne a Ay / k™ la masse 1
est q—1; si, de plus, le caractére 0 est primordial, alors :

€ (otg, W)= —€(0, Vg i)

Preuve. — La premiére partie se démontre exactement comme pour le théoréme 5,p. 168
de [5], en utilisant la cuspidalité de x4; le degré formel en question est le degré g —1 de »,;
pour la derniére formule, on part de I’expression

€ (otg, V)= J Va i (X) %o (x)—l Ha sk (x)~1/2 dA,q/ X.
AE

On utilise le fait que la restriction de x4 @ 1+ pg +pg O est triviale pour sommer tout
d’abord sur ces classes ou seul {, , intervient

£ (atg, W)=4""" O (V1 g 71 Y Yy (07T X) g (x) T,

ou la somme porte sur les classes modulo 1+ pg +pe ¢ du sous-groupe de A* formé des
automorphismes du réseau g, c’est-a-dire sur un groupe GL, (F,). On est donc ramené a
calculer des sommes du type

Y ot(Trx)8(x)~h

GL, (F,)

ou t est un caractére non trivial du groupe additif de F et 3 est une représentation cuspidale
irréductible du groupe GL, (F,); cet opérateur est scalaire, puisque c’est Popérateur de
convolution par une fonction centrale; pour le déterminer, il suffit d’en calculer la trace;
comme la représentation 3®S est induite par un caractére du groupe quz ,et que S ason
caractére supporté par les éléments semi-simples, on a Tr 9 (x)=0 pour les éléments x qui
sont diagonalisables réguliers; la cuspidalité de 3 signifie que pour tout sous-groupe
horicyclique Ude GL, (F,),ona} 8 (u)=0;comme la trace est constante égalea 2sur U,
U

on a donc, pour tout a€ F; le centre du groupe, la relation )" © (Tr au) 9 (au)™ "' =0;or,ilya

q+ 1 sous-groupes horicycliques, donc v

Y t(Trx)Trd(x) '=—-q Y 1(Qa)Trd(a) ' +Y t(Trx) Trd(x)?,
-

GL, (F,)

ou Y ' désigne la somme sur les éléments semi-simples qui ne sont pas déployés; comme il y a
(1/2) Card (GL, (F,)/Card (F.)=q(q—1)/2 éléments conjugés A un €lément semi-
simple non déployé donné ‘cette seconde somme va étre g (q—1)/2 fois la somme sur les
classes de conjugaison correspondantes; si donc3 ®S est induite par le caractére A de F :z,
onaTrd (t)=—xr(t)—A(7) pour teF ., 1¢F et Trd (a)=(q—1)A(a)pour aeF; :la
somme vaut alors :

Y t(Trx)Tr8(x) " '=—q(g—1) Y t(t+1) ()"

GL,(F,) Fz;z
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Ceci montre que ’on a

q ! Z Vs (o x) g (x) 7=~ Z Ve ()6 ()71,

OF/(1+pE)
et donc que € (g, )= —2 (0, ;) parle 1.4.

3.6. Supposons enfin que le conducteur relatif ag,, (6) soit impair ag,, (0)=2m+1=3;
soit K4 le sous-groupe de A* défini par Ko=E* (1+p/" 6), et posons K¢ =E* (1 +p*! o).
On définit une représentation x4 de degré 1 du groupe K4 par

ng |[E*=0 et 5 (l+xo)=yx,,(l+x0) pour xepf!,

ou y est un caractére de k* tel que le caractére 0y soit primordial. On définit également une
fonction centrale S, sur le groupe K, par

m+1

Se(l+x0)=0 pour xepg et xépgfT,

S, (1)= -1 pour t¢k*(1+pg),
ot q pour tek™(l+pg);

il y a alors une représentation irréductible x4 du groupe K4, unique a équivalence pres, dont
le caractére tensorisé par S, est celui de la représentation qu’induit %4 ; de plus, celui-ci est
somme des représentations x4, de Ky pourles gcaractéres 0’60 de EX quisontégauxa Osur
les tek*(1+pg) (5], I, 1.3.7 et 1.3.11). La représentation x, de K, induit une
représentation du groupe A* :

0€0=Indﬁ: %e.

ProroSITION. — La représentation o, ainsi définie est admissible irréductible supercuspidale
et son degré formel relativement a la mesure de Haar sur A* / k* qui donne da Ag / k™ la masse 1
est ¢*F/*O=1 (qg—1); si, de plus, le caractére O est primordial, alors :

€ (g, V)= —¢ (0, ‘I/E/k)'

Preuve. — La premiére partie est due a T. Shintani ([11], th. 4 et cor. 2; voir aussi [5],
th. 5,p. 168). Le degré formel est le produit de I'indice [Ag : K] par le degré g de x4, ce qui
donne la formule voulue. Pair la derniére formule, on part de ’expression suivante (ou
Mg = Mg, est le module sur E) :

€ (ag, )= J Wask (X) % (X) 1y (x) 712 dy , x

=j qu/k(t)uE(t)l/z(J %9(1+xc)*1dE)¢x>%e(t)_1dE"',t
- m

PE

= j no(1+x0)"1dg, x j W (D) g ()2 % (1) Mg, L
. £

PE
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La seconde intégrale se décompose par rapport aux classes modulo 1+ pp*!; utilisons
pour cela un €lément 0, de E tel que

m+1

0 (1+w=Vg, (0, u) pour ue€pg -,

on a donc val 0, = —a () —ord | et

J ) Ve (8) pg (£)1 2 ng ()71 dgy t

= Y Weul(t) g ()32 J N S COR T CINT dg ung (1) ",

E*/(L+pE ) vE

= > Ve (1) pg (2)°72 %e(t)J dg , u

m m+1 m+1
6y (1+pE)/1+pE ) OF

=Hg (941)1/2 \|’E/k (9\11) Z 1 ‘IJE/k (e\p u) %e(l"'“)—l %9(9¢)—1~

m e
PE/PE

Ceci montre que le facteur € (a4, ) st égal a I’expression

e (0y)1/2 Vg i (ew)j ] %o (1+x0)~" dg xJ‘

PE PE/PE

, Ve (qu)e(l—}-u)_‘ 0(6,) "

Sur cette formule, on voit que le nombre 6 (0,)¢&(ap, V) est le méme pour tous les
caractéres 0’ de E qui coincident avec 0 sur k* (1+pg) :

e (g, Y)=(0/0") (0y) e (g, V),
d’ou

Z € (0 , )= —g(ag, V).

D’autre part, la représentation Y x4, de K4 est induite par la représentation x4 de K¢,
0'#6
sous-groupe d’indice égal a g% dans K, et donc

Z € (0, V)=¢q J Va sk (x) g (X)_luA/k (x)~1/2 dA,\yx
6'#0 K¢

=51f \le/k(t)e(t)_luE/k(I)l/sz,\ptJ dg g v
-

m+ 1

PE

1-2m—2—ord 0) d -1
=q m ord y+a(8)+ord j \llE/k(t)e(t) dE,\y [=g(e’ tE/k)'
Ex
En comparant avec la relation obtenue précédemment, on a bien la formule annoncée

€ (ag, V)= —¢€(0, Vg, ).
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3.7. On a donc déja montré dans beaucoup de cas le résultat suivant :

THEOREME. — Pour chaque caractére régulier 6 de E* | soit oy la représentation admissible
irréductible supercuspidale du groupe A* définie en 3.4,3.5, 3.6, alors :

£ (0tg, W)=(=1)*@&(0, Y.

Preuve. — Il reste a vérifier cette formule pour les caractéres réguliers de E* qui ne sont pas
primordiaux, et dont le conducteur relatif est impair. Soit 0yg, un tel caractére non
primordial : a (8) =ag, (8)=2 m+ l ety estun caractérede k™ aveca (9xg, )=a (x) > a(0).Le
facteur € de aq est :

& (otg, V)= J‘ . Ve (1) pg ()2 J mXA/k (14+x°)~1

PE
xung(1+x0)7! dg y X (Xas %o) (1! dg y t

comme on a a () = 2 m+ 2, l'intégrale intermédiaire s’écrit sur les classes modulo pz®~""!
en utilisant le fait que I'application xepf' — %4 (1 +x o) est constante sur chacune de ces
classes ‘

J x(1=°xx) "' %o (1+x0) " dg , x

PE

=f dg , X Y x(1—°xx)"1
patl)-m-l unj*l/pﬂE(l?-m-l

=q—a(x)—“l’d¢f . X(l_cxx)—1=(__1)a(x)q—a(x)—ord‘#'

pé pu(n»mﬂ

E

D’autre part, I'intégrale portant sur E* se décompose suivant les classes modulo
14+pg®~m~1 et donne, en utilisant un élément y, € k* tel que

x(1+x)=V(xy x) pour valx=Za(y)—1=a(®):
Z ‘I’E/k(t)ug(t)l/z %e([)_IXE/k(t)_l

aip=1

EX/l+pg )

X J ‘ Ve (tu) Y (g )~ dg yu
pEzD'l
=q—2a(x)+2—ord\ll Z ‘I’E/k (t) Kg (t)1/2 Y/ (t)”l 0 (t)”l

Lol +pp)L+pE" )

~

=q J Ve (8) O gs) ()71

a@-1
X (L+pR)/(L+PE. )

puisque p restreint a k™ est u?; on est ainsi arrivé a I’expression

x,(1+pE)/(1+vEl)_l)

& (og, Y)=g WV (_1)e@ J Ve (0 Oxg) "
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D’un autre c6té, on a, par décomposition de I'intégrale qui donne € (8¢, Vg,) (1.4);

& O \L'E/k)=j dg y v X Ve (1) (Oxg, ) (6) 71

a - “ -1
e xoU+pp)+pE" )

=q—a(x)+1—ord‘bj Ve (1) Oxes) ™"

a(-1

2y (A+pR)/(1+pE )

ce qui donne
(=)@ e Oxeu Veu)=¢ (O‘eXE/k, V).

C’est bien la formule voulue, puisque a (0%, ) = a (xg ) =a (x)- Ceci achéve la démonstration
du théoréme.

3.8. On peut, écrire la formule du théoréme sous la forme
& (otg, ) =(— 1)V (= 1)@+ ¥ £ (8, Y 0),

Le caractére de k* que définit ’extension quadratique non ramifiée E de k est (— 1) ; par le
corollaire de 1.7 et 1.4, on a donc ici

Mg (0)=(— l)ord v,
la formule ci-dessus prend donc la forme
& (g, W) =ngy () (= 17OV £ (0, Y )-

Introduisant I'unique prolongement non ramifié 6 de 6 a E*: o=(—1), on a
(_ 1)‘1(0)0“1‘1' € (68, ‘I”E/k ), et donc

€ (ag, \|’)=7\'E/k W) e (95, Vi)

Remarquons que la connaissance du facteur ¢(aq, ) détermine le conducteur de la
représentation ag : c’est 2 a (6).
Le théoréme de 3.7 et celui de 2.4 montrent que ’on a donc le théoréme suivant :

THEOREME. — Pour chaque caractére régulier © du groupe E*, soit oy la représentation
admissible irréductible supercuspidale du groupe A* construite en 3.4,3.5,3.6. Alors, si G est
le prolongement non ramifié du caractére de k™ que définit I'extension E, on a

oe=(0), avec 0=63.

C’est le dictionnaire cherché dans le cas de la série supercuspidale non ramifiée.

4. Série supercuspidale modérément ramifiée

4.1. Soit E une extension quadratique séparable de k, dont la ramification est modérée; la
caractéristique résiduelle du corps k est donc impaire, et il y a exactement deux telles
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extensions; le sous-groupe 1 + p de k™ est alors formé de carrés, et le conducteur de I’extension
E de k est égal 4 1 : c’est aussi le conducteur du caractére o de k™ que définit I’extension; on
note ¢ la conjugaison de E sur k.

Soit A I’algébre des endomorphismes de E considéré comme espace vectoriel sur k; I’espace
vectoriel sous-jacent est somme directe de E et de E o; les éléments de E o sont de trace
réduite nulle; pour un caractére non trivial ¥ du groupe additif de k, le caractére
Vg =VoTrg, du groupe additif de E a pour ordre

ord Vg, =2 ord Y+ 1.

Il en résulte que la mesure de Haar autoduale sur E qui lui correspond, soit d;, ,, donne a
’anneau @y des entiers de E la mesure ¢~°¢¥~'/>. La mesure de Haar autoduale sur A qui
correspond au bicaractere , , (xy)=V o Tr,, (xy)est donnée par la formule suivante dansla
décomposition A=E+Eoc:

dyy (utvo)=dg ,udg v

L’action du groupe A* sur les classes de réseaux de I’espace vectoriel E sur k est en fait une
action du groupe projectif A /k™; si py est 'idéal maximal de O, les deux réseaux (), et p; ne
sont pas homothétiques, et le second est d’indice g dans le premier : ils définissent une aréte de
I’arbre de A~ , aréte conservée sous ’action de E*, et dont les extrémités sont permutées par
l’action des €léments de E* dont la valuation est impaire; on peut dire que le milieu de cette
aréte est 'unique point fixe de E* opérant sur larbre; le sous-groupe d’isotropie
correspondant dans le groupe projectif A* /k™ est un sous-groupe compact maximal non
spécial.

4.2. Le noyau de I'application composée

val

E*-Z->Z/2Z

est formé des éléments de valuation paire : c’est le sous-groupe k* (14 pg ). On en déduit que
le caractére o de k* que définit E admet exactement deux prolongements G’ et G
modérément ramifiés, et ils se déduisent ’un de l’autre par le caractére (—1)"* de E*, qui est
d’ordre 2. Comme le corps E contient un élément premier que la conjugaison o envoie sur son
opposé, chacun de ces prolongements G vérifie :

82 =(__ l)val =(_ 1)((q—1)/2)val )

On en déduit :

(a) si —1estun carré, alors ' et 6" sont d’ordre 2, fixés par o; ce sont les deux caractéres
d’ordre 2 de E* relatifs a ses deux extensions quadratiques ramifiées;

(b) si —1 n’est pas un carré, alors 6’ et 6"’ sont d’ordre 4, échangés par o et complexes
conjugués; chacun d’eux vérifie la relation (cf. prop. 2.7) :

c°=(-1)"o.
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4.3. Appelons encore régulier tout caractére 6 de E* qui ne se factorise pas a travers la
norme Ng, en un caractére de k™ ; ceci revient a dire 8 # 0°. Le conducteur relatif ag , (6) du
caractere 0 est le conducteur de 6/6°; la relation suivante, pour x € py, :

A=x)(1=°x)"1=1+(Cx—x) 1 +°x+(°x)%>+...)

montre que (0/0°)(1—x)=0(1+(°x—x)(1+°x+...)); il en résulte que Ilinégalité
ag,(8)>1 implique que le conducteur de 6/6° est pair. Si, par contre, 8/0° est trivial sur
1+ pg, alors le caractére 0 n’est régulier que si 0/0°=(—1)" :eneffet, 'action de o sur@/pg
est triviale et donc 0/6° est trivial sur @F dés qu’il ’est sur 1+ pg. On a ainsi prouvé I’énoncé
suivant :

LEMME. — Lorsque 'extension quadratique E est modérément ramifiée sur k, les caractéres
réguliers de E* , ou bien ont leur conducteur relatif pair, ou bien ont leur conducteur relatif égal a
1, et, dans ce second cas, ils se déduisent de leur conjugué par o par le produit par le caractére
( _ 1)val

Pour n>1, on a les formules ([10], V,§ 3) :

Ngj, (1+p2" 1) =Ng, (1+p2")=1+p".

On en déduit que si un caractére x de k™ a son conducteur a (y) > 1, alors le conducteur
a(xgy) du relévement xg, =yoNg, de x a E* est 2a(y)—1; pour a(y)=1, on a aussi
a(xg)=1saufsi y =, le caractére d’ordre 2 de k* que définit I'extension E, auquel cas
est trivial.

Un caractére 0 de E* est appelé primordial s’il est régulier et si son conducteur est minimal
parmi les conducteurs de tous les caractéres 8y, ou x parcourt les caractéres de k*; d’apres
ce qui précede, ceci revient a dire que, ou bien le conducteur de 6 est pair, ou bien qu’il est
trivial sur 1+pg et que 0°=(—1)"" 0.

4.4. On dispose d’un lemme analogue a celui de 3.3.

LeEMME. — Soit y un caractére de k*; alors, E étant une extension quadratique modérément
ramifiée de k et o la conjugaison de E sur k, on a, pour a(y)>m=1:

f X(l—axx)_l =>\‘E/k W),

m  2am-m-1

E/PE
ou \ est un caractére du groupe additif de k tel que
x (1 +x)=Vy(x) pour valxzZa(y)—1.

Preuve. — Pour tout entier r, on a Trg,, p2" =Trg, pg"~ ' =p” ([10], V, § 3); la fonction
xepr -y (1—°xx)~! est donc constante sur les classes modulo pi*E/K~" : pour xepg,
yepi e~ on a °yy et Try, ®xyep*®, dou :
1A=+ y) (x+y) P =g (1="xx) " g (1="yy) " g (1 ="xy—yx)~"

=y (1="xx) "1 £ (1=yy) " (Trgy “xy)=x (1 —°"xx)~ "
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Ensuite, vérifions la formule pour a(y)=m+1 : il faut voir que ’on a

Z x (1—=°xx)" ! =q1/2 7\'13/1( (W)

m+ 1

P;;/PE

or, le premier nombre est aussi la somme sur le méme ensemble des  (°xx); choisissons un
élément premier . de E de trace nulle, et soit © sa norme; écrivons x=ny' u, u entier :
W (°xx) =\ ("™ uu) =\ (r" v?), en notant v I'image de u dans le corps résiduel de E, qui est
celuide k, eten remarquant que I’ordre de  étant —(m + 1), ’application y — U (z™ y) définit
un caractere de Oy trivial sur pg donc un caractére du groupe additif de ce corps résiduel.
D’autre part, comme on 'a vuen 1.7 :

4" Mgy (W=¢"""? e (0, Y)=) S @Y ([@"0).
«/p

On est donc ramené a prouver que, pour un caractére non trivial du groupe additif du
corps F,, on a la formule suivante, ou figure le symbole de Legendre :

Yr(x?)=Y <§>r(x),

F,

et qui est facile a vérifier.

Il reste & voir que la formule de I’énoncé est encore vraie pour a () > m+ 1, & savoir que
I'on a

x (11— axx)‘l :qa(z)—m~1/2 7\'5/1( (\")

2a(0-m-1

PE/PE

Pour cela on somme sur les classes modulo p2?®~m=2 /p2a@-m~1 "ce qui fait apparaitre
Y (Trg, xy) & sommer sur les y dans ce groupe, nul sauf si xepg*!, et ainsi la formule a
prouver pour I'indice m se raméne a la formule pour I'indice m + 1; ceci permet de revenir au
cas a(y)=m+1, ce qu’on vient de traiter, et la formule est donc établie.

Remarque. — Ce lemme et celui de 3. 3 peuvent se mettre sous la forme commune suivante,

pour un caractére y, de k* tel que a(xg,)=2m=2:

J‘ x (1 _NE/k x)” ! =}"E/k (W)
vE/p

40 /K)=m

le caractere | étant défini comme dans le lemme 4.4.
4.5. Soit 6 un caractére régulier du groupe E* dont le conducteur relatif est pair :

ag (8)=2m. Soit Ky =E* (1 +pf o) : c’est un sous-groupe ouvert de A*, compact modulo
le centre k*. On en définit unc représentation K, de deeré 1 par
%o | EX=0 et Aol +x0)=x,, (1 +x0) pour xeppr.

ou y est un caractére de k* tel que le caractére 0y, soit primordial; cette définition ne dépend
pas du choix de . On définit alors une représentation de A* induisant % :

Qg =Il‘ldﬁs Ay
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PRrOPOSITION. — La représentation ainsi définie par un caractére régulier 6 de E* de
conducteur relatif pair oy de A* est admissible irréductible supercuspidale; son degré formel
relativement a la mesure de Haar sur A* /k™ qui donne a A /k* lamasse 1 est g°E/x®~ (g—1),
et son facteur € est donné par

€ (o, V)=¢(8, Vg, ) quand 8 est primordial
& (0tg, W) =Ny (Vo) & (6, Vrgy) sinom,

ou 4 désigne un caractére du groupe additif de k qui vérifie
X (1+x)=Y4(x) pour valx=Za(y)—1,

le caractére y, de k™ étant tel que le caractére Oyg,' de E* soit primordial.

Preuve. — La premiére partie est démontrée par T. Shintani ([11], th. 4 et cor. 1); le degré
formel est égal a 'indice de K4 dans Ag, : c’est donc le produit de [Ag : E* (1 +pg o)] par
[EX(14+p; 0): EX(1+pr o)), c’est-a-dire (3—1) g™~ . Quant au facteur ¢ on a, par 2.3,
I’expression

€ (g, V)= J Yasi (%) %o (%)} HA/k (x)~ 2 dA,q, X
K,
= ‘[ Ve (0) B (2 e(t)_l dE,\]; t J x(l—"yy)‘l dE,\y y
E* p%
=gtV g (0, Vg, J x(L=°yy) " dg, y;

PE

pour 0 primordial, on a a (x) <m et donc y (1 —°yy)=1 sur pf'; dans ce cas, on a donc

€ (ae, ¢)=q—m—(20rdw+l)/2 q(2m+20rd\ll+1)/2 € (9’ ‘I/E/k)=8 (6, \IJE/k )

Quand 6 n’est pas primordial, la mesure ¢*®*+*?V¥ dg |, y donne a U lamasse ¢*® ="/ : c’est
donc la mesure autoduale par rapport 4 un caractére s pris comme dans I’énoncé; le lemme
de 4.4 appliqué ici donne

Lg/pz;m-m—l x(L="yy) T =g wrordy f X A=y dg y Y=g (W),

YE
et donc

€ (otg, W) =2Ag, (W) € (0, Vg, ) pour 6 non primordial.

Une autre d¢monstration de cette proposition sera donnée aux paragraphes 5 et 6.

4.6. On va montrer maintenant que le bon paramétrage des séries supercuspidales
modérément ramifiées (2. 8) s’obtient & partir des représentations que ’on vient de construire
grace a un décalage convenable, analogue a celui du cas non ramifié (3. 8).
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THEOREME. — Pour chaque caractére régulier 0 du groupe E* dont le conducteur relatif est
pair, il y a un unique prolongement G du caractére & de k* que définit 'extension E, qui soit
trivial sur 1 +pg et tel que

0=0), ou §=05.

Preuve. — On va se placer dans les conditions d’application du théoréme rappelé en 2.4.
Comme a (6)=1, les deux caractéres 0 et & de E* ont méme conducteur relatif, et sont donc
tous deux réguliers; par construction, la restriction de la représentation oy au centre k™ est
celle de 84 k* : c’est le produit de 6 par 8 | k*. Voyons donc que pour tout caractére x de k* on
a ’égalité

€ ((g)A ® Yan> V)=¢2 (e ® Xan» V).
Pour chaque caractére 6 en question, fixons un élément 6, de E* pour lequel
O(1+t)=Vg, (6,1) pour tepg® 1t

Si G est un caractére de E* trivial sur 1+pg, alors 5(9\1,)=c~5((9x5,k)¢,) pour 0 et Oy,
primordiaux : en effet on a alors a(x) < a(6)/2 et donc a (xg, ) < a(8), ce qui donne

c ((Oxgen)y)= c 9y +XE/k,\|l)=8 (0y).
D’autre part, on sait que € (0, , y)=4Ag, (A) &€ (0, Vg, ), donc (1.4):
€ (GA s ‘l’)=7\E/k 0 c (e\y)_l (0, \I/E/k)-

Comme chaque membre de I'identité voulue ne dépend que de 0y, , on voit que, par le
théoréme de 4. 5, il s’agit de trouver un prolongement & de ¢ & E* qui soit trivial sur 1 +pj et
tel que

c (8y)=Ag, (V) pour 6 primordial,
G (0y)=Xg, (U)/Ag (Vo) sinon.
Lorsque 6 n’est pas primordial et que GXE_/kl I’est, on a
a(xgn)=2a()—1=a(®) et pour valx=a(0)—1;
0 (1+x)=xpu (1+x)=3 (1+Trg X)=Vgy By x) = (Trg, x);
ceci montre qu’on peut prendre pour 0, un €élément y, € k™ tel que
X (1+x)=Y (xy x) dés que valx=a(y) -1,
et pour caractére {4 le caractére .y ; mais alors :

)"E/k (d’o):& (Xq,)_l >"E/k (),
}"E/k (‘I’)/)\‘E/k (\|’0)=8 (X¢)=(~5 (9,1,).
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Il reste & voir la condition imposée & & lorsque le caractére 6 de E* est primordial; un élément
0yeE qui satisfait 4 6 (1+x)=Vg, (0, x) pour val x=a(®)—1 a pour valuation
—a(0)—ord Vg, = —a(6)—2 ord y— 1, qui est un entier impair; or, pour un élément xe E

dont la valuation est impaire, on a, par 4.2 :
6 (x)>=06(-1);
d’autre part, on a aussi (cor. de 1.7):
}"E/k (\lr')z =c (=1);

avec ce qu’on a dit en 4.2, on voit que la formule suivante, pour un caractére primordial de
conducteur pair

S (By) =g (V).
détermine le prolongement & de & si on lui impose d’étre trivial sur 14 p; .

4.7. Tlreste le cas des caractéres réguliers de E* dont le conducteur relatif est égal a 1; dans
cette hypothése, notons F I’extension quadratique non ramifiée de k, et K I’extension
composée E.F : c’est I’extension quadratique non ramifiée de E; elle définit le caractére

T~
ok =(—1)* sur E*;onavuen4.3 qu’un caractére de E* dont le conducteur relatif est égal a

T~
1 vérifie 6° = o} 0; ceci montre que le relévement & K* : 6, . =00 Ny . de 0 s’écrit de deux
\ ‘ - . F
fagons exactement comme relévement d’un caractére de I, a savoir @y ; et (¢° )y p, avec

oF

T~
©° =ok ¢. Pour satisfaire a la correspondance de Langlands, on pose donc

0, =0,

On sait que les représentations construites aux numéros 3 et 4 constituent toutes les
représentations supercuspidales de A*, a équivalence prés, lorsque la caractéristique
résiduelle est impaire.

5. Construction des autres représentations supercuspidales

5.1. Onnote désormais E une extension quadratique séparable ramifiée du corps k,et o le
conjugaison de E sur k. On sait que le conducteur d =dp, de E sur k est donné par I’'une des
propriétés suivantes [10] :

— plus grand entier n = 0 tel que o opere trivialement sur O /pg;

— plus petit entier n = 0 tel que 1+ p” soit formé de normes de E;

— plus grand entier n = 0 tel que la trace de pg " soit dans O;

— valuation du discriminant de ¢y relativement a O;

— conducteur du caractére 6 d’ordre 2 de k* qui a Ny « E* pour noyau;

— valuation de m; — °n; pour tout élément premier ny de E.
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Sila ramification est sauvage, ce qui équivaut au fait que la caractéristique résiduelle est 2,
le conducteur est aussi le plus grand entier n> 1 tel que 1+ps~! contienne le noyau de la
norme.

On notera toujours N, et T, la norme et la trace de E sur k.

La formule n; — °ng =Tg,, ng —2 °n pour un élément premier n; montre que 'on a:

(a) d=2val Ty, ng sid<2val2;

(b) d=2val 2+1 sinon, et alors p; ¢! =(1/2) 0.

Rappelons que pour tout entier n on note n’ la partie entiére de n/2 et n”’ =n—n’'. On a
alors :

Ty P =p™*%" pour tout entier m,

Ng (L+pm)=1+4p™*9" pour tout entier m=d.

5.2. Comme en 3.2 et 4.3, un caractére de E* peut étre régulier, ou primordial
relativement au corps k, et il posséde un conducteur et un conducteur relatif.

LEMME. — Soit 0 un caractére régulier de E*. Alors :

(a) a(6)2d;

(b) si a(8)=d alors 0 est primordial et 8/0°=(—1)"*E;

(c) sia(8)>d alors 0 est primordial si et seulement si a(0)—d est impair, et, dans ce cas,on a

ag; (0)=a(@)—d+1.

Preuve. — (a) vient de la premiére caractérisation du conducteur d;

(b) résulte de ce qui alors 0/60° est trivial sur les unités de E;

(c) d’abord sia(0)—d est impair, alors 0 est primordial : en effet, si non il y a un caractére
de k*, de conducteur a(y)>d, tel que a(0yg,)<a(0), et donca(®)=a(xs,)=2a(x)—dala
méme parité que d. Ensuite, si a(0) —d est pair >0, la restrictionde 84 1 +p2®~! donne un
caractére de pg @1 /p2 @ fixé par o qui se factorise & travers la trace : il y a donc un caractére

x de k* tel que, pour xepg® !, on ait

O(1+x)=y(14+Tg, x)=x(Ng, (1+Xx))

et ainsi a (0yg,, ) est plus petit que a(6), ce qui prouve que 6 n’est pas primordial. Prouvons la

formule ag,, (6)=a(6)—d+1; on observe que, pour x € pg ®=4 on a, sachant que a(0)>d :

s _ 1+x _ x—x _ s
©/0 )(1+x)—9<1+—0x>—9<1+ 1+"x>_e(1+x X),

or, du fait de la parité de a(8)—d+1,0n a

0)—1__ 0).
Teu pe® =Tgu pe®;

il en résulte que 0 ne peut étre trivial sur les 1 +x —°x, x e pg @~ puisque dans le cas contraire

il se factoriserait a travers Ty, x et serait donc trivial pour xepg®~!, contredisant la
définition de a(0); ceci montre que 0/0° n’est pas trivial sur 1+ pg @~ et comme il 'est sur

1+pg®~4*1 on a bien la formule annoncée.
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5.3. Lafiltration de E par les puissances pf, ne Z, de I'idéal premier définit une filtration
(px!) sur I'algebre A des endomorphismes de E, espace vectoriel sur k : par définition, un
ueA est dans py s’il décale de m la filtration sur E :

uepr «— u(p!)cpr*" pour tout n

(en fait deux entiers de parité distincte suffisent). On écrit pi=p, et p2=0,; on a alors,
prT"=prpr pour tous entiers m, n; de plus O, le groupe des unités de O, , est un sous-
groupe d’Iwahori de A*; pour chaque m, le groupe E et la conjugaison ¢ normalisent p}’.

Pour m=1, on pose
A% (m)=1+p};

c’est un sous-groupe distingué de (¢}, les sous-groupes E* A* (m) sont ouverts, compacts
modulo le centre k* de A%, et distingués dans le groupe A =E* O} fixateur de l’aréte de
I’arbre de A* déterminée par E; on a aussi

E*nA*(m)=1+pf.

Le groupe quotient py/pm*! est aussi un ¢,-module, qui en fait un espace vectoriel de
dimension 2 sur le corps résiduel de E, égal a celui de k; si g est leur ordre commun, I'indice
de E*A*(m) dans A; est g™ ' (g—1). Remarquons aussi que ¢ € A* (m) pour m<d.

L’écriture de A comme somme directe E + o E permet de parler des réseaux décomposables
de A : ce sont les sous-modules sur ¢, ouverts et compacts, qui s’écrivent pf'+ o pg avec
m, nentiers; dans I’arbre défini par le plan A sur E, ils correspondent aux sommets situés sur
la géodésique définie par les droites E et o E. Pour chaque entier m, on appelle p'~ et p2' ™ les
deux réseaux décomposables extrémes encadrant pj’ :

R
autrement dit, py'~ est la somme pJ'+ o py des traces de pJ* sur Eet 6 E, et py'* la somme des
projections de py sur E et ©.

LEMME. — Les deux inclusions

m— m m+
Pa SPaASPa

sont d’indice q**.

Preuve. — La forme linéaire trace T,, sur A définit une forme bilinéaire sur
A : x, y— T, (xy); celle-ci permet de parler du réseau complémentaire d’un réseau donné;
on voit que p% a pour réseau complémentaire p,™ ! et que le réseau décomposable
pPr+ o pp a pour réseau complémentaire pg ™ ¢+ o pg "% les deux inclusions de I’énoncé se
renversent en inclusions sur les réseaux complémentaires, et donnent donc les réseaux
décomposables extrémes encadrant p, ™~ !; en particulier

(—-m—1)+

pA =pE—m—d+GpE—m—d
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ce qui donne, par décalage de 2m+1 :
p‘;n+=p]rin—d+1+0pén—d+l'

Ceci montre que pJ*~ est d’indice g2“~ Y dans p["™*, et le lemme résulte des égalités

-m—-1)+

[px s R 1=[pf cpa T =r T cpRl=ler T pr TV

Ce lemme montre que dans I’arbre défini par le plan A sur E, le sommet défini par les

réseaux (py') est a la distance d—1 de la géodésique que définissent E et o E.
Il résulte du lemme que, pour m=1, on a

A (m)=1+pT+opm+(c—1)pm 9 =(1+pm)(1+(c—1)pr 4+,

c’est une . décomposition avec unicité de I’écriture, en produit de deux groupes
1+pm=A" (m)~E*, et H(m)=1+(c—1)pm=4+1,

5.4. Soit H le fixateur dans A* de la forme linéaire trace Tg,, sur E : c’est donc le groupe
affine de la droite de E formée des éléments de trace 1. Comme I’élémentu=14+x+cyde A
vérifie Ty, u(t)=Tg, t pour tout teE si et seulement si x+y=0, on pose

h(x)=14+(c—1)x, x€eE,

de sorte que h(x) t=(1—Tg, x) t+°x pour Ty, t=1;la « dérivée » 1 —Tg, x de h(x) est son
déterminant, et H est donc formée des h (x) pour Ty, x # 1. En particulier h(0)=1et h(1)=o.
On a les formules suivantes, pour x, yeE :

h(x)h(y)=h(x+y—(Tg, x) ),

h(x)h(y)=h(y+°yx—°xy)h(x)=h(°yx —"xy) h(y) h(x)
~et, pour
Tepx#1,  h(x)"'=h(=(1—=Tg, x)" ' x).

LEMME. — On a la décomposition suivante, avec unicité de I’écriture
A*=E*H.

Preuve. — Laforme bilinéaire sur E définie par t, u+> T, (t° u) donne a ’endomorphisme
x4+ o ye A I’adjoint °x + o y; cet antiautomorphisme de A envoie H sur le fixateur H, de la
droite k de E. Comme E* est un espace homogéne sous A, principal sous E*, on a
A*=E*H,, avec unicité de ’écriture; le lemme s’obtient alors par application de I'inverse de
I’adjoint sur cette décomposition.

Le groupe H(m) de 5.3 n’est autre que la trace de H sur A*(m), et la décomposition
A (m)=(1+pg') H(m) est celle induite par celle du lemme : A*=E"H.

Il résulte du lemme que ’application

heH—E*hE*
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définit une projection sur les doubles classes
H(m)\H/H (m) > E* A" (m)\A*/E* A* (m).

Le radical unipotent N de H est le groupe des translations de la droite affine de E formée
des éléments de trace 1 : c’est doncle noyau du déterminant dans H, et ’application h définit

un isomorphisme du groupe noyau de la trace sur N. C’est aussi le groupe des commutateurs
de H. '

Il est classique que le groupe H admette une unique classe de représentations lisses
irréductibles de dimension >1; on appellera ces représentations les représentations non
dégénérées de H : elles ne contiennent aucun vecteur fixé par N. On en a une réalisation dans
I’espace des fonctions sur la droite affine des éléments de trace 1, localement constantes, a
support compact et d’intégrale nulle pour n’importe quelle mesure invariante sous I’action
de N, le groupe H opérant par

() £ h()" t)=f<~i>-

1-Tg, x

Cette représentation est équivalente a ses tordues par les caractéres du déterminant. Onen a
d’autres réalisations par induction d’un caractére non trivial quelconque de N.

Simg est un élément premier de E, alors 7, —°m;; est une base du noyau de la trace, et donc
Ker Ty, npr~? ne dépend que de m'’; il en résulte que N n H(m) ne dépend que de
(m+1)"=m'+1. On écrit donc N n H (m)=N (m’).

La formule des commutateurs sur H montre que le groupe des commutateurs de H (m) est
N (m). Pour qu’un caractére de N (m’) se prolonge en une représentation de degré 1de H (m), il
faut et il suffit qu’il soit trivial sur N (m), et alors son fixateur dans H contient H (m) N. On dira
qu’un caractére de N (m’) est non dégénérée pour H (m) si son fixateur est H (m) N : modulo N,
c’est donc det (H (m) N)=1+p™ ; ceci revient & dire que son conducteur est N (m). On dira
aussi qu'une représentation de degré 1 de H (m) est non dégénérée si sa restriction a N (m’) est
non dégénérée pour H (m); cette restriction la détermine a torsion prés par un caractére du
déterminant sur H (m). Comme N (m)=H (2m) n N et que H (m)/H (2 m) est commutatif, on
en déduit que les représentations non dégénérées de H (m) de conducteur minimal H (2 m) sont
données par les caractéres de pf~?*! dont le conducteur est 2m—d+ 1, par la formule

h(x)—n(x),  xepg *h

ProrosiTiON. — La représentation de H induite par une représentation non dégénérée de

H (m) est non dégénérée.

Preuve. — (a) Soit v un caractére de N dont le conducteur est N () : sa restriction a N (m’)
est donc non dégénérée pour H (m); les relations de commutation montrent que sin=h(x)e N
et k=h(y)eH alors nkn™"k~'=h((Tg, y) x), et donc que I’application

neN, keH(m)—v(mkn k™)
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est constante sur les classes n N (m’), k N (m’), et met en dualité les deux groupes commutatifs
N/N(m’) et H(m)/N(m’). On note dn et dk des mesures de Haar sur ces groupes en dualité
pour cet accouplement.

(b) Soit 1 une représentation non dégénérée de H (m); on appelle v un prolongement en un
caractére de N de la restriction de i & N (m’). La proposition sera démontrée si I’on prouve
que la représentation de H induite de H (m) par n est équivalente a la représentation de H
induite de N par v. Pour une fonction f dans ’espace de celle-ci, on pose

(Af)(h)=J n(k) f (k™" hydk,  heH,

H (m)/N (m')

alors A fest dans ’espace de la représentation induite par m, et 'opérateur A entrelace les
représentations. Pour une fonction g dans I’espace de la représentation induite par ), on
pose

(Bg)(h)= J v(n)g(nh)dn,  heH,

N/N (m')

alors Byg est dans I’espace de la représentation induite par v, et I'opérateur B entrelace les
représentations. Le composé BA s’écrit :

(BAf)(h)=J

N

dnj v(n)n (k) f (k™! nh) dk;
/N JHm)/N @)
comme f (k™ !nh)y=v(k ' nk) f(k~!h), c’est aussi
J dnj v(nkn= k™Y (k) f (k™! h)dk,
N/N@m)  JHm)/Nm)
et, par (a), la formule d’inversion dit que c’est la valeur a l'origine de la fonction

k- n (k) f (k™' h), a savoir f(h). De méme, le composé AB s’écrit :

(ABg)(h)= j dkj n (k) v(n) g (nkh)dn
m/Nm) NN

H

qui, par le changement de variable ni— knk ™' se met sous la forme

J dkj v(nkn='k~Y)v(n) g (nh)dn
H (m)/N (m’) N/N(m')

et, comme précédemment, ceci est la valeur a ’origine de n+ v (n) g (nh) a savoir g (h). On a
bien montré que A et B sont des opérateurs d’entrelacement inverses I’'un de I'autre, et la
proposition est prouvée.

5.5. Pour teE* et h=h(x)e H(m), on a la formule
th(x)=h(x")t’
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avec t'=t(1+8(t)x), x' =x(1+8(t)(1+8(t)x)~*, 8(t)=°tt~ ' —1. Lorsque t parcourt E*
et x parcourt ppr~4*!, alors §(¢) x parcourt py et x' —xed(t)x+pF™ ?*1. On en déduit

qu’une représentation non dégénérée de H (m) de conducteur H(2m) :

bl

h(x)-n(x),  xepy ¢!
et un caractere 6 de E* définissent par
th(x)—6(1)n(x)
une représentation de degré 1 de E* H (m) si et seulement si on a

8(1+yn(y)=1  pour yepg,
et, dans ce cas, cette représentation est triviale sur 1+ p ¢ puisque

l+oy=h(y(1+y) " H(1+y)eh(y)1+y)H2m).

De plus, sionam<d, c’est-a-dire m=2m—d + 1, alors n est trivial sur p{' et on peut prendre
0=1; si par contre on a m=d, alors le conducteur de 0 est celui de n, a savoir 2m—d+1, et
donc, par le lemme de 5.2, le caractére 6 est primordial. Ceci donne le lemme suivant, ou, par
représentation non dégénérée de E* A* (m) on entend représentation de degré 1 prolongeant
une représentation non dégénérée de H (m).

LEMME. — Pour qu’un caractére de E* se prolonge en une représentation non dégénérée de
E*H (m), il faut et il suffit que :

(a) si m<d, ce soit le relévement d’un caractére de k*, et il y a alors g™ *(q—1) tels
prolongements;

(b) sim=d, ce soit le tordu d’un caractére primordial de E* de conducteur 2m—d+1,etil ya
alors q*~* tels prolongements.

Le résultat important est le suivant.

THEOREME. — Soit m un entier =1. Alors, la représentation de A* induite par une
représentation non dégénérée de E* A™ (m) est admissible irréductible supercuspidale, et son
degré formel pour la mesure de Haar sur A* /k™ qui donne d A /k* la masse 1 est q™ ' (q—1).

Preuve. — Cette représentation induite se restreint a H en une représentation non
dégénérée, par la proposition de 5.4 et la décomposition A*=E*H : ceci donne
I'irréductibilité; par construction les coefficients sont a support compact modulo le centre, ce
qui prouve la premiére partie. Quant au degré formel pour la mesure indiquée, c’est I’indice
du sous-groupe E* A* (m)=E* H*(m) dans Ay =E* 0, qui a été calculé en 5.3.

On sait que toutes les représentations supercuspidales ont été obtenues, et on connait les
équivalences entre elles [8].
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6. Calculs des facteurs locaux

6.1. On commence par donner un paramétrage des représentations obtenues en 5;
rappelons que m est un entier =1, et que n'’ est la partie entiére de (n+1)/2.

LEMME. — Les représentations non dégénérées de E™ H (m) sont les tordues par les caractéres
de k* des représentations

th(x)—0(1)n (x), teE*, xepp 4ty

ou  est un caractére de p~“*! de conducteur 2m—d+1, o,

(a) sim<d, 0 a son conducteur <m et reléve un caractére de k*;
(b) sim=d, 0€st un caractére primordial de conducteur 2m—d+1 tel que (1 +t) n(t)=1
pour tout tepp ¢t

Preuve. — Etant donnée une représentation non dégénérée de E* H (m), en la tordant
éventuellement par un caractére du déterminant, on peut supposer qu’elle est de la forme
th(x)—0(t)n(x)

ou m est comme dans 1’énoncé, et 6 et un caractére de E™ tel que (voir 5.5) : 6(1+1)n(1)=1
pour tepf.

Si on a m<d, alors a(6)<m<d montre que 6=y, pour un caractére y de k*, et
inversement,est la tordue par y de

th(x)Hn'(X)=n(X)x(1—TE/k x)_l=n(x)X(1+TE/k X),

ce qui prouve le lemme dans ce cas. Si par contre on a m=d, le lemme sera démontré si ’on

trouve un caractére y de k*, de conducteur au plus m, tel que, pour tepp™@"*!, on ait

O(L+)n(t)=yxe, (1+1)x(1=Tg, t),

puisqu’alors le tordu par ¢ ~ ! de th(x)— 0(t) 1 (x) satisfait aux conditions du lemme; comme
a{y)<m,ona(Tg, t)(Ng, t)et(Ty, t)*dans p*® pour te pg~*"*', et doncle second membre
de I'identité voulue est y (1+ N, 1); ¢’est un caractére en t€ pf "', tout comme le premier
membre; or, tout caractére de pp~¢"*' trivial sur p/ est du type ¢y (1+ N, t) pour un
caractere y de k* de conducteur au plus m, puisque le groupe additif engendré par les normes

de pp=?"+1 est pm~4"*1; ceci prouve le lemme quand m est au moins d.

Dans le cas modéré (d=1), le caractére 6 détermine alors 1.

Pour m <d, on note &, la représentation de A~ induite par la représentation non dégénérée
th(x) > n(x) de E* H(m); en général, soit m, , la représentation de A* induite par la
représentation th(x)  0(t)n(x) de EXH(m), ou 0 et n sont comme dans le lemme,
et Tg, n @ Xask="Te

6.2. Le facteur g(n, |) d’une représentation n construite au n°® 5 par induction depuis le
sous-groupe E* H (m) d’une représentation non dégénérée » est donné par la formule (2.3) :

NE /K, X

e(m, Y)= J Wa s ()% (%)™ ! Mas (%)™ 1z dA, v
E*H (m)
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Sur E* H(m), on observe que la mesure de Haar d, ,, se lit en pg (t)dy ,, tdy , x dans le

paramétrage th(x), te E*, xepy *! : en effet, cette mesure est invariante par translation

multiplicative a droite par H (m), et les formules du début de 5.5 montrent que la mesure
Hg(t)"'dg , tdg , x est invariante par multiplication a droite par ¢, € E*, elle est donc une
mesure de Haar sur le groupe E*H (m); il en résulte que son produit par pg(t)? est la
restriction & E*H(m) d’une mesure de Haar sur A; il reste a calculer la masse de
A" (m)=(1+p§)H(m) pour vérifier que c’est bien la restriction de d,, .

On peut donc écrire, si dyh=d; , x pour h=h(x)e H(m) :

e(n, §)= J Ve (0)0() ™1 uE(t)‘”( Yas (=) (W)™ xap ()" dy, h>dm t

H (m)

pour m=m, ., en écrivant Ny (h) pour n(x) si h=h(x)eH (m).
Dans I'énoncé du théoréme, on a noté, comme dans le paragraphe 1.4, G(x, V)

TuEOREME. — Le facteur €(n, ) de la représentation n=m, , . est donné par les formules
suivantes :

e W) = (1) P e (1) 0(ny) st a()=m,
£, W)= hg (1) 2 Vg (1) 0(y) Gl Yy)?  si al)>m,

ou x,=0si a(y)<1 et sinon est un élément de k™ tel que
K(L+x)=Y(ryx)  pour xep'™,
Ty =%y + My, Ny étant un élément du E tel que

n )=V, My (h—1)) pour heH (m).

Preuve. — (a) On commence par sommer sur les classes H (m)/N (m'), sachant que N (m")
est le noyau du déterminant sur H (m); on a les relations suivantes, pourne N (m’), he H (m) :

‘I’A/k (t (nh—1))= ‘1’A/k (t(h—1)) \IIA/k (t(n—1)),
Yax (Mh)=pp (),
Ny (nh)=ny (n) ny (h);

on fait donc apparaitre une somme portant sur les caractéres de N (m) :

j Yap (t(n=1)ny (n) dn= J Yau (t=my) (n—=1)) dn
N(m)

N(m’)

cette contribution sera non nulle seulement pour t—n, dans ’orthogonal des éléments de
trace nulle dans pf'~?*!, relativement & Vg, , , c’est-a-dire dans k +p; ™~ * (on a pris | d’ordre

0, ce qui est loisible). On écrit alors t=n,+x+u, xek, uepg "', ce qui donne
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Vg (u(h—1))=1 pour he H (m), et donc la somme sur H (m) se réduit a
mes, (N (m')) J Van (X (h=1)) Xy (1)1 dy 5
H (m)/N (m")

mais H (m)/N (m’) est I'image 1+p™ du déterminant sur H (m), et donc ceci vaut
mes,, N (m') g~* J V) x (L+y) "t dy y.
pm”

(b) Dans le cas a () < m, on intégre le caractére y —  [(x — ) y] de p : 1a contribution
ne sera non nulle que pour xey, (L+p™), ce qui donne

(m, y)=mes, H (m) \[‘l’E/k (O0() " mg ()2 dg  t

ou la somme porte sur les tem,, (1+p™ )+pg ™~ ' mais m, p" <pg " ' donc on somme en
fait sur m, (1+p{"); or la fonction a intégrer est constante sur ce domaine vu que I'on a

0(l+v)=n(-v) XE/k (1 +U)=\|fE/k [(T]q, +X\1;) v]
pour vep; ceci donne la formule voulue quand a(y) < m.
(c) Supposons désormais a(y)>m; on a donc a(y)=2m', et IDexpression

Y (xy)x (1+y)~*d, y se calcule par sommation sur les classes modulo p*®~"", ce
pm

qui fait apparaitre des sommes J Y ((x—xy) z)dy z, et permet de se limiter aux
a(y)-m”
xeyy (14+p™); écrivons x =1y, (1 +pa), ce qui donne

N

J \I!(xy)x(1+y)‘1=\lf(—x\pa)x(1+a)j ‘ Y (gy) x(L+y) 7!
m”/pa(x) m’

pm ppa)—m”

et la derniére somme n’est autre que G (x, Y y), avec la convention précédent I’énoncé du
théoréme. L’intégrale en ¢ porte seulement sur les t =7, +y, X+u, xep” ,uep; ™ '; pour
ces t,on a

Ve (=g, (my) U (2 %y X) Vgjy (0)
0(1)= G(n¢)9<1+ Lot i);
Ty Ty

mais y,/n,€C;, et le produit de y,/my x par u/m, a sa valuation au moins égale a
2m'" +2a(y)—m—1,alafois supérieur a a (y) et 2 a (y) —d, donc certainement = a (8); ceci

permet d’écrire :
e<1+ vy l>=e<1+ ﬂx)e(u l);
Ty Ty Ty Ty
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comme la valuation de u/m,, est au moins a (0)"', ce dernier terme vaut g, (8 /my) u),ou 0,
est I’élément suivant de E* :

Oy =My +oty Ty Cey =Ty + 2o Gy
en notant ¢g , un €lément de E de valuation a (x)—d tel que

X (1+Ng, x)=x (1+Tg, cg , ) pour xepi®=4 Ap..
Comme

0 ¢

vy By gy pewa
Ty Ty

ona

0
Ve i ( g u>="l"E/k (u).

Ty

Ceci montre qu’il n’y a pas en fait a sommer surue p; ™~ ' :lafonction & intégrer n’en dépend
pas. Il ne reste finalement comme sommation que la suivante, le terme
He ()% P, () 0 ()" se mettant devant :

-1
J W(X¢X)X(1+X)9<1+%—:X> dy x.
pm”
On observe alors que sur p"* on a

‘ e<1+ X—“’x>=x(1+x)2;
Ty

en effet, vu que 2m"”" =Zm—d "’ + 1, on a une contribution en 1 :

0<1+ Xy x>=n<— Xy x>XE/k <1+ LTy x>
Ny Xy Ny X
= 1 _ v _ 7
‘l’E/k( , x)XE/k <( +x)< o 1+x>>

n X
=y (1+x)? “"E/k( v Xy x>XE/k (1 Dy _‘),

Ty B Xy 1+x

mais la norme de (1, /3,,) (x/(1 +x)) est dans p>¢®W=2"=1+2"" contenu dans p*™, et sa trace
est dans p*®W="*+¢"=1+m" contenu dans p*®”, donc

Ny X Ny X
1— — = _ .
XE/k< o 1+x> ‘l’E/k (X\p o 1+x>

2

X 2 Xy My X
Lo e .
9(1+ Ty x> x (1+x) \I’E/k( T, 1+x>’

et
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le dernier facteur vaut y (x, (x* /14 x) T, (ny /y)) : C’est 1 puisqu’il s’agit de la valeur de
sur un élément de valuation au moins

—a(+2m’" +a(y)—m+d"' —1=2m" —m—14+d"” =0.

Le terme qui reste a sommer se réduit donc a
J Uiy x)x (1+x)"1dyx
pm”

qui fournit le facteur G (x, yyy), et prouve la formule de I’énoncé.

COROLLAIRE. — Avec les mémes notations, on a :
(a) 8(nn’ \I’)=qm+1/2+md¢ Ny (0);

(b) £(my, n V)=G(6, Yg i TN) €(0,Vgp) pour mzd;
(c) pour a(x)=2m+1,

e(m W)=, Ve ™" 0, V).

Preuve. — (a) Dans ce cas, on a x=0=1, et n,=m,, donc de valuation
—2m—1-2ord V, et Yg, (ny)=n (—1). 2epf~ % on se trouve dans le cas m<d, on a
2epi™ *1! et donc n (2)=1, ce qui donne n (—1)=n (1)=ny (o).

(b) On aicix=1 encore, et a(®)=2m—d+1, m=d; comme 0 (14t)=\g, (n, t) pour
tepp~@"*! la formule résulte alors de celle donnant € (0, g, ) (1.4).
(¢c) Poura(y)=2m+1,0ona

Be (y) = he (L) ke (LHy ' Ny =R ()%,
et donc, sachant que

e W =p () ¥ x (xy) " G (X Uy),
on a

e(m, W)=€ (V) 1 (0e) "> ¥ Oy + Tz M) X (y) 0 (my) ™1 G (% Yy )s

écrivons =0, g, ; on a 8, =1 pour m<d, et

0o(1+1)=VY (t Tz, my) pour tep™™¥"*' si m=d;
on fait apparaitre systématiquement x +Tg, ny; grace a a(y)>2m, on a

X (0e) 0 (my) ™ =2 (0y) ™" Xen <1+ 2—:) 8o (my) ™"

-1
=y (xy) " X<1+Ts/k %) 00 (xy) =% Oty +Teu My) " 060y + Teumy) ™!
=(x090) Xy +Teu T]\l;)_l;

enfin G (3, Vxy)=G (80, ¥xy), €t donc on a fait apparaitre € (x0,, V) dans € (n, V), ce qui
donne la formule du corollaire, puisque x0, =7 "' 0 sur k*.
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On vérifie aussi que les formules du théoréme correspondent bien a celles qu’on a obtenues
lorsque I’extension quadratique est modérément ramifiée. Dans ce cas, on a d=1, et le
caractére 1) de N (m') est déterminé par 0 si x =1. Pour 0 primordial, il faut voir que

(0, \VE/k):uE (nw)llz ‘J’E/k (TC‘J,) 0 (nw)_l;

mais alors m, €0, (14 pf') si a (6)=2 m, et donc on peut remplacer n,, par 8, dans le second
membre. Lorsque 6 n’est plus primordial mais que 0y, I'est, on a a (0)=2a(y)—1, et
comme

0(1+ t)=¢E/k (TE\V t) pour tEPGE(x) :paE(e)N s
on a
€ (0, Y )=pg (nw)l/z Vg (y) O (7‘\1’)_1 G (0, gy my)
avec

G (0, Ygy my)= j 0(14+1) " Ve, (my t);

comme a(y)—1=a@yg,) =m,ona
O (1+0) 7" Vey (my )=Xgp (1+0) 7 gy (xy 1)

etdonc G (8, Vg, my)=G (Xg/i» Ve Xy); mais par la formule d’induction des facteurs £ (1.7)
appliquée au caractére y, de E*, le second membre vaut Az, (Ux,) "' G (x, ¥xy)?; comme
la proposition de 4.5 donnait

€ (o, V) =2%en (Wxy) €6, Wgp),
et que ag=m, ., on a bien la formule du théoréeme précédent

€ (otg, V) =Hg (nw)llz ‘l’E/k (n\lr) 0 (Tc\p)_l G (x, ‘J’X\p)z-

Remarques. — (1) Le principe de la construction des représentations qui a été donnéaun® 5
s’applique également lorsqu’on a affaire & I’extension quadratique non ramifiée. On introduit
dans ce cas aussi le sous-groupe H fixateur de la trace Ty, dans le groupe A* des
automorphismes sur k de ’extension E, et la filtration par les H (m) (¢f. 5.3; 5.4); & un
caracteére régulier 6 de E* de conducteur relatif pair 2 m (resp. impair > 1, resp. 1), on associe
une représentation non dégénérée de H(m) — en ce sens qu’elle induit a H une
représentation non dégénérée — de degré 1 (resp. g, resp.g —1), et on retrouve ainsi les
résultats du n° 3.

(2) Pour m” >d, la torsion par le caractére 6 de k* que définit E ne modifie pas la
représentation de E* H (m) qui induit =, , ,: par le critere de Labesse-Langlands, cette
derniére figure donc dans la série de type diédral définie par E. La correspondance est
explicitée dans [8], pour tous les cas.
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