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FACTEURS LOCAUX POUR GL(2)

PAR PAUL GÉRARDIN et PHILIP KUTZKO

On dispose actuellement de plusieurs méthodes pour construire les représentations
supercuspidales du groupe GL (2) sur un corps local p-adique k :

(à) d'une part, à l'aide de la représentation de Weil relative à l'algèbre de quaternions sur k
([7], § 1 et 4), ce qui ramène à la construction des représentations irréductibles du groupe
multiplicatif de l'algèbre de quaternions;

(b) d'autre part, par induction à partir d'un sous-groupe ouvert de GL(2), compact
module le centre k^ ([5], [8], [11]);

(c) enfin, la représentation de Weil relative à une extension quadratique séparable E de k
fournit en se décomposant des représentations supercuspicales de GL (2) paramétrées par les
caractères réguliers du groupe Ex ([7], § 1 et 4).

On s'intéresse donc au dictionnaire entre ces réalisations. L'objet de cet article est le calcul
des facteurs locaux des représentations obtenues par la seconde méthode; le facteur L vaut 1
pour les représentations supercuspidales, et le facteur s s'obtient à partir d'une formule que
donnent Jacquet et Langlands ([7], th. 2.18), à savoir l'équation fonctionnelle de Tate
([2] a, 3.2.3 (E)). Nous donnons alors la correspondance cherchée pour les extensions
quadratiques qui ne sont pas sauvagement ramifiées; le cas général est traité dans [8]'.

Le plan est le suivant. Les deux premiers paragraphes rappellent la définition des facteurs e
relatifs au groupe de Weil du corps k et au groupe GL(2). On y trouvera des résultats épars
dans la littérature ([7], [2], [6]), ou que P. Cartier exposa au premier semestre 1977 au
séminaire sur les groupes réductifs et les formes automorphes de l'Université Paris-VII.
Ensuite, le paragraphe 3 traite le cas des représentations supercuspidales relatives à
l'extension quadratique non ramifiée de k (toutes les extensions considérées sont supposées
contenues dans une extension algébriquement close fixée); le paragraphe 4 s'occupe du cas
ramifié mais modéré. Au paragraphe 5, nous rappelons la construction des autres
représentations supercuspidales suivant la méthode d'induction [8] : le groupe de la droite
affine sur le corps de base et sa représentation non dégénérée jouent un rôle essentiel, comme
on le sait par le modèle de Kirillcïv [7], et notre exposition met systématiquement en valeur ce
point de vue, en s'efforçant de limiter tout arbitraire dans les choix des paramètres. Le calcul
des facteurs s est alors effectué au paragraphe 6.

Les méthodes données sont assez générales pour devoir fonctionner également dans le cas
des algèbres simples centrales de dimension quelconque n2. Ceci vient d'être vérifié pour les

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE. - 0012-9593/1980/349/S 5.00

© Gauthier-Villars



350 P. GÉRARDIN ET P. KUTZKO

représentations supercuspidales relatives aux caractères réguliers de l'extension non ramifiée
de degré n [5]'. Pour les algèbres de quaternions, on peut également faire les calculs
directement.

1. Facteurs locaux des groupes de Weil

1.1. Soit k un corps local non archimédien; on note (9 l'anneau de ses entiers, p l'idéal
maximal de (9, ^l'ordre du corps résiduel ^/p, d^le groupe des unités, noyau de
l'application val de valuation

l-^-^^Z-^O;

on écrit ^u^^"^ pour la valeur absolue normalisée.

1.2. La donnée d'un caractère non trivial v|/ du groupe additif de k définit un
isomorphisme entre ce groupe et son dual de Pontrjagin, par l'accouplement

(x, y}^^(xy)\

la mesure de Haar sur k qui est autoduale pour ce bicaractère est caractérisée par

r
A ,..__-ordv)//2.\ a^x—q ,

>

où ord \[/, V ordre de \|/, est le plus grand entier n pour lequel la restriction de \|/ au groupe p ~"
est triviale.

1.3. Appelons ici caractères de k" les représentations continues de degré 1 du groupe ^x;
on dit qu'un caractère ̂  de k" est non ramifié si sa restriction au groupe des unités est triviale; il
se factorise donc à travers l'application val; dans le cas contraire, on dit que le caractère est
ramifié', le conducteur a (^) du caractère est 0 s'il est non ramifié, et, sinon le plus petit entier m
tel que la restriction ̂  11 + p m soit triviale. Pour a (%) = 1, on dit que % est modérément ramifié.

Pour tout entier n, on note n' la partie entière de n/2 et n"=(n+1)'. Pour un caractère ^
dont le conducteur est au moins 2, l'application

x^^(l+x),

est un caractère du sous-groupe de k formé des x de val x ̂  a W\ si l'on s'est donné en plus
un caractère non trivial v|/ du groupe additif de k, alors il y a un élément ^^ e A^, de valuation
-a(^)-ordv|/, unique modulo le sous-groupe 1+p000 ', tel que

7(l+x)=\|/0^x), vaIx^aOc)".

1.4. Les caractères non ramifiés de k" s'écrivent u5, où 5 e C/(2 n i/Log q) Z; ils possèdent
donc naturellement une structure analytique complexe; les caractères de G x groupe compact,
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FACTEURS LOCAUX POUR GL(2) 351

formant un groupe discret, l'ensemble des caractères de kx peut donc être naturellement muni
d'une structure analytique. On définit une fonction méromorphe L sur l'ensemble ̂  i (k) des
caractères de k" en posant

L(x)=l si 7 est ramifié;

L(x)=(l-^-T1 pour x-^.

Il y a alors, pour chaque caractère non trivial v(/ du groupe additif de k, et pour chaque
caractère ^ de /c", un nombre s(x, v^eC", tel que, pour toute fonction / sur k qui est
localement constante à support compact, on ait la relation suivante ([l], chap. VII, 2), où les
intégrales sont prises en prolongement analytique

[ AMxM"1^ f /MxM^x)-1^

' Lfe-H) =8fc +)-————Mi,—————
avec

A M- f f(y)^(xy)d^y.
J k

Plus explicitement, on a les formules suivantes :

e^vl/)^^5-1/2)01^ pour x=^.
f

s(X,^)= XM ^M^^^ pour x ramifié,
Jk-

cette seconde formule s'obtenant en prenant pour / la fonction caractéristique d'un sous-
groupe l+p w avec m^û(x); elle s'écrit aussi

s (X,^) = f X M-1 ^ M d^x = q0^2 ^ (x-1 ^) (Ti-0^-^ x),
Jvalx=-ord\l/-a(5c) ^/(l+p^X))

en notant 71 un élément premier de fe; lorsque a(x) est > 1, choisissons un élément /^ de A^ tel
que

X(l+x)=\|/(x^x), vaix^â^)";

alors, par sommation sur les classes modulo 1+p0^ on a la formule

_ ç

^^^(x^^xO^r'vKx^) /(i+^r'YKx^) pour o(x)>i,
Jpa(x)'/pa(/)"

ren notant pour un groupe commutatif fini A, l'expression (CardA)"1^^.
JA A
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^2 p. GÉRARDIN ET P. KUTZKO

On notera G Oc, v|/^) le dernier facteur de l'expression précédente : c'est 1 si a Oc) est
pair >0, et si 0(7) est impair >1, c'est la somme de Gauss G(Q) associée au
caractère quadratique non dégénérée

Q : XER^'/P^'^XO+X)-1^^^),

défini sur un espace vectoriel de dimension 1 sur le corps résiduel F^; lorsque q est pair, le
nombre G(Q) est une racine huitième de l'unité, vérifiant :

G(Q)2=^) où cest donné par ^(l+x^^l+cs) sur xep000 ',

C^Q)4^-!)' si q=r;

lorsque q est impair, il y a un unique ̂  e ̂ /(l + p^" ) tel que Q (x) = ̂  (1 + x 2 / ! ) sur p^', et
dans ce cas

G(Q)2=(-1)^-1)/2

(pour ces formules, classiques, voir par exemple [5], 1.1.1).
D'autre part, pour un caractère ̂  de k" de conducteur au plus a Oc)', où ^ est un caractère

de conducteur a Oc)>l, on a

sto^v^X'O^r'sOc,^), ûOc^ûOc)^!,

comme on le voit facilement.
Remarquons enfin que si a (^) est > 1, et \|/ prolonge le caractère x ̂  ^ (1 + x) de p000", alors

on peut prendre ^==1 et que dans ce cas

cOc^)=v|/(l)GOc,^)

avec la convention précédente G (50, \|/)=1 pour a Oc) pair.

1.5. Soit W=Wfe le groupe de Weil du corps local k ([12], App. 2); son quotient par
l'adhérence du sous-groupe engendré par les commutateurs s'identifie canoniquement au
groupe multiplicatif ^x; soit ^:=^:^:W->kx la surjection correspondante. Pour chaque
extension séparable finie E de k, le groupe de Weil Wg est naturellement plongé dans W, et, si
l'extension E / k est galoisienne, le groupe W est extension du groupe de Galois de E / k par
WE, la classe du 2-cocycle de cette extension étant la classe fondamentale de
R^GaUE/yc), E') ([l], chap. VI).

1.6. Appelons admissible toute représentation de dimension finie sur C et continue du
groupe W dont les opérateurs sont diagonalisables; notons s / ( k ) l'ensemble des classes de
représentations admissibles de W, ja^ (k) celles de degré n et ̂  (fe) celles de degré n qui sont
irréductibles. A chaque ^e^^{k), c'est-à-dire à chaque caractère de k" (1.4), on associe
l'application œ t-> œ^ -1, qui conserve le degré et l'irréductibilité; on peut donc munir j^(fe)
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FACTEURS LOCAUX POUR GL(2) 353

d'une structure analytique sur C; on définit alors une fonction analytique L=L^ sur ss/(k)
par les formules suivantes :

(a) L(œ)===LOc) pour œe^i(k), œ=Xw °ù Xw^ 0 ^
(b) L(coi ©œ2)=L(œi)L(o)2);
(c) I^e^-I^e) où 9w=Ind^6, 9e^(E).

1.7. Le théorème suivant est du à R. P. Langlands, et une démonstration par voie globale
a été donnée par P. Deligne ([2], fc)).

THÉORÈME. - Étant donné un caractère non trivial du groupe additif de k, soit v|/, il y a une
unique façon d'associer à chaque extension séparable finie E de k un nombre ^//c (v|/) et à chaque
représentation ©ej^(k) un nombre e(œ, v|/)=£k(œ, \|/) de façon à avoir les propriétés
suivantes :

(a) 8(©, \|/)=£(j, v|̂ ) pour œej^i(k), © = 7 o T ;

(b) £(œi ©0)2, \|/)=£(œi, \|/)e(œ2, v|/);

(c) £ (6^, v|/) = ̂ /k W11"16 SE ̂  ^E/k ) Pour 6 e ̂  (E),

^n notant \|/E^ = \)/ o Tr^/^.
En prenant E/fc quadratique séparable et en faisant 6=1 dans (c), on en déduit que dans ce

cas

^-^ô '̂
où, a désigne le caractère non trivial de ̂  égal à 1 sur l'image N^ E" de la norme; comme le
conducteur de a, qui est celui de l'extension E/fe, est égal à l'exposant différental d^, et
que oîd^^=d^^eE/koTd}^f^ où ^EA est l'indice de ramification de E/k, on a donc le
résultat suivant.

COROLLAIRE. - Pour une extension quadratique séparable E de k, le nombre À^ (v|/) est égal
à la partie unitaire de s(o, \|/); ̂  plus, son carré vaut a(-1).

La dernière assertion vient de ce que, pour un caractère ^ de ̂ , on a la formule

^^^(X"1^2^)^-!);

obtenue en appliquant deux fois l'équation fonctionnelle, et en remarquant que la fonction
(/^est x^f(-x).

Remarque. - Avec des intégrales prises en valeur principale, on a

r r r0= ^(x)d^x= \|/(•x)^x+ ^(x)d^x
Jk J^NE^E" J^NE//^

r r r rij(x)^(x)d^x= \|/(x)^x- \|/(x)d^x=2 1 v|/(x)û?^x
Jfc JveNE^.E1- Jx^NE/^EX ^EA^
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354 P. GÉRARDIN ET P. KUTZKO

il en résulte donc, par le corollaire précédent, la formule (cf. [7], p. 6) :

f
^E/feW== ^(^E/k^d^X.

JE"

On donnera en paragraphes 3.3 et 3.4 une autre formale pour ^g/^W à l'aide d'un
caractère du groupe kx.

2. Facteurs locaux des algèbres simples déployées centrales de rang 4

2.1. Soit A une algèbre simple déployée centrale de rang 4 sur le corps fe. Elle est donc
isomorphe à l'algèbre M^(k) des matrices d'ordre 2 à coefficients dans k, l'isomorphisme
étant déterminé à un automorphisme intérieur près. On note Tr^ et N^ la trace et la norme
réduites sur A. Pour un caractère non trivial \|/ du groupe additif de fe, le bicaractère

x, y e A ̂  \|/A/fe (xy) où \|/A//c = ̂  ° Tr^,

identifie A à son dual de Pontrjagin, et la mesure de Haar correspondante est notée d^ ^ ; elle
donne à un ordre maximal de A la masse q-20^.

Pour un caractère ̂  de ^x, on note ̂ A la représentation de degré 1 du groupe multiplicatif
A" de A donnée par

X A / f e = X ° N A / / c ;

on obtient de cette façon toutes les représentations (continues) de degré 1 du groupe A" ; en
particulier, le module p, sur k" donne la représentation

HA/^^NA/^-^^.

2.2. On note ̂  (A) l'ensemble des classes de représentations admissibles irréductibles du
groupe A" ([7], p. 23). A chaque a e ̂  (A), on sait associer un facteur eulérien L (a), fonction
analytique sur se (A), dont la structure analytique provient de s \-> oc (x) u;^, et un facteur
8 (a, \|/) dès qu'on s'est donné un caractère non trivial \|/ du groupe additif de fe; ils sont
caractérisés par l'équation fonctionnelle suivante ([2], a, 3.2.3 (3)), pour toute fonction / de
Schwartz-Bruhat sur A, la convergence des intégrales étant obtenue par prolongement
analytique

r - r -
/^aM-1^/^)-1^,^ /MaMHA/feM"3^^^^

^__________________=e(a }\f)^————————————————
W®^/,) V Î T / L(a)

où o^ désigne la représentation de A" contragrédiente de a, et f^ la transformée de Fourier de
/ relativement au bicaractère v)/^ (xy).
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2.3. Si la représentation a est supercuspidale ([2], a, 3.2.3 (B)), le facteur L (a) vaut 1; si,
de plus, la représentation a est induite par une représentation, x, de dimension finie, d'un
sous-groupe ouvert K de A" compact modulo le centre k" de A", alors x intervient avec
multiplicité 1 dans a, ce qui donne

^AMxM-^^M-^rfA^^^oc, ̂  [ /MaM^M-^^x;

en prenant dans cette formule pour fonction / la fonction caractéristique de 1 +?"^A » ^A
étant un ordre maximal de A, et n est pris assez grand pour que x soit trivial sur 1 + p"^ ?on

obtient l'expression suivante, où on note vl/^ = \|/ o Tr^, la convergence se faisant par valeur
principale et prolongement analytique

s (a, v|/) = f ̂  (x) x (x)-1 ̂  (x)- ̂  ̂  ^ x.
JK

2.4. Pour les représentations supercuspidales, on a le théorème suivant, dû à H. Jacquet
et R. P. Langlands ([7], cor. 2.19, p. 79) -

THÉORÈME. — Soient a i et çn^ deux représentations admissibles irréductibles super cuspicales
du groupe A", ^onr /a restriction au centre coïncident. Alors, elles sont équivalentes si et
seulement si, pour tout caractère ^ de ^x, on a l'égalité

6 (a 1 ® ZAA. ^) = S (OC2 ® XA//C .^)-

2.5. Soit ja^0 (A) l'ensemble des représentations admissibles irréductibles supercuspidales
de A". Langlands prédit l'existence d'une bijection

C06J^(fc)^œAG^°(A),

satisfaisant aux relations suivantes ([2], a, 3.2.3) :
(a) soit (det)œ le caractère de k" que définit la représentation de degré 1 detcù de W; la

première relation est

(det)co=œA 1 ̂ x (restriction de co^ au centre);

(b) pour tout caractère % de ^x, on a

( œ ® X w ) A = = œ A ® X A / f c ;

(c) pour les représentations contragrédientes, on a la correspondance

(œ^^F;
(d) les facteurs locaux se correspondent

L(cù)=L(œJ=l, s(œ, v|/)=s(œA, \1/);

(e) le conducteur d'Artin a((o) de © est le conducteur de la représentation co^ (au sens
de [2], a, 2.2.7).

Cette bijection est déterminée par les conditions (a), (fc), (ri).
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356 P. GÉRARDIN ET P. KUTZKO

2.6. Les représentations admissibles irréductibles de degré 2 du groupe de Weil W de k
sont classées par leur image dans le groupe projectif PGI.2 (C); cette image g (œ) est un
groupe fini non cyclique, donc de l'un des 5 types suivants :

(a) diédral d'ordre In, n>2;
(b) diédral d'ordre 4;
(c) tétraédral : groupe alterné 3Ï4;
(d) octaédral : groupe symétrique ^4;
(e) icosaédral : groupe alterné 315.
Les deux premiers groupes sont imprimitifs, le premier d'une seule façon, le deuxième de

trois manières; les trois autres types sont primitifs; le dernier ne se présente pas, puisqu'il
produirait alors une extension galoisienne du corps local k dont le groupe de Galois serait
215, groupe simple.

2.7. Pour chaque extension quadratique séparable E de k, on note c^ = a^ l'élément non

trivial de son groupe de Galois sur k, et c^ le caractère, d'ordre 2, de kx dont le noyau est
Ng^ E^ Le groupe des caractères de k^ opérant sur se (k) comme indiqué en 1.6, il conserve
le groupe fini g (œ). Les points fixes de cette action sur ja^ (k) sont donnés par le résultat
suivant [8] :

PROPOSITION. — Pour qu'une représentation œej^(fe) soit fixée par un caractère non
trivial ^ de k " , il faut et il suffit qu'elle soit de type diédral D^. Pour n > 2, alors ^ = c^, où E
est l'extension quadratique de k que définit, via œ, l'unique sous-groupe d'indice 2deD^,etil
y a exactement deux caractères Qet Q'de^yQ^Q0 , tels que œ soit la représentation de W
induite par la représentation de degré 1 correspondante de Wg. Pour n=2, alors ^ est l'un
quelconque des trois caractères de k" que définissent, via œ, les trois sous-groupes d'indice 2 de
D4 : a^, c^2, c^3; pour chaque i, il y a exactement deux caractères 6; de Q[ de E^, 6^=69 ',
tels que œ soi t la représentation de W induite par la représentation de degré 1 de Wg
correspondant à ce caractère; de plus, la composée des extensions E( est une extension
biquadratique Kde k, le caractère (Q^^^ de K" ne dépend pas de i, et Q^Q^^^ pour tout i.

Inversement, toute représentation de type diédral dans ^/^ (k) est de la forme précédente.
Enfin, en caractéristique résiduelle impaire, toute représentation de ^ / ^ ( k ) est de type

diédral; en caractéristique résiduelle 2, il y a des représentations de sé^ (k) qui sont primitives.

2.8. Pour les représentations de type diédral, la bijection de Langlands (2.5) a été
démontrée par H. Jacquet et R. P. Langlands ([7], th. 4.6, p. 144, et th. 4.7, p. 150) au
moyen de la représentation de Weil. Elle associe donc à chaque caractère régulier 9 du
groupe multiplicatif E" d'une extension quadratique séparable E de k, une classe de
représentations 6^ admissibles irréductibles supercuspidales du groupe A", de façon que l'on
ait les relations suivantes :

(6^ = ÔA , a = ̂  (action du groupe de Galois);

Q^\kx =(J.Q\kx (restriction au centre);
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FACTEURS LOCAUX POUR GL(2) 357

Q A ® X A / ^ = ( Q - X E / ^ ) A (action des caractères de ^x);

(9^)v = (9 ~1)^ (contragrédiente);

£ (9^, ^)=^E//c W8 (9. ̂ E / k ) (facteur local);

û (OA) = ^E/fc +/E/fca (e) (conducteur),

où d^^ désigne le conducteur de l'extension E/k,f^^ le degré modulaire (degré du corps
résiduel de E sur le corps résiduel de k).

L'ensemble de ces classes de représentations s'appelle la série supercuspidale relative à
l'extension E; l'ensemble des séries supercuspidales relatives aux différentes extensions
quadratiques séparables de k s'appelle la série de type diédral. Pour les représentations
supercuspidales, J.-P. Labesse et R. P. Langlands ont prouvé l'analogue de la proposition
de 2.7, l'action des caractères de kx sur ^/° (A) étant donnés par oc \-> oc(x)^^ ([9], § 5). La
formulation ci-dessous est due à P. Cartier.

PROPOSITION . — Pour qu'une classe a e j^° (A) soit fixée par un caractère non trivial de kx, il
faut et il suffit qu'elle soit de type diédral; si ^ est unique, alors ^=aE, pour une extension
quadratique séparable E de k et a=9^, où 9 est un caractère régulier de E^ déterminé à
conjugaison près par c^; s'il y a plus d'un caractère ^ tel, alors il y en a exactement trois
possibles : o^ ou c^2 ou c^3 où E^, E^, E^ sont les trois extensions quadratiques de k
contenues dans une extension biquadratique Y^de k que détermine a ,^îa=(9i)^ pour tout i,
où 9i vérifie 9l•/(9l•)CT '=0^; de plus, les trois caractères (Ô^/E, sont égaux.

Inversement, la donnée d'une extension biquadratique de k détermine la représentation
( j e ^ / ° (A) à l'action près par les caractères de k^.

3. Série supercuspidale non ramifiée

3.1. Soit E l'extension quadratique non ramifiée de k. Prenons pour A l'algèbre des
endomorphismes de l'espace vectoriel E sur le corps k', notons a la conjugaison de E
sur k', alors, A est somme directe des deux sous-espaces vectoriels E et E a de dimension 2
sur k\ les éléments de E cr ont leur trace réduite nulle.

Pour un caractère non trivial v|/ du groupe additif de k, le caractère ^EA^^TrE/^ a
même ordre que v[/, et la mesure autoduale sur E associée d^ — d^ ^ donne à l'anneau (9^
des entiers de E la masse q~°^.

Le groupe A" permute les réseaux de l'espace vectoriel Esur k; en identifiant deux réseaux
homothétiques, et en disant que deux classes de réseaux sont liées si elles ont des
représentants R et R' avec R c R ' et R d'indice q dans R ' , on obtient l'arbre du
groupe A" ; il est muni d'une action de A", en fait de A" /^x , transitive sur ses sommets; cet
arbre est marqué du sommet que définit le réseau 0^, formé des réseaux p^, en notant PE
l'idéal maximal de (9^ : ce sommet est l'unique point fixe du groupe E" opérant sur l'arbre;
soit AE le sous-groupe d'isotropie de ce sommet dans A", compact modulo le centre kx, et le
quotient Ag /^ x est un sous-groupe compact maximal spécial du groupe projectif A" /k".
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3.2. Pour chaque caractère 6 de E", on dispose de son conducteur a (9) (1.3), et du
conducteur du caractère 6/9°, appelé conducteur relatif de 6, et noté ̂  (6); comme
(9/9 C T ) (x)=9(x /x ( T ) , on a a^^ (9)^a(9). On dira que 6 est primordial (relativement au
corps k), s'il est régulier et si a (Q)=a^^ (9).

L'action du groupe des caractères de kx sur les caractères de E" :

îc : e^e.^, ^=^oN^,

ne modifie pas le conducteur relatif; par le théorème 90 de Hilbert ([10], p. 158), l'orbite
d'un caractère 9 de E" sous j^i (k) est donc formée des caractères 9' de E" tels que
979'C T=9/9C ^ . Comme le caractère 9 / 9° est trivial sur ^x, il définit un caractère du noyau de
la norme Ng^; or, l'extension E / k n'étant pas ramifiée, l'application x ^ x / x 0 est
compatible avec la filtration définie par la valuation, et il y a donc un caractère 9o de E dont
le conducteur est celui de 9/9° et tel que 9 (x/x°)=Qo ( x / x 0 ) ; ainsi, dans toute orbite sous
l'action des caractères de k" dans l'ensemble des caractères réguliers de E", il y a des
caractères primordiaux.

r
3.3. Donnons un lemme sur les caractères de ^x; la notation a été introduite en 1.4.

J

LEMME. — Soit ^ un caractère d e k " , dont le conducteur a (^) est au moins égal à 2. Alors E
étant l'extension quadratique non ramifiée de k, et a la conjugaison de E / k , on a, pour
a0c)^2m>l ;

f xa-^r1^-!)0^.
Jp'E/p'E"

Preuve. — On commence par vérifier que l'expression du lemme a bien un sens : pour
xep^ et ^ep^50"^ on a xyep^^ et donc

^//c^+^^+TrE/.rxjQ+^e -xx+p^^,

ce qui montre que l'application xep^i-^ / (1 —"xx)"1 est constante sur les classes modulo
p^ (^)~m, Ensuite on voit que la formule est satisfaite lorsque a ( ^ )—m=m, i. e., a (^)=2m;
puis, pour a ( ^ )—m==m+1 , elle se ramène à vérifier que, pour le corps fini Fg muni d'un
caractère non trivial T de son groupe additif, on a, la barre désignant la conjugation de F 2
sur F. :q •

ï (xx)= -1,

ce qui est dû à la surjectivité de la norme et à ce que son noyau est d'ordre q-\-\ :
r

T(XX)=^- 1 [1+(^T^))(^+1)]=^- 1 (1+(-1)(^+1))=-1 .
J F,2 F,

Si maintenant a(/) est > 2 m + l , on décompose la somme sur les classes modulo
p ^ ( x ) - m - i / ^ ( x ) - m ^ utilisant le fait que la restriction de ^ au sous-groupe
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^ _ F p 2 ( û ( i c ) - m - i ) ̂  triviale, et la restriction au sous-groupe l+p^10"1 est triviale sur
l + p ^ ( x ) ^

f ^(1-^xx)-1 = [ /(l-^x)-1 f ^ x^'^"^);
t/ PE/PE^ m •/ PE/PE*10 '" 1 v PE*30 m ^PE^'

le second terme est nul quand le caractère

^çp^(3C)-m- l /^(x)-m ̂  ^ ̂  _p a^ _p a y^

n'est pas trivial, c'est-à-dire lorsque Tr^ x p^)^-1 <^ p^50, ce qui équivaut à x^p^1;
on a ainsi montré que pour a (^)^2m+2, on a

[ xa-'^r1- f xo-'^)"1,
I m a(x)-m J m+1 , a(j.)-m-ï.

v PE/PE - PE /PE

ce qui, par récurrence sur m, ramène à l'un des deux cas : a (/)=2m ou 2m+1.
Remarquons que si \|/ est un caractère de k qui prolonge le caractère x \-> ^(1+x) de

p'^, alors :

(-1)^=^^).

3.4. Soit 9 un caractère régulier de E" dont le conducteur relatif a^ (6) est pair, égal à 2 m.
Posons K Q = E X (1 +p^t); c'est un sous-groupe ouvert de A x , compact modulo le centre kx.
On définit alors une représentation Xe de Ke par

xJE^e et X e ( l + x a ) = / A / / c (1+^cQ pour xep^,

où % est un caractère de k" tel que le caractère Q^i\ soit primordial. Cette définition a bien un
sens, puisque pour xep^ on a 6 (x )=XE/ fc W^A/fc (x)' et' d'autre part, parce que
XA//C (1 +x (J)=X (1 —°^), pour xep^, ne dépend pas du choix du caractère ^ qui rend 9
primordial. On définit alors une représentation a 9 de A" par

oce=lnd^ KQ.

PROPOSITION . — La représentation 009 ainsi définie est admissible irréductible super cuspidale,
son degré formel relativement à la mesure de Haar sur A^ / kx qui donne à Ag / kx la masse 1 est
^EA(O)-I (q-\\et

8(oce,v|/)=(-l)û(e)c(9,^).

Preuve. — La première partie de l'énoncé est due à T. Shintani ([11], th. 4 et cor. 1). Le
degré formel est donné par l'indice de Ke dans Ag, produit de [Ag : E" ( I + R E <^)] par
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[E^l+p^) : E^l+p^a)] : c'est donc qÇq-^Çq2^-1 =q2m-l (q-\\ Pour la dernière
partie, utilisons 2.3 :

f
e(ae,\[/)= v)/^ (x) Xe (x) 1 J^A M 1 /2^^;

J Ke

puis, la mesure de Haar vérifiant ^,v|/ (u+v (j)=d^^ u.d^^ v, on a

r r8(ae,^)= ^(Oe^r'MO1^^ xa-^x)-1^^
J E X ' ^

r
— p f f l lit \ ,,a(9)+ordv|/ / i C T Y Y ^ - I / ; Y
— ^ W Y E A ^ XI1 '" ^^J ^E,^ x '

v PÈ

Lorsque 6 est primordial, on a a(Q)==2m et on peut prendre 7=1, ce qui donne alors
£(oce, \|/)=£(9, v|/E//c)^ lorsque 9 n'est pas primordial, on a û(9)=^(xE/^)=û(7) , cette
dernière égalité provenant de ce que E est non ramifié sur k ([10], V, § 2), et donc a Oc) > 2 m,
ce qui permet d'appliquer le lemme du 3 :

8(ae,^)=8(9,^) xO-^)"1^-1)^^, Ê / fc) ,
P£/P£

ce qui montre la relation cherchée.

3.5. Supposons maintenant le conducteur relatif a^ (9) du caractère 9 de E" égal à 1.
Posons alors Ke=Ag (3.1), et K^E^l+pe a); le sous-groupe ^x ( l+p^nK^ c: Keest
distingué, et le groupe quotient est isomorphe au groupe PGL^ (F g ), puisque c'est le groupe
projectif de la droite projective sur le corps résiduel de k que définit le corps résiduel de E.
Notons S sa représentation de Steinberg, et aussi S la représentation de K 9 qu'elle définit :
elle se réalise dans l'espace des fonctions complexes sur E>< invariantes par le sous-groupe
k" (1 +p^ ) et dont la somme des valeurs sur E" / k" (1 +pg ) est nulle, l'action du groupe Ke
sur cet espace se faisant par translations. D'autre part, soit KQ la représentation de degré 1
du groupe K 9' définie par

X e + | E X = 9 et ^ (1 +x cr)==^/fe (1+-^ cr) pour xepg ,

où ^ est un caractère de k" tel que 9^/^ solt primordial; cette représentation de KQ ne dépend
pas du choix de ^. II y a alors une représentation irréductible Xe de K 9, unique à équivalence
près, dont le produit tensoriel par S soit la représentation induite à Ke par la représentation
K^ de KQ (il suffit de voir cette propriété sur le groupe GL^ (F^) pour qui l'on dispose de la
table des caractères; on peut également invoquer un résultat général de Deligne-Lusztig : [3],
prop. 7.3). Soit 9o=9^E/^ ; alors Xe==x^(x )XA/ fc5 P^ construction même. Soit alors oce la
représentation de A" définie par

oce=Ind^ X Q .
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PROPOSITION . — La représentation 09 ainsi définie est admissible irréductible supercuspidale
et son degré formel relativement à la mesure de Haar sur A" /kx qui donne à Ag /kx la masse 1
est q—1; si, de plus, le caractère 9 est primordial, alors :

8(ae,\|/)=-c(9,v|/E/fc)-

Preuve. — La première partie se démontre exactement comme pour le théorème 5, p. 168
de [5], en utilisant la cuspidalité de Xe; le degré formel en question est le degré q— 1 de X Q ;
pour la dernière formule, on part de l'expression

r8(ae,v|/)= \ | /A /^ (x)Xe(x) 1 UAA (x) ^ l ^ d ^ x .
J AE

On utilise le fait que la restriction de XQ à 1 +RE +PE a est triviale pour sommer tout
d'abord sur ces classes où seul \|/^/fc intervient

£(oCe^)=r^e(7l)ord^ l^- l^v|/A/J7^-ordvk- lx)Xe(x)- l,

où la somme porte sur les classes modulo 1 + pe + PE a ^u sous-groupe de A" formé des
automorphismes du réseau (9^, c'est-à-dire sur un groupe GL^ (F^). On est donc ramené à
calculer des sommes du type

^ ï(Trx)W1;
GL^F,)

où T est un caractère non trivial du groupe additif de ¥q et 8 est une représentation cuspidale
irréductible du groupe GL^^Fq); cet opérateur est scalaire, puisque c'est l'opérateur de
convolution par une fonction centrale; pour le déterminer, il suffit d'en calculer la trace;
comme la représentation &(x)S est induite par un caractère du groupe Fjl, et que S a son
caractère supporté par les éléments semi-simples, on a Tr 8 (x)=0 pour les éléments x qui
sont diagonalisables réguliers; la cuspidalité de 9 signifie que pour tout sous-groupe
horicyclique U de GL 2 (FJ, on a ̂  Q(u)==0; comme la trace est constante égale à 2 sur U,

u
on a donc, pour tout a G F^ le centre du groupe, la relation ̂  T (Tr au) â'^)"1^; or, il y a

^+1 sous-groupes horicy cliques, donc

^ T ( T r x ) T r ^ ( x ) - l = - ^ ^ T ( 2 f l ) T r ^ ( a ) - l + ^ / T ( T r x ) T r ^ ( x ) - l ,
GL2(FJ F^

où ̂ / désigne la somme sur les éléments semi-simples qui ne sont pas déployés; comme il y a
(1 /2) Card (GL^ (Fg)/Card (¥^)=q ( q — l ) / 2 éléments conjugés à un élément semi-
simple non déployé donné'cette seconde somme va être q (q—1)/2 fois la somme sur les
classes de conjugaison correspondantes; si doncô (x)S est induite par le caractère 'k de F^,
on aTrô (Q=-^ (Q-À(I) pour îeF^, r^F^ et Trô ( û ) = = ( ^ - l ) À (a) pour aeF^ : la
somme vaut alors :

^ ^Tr^TrôM-^-^-l^T^+OMO"1.
GL,(F, ) p<2

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



362 P. GÉRARDIN ET P. KUTZKO

Ceci montre que l'on a

^Z^A/J^^-^eM-1— S ^/^-ord '-10e(0- l.
O E / ( I + P E )

et donc que e(ae, \|/)== —s (9, v|/E/fc) P^ 1e 1-4.

3.6. Supposons enfin que le conducteur relatif a^ (9) soit impair a^^ (9)=2m+1^3;
soit Ke le sous-groupe de A" défini par K^E" (1 +p^ a), et posons Ke+ =E> < (1 -^-p^1 o).
On définit une représentation K Q ' de degré 1 du groupe KQ par

Xe + |E X ==9 et KQ (1 +x a)=XA//c (1+-^ ^) P0111' ^PE^S

où ^ est un caractère de ^x tel que le caractère 9^/^ solt primordial. On définit également une
fonction centrale 89 sur le groupe Ke par

S e ( l + x a ) = 0 pour xepg1 et xi:pS+\

f -1 pour ^JC^I+RE),
'9( t )~<[ q pour t e^O+pH) ;

il y a alors une représentation irréductible XQ du groupe Ke, unique à équivalence près, dont
le caractère tensorisé par Se est celui de la représentation qu'induit KQ ; de plus, celui-ci est
somme des représentations x e, de K 9 pour les q caractères 9 / 7^ 9 de Ex qui sont égaux à 9 sur
les te^l+pE) ([5], I, 1.3.7 et 1.3.11). La représentation KQ de Ke induit une
représentation du groupe A" :

oce=Ind^ X Q .

PROPOSITION . - La représentation oce ainsi définie est admissible irréductible supercuspidale
et son degré formel relativement à la mesure de Haar sur A" / k" qui donne à A^ / k" la masse 1
est ^aE/fc(9)- l (^-1); si, de plus, le caractère 9 est primordial, alors :

c(oce,v[/)=-6(9,\|/E/fe).

Preuve, - La première partie est due à T. Shintani ([11], th. 4 et cor. 2; voir aussi [5],
th. 5, p. 168). Le degré formel est le produit de l'indice [AE : Ke] par le degré ^dexe.cequi
donne la formule voulue. Pair la dernière formule, on part de l'expression suivante (où
1̂  =Ug^ est le module sur E) :

r
S(ae,\|/)= V^A/ /c(^)^9(^) - l^A/J^) 112^X

J Ke

= f ^(OMO^f f ^(l+xa)-1^^)^^)"1^
J E- \ J p'g /

r r
XeO+xcT) - 1 ^^ ^E/JOMO^Xe^r1^,^-

J PE ' ^ Ex
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La seconde intégrale se décompose par rapport aux classes module 1+p^1; utilisons
pour cela un élément 9^ de E tel que

9(l+a)=\ | /E/fe(9^) pour uepîn+\

on a donc val 9^ = - a (\|/) - ord \|/ et

f WOMO1^^^)-1^
J E-

r
= E_ ^(OMO3^ ^(^vkE/^e^r1^^^)"1,

E ' / O + p ^ ' ) J p'^1

Z ^ ^(OMO^^O f d^U

e^i+pEVi+pE^) J o^1

=^iE(9^1 /2^E^(9^) ^^(^^(^^-^(e^)-1.
P'E/P'E

Ceci montre que le facteur £ (009, \|/) est égal à l'expression

r rMV^E/^) xeO+xa)-1^^ ^^(e^)e(l+^) - le(e^)- l.
^ PE v P'E/P'E 1

Sur cette formule, on voit que le nombre 9 (9^) s (009, \|/) est le même pour tous les
caractères 9' de E qui coïncident avec 9 sur k" (1+pg) :

8(ae^)=(9/9 /)(9^)8(a9,^),
d'où

^ c(ae-,\|/)=-s(oce,\|/).
e'^e

D'autre part, la représentation ^ Xe, de Ke est induite par la représentation KQ de KQ~ ,
e'^e

sous-groupe d'indice égal a q2 dans Ke, et donc

r
^ E(0^,\|/)=(? vkA/ /c (^ )^9 + (^ )~ l ^A/ , (^ )~ l / 2 r fA^

e'^e JK9+

r r=^ ^(Oe(0- luE/,(01 / 24^ 4^JE- ' j^.
f

_ l-2m-2-ordi)/+a(e)+ordv)/ | (f\fi(f\~^^ f — o (Ç\ f \
~Li ^ E / k \ L ) u \ i ) ^E v)/ t — E ^5 ^E/^ )•

J E-

En comparant avec la relation obtenue précédemment, on a bien la formule annoncée

s(oce,\ | /)=-8(9, \|/E/J.
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3.7. On a donc déjà montré dans beaucoup de cas le résultat suivant :

THÉORÈME. — Pour chaque caractère régulier 6 de E", soit oce la représentation admissible
irréductible super'cuspidale du groupe A" définie en 3.4, 3.5, 3.6; alors :

^ae^M-ir^e,^).

Preuve. — II reste à vérifier cette formule pour les caractères réguliers de E" qui ne sont pas
primordiaux, et dont le conducteur relatif est impair. Soit 6^/fe un tel caractère non
primordial : a (6) = a^ (9) = 2 m +1 et % est un caractère de k" avec a (6^ ) = a (^) > a (6). Le
facteur s de 09 est :

e(ae,^)=f ^(OMO^2 [ XA/Jl+O"1

JE- J ̂

x x e ( l + x a ) ~ 1 ^,v|/ ^(XAA ^e) (0~1 ̂  t

comme on a a (^) ̂  2 m+2, l'intégrale intermédiaire s'écrit sur les classes modulo p^00"'""1

en utilisant le fait que l'application xep^ ^-> XQ (1 +x a) est constante sur chacune de ces
classes

f ^ xo-'^-^ea+^a)-1^,^
•/ P'E

r
/E,^ ^ Z XO-^X)-1

J ^^x) ». 1 p^'/p^' '"

r
=^ û(x) ordvk ^ ( l_^^)- l=(_ l )^(x)^-^X)-ordvl /^

J p^1 p^.X)-»-!

D'autre part, l'intégrale portant sur E" se décompose suivant les classes modulo
l + p ^ ( x ) - m - i ^ ^ donne, en utilisant un élément /^e^ tel que

5C(l+x)=\|/(^x) pour val x^a(^)-l ^ a (6) :

^ ^(0^(01 / 2^9(0 - 1XE/.(0 - 1

E^/d+p^" 1 ) f
x ^E/k (tu) \|/E/fc (X^/ U) ^d^^UJ pr-1

^^-2.^2-ord^ ^ ^ ^(o^œ^xE/.œ^eœ-1

X^l+pEVCl+PE'"" 1)

==^ f ^ ^(0(9XE/.)(0~1

•; X+O+PE^l+PE'""1)

puisque u^ restreint à h" est u2 ; on est ainsi arrivé à l'expression

e(ae, ̂ q-^-0^ (-1)^^ f ^ ^^(eXE/.)"1.
•; x^l+pEMl+p^'"1)
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D'un autre côté, on a, par décomposition de l'intégrale qui donne s (9^g^, v)/^) (1.4);

S(QXE/^E/fc)= d^V ^ ^ E / f c ( 0 ( 6 X E / f c ) ( 0 ~ 1

v RE130 1 X^O+PE)^1^'^ ' ' >
r

—/,a(x)+l-ordv|/ | j, fy-Uft'v \~ l

—^ VE/fe^WCE/^ »
>/ ^(l+PE^l+PE'31'"1)

ce qui donne
(-^^^(exH/.^E/J-^^e^^)-

c'est bien la formule voulue, puisque a (O^CEA )= a (XE//C )= a (x)- ̂ ecl achève la démonstration
du théorème.

3.8. On peut, écrire la formule du théorème sous la forme

s(ae, ^=(-1)°^ (-1)^°^ £(6, ̂ ),

Le caractère de k" que définit l'extension quadratique non ramifiée E de k est (— 1)̂  ; par le
corollaire de 1.7 et 1.4, on a donc ici

w^-ir^
la formule ci-dessus prend donc la forme

£ (oce, ^)=^/, W (-1)0^0^ c (6, ̂ )-

Introduisant l'unique prolongement non ramifié a de a à E" : a^—l)^1, on a
(-l)^0^ (65,^), et donc

e (ae, ^)=^E//c W s (QS. ^E/fc)-

Remarquons que la connaissance du facteur 8(ae,v|/) détermine le conducteur de la
représentation 09 : c'est 2 a (6).

Le théorème de 3.7 et celui de 2.4 montrent que l'on a donc le théorème suivant :

THÉORÈME. — Pour chaque caractère régulier 6 du groupe E^ soit a@ la représentation
admissible irréductible super'cuspidale du groupe A" construite en 3.4, 3.5, 3.6. Alors, si a est
le prolongement non ramifié du caractère de k^ que définit l'extension E, on a

aQ== (@)^ avec 9=95.

C'est le dictionnaire cherché dans le cas de la série supercuspidale non ramifiée.

4. Série supercuspidale modérément ramifiée

4.1. Soit E une extension quadratique séparable de fe, dont la ramification est modérée; la
caractéristique résiduelle du corps k est donc impaire, et il y a exactement deux telles
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extensions; le sous-groupe 1 + p de k" est alors formé de carrés, et le conducteur de l'extension
E de k est égal à 1 : c'est aussi le conducteur du caractère a de kx que définit l'extension; on
note a la conjugaison de E sur k.

Soit A l'algèbre des endomorphismes de E considéré comme espace vectoriel sur k; l'espace
vectoriel sous-jacent est somme directe de E et de E a; les éléments de E a sont de trace
réduite nulle; pour un caractère non trivial \|/ du groupe additif de k, le caractère
\|/E//c =}\for^rE/k ^u groupe additif de E a pour ordre

ord \|/E/fe = 2 ord \|/ +1.

Il en résulte que la mesure de Haar autoduale sur E qui lui correspond, soit d^ ^ , donne à
l'anneau (9^ des entiers de E la mesure ^-ordv^ /- l/2 . La mesure de Haar autoduale sur A qui
correspond au bicaractère \|/A/^ (xy) = \|/ o Tr^ (xy) est donnée par la formule suivante dans la
décomposition A == E + E a :

d^ (u+ycy)=4^ u d^ v.

L'action du groupe A" sur les classes de réseaux de l'espace vectoriel E sur k est en fait une
action du groupe projectifA" / k " ; si p^ est l'idéal maximal de (9^, les deux réseaux (9^ et pg ne
sont pas homothétiques, et le second est d'indice q dans le premier : ils définissent une arête de
l'arbre de A x , arête conservée sous l'action de E^ et dont les extrémités sont permutées par
l'action des éléments de E" dont la valuation est impaire; on peut dire que le milieu de cette
arête est l'unique point fixe de E" opérant sur l'arbre; le sous-groupe d'isotropie
correspondant dans le groupe projectif A" / k " est un sous-groupe compact maximal non
spécial.

4.2. Le noyau de l'application composée

E ' -^Z^Z/^Z

est formé des éléments de valuation paire : c'est le sous-groupe k" (1 + pg ). On en déduit que
le caractère o de k" que définit E admet exactement deux prolongements a' et a"
modérément ramifiés, et ils se déduisent l'un de l'autre par le caractère ( — 1)̂  de E", qui est
d'ordre 2. Comme le corps E contient un élément premier que la conjugaison a envoie sur son
opposé, chacun de ces prolongements 5 vérifie :

a2=(-l)v!il =(_ i ) ( (^- i ) /2)va i^

On en déduit :
(a) si — 1 est un carré, alors a ' et a / / sont d'ordre 2, fixés par a; ce sont les deux caractères

d'ordre 2 de E" relatifs à ses deux extensions quadratiques ramifiées;
(b) si — 1 n'est pas un carré, alors a' et a" sont d'ordre 4, échangés par a et complexes

conjugués; chacun d'eux vérifie la relation (c/. prop. 2.7) :

a°=(-1)^(7.
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4.3. Appelons encore régulier tout caractère 9 de E" qui ne se factorise pas à travers la
norme N^ en un caractère de kx ; ceci revient à dire 9 ̂  6°. Le conducteur relatif a^^ (6) du
caractère 6 est le conducteur de 6/9°; la relation suivante, pour xepg :

( l - x ) ( l - C T x ) - l = l + ( C T . ) c - x ) ( l + C T x + ( C T x ) 2 + . . . )

montre que (9/9°) (1 - x) = 6 (l+^x-x) ( l+°x + . . . ) ) ; il en résulte que l'inégalité
ag/J9)> 1 implique que le conducteur de 6/9° est pair. Si, par contre, Q/Q° est trivial sur
I+PE, alors le caractère 9 n'est régulier que si 9 /QC={-ly/!il : en effet, l'action de asur^/PE
est triviale et donc 9/9° est trivial sur^ dès qu'il l'est sur 1 +RE. On a ainsi prouvé l'énoncé
suivant :

LEMME. — Lorsque l'extension quadratique E est modérément ramifiée sur k, les caractères
réguliers de Ex, ou bien ont leur conducteur relatif pair, ou bien ont leur conducteur relatif égal à
1, et, dans ce second cas, ils se déduisent de leur conjugué par a par le produit par le caractère
(-ir1.

Pour n ̂  1, on a les formules ([10], V, § 3) :

NE/JI+PE^^NE^I+P^I+P".

On en déduit que si un caractère ^ de k" a son conducteur a (7) > 1, alors le conducteur
^(XE/fc) du relèvement ̂  =X O N E/ /c de X à Ex est ^(x)-^ P0^ a(7)=l. on a aussi

a (^ ) = Isauf si x = a, le caractère d'ordre 2 de k" que définit l'extension E, auquel cas ̂
est trivial.

Un caractère 9 de E" est appelé primordial s'il est régulier et si son conducteur est minimal
parmi les conducteurs de tous les caractères 9^^ où 7 parcourt les caractères de k" ; d'après
ce qui précède, ceci revient à dire que, ou bien le conducteur de 9 est pair, ou bien qu'il est
trivial sur 1+p^ et que 9< T=(-l)va l 9.

4.4. On dispose d'un lemme analogue à celui de 3.3.

LEMME. - Soit ^ un caractère de k" ; alors, E étant une extension quadratique modérément
ramifiée de k et a la conjugaison de E sur k, on a, pour a (j) > m ̂  1 :

J.,..V DT- /Dr-

xO-0^)-1^/^),
. ... -a W-m

'PE/PE

où \|/ est un caractère du groupe additif de k tel que

^( l+x)==\ | / (x) pour valx^a(^)- l .

Preuve. - Pour tout entier r, on a 1̂  pi' =^E/k Pi'"1 =?' (t10]. v' § 3)^ la fonction
xep^->^{l-cxx)~l est donc constante sur les classes modulo p^E/k)^ : pour x e p ^ ,
yep^/^ on a ^yy et 1̂  ̂ ep0^, d'où :

xO-^x+^^+^-^xO-'^-^O-'^^xO-0^-"^)"1

=ÎC( l - C T xx) - l x( l - C T ^) - l X(TrE/ , C T x) ; )=x( l - C T xx) - l .
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Ensuite, vérifions la formule pour a (y)=m-\-1 : il faut voir que l'on a

Z^XO-'xx)-1^1 /2^^);
PE/PE^

or, le premier nombre est aussi la somme sur le même ensemble des \|/ (°xx); choisissons un
élément premier n^ de E de trace nulle, et soit 71 sa norme; écrivons X=K^ u, u entier :
\^f(oxx)=^(nmGuu)=^^^(nmv2), en notant v l'image de u dans le corps résiduel de E, qui est
celui de k, et en remarquant que l'ordre de \|/ étant - (m +1 ), l'application y -> \|/ (n"1 y ) définit
un caractère de (9^ trivial sur RE donc un caractère du groupe additif de ce corps résiduel.
D'autre part, comme on l'a vu en 1.7 :

q112 ̂  W=q-0^11 8 (a, ̂ )=Z a (r) ̂  ̂ m v).
(^/p)"

On est donc ramené à prouver que, pour un caractère non trivial du groupe additif du
corps F^, on a la formule suivante, où figure le symbole de Legendre :

E^)<^(«»,
et qui est facile à vérifier.

Il reste à voir que la formule de l'énoncé est encore vraie pour a (j) > m+1, à savoir que
l'on a

^ XO-^x)-1^^---1/2^^).
PE/PE"""""'"1

Pour cela on somme sur les classes modulo pj^-w^/pjû^-m-i^ ̂  q^ ̂  apparaître
^ C^E/fcx}7) à sommer sur les ^ dans ce groupe, nul sauf si xep^1, et ainsi la formule à
prouver pour l'indice m se ramène à la formule pour l'indice m +1; ceci permet de revenir au
cas a (^)=m+1, ce qu'on vient de traiter, et la formule est donc établie.

Remarque. - Ce lemme et celui de 3.3 peuvent se mettre sous la forme commune suivante,
pour un caractère ^ de kx tel que a (^ ) ̂  2 m ̂  2 :

xa-NE/.xr^E/.W
^(XE/fc)-"

le caractère \|/ étant défini comme dans le lemme 4.4.
4.5. Soit 9 un caractère régulier du groupe E" dont le conducteur relatif est pair:

^EA (9)==2 m. Soit Ke =E X (1 +RE' cr) : c'est un sous-groupe ouvert de A", compact modulo
le centre ^x . On en définit une rcp i -cscn in l ion K , , de dc<jré 1 par

X e l E ^ e et X e ( l + . v cr)=^ , ( \ +.\ o) pour x e p ^ .
où 7 est un caractère de k" tel que le caractère ô "̂//1 solt primordial; cette définition ne dépend
pas du choix de 7. On définit alors une représentation de A" induisant X Q :

oce= Indexe.
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PROPOSITION. - La représentation ainsi définie par un caractère régulier 6 de E" de
conducteur relatif pair oco de A" est admissible irréductible supercuspidale; son degré formel
relativement à la mesure de Haar sur A" /^x qui donne à Ag /^x la masse 1 est q^/kW-1 (q -1)^
et son facteur s est donné par

s (ae, \|/)=£ (9, \|/E/J quand 6 êsî primordial

s (oce, v)/)-^ (\|/e) £ (6, \|/^) sinon,

OM \|/e désigne un caractère du groupe additif de k qui vérifie

X(l+x)=\ | /e(x) pour val x ̂  a Oc)-1,

fe caractère ^ de kx étant tel que le caractère Q^ de W soit primordial.

Preuve. - La première partie est démontrée par T. Shintani ([11], th. 4 et cor. 1); le degré
formel est égal à l'indice de Ke dans Ag : c'est donc le produit de [A^ : E" (14-pg <^)] par
[E^l+pg a): E^l+p^a)], c'est-à-dire (g-1)^-1. Quant au facteur £ on a, par 2.3,
l'expression

r
£(oce,^)= ^M^eM^HA/^W^rfA^

J Ke

r r= ^œ^œ^eœ- 1^^ x(i-^)-1^^J Ex ^ p^
-^^^^^e,^) f xd-W1^;

" P E
pour 6 primordial, on a a Oc) ̂  m et donc ^ (1 - °yy)= 1 sur p^; dans ce cas, on a donc

£(OCe, ^)=^———(2ordvKD/2 ^(2^2ord^l)/2 ^Q^ ^)=e(e, ̂ ).

Quand 9 n'est pas primordial, la mesure ̂ ^+ord^ d^ y donne à ̂  la masse q^-^i2 :c'est
donc la mesure autoduale par rapport à un caractère \|/e pris comme dans l'énoncé; le lemme
de 4.4 appliqué ici donne

r rl^^-.-i xa-^)-1^^ ^(i-^)-i^^(^v J^
et donc

s (^e. ^)==^EA (^e) e (Q, ^E/fe) P0^ 6 non primordial.

Une autre démonstration de cette proposition sera donnée aux paragraphes 5 et 6.

4.6. On va montrer maintenant que le bon paramétrage des séries supercuspidales
modérément ramifiées (2.8) s'obtient à partir des représentations que l'on vient de construire
grâce à un décalage convenable, analogue à celui du cas non ramifié (3.8).
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THÉORÈME. — Pour chaque caractère régulier 6 du groupe E" dont le conducteur relatif est
pair, il y a un unique prolongement o" du caractère a de kx que définit l'extension E, qui soit
trivial sur 1+pg et tel que

ae=(9)A où 6=9(7.

Preuve. - On va se placer dans les conditions d'application du théorème rappelé en 2.4.
Comme a (cr)= 1, les deux caractères 9 et 6 de E" ont même conducteur relatif, et sont donc
tous deux réguliers; par construction, la restriction de la représentation oce au centre k" est
celle de 6 à k" '. c'est le produit de a par 9 | k " . Voyons donc que pour tout caractère 7 de k" on
a l'égalité

e (WA ® XA//C , ̂ )=s (oce 0 XA//C . ̂ )-

Pour chaque caractère 6 en question, fixons un élément 9^ de E" pour lequel

9(1+0=^/J9^) Pour tep^-1.

Si a est un caractère de E" trivial sur 1+pg. alors o (9^)=o- ((OXE/^)^) pour 6 et 9^g^
primordiaux : en effet on a alors a (j) = a (6)/2 et donc a (^E/fe) < û (9)? ce (lul do1111^

^((eXE/^^)=S(e^+XE/fc^)=S(e^

D'autre part, on sait que 8 (9^, ^)=^E/k W £ (^^ ^E/^ donc (1.4):

8(9A,v|/)=^WS(^)- l£(e^E/J•

Comme chaque membre de l'identité voulue ne dépend que de 9^^, on voit que, par le
théorème de 4.5, il s'agit de trouver un prolongement a de a à E" qui soit trivial sur 1 + pg et
tel que

o (9^)=^g^ (\|/) pour 9 primordial,

S(^)=^EA WÂE/fc (^e) sinon.

Lorsque 9 n'est pas primordial et que Q^/j^ l'est, on a

<2hcE/ fc )=2aOc) - l=a(9) et pour valx^a(9)- l ;
e(l+^)=XE/fc(l+^)=X(l+T rE/^)=^E/Je^)=^9(TrE/,x);

ceci montre qu'on peut prendre pour 9^ un élément ̂ e^ tel que

^(l+x)=\ | /(^x) dès que val x = a Oc) -1,

et pour caractère \|/e le caractère v|/.^; mais alors :

^E/k^Q}=^^^l^E/kW.

W^/W^e)-^)-^).
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II reste à voir la condition imposée à o lorsque le caractère 6 de E" est primordial; un élément
6^eE qui satisfait à 9 (l+x)=^ (6^ x) pour val x^a(Q)-l a pour valuation
- a (9) - ord v|/̂  == - a (9) - 2 ord \|/ -1, qui est un entier impair; or, pour un élément x e E"
dont la valuation est impaire, on a, par 4.2 :

aM^^-l);

d'autre part, on a aussi (cor. de 1.7) :

W^2-^-!);

avec ce qu'on a dit en 4.2, on voit que la formule suivante, pour un caractère primordial de
conducteur pair

^(^)=^EA(H
détermine le prolongement a de a si on lui impose d'être trivial sur 1 +pe •

4.7. Il reste le cas des caractères réguliers de E" dont le conducteur relatif est égal à 1 ; dans
cette hypothèse, notons F l'extension quadratique non ramifiée de k, et K l'extension
composée E.F : c'est l'extension quadratique non ramifiée de E; elle définit le caractère

^ = ( -1)^ sur E" ; on a vu en 4.3 qu'un caractère de E" dont le conducteur relatif est égal à
1 vérifie 6° ==a^ 6; ceci montre que le relèvement à K^ : 9^ ==Q°NK/E de 9 s'écrit de deux
façons exactement comme relèvement d'un caractère de F , à savoir (p^/g et ((p^ )^^, avec

^ =a^ ^ Pour satisfaire à la correspondance de Langlands, on pose donc

Q A = = < P A -

On sait que les représentations construites aux numéros 3 et 4 constituent toutes les
représentations supercuspidales de A", à équivalence près, lorsque la caractéristique
résiduelle est impaire.

5. Construction des autres représentations supercuspidales

5.1. On note désormais E une extension quadratique séparable ramifiée du corps k, et a le
conjugaison de E sur k. On sait que le conducteur à = d^ de E sur k est donné par l'une des
propriétés suivantes [10] :
- plus grand entier n ̂  0 tel que a opère trivialement sur (9^ /p^;
- plus petit entier n ̂  0 tel que 1 +p" soit formé de normes de E;
- plus grand entier n ̂  0 tel que la trace de pçT" soit dans (9\
- valuation du discriminant de (9^ relativement à (9 ;
- conducteur du caractère a d'ordre 2 de kx qui a N^ E" pour noyau;
- valuation de n^ - "Tig pour tout élément premier Tig de E.
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Si la ramification est sauvage, ce qui équivaut au fait que la caractéristique résiduelle est 2,
le conducteur est aussi le plus grand entier n > 1 tel que 1 +p^~1 contienne le noyau de la
norme.

On notera toujours N^ et Tg/^ la norme et la trace de E sur k.
La formule n^ — "n^ ==Tg^ n^ —fn^ pour un élément premier n^ montre que l'on a :
(a) à = 2 val T^ n^ si d ̂  2 val 2;
(b) ^=2 val 2+1 sinon, et alors p^1 =(1/2)^.
Rappelons que pour tout entier n on note n' la partie entière de n / 2 et n" =n—n'. On a

alors :
^E/fc Pë =p(m+dy pour tout entier m,

NE/^ (1 + p^) = 1 + p^-^' pour tout entier m ̂  d.

5.2. Comme en 3.2 et 4.3, un caractère de E" peut être régulier, ou primordial
relativement au corps k, et il possède un conducteur et un conducteur relatif.

LEMME. — Soit Q un caractère régulier de E^ Alors :
(a) a(Q)^d;
(b) si a(Q)=d alors 9 est primordial et e/e^-lF^;
(c) si a (9) > d alors 6 est primordial si et seulement si a (9) — d est impair, et, dans ce cas, on a

a^W=a{Q)-d+\.
Preuve. — (a) vient de la première caractérisation du conducteur d,
(b) résulte de ce qui alors 9/9° est trivial sur les unités de E;
(c) d'abord si a (9) - d est impair, alors 9 est primordial : en effet, si non il y a un caractère 7

de kx, de conducteur a (%} > d, tel que a (9^/fe )< a (8), et donc a (9) == a (^//c ) = 2 a (/) - d a la
même parité que d. Ensuite, si a (9) - d est pair > 0, la restriction de 9 à 1 + p^(9) -1 donne un
caractère de p^(e) ~1 /p^(e) fixé par a qui se factorise à travers la trace : il y a donc un caractère
^ de k" tel que, pour xGp^"1, on ait

6 ( l + x ) = x ( l + T ^ x ) = x ( N ^ ( l + x ) )

et ainsi a (9^//1 )est P^8 PC111 q^ a W»ce ̂ m prouve que 9 n'est pas primordial. Prouvons la
formule a^ (9) = a (9)-^+1; on observe que, pour xep^"^, on a, sachant que a{Q)>d :

(9/9 ( T)( l+x)=9( l^)=9(l+^-^)=9(l+x-C Tx),
^ i - t - x y \ i- i-^iy

or, du fait de la parité de a(9)—d+1, on a

-T- ^a(Q)-l_rY ^a(Q).
^A PE ~ ^ E / k PE »

il en résulte que 9 ne peut être trivial sur les 1 + x - °x, x e p^(9) ~ â puisque dans le cas contraire
il se factoriserait à travers Tg^ x et serait donc trivial pour xep^"1, contredisant la
définition de a(9); ceci montre que 9/9° n'est pas trivial sur 1 +p^ (e) -d et comme il l'est sur
1+PE^"^1» on a bien la formule annoncée.
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5.3. La filtration de E par les puissances p^, n e Z, de l'idéal premier définit une filtration
(?A1) sur l'algèbre A des endomorphismes de E, espace vectoriel sur k : par définition, un
ueA est dans p^ s'il décale de m la filtration sur E :

uep^ <=> u(p^)czp^+n pour tout n

(en fait deux entiers de parité distincte suffisent). On écrit P A = P A et p^=(9/^\ on a alors
PA^^PA'PA pour tous entiers m, n; de plus ̂ , le groupe des unités de (9 ̂ , est un sous-
groupe d'Iwahori de A"; pour chaque m, le groupe E" et la conjugaison o- normalisent p ^ .

Pour m^l , on pose

A'^l+pF;

c'est un sous-groupe distingué de ̂ , les sous-groupes E" A^ (m) sont ouverts, compacts
modulo le centre k" de A", et distingués dans le groupe Ag =EX^ fixateur de l'arête de
l'arbre de Ax déterminée par E; on a aussi

EX^AX(m)=l+p^.

Le groupe quotient p^/p^1 est aussi un (9 ̂ -module, qui en fait un espace vectoriel de
dimension 2 sur le corps résiduel de E, égal à celui de k\ si q est leur ordre commun, l'indice
de E" A" (m) dans Ag est qm~l{q—l). Remarquons aussi que aeA" (m) pour m<d.

L'écriture de A comme somme directe E + a E permet de parler des réseaux décomposables
de A : ce sont les sous-modules sur (9^, ouverts et compacts, qui s'écrivent p^+ap^ avec
m, n entiers; dans l'arbre défini par le plan A sur E, ils correspondent aux sommets situés sur
la géodésique définie par les droites E et a E. Pour chaque entier m, on appelle p^~ et p^14' les
deux réseaux décomposables extrêmes encadrant p^ :

pr^p^pr;
autrement dit, p^~ est la somme p^ + a p^ des traces de p^ sur E et a E, et p^+ la somme des
projections de p^ sur E et a.

LEMME. — Les deux inclusions

pr^p^pr
sont d'indice q

Preuve. — La forme linéaire trace T^ sur A définit une forme bilinéaire sur
A : x, y ^ T / ^ / i , (^y); celle-ci permet de parler du réseau complémentaire d'un réseau donné;
on voit que p^ a pour réseau complémentaire p^-1 et que le réseau décomposable
p^ + or p^ a pour réseau complémentaire pg" w - d + a pg" " ~d; les deux inclusions de l'énoncé se
renversent en inclusions sur les réseaux complémentaires, et donnent donc les réseaux
décomposables extrêmes encadrant p ^ " 1 ' 1 ' , en particulier

^---D-^p^-^+o-pE-"-'
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ce qui donne, par décalage de 2m+1 :

p^^p^-^+ap^-^1.

Ceci montre que p^- est d'indice q2^-^ dans p^, et le lemme résulte des égalités

K : PA'-MPÂ"'-^ : PA"'-1^^ : PA'MPA^ : PA'"]^

Ce lemme montre que dans l'arbre défini par le plan A sur E, le sommet défini par les
réseaux (pj^) est à la distance d-1 de la géodésique que définissent E et aE.

Il résulte du lemme que, pour m ̂  1, on a

A > < (m)=l+p^+ap^+(a- l )p^- d + l =( l+p^)( l+(a- l )p^- d + l ) ;

c'est une décomposition avec unicité de l'écriture, en produit de deux groupes
l+p^A'^nE', et H(m)=l+(çJ-l)pîn~â+l.

5.4. Soit H le fixateur dans A" de la forme linéaire trace T^ sur E : c'est donc le groupe
affine de la droite de E formée des éléments de trace 1. Comme l'élément M = l + x + a ^ d e A
vérifie ^T^^u(t)=rT^^ t pour tout teE si et seulement si x+y=0, on pose

^(x)=l+(a-l)x, xeE,

de sorte que h (x) t == ( 1 - T^ x) t + "x pour T^ t = 1 ; la « dérivée » 1 - T^ x de h (x) est son
déterminant, et H est donc formée des h (x) pour T^ x -^ 1. En particulier h (0) = 1 et h (1) = a.

On a les formules suivantes, pour x, ^eE :

h(x)h(y)=h(x+y-(^^x)y),

h(x)h(y)=h(y+cyx-axy)h(x)=h(ayx-cxy)h(y)h(x)
et,pour

T^x^l, /zM-^M-O-T^x)-1^.

LEMME. — On a la décomposition suivante, avec unicité de l'écriture

A^E'H.

Preuve. - La forme bilinéaire sur E définie par t, u\-> T^ (^ u) donne à l'endomorphisme
x + a ̂  e A l'adjoint °x + a y\ cet antiautomorphisme de A envoie H sur le fixateur H i de la
droite k de E. Comme E" est un espace homogène sous A, principal sous E", on a
A" = E" H i, avec unicité de l'écriture; le lemme s'obtient alors par application de l'inverse de
l'adjoint sur cette décomposition.

Le groupe H (m) de 5.3 n'est autre que la trace de H sur A''(m), et la décomposition
Ax (m)=(l+^)H(m) est celle induite par celle du lemme : A^E^H.

Il résulte du lemme que l'application

hç=ïî^ExhE>
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définit une projection sur les doubles classes

H (m)\H/H (m) -^ E" A" (m^A'/E" A' (m).

Le radical unipotent N de H est le groupe des translations de la droite affine de E formée
des éléments de trace 1 : c'est donc le noyau du déterminant dans H, et l'application h définit
un isomorphisme du groupe noyau de la trace sur N. C'est aussi le groupe des commutateurs
de H.

Il est classique que le groupe H admette une unique classe de représentations lisses
irréductibles de dimension >1; on appellera ces représentations les représentations non
dégénérées de H : elles ne contiennent aucun vecteur fixé par N. On en a une réalisation dans
l'espace des fonctions sur la droite affine des éléments de trace 1, localement constantes, à
support compact et d'intégrale nulle pour n'importe quelle mesure invariante sous l'action
de N, le groupe H opérant par

t-'fW^f(h{xrlt)=f[
l-rTE/k^.

Cette représentation est équivalente à ses tordues par les caractères du déterminant. On en a
d'autres réalisations par induction d'un caractère non trivial quelconque de N.

Si TCg est un élément premier de E, alors Tig - "Tig est une base du noyau de la trace, et donc
Ker ^A^PE^ ne dépend que de m"; il en résulte que N n H ( m ) ne dépend que de
(m +1)" = m' +1. On écrit donc N n H (m) = N (m').

La formule des commutateurs sur H montre que le groupe des commutateurs de H (m) est
N (m). Pour qu'un caractère de N (m') se prolonge en une représentation de degré 1 de H (m), il
faut et il suffit qu'il soit trivial sur N (m), et alors son fixateur dans H contient H (m) N. On dira
qu'un caractère de N (m') est non dégénérée pour H (m) si son fixateur est H (m) N : module N,
c'est donc det (H (m) N) = 1 + p^' ; ceci revient à dire que son conducteur est N(m). On dira
aussi qu'une représentation de degré 1 de H (m) est non dégénérée si sa restriction à N (m') est
non dégénérée pour H (m); cette restriction la détermine à torsion près par un caractère du
déterminant sur H (m). Comme N (m) = H (2 m) n N et que H (m)/H (2 m) est commutatif, on
en déduit que les représentations non dégénérées de H (m) de conducteur minimal H (2 m) sont
données par les caractères de p^1"^1 dont le conducteur est 2m-d+1, par la formule

h(x)\-^r[(x), xep^'^1.

PROPOSITION. - La représentation de H induite par une représentation non dégénérée de
H (m) est non dégénérée.

Preuve. - (a) Soit v un caractère de N dont le conducteur est N (m) : sa restriction à N (m')
est donc non dégénérée pour H (m); les relations de commutation montrent que si n = h (x) e N
et k=h(y)eH alors nkn~1 k~1 =h((rT^y)x), et donc que l'application

neN, keïîÇn^^vÇnkn-1^1)
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est constante sur les classes n N (m'), k N (m'), et met en dualité les deux groupes commutatifs
N/N^m') et H(m)/N(m'). On note an et dk des mesures de Haar sur ces groupes en dualité
pour cet accouplement.

(fc) Soit T| une représentation non dégénérée de H (m); on appelle v un prolongement en un
caractère de N de la restriction de T| à N(m'). La proposition sera démontrée si l'on prouve
que la représentation de H induite de H (m) par ri est équivalente à la représentation de H
induite de N par v. Pour une fonction / dans l'espace de celle-ci, on pose

(A/)W= f r|(fe)/(fe-1^, JieH,
jH(m)/N(m')

alors A/est dans l'espace de la représentation induite par T|, et l'opérateur A entrelace les
représentations. Pour une fonction g dans l'espace de la représentation induite par T|, on
pose

(Bg)(h)= v{n)g(nh)dn, heH,
JN/N(^')

alors B^ est dans l'espace de la représentation induite par v, et l'opérateur B entrelace les
représentations. Le composé BA s'écrit :

r r(BA /) (h) = dn\ v (n) T| (k) f (k ~1 nh) dk;
jN/N(m') jH(m)/N(w')

comme f{k~lnh)=v{k~lnk)f(k~lh), c'est aussi

[ an | v(nkn~lk~l)r[(k)f(k~lh)dk,
jN/N(m') jH(m)/N(m')

et, par (a), la formule d'inversion dit que c'est la valeur à l'origine de la fonction
k\—>r\(k)f{k~1 h), à savoir f(h). De même, le composé AB s'écrit :

r r ——
(AB g) (h) = dk\ TI (k) v (n) g (nkh) an

jH(m)/N(m') jN/N(m')

qui, par le changement de variable n\—>knk~1 se met sous la forme

r r ——
dk vÇnkn-^-^vWgWdn

jH(m)/N(m') jN/N(m')

et, comme précédemment, ceci est la valeur à l'origine de n ^—> v (n) g {nh) à savoir g (h). On a
bien montré que A et B sont des opérateurs d'entrelacement inverses l'un de l'autre, et la
proposition est prouvée.

5.5. Pour tçE" et h=h(x)eH(m), on a la formule

th(x)=h(x')t'
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avec t'=t(l-^o(t)x},xf=x(l+6(t))(l+o(t)x)~\o{t)=ctt~l-l. Lorsque t parcourt E"
et x parcourt p^1"^1, alors 6(t)x parcourt p^ et x ' -xe6(t)x-\-p^m~â+l. On en déduit
qu'une représentation non dégénérée de H (m) de conducteur H (2 m) :

h(x)^r|(x), xep^"^1,

et un caractère 9 de E" définissent par

th(x)^Q(t}r^(x)

une représentation de degré 1 de E^HÇm) si et seulement si on a

9(l+};)r|(}Q=l pour y e p ^ ,

et, dans ce cas, cette représentation est triviale sur 1+p^o- puisque

l+a^=^(^( l+^) - l ) ( l+^eh(y) ( l+^H(2m) .

De plus, si on a m < d, c'est-à-dire m ̂  2 m — d-\-l, alors T| est trivial sur p^ et on peut prendre
9 = 1 ; si par contre on a m ̂  à, alors le conducteur de 9 est celui de T| , à savoir 2 m — û? +1, et
donc, par le lemme de 5.2, le caractère 9 est primordial. Ceci donne le lemme suivant, où, par
représentation non dégénérée de Ex A" (m) on entend représentation de degré 1 prolongeant
une représentation non dégénérée de H (m).

LEMME. — Pour qu'un caractère de E>< se prolonge en une représentation non dégénérée de
EXH(m), il faut et il suffit que :

(a) si m<d, ce soit le relèvement d'un caractère de k", et il y a alors qm~l(q—l} tels
prolongements;

(b) si m ̂  d, ce soit le tordu d'un caractère primordial de E x de conducteur lm—d^-\,etilya
alors qd~l tels prolongements.

Le résultat important est le suivant.

THÉORÈME. — Soit m un entier ^1. Alors, la représentation de Ax induite par une
représentation non dégénérée de E^" (m) est admissible irréductible super cuspidale, et son
degré formel pour la mesure de Haar sur A" / k " qui donne à A^/^ la mas se 1 est ̂ m-l (q— 1).

Preuve. — Cette représentation induite se restreint à H en une représentation non
dégénérée, par la proposition de 5.4 et la décomposition A^E^: ceci donne
l'irréductibilité; par construction les coefficients sont à support compact modulo le centre, ce
qui prouve la première partie. Quant au degré formel pour la mesure indiquée, c'est l'indice
du sous-groupe E" A" (m) = E" H" (m) dans Ag = E" (9^, qui a été calculé en 5.3.

On sait que toutes les représentations supercuspidales ont été obtenues, et on connaît les
équivalences entre elles [8].
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6. Calculs des facteurs locaux

6.1. On commence par donner un paramétrage des représentations obtenues en 5;
rappelons que m est un entier ^ 1, et que n" est la partie entière de (n+1)/2.

LEMME . — Les représentations non dégénérées de E x H (m) sont les tordues par les caractères
de kx des représentations

^(x)h-^9(0r|(x), reE^ xepe1"^1,

où T| est un caractère de p^l~â+l de conducteur 2 m — d-\-l, où,
(a) si m<d, 6 a son conducteur ^m et relève un caractère de h" ;
(b) si m ̂  d, 9€sî un caractère primordial de conducteur 2 m — d + 1 tel que 9 (1 +1) r\ ( î) = 1

pour tout repi^ "+1.
Preuve. — Étant donnée une représentation non dégénérée de E" H (m), en la tordant

éventuellement par un caractère du déterminant, on peut supposer qu'elle est de la forme

th(x)\-^Q(t}r[(x)

où T| est comme dans l'énoncé, et 9 et un caractère de E" tel que (voir 5.5) : 9 (1 +1) r\ ( t ) = 1
pour t e p ^ .

Si on a m<d, alors a(Q)-^m<d montre que 9 =7^ pû^r ^n caractère ^ de ^ x , et
in versement, est la tordue par 7 de

^(x)^r| /(x)=r|(x)^(l-TE^x) - l=T|(x)5c(l+T^x),

ce qui prouve le lemme dans ce cas. Si par contre on a m ̂  d, le lemme sera démontré si l'on
trouve un caractère ^ de k " , de conducteur au plus m, tel que, pour repg"^ +1, on ait

9 (1+OT| (0=XEA(1+OX(1-TE/ ,0 ,

puisqu'alors le tordu par 7 ~1 de th (x) i-̂  9 (t) r\ (x) satisfait aux conditions du lemme; comme
aOc)^m,ona(TE/^ 0(N^ Qet^/fe Q 2 dans p0^ pour ̂ ep^''^ et donc le second membre
de l'identité voulue est ^ (1 + N^ î); c'est un caractère en t e pg^ "+1, tout comme le premier
membre; or, tout caractère de pg^ "+1 trivial sur p^ est du type Î I — > ^ ( I + N E / ^ t) pour un
caractère ^ de k" de conducteur au plus m, puisque le groupe additif engendré par les normes
de PE~^ +1 est p^^'^; ceci prouve le lemme quand m est au moins d.

Dans le cas modéré (^=1), le caractère 9 détermine alors T|.
Pour m < d, on note n^ la représentation de A" induite par la représentation non dégénérée

th(x) \-> r\(x) de E" H(m); en général, soit 719^ la représentation de A" induite par la
représentation th(x) H> Q(t}r\(x) de E" H (m), où 9 et ri sont comme dans le lemme,
etïte,,<8)XA/.=^,,,.

6.2. Le facteur £(71, 40 d'une représentation n construite au n° 5 par induction depuis le
sous-groupe E" H (m) d'une représentation non dégénérée x est donné par la formule (2.3) :

r
£ (7l, \|/) = vj/A/fc (X) X (X)~ 1 UA/fc (X)~ 1/2 d^ ^ .

JE^H^)
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Sur E" H (m), on observe que la mesure de Haar d^^ se lit en Ug (04,^ td^ ^ x dans le
paramétrage th(x), t e E X , x ( = p ^ ~ â + l : en effet, cette mesure est invariante par translation
multiplicative à droite par H (m), et les formules du début de 5.5 montrent que la mesure
t^E (0 ~1 ^E, v|/ ta^, v|/x est invariante par multiplication à droite par î o e Ex. elle est donc une
mesure de Haar sur le groupe EXH(m); il en résulte que son produit par [i^(t)2 est la
restriction à E X H(m) d'une mesure de Haar sur A; il reste à calculer la masse de
A" (m)=(l+p^)H(m) pour vérifier que c'est bien la restriction de d^ ^ .

On peut donc écrire, si d^h=d^^x pour h=h(x)eH(m) :

8(71,^)= [ ^(Oeœ'^Eœ^f f ^(t^-^^W-^^W^d^h^d^t
JE- \jH(m) / '

pour 7i = TÏQ ^ ^ , en écrivant r\^ (h) pour T| (x) si h = h (x) e H (m).
Dans l'énoncé du théorème, on a noté, comme dans le paragraphe 1.4, G(^, v|//j,).

THÉORÈME. — Le facteur s(7r, \|/) de la représentation K=KQ^ ^ est donné par les formules
suivantes :

£(7^,\|/)=|LiE(7l^) l /2\|/E/J7l^)e(7l^)- l si a(x)^m,

£(7i, v|/)=^E(7^^) l / 2\ | /E^(7l^)e(7l^)- lG(5c, \|/^^)2 5i a(^)>m,

où Xvj /=0 si a (7)^1 ̂  smoM ^r un élément de k " tel que

^ (1 + x) = \|/ (^^ x) pour x e p^",

n^ =Xvl/ +rlvl/5 'Hvi/ ^ûnt ^n élément du E ^J (^K^

r lW=^A/fc( r lv | / ( / î - l ) ) ^o^ ^eH(m).

Preuve. - (a) On commence par sommer sur les classes H (m)/N (m7), sachant que N (m')
est le noyau du déterminant sur H (m); on a les relations suivantes, pour n e N (m '), h e H (m) :

^/, (t (nh - 1)) = ̂ /, (^ -1)) ^A/k (t(n-1)),

XA/fe(^)=XA//cW.

T(H (^)=T|H W^H W;

on fait donc apparaître une somme portant sur les caractères de N (m) :

r __ r
^ (t(n - 1)) lin W an = V|/A/, ((t - T| ̂  (n - 1)) an

J N(m') J N(m')

cette contribution sera non nulle seulement pour t-r\^ dans l'orthogonal des éléments de
trace nulle dans p^"^1, relativement à \|/^, c'est-à-dire dans k + p^"1 (on a pris \|/ d'ordre
0, ce qui est loisible). On écrit alors t=r[^,+x-\-u, xek, uç^m~l, ce qui donne
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^E/fe (u (^—1))= 1 pour hçH (m), et donc la somme sur H (m) se réduit à

mes^ (N (m')) [ ^ (x (^-1)) XAA W~ 1 ̂  ̂
J H(m)/N(m' )

mais H (m)/N (m') est l'image 1 +pm" du déterminant sur H (m), et donc ceci vaut

r
mes^îsUm')^ ^(^)x(l+} ;) 1 ̂ 4 Y-

J pm"

(fc) Dans le cas a (%) ̂  m, on intègre le caractère y -^ \|/ [(x - 5^) ^] de p^' : la contribution
ne sera non nulle que pour xe^ (1 +pm ), ce qui donne

r
c(7i,\ | /)=mes^H(m) vl/e/JO 0 (0~1 ̂  (O^2 4,^ ^

J

où la somme porte sur les ten^ (1 +pm ' )+PE~m - 1 ; mais 7T^ P"1 c: PE^"1 donc on somme en
fait sur 71^ (1 +p^); or la fonction à intégrer est constante sur ce domaine vu que l'on a

e^+^r^-^XE/^l+^^E/J^+Xv^]

pour yep^; ceci donne la formule voulue quand a{^) ̂  m.

(c) Supposons désormais a (^)>m; on a donc a Oc) ̂  2m", et l'expression
r v| /(x^)^(l+y)~1 ^^^ se calcule par sommation sur les classes module p^-^', ce
J pm"

qui fait apparaître des sommes \|/((x-^^) z) rf^ z, et permet de se limiter aux
J pa0c)-m"

xe^^l+p^'); écrivons x=^^( l+ f l ) , ce qui donne

r r^(^)x( l+^) - l =^(-x^)x( l+^ ^ ^ (x^x( i+^)~ 1
J pm"/pa(x)-m" J pm"/pû(x)-m"

et la dernière somme n'est autre que G (^, v|/^), avec la convention précédent l'énoncé du
théorème. L'intégrale en t porte seulement sur les t=K^-{-^^x+u,xepm , uep^m~l,pom
ces î, on a

^E/fc (0 = ^E/^< (7t^) ̂  (2 ̂  X) \|/E/fc (M)

9 ( 0 = 9 ( 7 r ^ ) e f l + x lx+ ^-);
\ ^vl/ 7T^/

mais x^/T^e^ et le produit de ^ / n ^ x par U/TI^ a sa valuation au moins égale à
2 m / / + 2 û Oc) - m -1, à la fois supérieur à a (j) et 2 a (^) - ̂ , donc certainement ^ a (6); ceci
permet d'écrire :

9 f l + ^ x + ^ ) = 9 f l + ^ x ) e f l + ^ - Y
\ 7t^ ï t^/ \ ^ / \ 7l^/
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comme la valuation de u/n^, est au moins a (9) ", ce dernier terme vaut v|/̂  ((9^ /TT^) u), où 6^
est l'élément suivant de E^ :

Q^^+X^+Xv^x =^+X^E^

en notant c^ ^ un élément de E de valuation a{y^—d tel que

X(1+N^ X ) = X ( I + T E / , CE,, x) pour xep^' n p E .
Comme

on a

^l+^^^el+p^,
71^ TC^

. /e
^E/fc -i^ =^EA^)-

Ceci montre qu'il n'y a pas en fait à sommer sur u e p^ m ~1 : la fonction à intégrer n'en dépend
pas. Il ne reste finalement comme sommation que la suivante, le terme
I^E (n^)112 ̂ E/k (^vi/) Q (^vi/)"1 se mettant devant :

[ ^ x ) x ( i + x ) e f i + ^ x ) \x.
Jpm" \ ^ /

On observe alors que sur p^1 on a

• e f i + ^ x ) = x ( i + ^ ) 2 ;\ 7l^ /
en effet, vu que 2 m " ^ m — d " +1, on a une contribution en T| :

^ l: ̂ (- ̂  -M^ ^x)
^.J'^x^.Jd+^fl-.^ x ^ÎT, "y^/^v--^ ^ i+^

- Y ( 1 + X ) 2 ^ f^kl+^Y fl l^* x ^
-/( + ) YE/^ 7r, ^^^"^TTxJ'

mais la norme de (r|^/^,i,)(x/(l+x)) est dans p20^-2»'-^2'"" contenu dans pa (x ) ,et sa trace
est dans p«(x)-'"+''"-i+'"" contenu dans p"^ , donc

7 (l ^ x }-^ (7 ^ x ^^E/fc 1 — ~~ T~~ ~ ^ E / k X>|>X, 1 + x / ^"V^/, 1 + x .
et

eri+^x^^d+x^^j^^v
\ K^ l \ n^ i + x /
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le dernier facteur vaut \|/ (^ (x 2 /1 + x) T^ (r( ̂  /TT^)) : c'est 1 puisqu'il s'agit de la valeur de v|/
sur un élément de valuation au moins

- f l ( x ) - ^ 2 m / / + f l 0 c ) - m + ^ / / - l = 2 m " - m - l + ^ / ' ^ 0 .

Le terme qui reste à sommer se réduit donc à

r
^(X^)X(1+^) ^x

J pW"

qui fournit le facteur G (x, v|/^), et prouve la formule de l'énoncé.

COROLLAIRE. — Avec les mêmes notations, on a :
(a) e^r^r)^^1/^-^ ̂  (a);

(b) £(ïl;e.n^)=G'(Q,^E//cî1^)£(Q,^E/fc) pour m^d;
(c) pour a ( x ) ^ 2 m + l ,

£(7^,v|/)==£0c,^)£(x - le,^).

Preuve. — (a) Dans ce cas, on a ^=9=1, et 7i^==r|^, donc de valuation
— 2 m — 1 — 2 ord \|/, et v)/^ (T|^)=T| ( — 1 ) . 2ep^ - l ;on se trouve dans le cas m<d, on a
2eplm - d + l et donc T| (2)=1, ce qui donne T| (-I)=T| (I)=T|H (a).

(h) On a ici ^=1 encore, et a(9)=2 m — J + 1 , m^d; comme 6 ( l+0=^E/fc (^ii/ 0 pour
îep^"^"'^1 , la formule résulte alors de celle donnant e (6, vj/e/^) (1.4).

(c) Pour a (^) ̂  2 m+1, on a

HE (^)=!^E (X^) HE (1+X^1 î1^)=!^(X^)2 ,
et donc, sachant que

£(X^)=^(X^)1 / 2^X(X^~1G(X^X^
on a

£(7l,vl/)=£(x,^)^i(x^) l / 2^(x^+TE/,T^^)x(X^)e^^) - lG(X^X^);

écrivons 9 =60 XEA ' on a ®o = 1 pour m < rf, et

9o( l+0=\ | / ( îTE/ fc T|^) pour rep"1-^"-'1 si m^d\

on fait apparaître systématiquement ^^ +Tg^ T|^; grâce à a (%) > 2 m, on a

x(x^e(^)- l=x(x^)- lxE/.f l+1^) 'eo^)-1
\ x^ /

/ ^ \ - 1
= X ( X ^ ) - 1 X 1+TE/,-1 eo(x^) - l=x(X^+TE/,T^)- leo(x^+ T^îl^)-1

\ Xvl/ /

= ( x Q o ) ( X ^ + T E A T 1 ^ ) ~ 1 ;

enfin G (/, ̂ ^) = G (^QQ , \|/Xv|,), et donc on a fait apparaître 8 (^ôo, \[/) dans e (îi, \|/), ce qui
donne la formule du corollaire, puisque x@o =X 1 9 sur ^x-
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On vérifie aussi que les formules du théorème correspondent bien à celles qu'on a obtenues
lorsque l'extension quadratique est modérément ramifiée. Dans ce cas, on a d=l, et le
caractère T| de N (m') est déterminé par 9 si 7= 1. Pour 6 primordial, il faut voir que

£(Q. ^E/J=HE W ^/k (^)e(^)-1;
mais alors 71^ e 6^ (1 + p^) si a (6) = 2 m, et donc on peut remplacer 71^ par 9^ dans le second
membre. Lorsque 6 n'est plus primordial mais que ô^^ l^st, on a a (6 )=2a( j )—l , et
comme

on a

avec

9(1+0= ̂  (î^ 0 pour î e ̂ (x) = PE^" ,

£(^ ̂ -HE (^^1/2 ̂  (^)0(7^)-1 G(6, ̂  ̂ )

G(O^E/^)= | 6 (1+0- 1 ^ / , (71^);
Jn^/n^)PE^/P0

comme a (^) -1 ̂  a (9^^ ) / / = m, on a

e(i+0~1 ̂  (^^ O=XEA (i+0~1 ̂  (x^ 0
et donc G (6, v)/^ 71^) = G (^/^, vl/g^ ^); mais par la formule d'induction des facteurs £ (1.7)
appliquée au caractère ̂ /^ de E", le second membre vaut À,^ (vl/Xii/)"1 ^(Xî v|/x^)2; comme
la proposition de 4.5 donnait

e (ae, V|/)=XE//C (4^) £ (Q. ^E//c).

et que 009 ==TIQ on a bien la formule du théorème précédent

8(ae ,^)=UE(7l^) l / 2 ^/J^^)e^^~ l G(X^X^) 2 •

Remarques. — (1) Le principe de la construction des représentations qui a été donné au n° 5
s'applique également lorsqu'on a affaire à l'extension quadratique non ramifiée. On introduit
dans ce cas aussi le sous-groupe H fixateur de la trace T^ dans le groupe A" des
automorphismes sur k de l'extension E, et la filtration par les H (m) (cf. 5.3; 5.4); à un
caractère régulier 6 de E" de conducteur relatif pair 2 m (resp. impair > 1, resp. 1), on associe
une représentation non dégénérée de H (m) — en ce sens qu'elle induit à H une
représentation non dégénérée - de degré 1 (resp. q, resp.^-1), et on retrouve ainsi les
résultats du n° 3.

(2) Pour m " ^ d , la torsion par le caractère ij de kx que définit E ne modifie pas la
représentation de E" H (m) qui induit T i e . r i . x ^ P^ ^e ^itère de Labesse-Langlands, cette
dernière figure donc dans la série de type diédral définie par E. La correspondance est
explicitée dans [8]', pour tous les cas.
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