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EINLEITUNG

In [2] hat M. Artin gezeigt, daf man in der algebraischen Geometrie formale
Deformationen eines Funktors unter relativ schwachen Voraussetzungen algebraisieren
kann. Aus diesem Resultat konnte er sehr allgemeine Darstellbarkeitskriterien fiir
Funktoren ableiten, mit- denen dann beispielsweise die Existenz von Hilbertschen und
Picardschen Modulrdumen nachgewiesen werden konnte.

Es war das Bestreben des Verfassers, diese Resultate in den analytischen Kontext zu
tibertragen. Dap dies in der Tat moglich ist, wird in der vorliegenden Arbeit gezeigt. Als
entscheidend erwies sich dabei im Grunde nur, die bei Artin getrennt auftretenden
Bedingungen iiber induktive und projektive Limiten durch eine einzige zu ersetzen.

Dap die Ergebnisse von Artin im globalen algebraischen Fall so {iberaus wirkungsvoll
sind, hdngt auch damit zusammen, dap man dort den Grothendieckschen Existenzsatz zur
Verfiigung hat. Es ist daher von Bedeutung zu wissen, inwieweit der letztere auch im
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318 J. BINGENER

analytischen Fall gilt. Wir zeigen unter Verwendung der in [26] bewiesenen Existenz
verseller Deformationen koharenter Moduln, dap der Existenzsatz auch im analytischen Fall
richtig bleibt, falls man sich auf Moduln beschréinkt, welche flach iiber der Basis sind. Fin
elementarerer Beweis wire duferst wilnschenswert.

Als eine erste Anwendung betrachten wir den Picardschen Funktor Picy ¢ filir eine
holomorphe Abbildung X — S und beweisen den folgenden Satz :

S
Ist X — S eigentlich und flach und tiberdies kohomologisch flach in der Dimension 0, so wird
Picy s durch einen (nicht notwendig separierten) komplexen Raum iiber S reprisentiert, den
Picardschen Modulraum von f.

Dieses Ergebnis 10st eine Vermutung von A. Grothendieck aus dem Jahre 1961,
vgl. [15], Exp. 16.3. Ein naheliegender Ansatz zum Beweis ist es, sich die
Exponentialsequenz zunutze zu machen. Ist ftopologisch lokaltrivial und dariiberhinaus
kohomologisch flach in der Dimension 1, so fiihrt dieser Ansatz direkt zum Ziel, wie
Grothendieck in loc. cit. zeigte. Insbesondere war damit bewiesen, daf Picy fiir jeden
kompakten komplexen Raum X darstellbar ist. Im allgemeinen Fall jedoch versagt diese
Methode, da man Schwierigkeiten beim Ubergang zum Quotienten hat.

Wir zeigen dieses Resultat, indem wir die Voraussetzungen unseres Darstellbarkeitskrite-
riums verifizieren. Als entscheidend erweist sich dabei wieder die Exponential-
sequenz ! Zum Beweis der Darstellbarkeit von Picy,s bendtigt man also, abgesehen
von dem Grauertschen Kohidrenzsatz und dem Satz von M. Artin iiber die Losungen
analytischer Gleichungen, keine Konvergenzuntersuchungen. Wichtig beim Beweis ist
auferdem der Satz von der Offenheit der Versalitét, der in [6] bewiesen wird.

Als weitere Anwendung geben wir einen einfachen neuen Beweis des Satzes von Douady und
Pourcin idiber die Darstellbarkeit des Hilbertschen Funktors Hy, einer separierten
holomorphen Abbildung X — S, der ohne die Technik der banachanalytischen Rdume
auskommt. Dieser Beweis verwendet die Tatsache, dap Hy stets konvergente (formal)
verselle Deformationen besitzt, die von Jobst in [17] mit der Potenzreihenmethode gezeigt
wurde.

Ferner betrachten wir Deformationen von Kohomologieklassen und beweisen den
folgenden Satz : Ist X — (S, s) ein Keim einer eigentlichen holomorphen Abbildung und F ein

S-flacher kohdrenter Oy-Modul, so besitzt jede Kohomologieklasse a,e H? (X, F ) eine
konvergente semiuniverselle Deformation. Man kann die Deformationen von Kohomolo-
gieklassen mit den Deformationen von kohérenten Moduln und von Ridumen koppeln (in
naheliegender Weise). Aus dem eben erwdhnten Resultat folgert man leicht, daf auch fiir
solche gekoppelten Deformationen stets verselle Objekte existieren. Die Anregung zur
Betrachtung derartiger Situationen verdanke ich G. Trautmann.

Die Bezeichnungen und Konventionen sind wie in [6]. So brauchen komplexe Riume
nicht notwendig separiert zu sein. Ist S ein komplexer Raum und .# ein kohirenter
0Os-Modul, so sei S[.#] die Idealisierung von S durch .#. Mit (An/S) bezeichnen wir die
Kategorie der komplexen Raume iiber S.  Ist F ein Gruppoid liber (An/S), a ein Objekt von
F(T) und g : Z — T eine holomorphe S-Abbildung, so sei a,=g*(a) das Urbild von a
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DARSTELLBARKEITSKRITERIEN FUR ANALYTISCHE FUNKTOREN 319

unter g. Ist g speziell die kanonische Injektion eines reduzierten Punktes t € T, so schreiben
wir a(t) anstelle von a (g Die Begriffe Versalitidt, Semiuniversalitit, ..., bei Gruppoiden
und Funktoren werden wie in [6] verwendet. Objekte einer Kategorie und die zugehorigen
Funktoren bezeichnen wir in der Regel mit demselben Symbol.

KAPITEL 1

1. Aufbereitungen von Moduln

In diesem Paragraphen betrachten wir Aufbereitungen von Moduln. Diese lassen sich
nach M. Artin dazu verwenden, um die Injektivitdt gewisser Ringhomomorphismen
sicherzustellen. Das erhaltene Resultat [Satz (1.6)] ist lediglich eine explizite Formulierung
dessen, was implizit in [2] enthalten ist. Weil die diesbeziiglichen Beweise in loc. cit. sehr
knapp gehalten sind (vgl. auch [3], Appendix), haben wir uns dazu entschlossen, den Beweis
fur diesen wichtigen Satz in aller Ausfithrlichkeit auszufiihren.

Im folgenden sei k ein Korper und P: =k (xq, ..., x,» die Henselisierung des
Polynomringes k[x,, ..., x,] beziiglich des kanonischen maximalen Ideals. Ist N ein
P-Modul, so setzen wir abkiirzend N, : =N/(x,, ..., x,) N fiir 0Sv<n.

Sei l=(lg, ..., l,)eN"*1  Ist A eine P-Algebra und M ein endlicher A-Modul, so ist
eine Aufbereitung vom Typ | von M ein System von A-Homomorphismen

1,
A,2M,
vy
mit
Uyov,=Xy41.idy , v ou, =X, ,,.id Ab
fir 0Sv<n. Hierbei haben wir x,, : =1 gesetzt.

In naheliegender Weise erklart man den Begriff des Morphismus von A-Moduln mit
Aufbereitungen desselben Typs. Ist A —> A’ ein P-Algebrahomomorphismus und M ein
aufbereiteter A-Modul, so triagt der A’-Modul M®,A’ in natiirlicher Weise eine
Aufbereitung desselben Typs. — Uber die Existenz von Aufbereitungen gibt das
anschliefende Lemma Auskunft.

(1.1) LeMMa. — Seien M) 1 <i<r, endliche Modulniiberk [y, ..., y,|. Danngibtes
ein Parametersystem x,, ..., X, in k [y, ..., yn| derart, da jedes MV, aufgefaPt als
Modul iiber P=k [x,, ..., x,], eine Aufbereitung besitzt.

Dies ist ein Spezialfall von [2], Proposition 2.2.

(1.2). — Sei M #0 ein endlicher P-Modul mit einer Aufbereitung vom Typ I=(l,, ..., 1,)
und p die kleinste Zahl mit 1,#0. Dann ist

dimp (M)=n—p.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



320 J. BINGENER

Beweis. — Ist ly=...=1,_,=0, so folgt sukzessive x; M=0, ..., (x4, ..., x,)M=0,
d.h. also M=M,. Weil Kokern(u,) von x,.; annulliert wird, gilt

dim;p (Kokern (u,))<n—p.
Aus der exakten Sequenz

0- P % M, - Kokern (u,) -0

folgt daher wegen dims; (f’lﬁ)zn—u die Behauptung.—
Seien A eine endliche P-Algebra und M ein endlicher A-Modul. Wir setzen dann
I,'(M): =0 und

IXM): ={meM : dim, (A.m)Sv}

fir 0<v=<n. Offenbar ist I} (M) der gropte Untermodul M’ von M mit
dim, (M')<v. Esist

0=I; ' (M)S... Iy M (M)S... I} (M)=M.
Ist A — A’ ein endlicher Homomorphismus von endlichen P-Algebren und M’ ein endlicher

A’-Modul, so gilt I} (M')=I), (M’) fir —1=<v=n. Fir einen endlichen P-Modul M
setzen wir IV (M) : =13 (M).

(1.3) LEMMA. — Sei M ein endlicher P-Modul mit einer Aufbereitung. Dann sind die
kanonischen Abbildungen

I"*(M)>M,=M/(x;, ..., x)M, I<v<n,

injektiv. Insbesondere ist 1"~¥ (M) ein endlicher P ,-Modul.

Beweis. — Es ist I"7v71 (IA’IJ):O fir alle v. Weil x; M im Bild des injektiven
Homomorphismus u, liegt, ist I""!(M)nx; M=0. Daher ist I""!(M)— M,
injektiv. So fortfahrend erhalten wir die Behauptung.

Wir benétigen ferner :

(1.4) LEMMA. — Seien A eine endliche P-Algebra mit Strukturhomomorphismus o. : P — A,
s eine Zahl mit 0<s<n und M ein endlicher A-Modul mit (x,, ..., x;) M=0. Ferner sei
P,: =k [xg41, ..., x,]. Sei B : P — A ein k-Algebrahomomorphismus mit

a=PB mod (a(xy), ..., (x,)N"" A

fir ein NeN,. Dann ist My, ein endlicher P-Modul und die P g-Moduln
Mg /B (mp )N Mgy und My, /o (mp )N My, sind kanonisch isomorph.

Beweis. — In der Aussage bezeichnet G, bzw. Gy fiir einen A-Modul G die
Gruppe G, versehen mit der durch o bzw. f definierten P-Modulstruktur. Offenbar
konnen wir ohne FEinschrinkung s=0, d.h. P,=P annehmen. Wegen
a(mp)NA=B(mp)NA+a(mp)"' A gilt  B(mp)NA=a(ms)"A  nach  dem
Lemma von Nakayama. Weil N21 ist, ist A mithin eine endliche P-Algebra und
Mg, ein endlicher P-Modul. Hieraus folgt die Behauptung.
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DARSTELLBARKEITSKRITERIEN FUR ANALYTISCHE FUNKTOREN 321

(1.5. — Sei nun A eine endliche lokale P-Algebra derart, dap die P-Moduln A
und I (A), 0<v<n, mit einer Aufbereitung versehen sind. Fiir eine henselsche lokale
noethersche P-Algebra P’ betrachten wir Tupel

(A, ]V > A’ 0<vEn),

wobei A’ eine endliche aufbereitete P’-Algebra mit [, (A’)=l W (A) ist, JV—> A’ ein
Homomorphismus von endlichen A’-Moduln ist und jedes J¥ als P’-Modul eine
Aufbereitung mit [, (J¥)=1, (I (A)) tragt. Diese Tupel bilden in naheliegender Weise eine
Kategorie G (P’). Jeder Homomorphismus P’ — P”" von solchen Algebren gibt Anlaf zu
einem Funktor G(P') -> G (P").

Es sei G (P') die Menge der Isomorphieklassen der Objekte von G (P’). Dann ist G ein
kovarianter mengenwertiger Funktor auf der Kategorie der henselschen lokalen

noetherschen P-Algebren. Offenbar ist G limeserhaltend, d. h. ist P, ie1, ein induktives
System von solchen Algebren derart, daf m P noethersch ist, so ist die kanonische
Abbildung

li_nE C—i(P“)) 4G ﬂl_m» p)

bijektiv. Ferner ist die natiirliche Abbildung

G(P') - lim G(P'/m2"!)
S

surjektiv, wenn P’ eine komplette P-Algebra ist. Das folgende wichtige Resultat zeigt, dap
man die Injektivitdt von Ringhomomorphismen in gewissen Féllen unter Verwendung von
Aufbereitungen sicherstellen kann.

(1.6) Satz (M. Artin). — Es gibt eine Zahl NeN . mit folgender Eigenschaft.: Ist
(B, J¥ > B)eG (P) und V : A - B ein Homomorphismus von k-Algebren, welcher einen
Isomorphismus zwischen den Bildern von (A, 1*(A) o A) und (B,J” - B) in G (P/m}*")

induziert, so ist \y ein Isomorphismus.

Beweis. — Wegen N =1 ist  in jedem Falle surjektiv. Sei K : =Kern ({) und nehmen
wir K#0 an. Es gelte

KgI"v(A), KgI"V !(A)

miteinemv=0. EsistI* (A)die Menge aller a € A mit dimA (Supp (a))<p. Insbesondere
ist I1*(A) unabhingig von der P-Algebrastruktur von A definiert. Analoges gilt
fir B. Sei aeA mit (a)el" v (B). Dann liegt der Trdger Supp(a) von a in der
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322 J. BINGENER

Vereinigung von Supp (Y (a)) mit Supp(K), und somit ist ael"”V(A) wegen
K<I* v(A). Die Sequenz

1.7 0->K->I"YA)->1""vB)—> 0

von k-Vektorrdumen ist also exakt.

Sei x{V das Bild von x; unter dem Strukturhomomorphismus P — A, 1<i<n. Weil
surjektiv ist, findet man Elemente x{? € A, so dap } (x!{?) gleich dem Bild von x; unter dem
Strukturhomomorphismus P — Bist. Es ist x{!'=x{® modulo m;‘“ A. Durch die x?
wird auf A eine neue P-Algebrastruktur definiert, die wir mit A‘® bezeichnen wollen. Dann
ist auch A® eine endliche P-Algebra, vgl. (1.4). Ferner ist y:A® - B ein
Homomorphismus von P-Algebren. Wegen (1.3) und (1.7) ist

(1.8) 0-K? 51" (A)? - 1"V (B) - 0

eine exakte Sequenz von endlichen Moduln iiber D : =P,, vgl. (1.4). Hierbei bezeichne
M@ fiir einen A-Modul M den zugehérigen A@-Modul. Wire Rang, (K®)=0, so folgte
K@ <I" v~ 1 (A), im Widerspruch zur Wahl von v. Daher gilt

Rang;, (I"™" (B)) <Rangy, (I"7" (A)®).

Aus dem anschlieBenden Lemma (1.12), angewandt auf A=D und M=1""" (A)", folgt : es
gibt ein ce N derart, dap

Rang;, (I"™" (A)¥)<Rang, (I"7" (A))
fir N=c gilt. Insgesamt ist
(1.9 Rang, (I""Y (B))<Rang, (I""¥ (A)).

Weil J* eine Aufbereitung von demselben Typ wie I* (A) hat und dim; (I* (A)) < p gilt, folgt
aus (1.2), dap auch dim; (J*)<p ist. Dabher gilt Bild J* — B)<I*(B) fiir alle p.

Die Zahl N sei iiberdies so grof gewébhlt, dap m: AnI"V(A)in mp "7V (A) liegt. Wir
behaupten, daf dann

(1.10) Bild (J*~* > B)=I1"""(B)

gilt. Nach dem oben Bemerkten ist die linke Seite in der rechten enthalten. Zum
Nachweis der umgekehrten Inklusion setzen wir abkiirzend m=m; und betrachten das
folgende kanonische kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

O—>le_\mI""’(K)/mNI"’V(K)—»I"’V(K)(I)f’/m"‘ —»K@l)?/mf"‘ -0
A (23 v,
0->mNBnI"™ (B)/mNI"V(B) »I"V(B)® P/m" > BQP/mN -0,
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DARSTELLBARKEITSKRITERIEN FUR ANALYTISCHE FUNKTOREN 323

in dem die Abbildungen \s; von \s induziert werden und P-linear sind. Weil \, nach (1.8)
surjektiv ist, gilt dies auch fiir {; und es folgt aufgrund unserer Wahl von N, daf
m" BAI"™V(B) in m 1"~V (B) enthalten ist. Die von o induzierte Abbildung von J*~" in
1"~ (B)/ mN BnI""V(B) ist offenbar surjektiv. Die Beziehung (1.10) ergibt sich nun aus
dem Lemma von Nakayama.

Weil A und B eine Aufbereitung desselben Typs haben, gilt
Rang; (K)=Rangf> (B).

Wegen (1.9) ist daher notwendig v>0. Wir betrachten die B-lineare Abbildung

J”—V — I'l—V(B),

die nach (1.10) surjektiv ist. Weil J"7¥ und 1"V (A) eine Aufbereitung desselben Typs
besitzen, haben sie als P-Moduln denselben Rang. Wire o'®; Q (P) injektiv, so ergibe
sich ein Widerspruch zu (1.9). Also ist a’®Q (P) nicht injektiv. Wir zeigen nun
andererseits, daP die von o induzierte Abbildung

(1.11) 3" v5 B,=B/(x,, ..., x,)B

auf D (x,,,) injektiv ist. Dies ergibt dann einen endgiltigen Widerspruch. Um zu
beweisen, daP (ey), injektiv ist, geniigt es zu zeigen, daf} der Homomorphismus

¢u: =v,(B)ogyou, (J"7") : Py - Py

injektiv ist; hierbeiist [, : =1, (1" "V (A)=1,(J" Y)und I, : =1,(B). Die Abbildung ¢/, ist
modulo m™*! kongruent zu

(pV : =vV(A)°8V0uV(In—V (A))i

falls €, die kanonische Injektion I" ™V (A) — A bezeichnet. Weil g, injektiv ist, gilt dies auch
fir ¢,, wie man leicht einsieht. Nun gilt bekanntlich ganz allgemein : sind M und M’
endliche Moduln iiber einem lokalen noetherschen Ring A, so ist die Menge der injektiven
Homomorphismen offen in Hom, (M, M’). Ist daher die Zahl N hinreichend grof, so ist
¢, injektiv!

Im Beweis von (1.6) haben wir die folgende Aussage verwendet.

(1.12) LeMMA. — Seien A ein lokaler noetherscher Integrititsring und M ein endlicher
A-Modul. Dann gibt es eine Zahl ce N mit folgender Eigenschaft :

Ist M’ ein weiterer endlicher A-Modul mit M'/miM'=M/mi M, so gilt
Rang, (M’)<Rang, (M).

Beweis. — Fir einen endlichen A-Modul N bezeichne f;(N) das i-te Fitting-
Ideal von N. Dann ist Rang, (N) die kleinste Zahl i mit {;(N)#0. Sei
s : =Rang, (M). Nach dem Krullschen Durchschnittssatz gibt es ein ceN mit
fs(M)z m§. Sei M’ ein endlicher Modul wie in der Aussage. Dann ist f;(M')=f, (M)
modulo m§, woraus f,(M')#0 folgt. Es ist also Rang, (M')<s=Rang, (M).
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324 J. BINGENER

2. Ein Kriterium fiir die Existenz verseller Deformationen

Fiir eine konvergente analytische C-Algebra A bezeichne €, bzw. % » die Kategorie der
konvergenten bzw. kompletten analytischen A-Algebren. Wir setzen ¥ : =%, und
€=%.. Sei F ein (kovarianter) mengenwertiger Funktor auf ¢,. Setzen wir fir A
aus ¢, :

" .1 n+1

F(A): —11_:2 FA/mi*™h,
so ist F ein ebensolcher Funktor auf ,. Fiir jedes Ae%, hat man eine natiirliche
Abbildung F (A) —» F (A), a — d, welche funktoriell in A ist.

Jede Algebra R aus €, gibt AnlaP zu einem Funktor auf €,, den wir wieder mit R
bezeichnen. EsistalsoR (A)=Hom, (R, A)fir Ae¥,. Die Funktormorphismenvon R
in einen Funktor F entsprechen umkehrbar eindeutig den Elementen aus F (R). Analog
definiert jede Algebra R aus %, einen Funktor auf %, .

Sei F ein Funktor auf ¢, und a, ein Element aus F (k,). Dannsei F, der Unterfunktor
von F, fiir den F, (A) aus allen iiber a, liegenden Elementen von F (A) besteht.

Ein Paar (a, A) mit ae F, (A) heiPt konvergente formal verselle (bzw. semiuniverselle bzw.
universelle) Deformation von a, € F (k,), wenn der Funktormorphismus a : A — F, formal
glatt ist (bzw. formal glatt ist and fiir C [€] bijektiv ist bzw. fiir artinsche Algebren bijektiv
ist). Entsprechend nennen wir ein Paar (&, A) mit ae f?ao (X) eine formale formal verselle
(bzw. semiuniverselle bzw. universelle) Deformation von ay,, wenna : A — ?an formal glatt ist
(bzw. formal glatt ist und fur C [¢] bijektiv ist bzw. fiir artinsche Algebren bijektivist). Dabei
heift allgemein ein Morphismus G — H von Funktoren auf 4, bzw. %, formal glatt, wenn
die Abbildung

G([B') - G(B) X H(B) H(B’)

surjektiv ist fiir jede Surjektion B’ — B von artinschen Algebren aus €, bzw. %,.. Ein
Paar (a,A) mit aeF, (A) ist offenbar genau dann eine konvergente formal verselle
(bzw. semiuniverselle bzw. universelle) Deformation von a,, wenn (4, A) die analoge
Eigenschaft hat.

Sei F ein Funktor auf %, . IstAe%,und A= lim A mit einem induktiven System A",

iel, konvergenter analytischer A-Algebren, so haben wir eine kanonische Abbildung

2.1 1_113 F(A"Y) - F(A).
(2.2) DeriniTioN. — F erfiillt die Bedingung (L1) (bzw. (L2) bzw. (L3)), wenn die Abbildung
(2.1) stets dichtes Bild hat (bzw. stets injektiv bzw. bijektiv ist).

Natiirlich erfillt jeder darstellbare Funktor die Bedingung (L3). Allgemeiner gilt :

(2.3) AussaGe. — Sei F ein Funktor auf €, derart, dafi es ein Re¥, und einen
Funktormorphismus u : R — F gibt, so dafi R(A)— F(A) surjektiv ist fiir jede artinsche
Algebra A aus €,. Dann etfiillt F die Bedingung (L1).
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DARSTELLBARKEITSKRITERIEN FUR ANALYTISCHE FUNKTOREN 325

Beweis. — Sei A eine Algebra aus ¢, und A=lim A" eine Darstellung von A als direkter

—
Limes konvergenter analytischer A-Algebren. In dem kanonischen kommutativen
Diagramm

limR(A®) > R(A)
g

13

@»F(A‘”)—»F(A)

i

ist dann die obere horizontale Abbildung nach dem zuvor Bemerkten bijektiv. Daher
geniigt es zu zeigen, daf R (A)=R (A) - F (A) dichtes Bild hat. Sei(a,)eF (A)undn,eN
vorgegeben. Nach [28], Theorem I,, gibt es eine Zahl m,=n, derart, dafj zu jedem

h, eR(A /mit ") ein h'eR (A) existiert mit h'=h, modulo my" ' Weil die
Abbildung R(A/ m:°+ l) - F(A/ m':°+ 1) aufgrund der getroffenen Voraussetzung
surjektiv.  ist, finden wir ein Urbild h, eR(A/ mye 1) von a,. Fir

a’: =u(h')eF (A) gilt dann a'=(a,) modulo m"A°+1.

Aus (2.3) folgt insbesondere, daP jeder Funktor F, fiir den die Elemente aus F (k, ) stets
konvergente formal verselle Deformationen besitzen, die Bedingung (L1) erfiillt. Der
folgende Satz zeigt, dap hiervon auch die Umkehrung gilt.

(2.4) Satz. — Seien F ein mengenwertiger Funktor auf €, , der die Bedingung (L1) erfiillt,
undayeF (k). Esgebe eine formale formal verselle Deformation(a, A)von a,. Danngilt :

(1) (Existenz einer Analytisierung). Es gibt eine analytische Algebra Ac %, ,einacF(A)
und einen A-Isomorphismus ¢ : A 3 A mit F(¢)(a)=a.

(2) (Eindeutigkeit). Erfiillt F iiberdies (L2), so ist das Paar (a, A) bis auf (nicht eindeutige)
Isomorphie eindeutig, d.h. ist (a’, A’) ein weiteres derartiges Paar, so gibt es einen
A-Isomorphismus A S A’, der a in a’ iiberfiihrt.

Bevor wir (2.4) beweisen, notieren wir die folgenden Korollare.

(2.5) KoROLLAR. — Sei Fwiein(2.3). Uberdies etfiille F die Schlessinger-Bedingung (S1)
fiir artinsche Algebren (*). Dann besitzt das Element ao€F (k,) eine konvergente formal
semiuniverselle Deformation.

Beweis. — Nach dem Satz von Schlessinger besitzt a, eine formale formal semiuniverselle
Deformation. Weil F nach(2.3)die Bedingung(L1)erfiillt, folgt die Behauptung aus (2.4).

(2.6) KoroLLAR. — Seien F : ¥, — (Mengen) ein Funktor, A€ %, und a, b Elemente aus
F (A) mit ay,=by,. Fiir eine A-Algebra B aus €, sei G (B)= {® },falls ay=by ist, und
G (B)=Q sonst. Dann ist der so definierte Funktor G :%, — (Mengen) darstellbar,
falls gilt :

(1) F erfiillt (S1') fiir artinsche Algebren;

(2) F erfiillt (L2).

(*) vel. [6], (1.8) (2).
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Beweis. — Offenbar geniigt G unter den getroffenen Voraussetzungen der Bedingung (L3)
und den Bedingungen (S1’') und (S2) fiir artinsche Algebren. Nach dem Satz von
Schlessinger besitzt G daher eine formale universelle Deformation. Aus(2.3)folgt nun, dap
es sogar eine konvergente formal universelle Deformation fiir G gibt. Daf diese universell
ist, d.h. G darstellt, ergibt sich leicht aus (2.8) und dem Artinschen Approximationssatz.

(2.7) KoroLLAR. — Sei F ein Kogruppoid tiber €, derart, daf} F (k,) aus einem Element
besteht, welches nur einen Automorphismus hat. Folgende Bedingungen mégen gelten :

(1) F erfiillt (S1), (S2) fiir artinsche Algebren;

(2) Der zu F gehirige Funktor F erfiillt (L1).

Dann gibt es eine analytische A-Algebra A und ein formal verselles Element aeF (A).

Beweis. — Der Funktor F besitzt nach dem Satz von Schlessinger eine formale formal
verselle Deformation.  Nach(2.4) gibtesein A€ %, und ein Elementae F (A), dessen Bild a
in F (A) formal versell ist.  Aus [24], (1.13), folgt dann, daB a selbst formal versell ist.

Beweis von (2.4). — Ohne Einschrinkung sei F (k,)={a,} einelementig. Zu (1). Wir
iberlegen uns zunachst, dap es geniigt, die Behauptung fiir den Fall A= C zu beweisen. Fiir
eine konvergente analytische C-Algebra A und einen C-Homomorphismus p: A — A
bezeichne A, den Ring A, versehen mit der durch p induzierten A-Algebrastruktur. Durch

F'(A):={(n, a) : peHom (A, A), aeF (A,)}

wird dann ein Funktor F’' auf € definiert. Offenbar erfiillt F’ wieder die Bedin-
gung (L1). Ist v: A > A der Strukturhomomorphismus von A, so ist (v, @)e F’ (A) eine
formale formal verselle Deformation von a,eF’(k,). Eine Analytisierung von (v, a)
liefert dann auch eine Analytisierung von 4.

Sei daher ohne Einschrinkung A=C. Es gibt einen endlichen injektiven C-Homo-
morphismus P=C [x,,...,x,] = A; hierbei sei P:=C<{{x;,...,x,>>. Nach even-
tueller Abdnderung der x; diirfen wir annehmen, daf A und die I} (A), 0 < p < n, iiber P eine
Aufbereitung besitzen, vgl. (1.1).

Fiir P’ aus €}, betrachten wir Tupel

(A", J">A",0=sv=n),a’),

wobei (A’, JV— A')aus G (P’) ist, vgl. (1.5), A’ analytische C-Algebra, und a’ ein Element
aus F(A’) ist. Diese Tupel bilden wieder eine Kategorie H(P’'), und zu einem
P-Algebrahomomorphismus P’ — P’ gehort ein Funktor H (P') > H(P"'). Es sei H(P')
die Menge der Isomorphieklassen der Objekte aus H (P’). Dann ist H ein Funktor auf %,
welcher offenbar die Bedingung (L1) erfiillt.-

Sei N eine Zahl zu dem Element (A, 17 (A) - A)e G (P) gemdf (1.6). Nach(2.8)gibteszu
(A, I (A) - A),a)e H (P) ein Element (A, J¥ — A), a) aus H (P) derart, dap die Bilder dieser
beiden Elemente in H (P/m; ') isomorph sind.  Ein Isomorphismus zwischen den beiden
Objekten liefert einen P-Algebrahomomorphismus

_ v
A->A/mpt'A,
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der a auf das kanonische Bild a’ von a in F (A/mj*! A) abbildet. Wegen der formalen
Versalitét von (a, A) findet man einen C-Homomorphismus
v
A-A
mit F () (@)=4, der  liftet. Aus (1.6) folgt nun, dap s ein Isomorphismusist. Offenbar
ist dann  ~! ein Isomorphismus der gewiinschten Art.

Zu(2). Seien(a, A)und(a’, A’)zwei Analytisierungen von (@, A). Fiir eine A’-Algebra
Caus €, sei T (C) die Menge aller ue Hom, (A, C), fiir die F (u) (a) mit dem Bild von a’ in
F(C) ibereinstimmt. Dann ist T ein Funktor auf €,., der die Bedingung (L1)
erfillt. Nach (2.8) gibt es daher einen A-Homomorphismus v: A - A’, der modulo m},
mit der Komposition A G A % A x A’ iibereinstimmt, und a auf a’ abbildet. Offenbar ist v
ein Isomorphismus.

Die folgende Aussage bleibt nachzutragen.

(2.8) LemMA. — Sei F ein mengenwertiger Funktor auf €, , der (L1) erfiillt. . Dann hat die
kanonische Abbildung

F(A) - F(A)
dichtes Bild fiir jedes A aus €, .
Beweis. — Sei aeF (A). Zu vorgegebenem neN gibt es aufgrund der Voraussetzung
einen A-Homomorphismus
¢
A<<X1: . 'aXm>> /(fl’ .t ’fr)_’A

und ein a’ aus F(A (X>>/(f)) mit F(¢)(a’)=a modulo m2*!. Nach dem Artinschen
Approximationssatz [1] findet man einen A-Homomorphismus

ALKy, XD (s oo of)) — A

mit @=¢ modulo mi*!. Dann ist a:=F(¢)(a’) ein Element aus F(A) mit a=a

modulo m4*1!,
3. Darstellbarkeitskriterien I

Es seien S ein komplexer Raum und F ein mengenwertiger Funktor auf (An/S). SeiseS
ein Punkt. Dann definiert F in natiirlicher Weise einen Funktor

%5, , ~ (Mengen),

den wir wieder mit F bezeichnen wollen. Hierbei ist 6, , die Kategorie der analytischen
Os, ,-Algebren. k (s) bezeichne stets den Restekorper von O .

Sei v, ein Element von F (k (s)). Ein Tripel (U, x, v) bestehend aus einem komplexen
Raum U iiber S, einem Punkt x € U iiber s und einem Element ve F (U) mit v (x)=v, heift
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(konvergente) formal verselle (bzw. semiuniverselle bzw. universelle) Deformation von v, wenn
das Bild von v in F (0 ,) eine formal verselle (bzw. semiuniverselle bzw. universelle)
Deformation von v, im Sinne von Paragraph 2 ist.

Entsprechend nennen wir ein Element a€ F (Z) in einem Punkte z € Z formal versell (bzw.
semiuniversell bzw. universell), wenn a eine formal verselle (bzw. semiuniverselle bzw.
universelle) Deformation von a (z)e F (k (z))=F (k (s)) ist. Hierbei ist s€ S das Bild von z.

Die folgende Aussage ist das analytische Analogon eines Satzes von M. Artin aus der
algebraischen Geometrie.

(3.1) SATZ. — Ein Funktor F : (An/S) — (Mengen) wird genau dann durch einen komplexen
Raum iiber S (bzw. iiber S separierten komplexen Raum) dargestellt, wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind :

(1) (Garbenaxiom) F ist von lokaler Natur (?);

(2) (Relative Darstellbarkeit) Seien Y ein komplexer Raum iiber S und a, b Elemente aus
F(Y). Dann wird der durch die Bedingung a=b definierte Funktor durch einen lokal
abgeschlossenen (bzw. abgeschlossenen) analytischen Unterraum von Y dargestellt;

(3) (Existenz universeller Deformationen) Ist s€S, so besitzt jedes Element v,eF (k (s))
eine konvergente formal universelle Deformation;

(4) (Offenheit der Versalitat) Ist Y ein komplexer Raum und v ein Element aus F (Y), so ist
die Menge der Punkte y€Y, in denen v formal versell ist, Zariski-offen in Y.

Beweis. — Wir zeigen zunichst, dap die angegebenen Bedingungen hinreichend fiir die
Darstellbarkeit sind. Wegen (3) und (4) gibt es zu se€ S und v, e F (k (s)) einen komplexen
Raum U, iiber S, einen Punkt xe U, tber s und ein Element v aus F (U, ) mit v (x)=wv,,
welches in x formal universell und in jedem Punkte von U, formal versell ist. v definiert
einen Funktormorphismus U, — F. Nach (2) ist das Faserprodukt U, xgU, ein
analytischer Unterraum von U, xsU, . Weil v in x formal universell ist, sind die
Projektionen U, x;U, — U, im Punkte (x, x) Isomorphismen. Indem wir U, als
Umgebung von x verkleinern, konnen wir erreichen, dap die Projektionen Isomorphismen
sind. Dann induziert die Diagonalabbildung einen Isomorphismus von U, auf
U,, xU, . Hieraus folgt aber, daB v in jedem Punkte von U, formal universell ist.

a

Ist Z ein beliebiger komplexer Raum iliber S und Z — F eine Abbildung von Funktoren, so
ist das Faserprodukt U, xZ wegen (2) ein komplexer Raum und die Projektion

U, x;Z—-Z

ein lokaler Isomorphismus. Wir setzen

u:=[u,,

(?) d.h. fiir jeden komplexen Raum Y iiber S ist die Prigarbe Vi— F (V), V € Y offen, eine Garbe.
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wobei die Summe iber alle voeF (k(s) und alle seS zu erstrecken ist. Es ist
F(U)=HF(UDO) nach (1). Somit definieren die Elemente veF (U, ) ein Element

weF(U). Istdann a:Z — F eine Abbildung, so ist die Projektion

UxpZ=[]U, x,Z-Z

ein lokaler Isomorphismus. Sie ist auch surjektiv. Ist ndmlich zeZ ein Punkt mit Bild
seSundv,eF (k (s)) =F (k (2)) das durch a definierte Element, so gibt es nach Definition von
U eine Faktorisierung

« Spec(k(2))

U
wé%

von v,, woraus folgt, daP z im Bild von U xZ — Z liegt. Im iibrigen ist U x  Z wieder
nach (2) ein lokal abgeschlossener (bzw. abgeschlossener) analytischer Unterraum von
U xgZ.

Auf Z=U angewandt, ergibt sich hieraus, dap R:=U x U ein lokal abgeschlossener
(bzw. abgeschlossener) analytischer Unterraum von U x4U ist, und dafB die beiden
Projektionen R — U surjektive lokale Isomorphismen sind. R ist sogar eine analytische
Aquivalenzrelation auf U im Sinne von [19]. Aus loc. cit., Theorem 2.1, folgt, dap der
Kokern (X, p) von R 3 U in der Kategorie der komplexen Rdume iiber S existiert, daf

p
U-X
ein surjektiver lokaler Isomorphismus ist und R=U x, U gilt. Wegen (1) ist die Sequenz
F(p
F(X) - F(U)3 F(R)
exakt. Somit gibt es ein ue F (X) mit F (p) (u)=w. Offenbar ist X im eingeklammerten

Fall separiert tiber S.

Wir behaupten, daP (u, X) den Funktor F représentiert, dap also fiir jeden komplexen
Raum T iiber S die Abbildung

Hom (T, X) » F(T),  h—F (h) (u),

bijektivist. Seidazu aein Element aus F (T). Durch Basiserweiterung mit der Abbildung
a ‘T — F erhalten wir das folgende kommutative Diagramm

Rx, T —=2Ux, T—=T

h l "°l l

R——=3U—>F,
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in dem die oberen horizontalen Pfeile surjektive lokale Isomorphismen sind. R x T ist eine
analytische Aquivalenzrelation auf U x ; T mit Quotient T, vgl. [19], Folgerung 3.5. Die
Abbildung h definiert daher eine holomorphe Abbildung h: T — X, die das Diagramm

Ux;T—=T

hol |#

U—>X

kommutativ macht. Offenbar sind die kanonischen Bilder von aund F (h) (1) in F (U x . T)
gleich. Weil F(T)—> F (U x,T) injektiv ist, folgt a=F (h)(u). Dies zeigt, daf obige
Abbildung surjektiv ist.

Zum Nachweis der Injektivitiat diirfen wir annehmen, dafy T einpunktig ist. Seien g,
h:T - X zwei S-Morphismen mit F(g)(u)=F (h)(u). Weil p: U — X lokal Schnitte
besitzt, lassen sich g und h zu holomorphen Abbildungen g, h: T - Uhochheben. Dann

liefern die Kompositionen von g und hmit U — F denselben Morphismus. Folglich gibt es
eine holomorphe Abbildung T - Ux U=R, deren Komposition mit den beiden

Abbildungen R — U gerade g bzw. h ergibt. Wegen R=U x «U folgt hieraus g=h.

Umgekehrt werde vorausgesetzt, dap F durch einen komplexen Raum (bzw. liber S
separierten komplexen Raum) X iiber S dargestellt wird.  Offenbar gilt dann (1). Ist
ueF (X) das zu id, gehorige Element, so ist u trivialerweise in jedem Punkt von X formal
universell. Dies zeigt, dap (3) erfiillt ist. Zum Nachweis von (2) seien g, h: Y - X die
holomorphen S-Abbildungen mit F (g) (u)=a und F (h) (u)=b. Dann ist

g9
Z :=Kern (Y 3 X)
h
ein lokal abgeschlossener (bzw. abgeschlossener) Unterraum von Y. Offenbar stellt Z den
durch die Bedingung a =b definierten Funktor dar. Zu (4). Dap v formal versell in y ist,
bedeutet, daf die durch v definierte Abbildung h : Y — Xin y glattist. Dann ist h in einer
vollen Umgebung von y glatt, woraus die Behauptung folgt.

Die folgende Aussage zeigt, dap man in (3.1) unter bestimmten Bedingungen auf die
Voraussetzung (4) verzichten kann.

(3.2)Satz. — Seien F :(An/S) — (Mengen) ein Funktor, der die Bedingungen (3.1), (1) und
(2), erfiillt, und fiir den iiberdies gilt :

(3’) Es gibt eine Zahl deN mit: Ist se€S, so besitzt jedes Element v,eF (k(s))
eine konvergente formal universelle Deformation, deren lokaler Ring d-dimensional und
nullteilerfrei ist.

Dann ist F durch einen komplexen Raum iiber S (bzw. tiber S separierten komplexen Raum)
darstellbar.

Beweis. — Seien X ein komplexer Raum iiber S, x ein Punkt von X und aeF (X) ein
Element, das formal universell in x ist. Wir zeigen, daP a formal universell in jedem Punkt
einer Umgebung von x ist. Dann folgt die Behauptung wie im Beweis von (3.1).
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Sei Y ein komplexer Raum tiber S und Y i F eine Abbildung. Aus (3.1)(2) folgt dann,
dap das Faserprodukt X x Y ein komplexer Raum ist. Weil ¢ in x formal universell ist, ist
die Projektion XxY—Y in jedem {iber x liegenden Punkte ein lokaler
Isomorphismus. Indem wir dies auf b=a anwenden, folgt, dap die Diagonalabbildung Ay
nach eventueller Verkleinerung von X als Umgebung von x einen Isomorphismus von X auf
X x¢X induziert. Dann ist auch der Diagonalmorphismus von Z:=Xx Y ein
Isomorphismus von Z auf Z x,Z. Dies bedeutet aber, da Z — Y eine injektive lokale
Immersion ist.

Nach Voraussetzung ist Oy , d-dimensional und nullteilerfrei. Indem wir X
gegebenenfalls weiter verkleinern, konnen wir erreichen, daf X reduziert und rein
d-dimensional ist. Wir behaupten, daf dann a in jedem Punkte x’e X formal universell
ist. Sei seS der Bildpunkt von x’. Nach (3") gibt es einen komplexen Raum Y iiber S,
einen Punkt y €Y iiber s und ein Element b€ F (Y) mit b (y)=a (x’), welches formal universell
in y ist. Wir betrachten das kanonische kommutative Diagramm

Z=Xx.Y>Y
’y L’
X =2 F

Weil b formal universell in y ist, ist p in (x’,y) ein lokaler Isomorphismus. Somit ist
Oz,v., reduziert und rein d-dimensional. Nach dem oben Bewiesenen ist der
Homomorphismus 0Oy , - 0, ., surjektiv und aus Dimensionsgrinden auch
bijektiv. Hieraus folgt die Behauptung.

Wenden wir (3.2) speziell auf gruppenwertige Funktoren an, so erhalten wir im absoluten
Fall das folgende Resultat.

(3.3) Satz. — Seien F :(An) — (Gruppen) ein gruppenwertiger Funktor auf der Kategorie
der komplexen Raume. Dann wird F genau dann durch eine komplexe Lie-Gruppe dargestellt,
wenn F die Bedingungen (1), (2) und (3) von (3. 1) erfiillt.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus (3.2), wenn man beachtet, daf} die dortige
Bedingung (3’) nach einem Satz von Cartier (vgl. [21]) erfiillt ist.

4. Darstellbarkeitskriterien I1

In diesem Paragraphen wird das Kriterium (3.1) unter Verwendung der Ergebnisse von
Paragraph 2 weiterentwickelt. Dabei kommt es uns darauf an, die Voraussetzungen
iiber die Existenz (uni)verseller Deformationen und die relative Darstellbarkeit
abzuschwiachen. In dhnlicher Weise kann man dann auch den allgemeineren Fall von
Gruppoiden behandeln. Wir setzen in diesem Paragraphen stets voraus, dap die
Diagonalabbildung fiir alle betrachteten komplexen Rdume ein lokal konstruierbares
Bild hat.
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(4.1) Satz. — Seien S ein komplexer Raum und F:(An/S) — (Mengen) ein
Funktor. Dann wird F genau dann durch einen komplexen Raum (bzw. iiber S separierten
komplexen Raum) iiber S dargestellt, wenn gilt :

(1) F ist von lokaler Natur;
(2) F geniigt den Schlessinger-Bedingungen (S1), (S2) und (S3) (3);
(3) Fiir jeden Punkt seS erfiillt der Funktor

F: %, — (Mengen)

die Bedingungen (L1) und (L2) [vgl. (2.2)];

(4) SeienY ein komplexer Raum iiber S und a, b Elemente aus F (Y). Dannist die Menge Y’
der Punkte yeY, fiir die a(y)=>b (y) [in F (k (y))] ist, lokal konstruierbar in Y,

(5) Istin(4)Y iiberdies eine integre Kurveund Y' dichtinY,soist Y offeninY (bzw.Y' =Y)
und ay. =by.;

(6) Ist Y ein komplexer Raum iiber S und ve F (Y), so ist die Menge der Punkte yeY, in
denen v formal versell ist, Zariski-offen in Y.

Beweis. — Zunachst wird gezeigt, daf die angegebenen Bedingungen hinreichend fiir die
Darstellbarkeit sind. Wegen (4. 1), (2) und (3), folgt aus (2.4) in Verbindung mit dem Satz
von Schlessinger, dap jedes Element v,eF (k (s)), s€S, eine konvergente formal verselle
Deformation hat. Daher erfiillt F die Voraussetzungen von (3.1) mit Ausnahme
von (3.1) (2).

Koénnen wir zeigen, daff auch diese Bedingung gilt, so folgt die Behauptung
aus(3.1). Seienalso Y ein komplexer Raum iiber S und a, b Elemente aus F (Y). Fiir einen
komplexen Raum T {iber Y sei

N(T):= {@} falls die Bilder ar, by von a, b in F (T) gleich sind,
T ® sonst.

Wir haben zu zeigen, daP der so definierte Funktor N durch einen lokal abgeschlossenen
(bzw. abgeschlossenen) analytischen Unterraum von Y dargestellt wird.

N ist von lokaler Natur, weil F diese Eigenschaft hat, und mit F erfiillt auch N die
Bedingung (S1’). Ist T ein komplexer Raum iiber Y mit a; =b; und .# ein kohdrenter
O1-Modul, so ist N (T [.#])=0 der Nullmodul. Somit erfiillt N die Bedingungen (1), (2), (4)
und (5) von (4.1). Seien yeY ein Punkt, A eine komplette analytische ¢/, .-Algebra und
A=lim A® mit konvergenten analytischen ¢y ,-Algebren A®,iel. Weil F die Bedingung
(3) erfiillt, ist die Abbildung

: (i) N\ —1; n+1
;L?N(A )—>N(A)—l1nEN(A/mA )

bijektiv. Somit gilt auch (4.1)(3)fir N. Essei T G T eine infinitesimale Erweiterung von
komplexen Raumen iiber Y mit a; =b; derart, dap .4 :=Kern (01 — O) ein Ideal vom

(®) vgl. [6], (1.3), (1.4) und (1.5).
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Quadrat Null ist. Weil F die Bedingung (S1’) erfiillt, gibt es genau ein Element
deF, (T [A])mitdar =b;.. Genaudannistd Null, wenn a;. =by. ist. Somit definieren
die Moduln F, (T [.#]) und d eine Obstruktionstheorie fiir N, welche die Bedingungen (01),
(02) erfiillt, vgl.[6],(1.6)und (1.7). Ausdem Satz von der Offenheit der Versalitét ([6], (4. 1))
folgt nun, daP N auch (4.1) (6) erfiillt.

Trivialerweise geniigt N der Bedingung (3.1)(2). Aus der Vorbemerkung, angewandt auf
F=N, ergibt sich nun, daf} N auch die restlichen Bedingungen von (3. 1) erfiillt. Somitist N
nach (3.1) durch einen komplexen Raum Z iber Y darstellbar. Offenbar ist die
Strukturabbildung i : Z — Y eine injektive locale Immersion, und es ist Y' :=i(Z) die
Menge der Punkte ye Y mit a(y)=>b(y). Wegen (4)und (5)ist Y’ eine konstruierbare (bzw.
analytische) Teilmenge von Y. Aus dem anschlieBenden Lemma (4.2) ergibt sich nun,
daB i einen Isomorphismus auf einen lokal abgeschlossenen (bzw. abgeschlossenen)
analytischen Unterraum von Y induziert.

Aufden einfachen Beweis dafiir, dap die angegebenen Bedingungen auch notwendig fiir die
Darstellbarkeit von F sind, verzichten wir.

Die folgende Aussage bleibt nachzutragen.

(4.2) Lemma (Immersionskriterium). — Sei Z Y eine injektive lokale Immersion
komplexer Raume. Dann induziert i einen Isomorphismus auf einen lokalabgeschlossen (bzw.
abgeschlossenen) analytischen Unterraum von Y, falls gilt :

(1) i(Z) ist eine lokal konstruierbare Teilmenge von Y;

(2) IstCeineintegre Kurvein'Y derart,daB V :=i(Z)n Cdicht in C liegt, so ist V offen in C
(bzw. V =C) und die Inklusion V — Y faktorisiert sich tiber eine holomorphe Abbildung V — Z.

Beweis. — Es geniigt offenbar zu zeigen, daf i in jedem Punkte y,eY':=i(Z) eine
Immersionist. Weil i eine lokale Immersion ist, findet man nach eventueller Verkleinerung
von Y als Umgebung von y, einen abgeschlossenen Unterraum Y’ =Y und eine offene
Menge W < Z derart, daP i einen Isomorphismus W = Y " induziert.

Weil W :=Z\ W=i"'(Y\Y") offen in Z ist, ist W offen und abgeschlossen
in Z. Wegen i(W')=Y'\Y” und (1) ist i(W’) eine lokal konstruierbare Teilmenge
von'Y. Insbesondere ist der Abschlup i (W ') analytischin Y. Isty,¢i(W’),sogilt W=Z
nach Schrumpfung von Y als Umgebung von y,, und i ist in y, eine Immersion.

Sei daher y,ei (W’). Es gibt eine integre Kurve C in i (W), welche durch y, lauft, so dap
i(W)nCdichtin Cist. Nach(2)ist V:=Y'nC dann offen in C und die Inklusion V—>Y
faktorisiert sich liber eine holomorphe Abbildung ¢ : V —» Z. Wegen y, € V ist der
Durchschnitt von ¢ (V) mit W nicht leer. Weil ¢ (V) zusammenhéngend und W offen und
abgeschlossen ist, gilt ¢ (V) Wund V=Y. Dies steht aber im Widerspruch dazu, dap
i(W)NCin V liegt!

Wir zeigen nun ein zu (4.1) analoges Resultat fiir den allgemeineren Fall von
Gruppoiden. Zu den verwendeten Bezeichnungen vgl. [6].
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(4.3) SATZ. — Sei F ein Gruppoid iiber der Kategorie (An/S) der komplexen Raume iiber S
mit folgenden Eigenschaften :

(1) Ist Y ein komplexer Raum iiber S und sind a, b Elemente aus F (Y), so ist der Funktor
Isom (a. b) von lokaler Natur;

(2) F erfiillt (S17), (S2), (S3), und fiir jedes aeF (Y) geniigt der Funktor Aut(u) den
Bedingungen (S2) und (S3);

(3) Ist seS, A eine komplette analytische Cg -Algebra und A= hm A" mit konvergenten
analytischen Oy -Algebren A, i€l, so ist der kanonische F unktor

11m F(AD) - 11m F(A/m!*!

15] neN

volltreu und hat dichtes Bild;

(4) IstveF (Y), soist die Menge der Punkte y €Y, in denen v formal versell ist, Zariski-offen
inY;

(5) SeiaeF (Y)und ¢ ein Element aus Auty y, (a). Dannist die Menge Y' der Punkte ye Y
mit @ (y)=id [in Aut (a (y))] lokal konstruierbarinY. IstY eine integre Kurve und Y’ dicht in
Y, soist Y offenin Y (bzw. Y'=Y) und @y =id.

Dann gilt : -

(o) Ist se S und v, ein Objekt aus F (k(s)), so gibt es einen komplexen Raum T iiber S, einen
Punkt teT idiber s und ein Element veF(T) mit v(t)=v,, welches in jedem Punkt von T
versell ist;

(B) Die Funktoren Isom(a, b) sind durch komplexe Ridume (bzw. separierte komplexe
Rdume) darstellbar;

(y) Ist veF(Y), so ist die Menge der Punkte yeY, in denen v universelle Deformation von
v(y) ist, Zariski-offen in Y.

Beweis. — Aus den getroffenen Voraussetzungen ergibt sich fast unmittelbar, daf der
Funktor I=Isom(a, b)(a, be F(Y)) die Bedingungen (1)-(5) von (4.1) erfiillt. Sei T c T’
eine infinitesimale Erweiterung von komplexen Rdumen iiber Y durch einen kohérenten
O+-Modul #,und ¢ ein Element aus I(T). Dann definieren a; — a;. und die Komposition

von by — by mit ¢ zwei Elemente u, v aus faT (T"). Weil F nach Voraussetzung die
Bedingung (S1') erfiillt, gibt es genau ein d aus D, (.#) mit du=v. Offenbar ist d genau
dann Null, wenn I (T)#Q ist. Dies zeigt, dap die Moduln D, (#) eine
Obstruktionstheorie fiir I definieren. Aus [6], (4.1), folgt nun, dap fiir I die Offenheit der
formalen Versalitit gilt.

Die Behauptung (B) ergibt sich somit aus (4.1). (a) folgt dann aus (2.7) und [6],
(3.2) (2). Zeigen wir nun (y). Sei ve F(Y)im Punkt y, €Y universelle Deformation von
v(yo). Wegen (4), (B) und [6], (3.2) (2), durfen wir annehmen, daf v in jedem Punkt von Y
versellist. Seien p, g die beiden Projektionen von Y xg Y und Z der Raum iiber Y x¢ Y, der
den Funktor Isom (p* (v), ¢* (v)) darstellt. Dann faktorisiert sich die Diagonalabbildung
von Y iiber eine holomorphe Abbildung @ : Y — Z. Offenbar ist v genau dann in yeY
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universell, wenn die beiden Projektionen von (Z, ¢ (y))in (Y, y) gleich sind. Bezeichnet #
das Diagonalideal, so bedeutet dies gerade, dap F 0z ,,=0 ist. Letzteres ist eine
Zariskioffene Bedingung.

KAPITEL II. ANWENDUNGEN

5. Vorbereitungen : Kohomologie und Basiswechsel

Wir stellen hier zur spiteren Verwendung einige Aussagen iiber das Verhalten von
Kohomologiegarben bei Basiswechsel zusammen. Seien f': X — S eine separierte holo-
morphe Abbildung und # ein kohirenter S-flacher ¢ \-Modul, dessen Triiger cigentlich
Uber S liegt. Sei T ein komplexer Raum iiber S. Fiir einen kohdrenten ¢ -Modul .# und
peZ setzen wir

FR(M) : =R? fr4 (F 1 @y M);

hierbei bezeichnet # | wie iiblich das Urbild von & unter der Projektion X — X. Dann st
F ein Kohomologiefunktor von der Kategorie der kohdrenten ¢1-Moduln in sich. Fiir
T =S setzen wir abkiirzend F* =F§. Die folgenden Aussagen lassen sich wegen [20] unter
Verwendung Steinscher Kompakta wie in [16], (ITI 7), beweisen.

(5.1) SAarz. — Mit den obigen Voraussetzungen und Bezeichnungen sind fiir peZ
dquivalent :

(1) FP ist rechtsexakt;

(1') Es gibt einen kohdrenten Og-Modul & derart, daff F? (M) funktoriell isomorph ist zu
N ®05 M ;

(2) FP*1 ist linksexakt;

(2") Es existiert ein kohdrenter O g-Modul 2 mit F"“Effo__m@s(_@, )

(3) Fiir jede holomorphe Abbildung T —S ist der kanonische Homomorphismus
R? f o« (F)r = RP [ (F 1) bijektiv.

Die Moduln & und 2 sind dann bis auf einen eindeutigen 1somorphismus eindeutig bestimmt.

Wenden wir dies auf p= —1an, so folgt wegen T~ ' =0 :
(5.2) KoroLLAR. — Der Funktor F° ist darstellbar, d.h. ¢s gibt einen kohirenten
Os-Modul 2 und eine Funktorisomorphie F°x Hom (2, -).
Ist s ein Punkt aus S, so bezeichne F den durch
MHRpf*(‘%-(@@S%)S’ pez’

auf der Kategorie der endlichen @g-Moduln definierten Kohomologiefunktor.
Hierbei ist .# ein kohdrenter O --Modul mit .# ;= M (ein solcher existiert nach Verkleinerung
von S).
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(5.3). — Ist seS und peZ, so sind dquivalent :

(1) F? ist rechtsexakt;

(2) F2(Os ) = FE(k(s)) ist surjektiv;

(3) F2(Og . /m** ) — FE(k(s)) ist surjektiv fiir jedes ne N.

Ferner ist die Menge C aller Punkte s€S, fiir die F nicht rechtsexakt ist, analytisch, und
SN\C ist die gropte offene Teilmenge V von S derart, daf F{ rechtsexakt ist.

(5.4) KoroLLaR. — Ist FP rechtsexakt, so auch F2 fiir jeden Basiswechsel
T > S. Uberdies sind die Moduln & und 2 aus (5.1) mit dem Basiswechsel vertriglich, d. h.
N ¢ reprdsentiert F2 und 2., reprisentiert F2*1,

Sei s ein Punkt aus S und peZ. Der Modul # heifit kohomologisch flach iiber S (bzw.
kohomologisch flach in s) in der Dimension p, wenn der Funktor F? (bzw. F?)exaktist. Dies
ist nach (5.1) und (5.3) gleichwertig damit, dap F?~! und F? (bzw. F?~! und F?)
rechtsexakt sind, oder auch dazu, dap F? und F?*! (bzw. F? und F?*!) linksexakt sind.

Die Menge V der Punkte s€ S, in denen &# kohomologisch flach in der Dimension p ist, ist
Zariski-offen, und & ist kohomologisch flach iiber V in der Dimension p. Ist &
kohomologisch flach iiber S in der Dimension p, so ist auch % ; kohomologisch flach liber T
in der Dimension p fiir jeden komplexen Raum T iiber S.

Ist FP~ ! rechtsexakt, so ist # genau dann kohomologisch flach in der Dimension p, wenn
der Os-Modul 2 mit F?=#om, (2, -) lokalfrei ist. Insbesondere gilt :

(5.5). — F ist genau dann kohomologisch flach iiber S in der Dimension O, wenn der
Os-Modul 2 mit F°= # om, (2, *) lokalfiei ist.

Aus (5.3), angewandt auf # =0, folgt librigens, dap O sicher dann kohomologisch flach
in seS in der Dimension 0 ist, wenn I" (X, O ) reduziert ist, also insbesondere dann, wenn
X, reduziert ist.

6. Picardsche Modulriume

Sei X ER S eine holomorphe Abbildung. Dann ist der Picardsche Funktor
Py,s=Picy,s von der Kategorie (An/S) der komplexen Raume tiber S in die Kategorie der
Gruppen folgendermafen definiert (vgl. [15]) : Ist T ein komplexer Raum iiber S, so ist

Py s(T)=Picys(T) : =T(T, R fr O%,)-

Hierbei haben wir X; :=Xx T und f; :=fx T gesetzt. Ein Element aus Py (T) wird
also gegeben durch eine offene Uberdeckung T;, i€ I, von T und invertierbare Moduln .# ; auf
X7, derart, dap fiir jedes Paar (i, j) die Moduln #;| X und % ;| Xy, lokal beziiglich T;
isomorph sind, d. h. zu jedem Punkt ¢ € T ;; existiert eine offene Umgebung T' von tin T ;, so
dap &;|X; isomorph zu & ;| X. ist.

Fiir jeden Punkt seS§ ist Py (s)=Pic(X;) die Picardsche Gruppe der Faser X,. Die
folgende Aussage ist leicht zu beweisen.
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(6.1). — Sei f flach und f (Ox) ® o301 — S5 (Ox,) bijektiv fiir jeden Basiswechsel
T —>S. Dann gilt :

(1) Ist T> T’ eine infinitesimale Erweiterung und T — T eine endliche Abbildung von
komplexen Rdumen tiber S, so ist der kanonische Homomorphismus

Pys(T'HT") > Py s(T7) x PX/S(T)PX/S (T")

bijektiv;
(2) Ist T ein komplexer Raum iiber S und M4 ein kohdrenter O -Modul, so gilt

(PX/S)I (T[-/”])=F(T, leT * (@XT ®@T /%))

als I' (T, O1)-Moduln. Hierbei ist (Pyg); (T [.#]) der Kern des kanonischen Homomorphis-
mus von Py s (T[.4]) in Py 5(T).

Als erste Anwendung von (4. 1) zeigen wir den folgenden Satz.

f
(6.2) Satz. — Sei X > S eine eigentliche flache holomorphe Abbildung, die iiberdies
kohomologisch flach in der Dimension 0 ist. Dann ist der relative Picardsche Funktor Picy g
durch einen (nicht notwendig separierten) komplexen Raum iiber S darstellbar.

Beweis. — Es geniigt zu zeigen, da P=Picy, dic Voraussetzungen von (4.1)
erfiillt. Offenbar ist P von lokaler Natur. Somit gilt (4.1) (1). DaP auch (4.1), (2)
bzw. (3), erfiillt ist, ergibt sich aus (6.1) und dem anschlieBenden Lemma (6. 3).

Wir zeigen nun, dap (4.1) (4) gilt. Seien dazu Y ein komplexer Raum iiber S und a, b
Elemente aus P(Y). Es ist nachzuweisen, dap die Menge der Punkte ye Y mit a(y)=b(y)
lokal konstruierbar ist. Dazu diirfen wir offensichtlich annehmen, dap S=Y reduziert und
endlichdimensional ist, dap b=1 das neutrale Element von P (S) ist, und daf a durch einen
invertierbaren (Oy-Modul ¥ induziert wird. Wir gehen durch Induktion nach der
Dimensionvon Svor. Aus (5. 5)folgt, dap es eine nirgends dichte analytische Menge S; £ S
gibt derart, dal ¥ auf S\ S; kohomologisch flach in der Dimension O ist. Es sei &
der Kokern des kanonischen Homomorphismus von f*(f«(%)) in % und
T : =f(Supp(#)). FernerseiZ die Menge der Punkte aus S, in denen f , (%) nicht lokal
frei vom Rang 1 iiber f (0y)ist. Bezeichnet dann S’ die Menge der Punkte seS, fiir die
£ trivial ist, so gilt offenbar

SNS1=E(\(TUS ) NE\(ZuUS)y)).

Somit ist S"\S; lokal konstruierbar in S. Aus der Induktionsvoraussetzung folgt, daf
SN S; lokal konstruierbar in S, ist. Insgesamt ist also S’ lokal konstruierbar in S, wie
gewiinscht.

Um zu beweisen, dap (4. 1) (5) erfiillt ist, geniigt es offensichtlich, folgendes zu zeigen : Ist S
eine integre Kurve und % ein invertierbarer O y-Modul derart, daP & trivial fiir jedes se S,
so ist & lokal trivial beziiglich S. Sei 2 bzw. 2, der O¢-Modul zu Oy bzw. ¥
gemif (5.2). Es gibt eine nirgends dichte analytische Menge S; S S derart, dap & auf
S\S; kohomologisch flach in der Dimension Oist. Dann sind die ®-Moduln 2und 2, auf
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SN\S; lokal frei von demselben Rang. Weil # trivial ist fiir jeden Punkt se S, haben die
C-Vektorrdume 2/my;2 und 2,/m 2, in jedem Punkt seS denselben Rang. Nun ist 2
sogar auf ganz S lokal frei. Hieraus folgt, daB auch 2, auf ganz S lokalfreiist. Dies ergibt
sofort die Behauptung.

Dap schlieflich auch (4. 1) (6) erfiillt ist, ist ein Spezialfall der in [6] bewiesenen Tatsache,
daf die formale Versalitit bei Deformationen von kohdrenten Moduln eine offene
Eigenschaft ist.

Die folgende Aussage haben wir noch nachzutragen :

(6.3) LEmMmA. — Seien X — S eine eigentliche flache holomorphe Abbilduny, s ein Punkt
von S und AV, i€l, ein induktives System von analytischen Og -Algebren derart, dap
A: =E@»A“’ eine komplette analytische Algebra ist. Dann ist der kanonische

Homomorphismus
: ; ) : ; n+1
gplcx/s (A%) - 1%? Picy/s(A/my™7)
bijektiv.

Beweis. — Fiir jedes iel ist X'V:=(X,,(0®n)|X,) ein C-geringter Raum iber
AD  Setzen wir &, : =X®(DSA/m§+1 fir neN, so ist £ : =lim ', ein formaler
komplexer Raum, der eigentlich iiber dem durch A definierten einpunktigen formalen
komplexen Raum liegt, vgl. hierzu [5]. Uberdies haben wir kanonische Morphismen
Z —»X® welche ein projektives System bilden. Weil die Exponentialsequenz
0-7-0,-0%— 1 exakt ist, erhalten wir die folgenden kommutativen Diagramme

H!(X®,7) » H'(XD,0X?) - Pic(XP) » H2(X,Z) - H?(XD,0XD)

O T

H'(Z,Z)—H'(Z, 0;) — Pic(¥) — H*(¥,Z)—H?*(%Z, 0,)

mit exakten Zeilen. Es ist Pic(X®)=Picy,(A?) und Pic(Z )=lim Picys (A/mrth,
vgl. [5]. Daher geniigt es zu zeigen, dap lim B bijektiv ist. Hierzu wiederum reicht es
wegen des Fiinferlemmas zu beweisen, daB_IEQ o und li_m}y"') bijektiv sind. Dies ist aber
unmittelbar einsichtig, vgl. Beweis von (8.1).

(6.4) Bemerkung. — Ist in der Situation (6.2) die Abbildung X — S relativ algebraisch,

und bezeichnet P den Picardschen Modulraum von X iiber S, so ist auch P — S relativ
algebraisch. Man vgl. hierzu [4], (6.2).

7. Hilbertsche Modulriume

Seien X — S eine separierte holomorphe Abbildung und & ein kohérenter ¢y-Modul.
Ist T ein komplexer Raum iiber S, so sei Q (T)=Q 4 x5 (T) die Menge der Isomorphieklassen
von Quotienten von # =% @, Or, die T-flach sind und deren Trager eigentlich iiber T
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liegt. Dann ist Q ein kontravarianter Funktor auf der Kategorie der komplexen Riume
iber S, der sogenannte Grothendiecksche Funktor. Speziell fir # =0y erhilt man den
Hilbertschen Funktor H=Hy .

Douady hat in [7] mit der von ihm eingefiihrten Methode der banachanalytischen Riume
gezeigt, daf Q darstellbar ist, vgl. auch Pourcin [23]. Mit den Ergebnissen von Kapitel I
konnen wir nun einen einfachen neuen Beweis fiir diesen Satz geben, der ohne
banachanalytische Methoden auskommt.

(7.1) Satz. — Seien X — S eine separierte holomorphe Abbildung und % ein kohdrenter
Oy-Modul. Dann ist der Grothendiecksche Funktor Q 4,5 durch einen iiber S separierten
komplexen Raum darstellbar.

Beweis. — Q ist von lokaler Natur. Ferner erfiillt Q offenbar die Bedingung (S17). IstT
ein komplexer Raum iiber S, .# ein kohérenter ¢ -Modul und a € Q (T), gegeben durch einen
Quotienten ¥=%,/A4", so hat man bekanntlich einen kanonischen funktoriellen
I'(T, @ +)-Modulisomorphismus

' D, (#)=Q.(T[A])) = Homg, (X', @ M).

Hieraus folgt mit [6], (6.1) und (6.4), sofort, dap Q die Bedingungen (S2) und (S3) erfiillt.

Seien nun Y ein komplexer Raum iiber S und a, a’ Elemente aus Q(Y), gegeben durch
Quotienten =% /A und G'=F /H"'. Sei& : =F /(A +A'). IstZeinkomplexer
Raum iiber Y, so gilt a,=a} genau dann, wenn die Homomorphismen ¥, — &, und
9, — &, bijektivsind. Aus der anschlieBenden Aussage (7.2)folgt daher, dap der durch die
Bedingung a=a’ definierte Funktor durch einen abgeschlossenen Unterraum von Y
dargestellt wird.

Wir wollen nun iiberdies annehmen, daf} # flach iber S ist. Seien T 5 T’ eine

- infinitesimale Erweiterung von komplexen Rdumen tiber S derart, dap der Kern .# von

01 — O ein Ideal vom Quadrat Null ist, und ae Q(T), gegeben durch einen Quotienten
G=F .| A, sowie eeExt(ﬁXT’(é’/"T, F + ® M) das durch die Erweiterung

0-F. QM —>F . > F;->0

definierte Element. Ferner sei O,,(T’)eExtéle(Jif ,9® #) das Bild von e unter der
Komposition

Extdle/(Hf"T, Fr@ M)>Exty, (F1, 9@ M)~ Ext(,‘XT'(J/, GR M).

T

Dann ist O,(T’)=0 genau dann, wenn Q,(T’) nicht leer ist. Ferner priift man
sofort nach, dap O,(T’) stets in dem Untermodul ExtéXT(Jif »9 ® M) der Ox -Erweiter-

ungen liegt. Setzen wir also fiir einen kohirenten (r-Modul .7
O,,(//Z):Exta‘,XT(){', G M),
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so ist O eine Obstruktionstheorie fiir den Funktor Q. Dap diese die Bedingungen (01), (02)
erfiillt, ergibt sich leicht aus [6], (6.1) und (6.4). Somit gilt fiir Q nach [6], (4.1) die
Offenheit der formalen Versalitiit, falls # flach iiber S ist. )

Die Behauptung (7. 1) fiir den allgemeinen »relativen« Fall folgt auf rein formalem Wege
aus der Behauptung fiir den »absoluten« Fall S=Spec(C) und (7.2), vgl. [23]. Sei daher
ohne Einschrinkung S=Spec(C). Dann ist & trivialerweise flach. Nach dem oben
Bewiesenen erfiillt Q die Bedingungen (1), (2) und (4) von (3.1). Daf auch (3.1) (3) gilt, hat
Jobst in [17] mittels der Potenzreihenmethode bewiesen. (7.1) folgt nun aus (3.1).

Im Beweis von (7.1) wurde die folgende Aussage verwendet.

(7.2) Satz. — Seien X — S eine separierte holomorphe Abbildung und F — G eine
Surjektion von kohdrenten Oy-Moduln. Ist & flach iiber S und liegt der Trdger von F
eigentlichtiber S, so gibt es einen abgeschlossenen analytischen Unterraum S’ € S mit folgenden
Eigenschaften :

(1) Der Homomorphismus & g — 9. ist bijektiv;

(2) Ist T ein komplexer Raum tiber S derart, daff F ; — % bijektiv ist, so faktorisiert sich
T — S (eindeutig) tiber S'.

Dieses Resultat wurde zuerst von Pourcin in [23] mit den Methoden von Douady
gezeigt. Inzwischen hat Kexel in [18] hierfiir einen rein algebraischen Beweis gegeben.

Es soll nun noch gezeigt werden, daf der globale Platifikationssatz von Frisch [13] eine
direkte Folgerung aus (7.1) ist.

(7.3) Satz (Frisch). — Seien X—/* S eine separierte holomorphe Abbildung und F ein
kohdrenter Oy-Modul, dessen Trdiger eigentlich iiber S liegt. Dann gibt es einen komplexen
Raum S’ iiber S mit folgenden Eigenschaften :

(1) Der Modul ¥ g ist S'-flach;
(2) Ist T ein komplexer Raum tiber S derart, daf F ; flach iiber T ist, so faktorisiert sich
T — S eindeutig iiber eine holomorphe Abbildung T — S'.

Uberdies ist S’ — S eine bijektive lokale Immersion.

Beweis. — Fiir einen komplexen Raum T iiber S sei F(T) = { O}, falls # ; flach iiber T ist,
und F(T)=0Q sonst. Unser Problem besteht gerade darin, den so definierten Funktor F
darzustellen. Sei Q=Qg ;s der zu f: X > S und & gehorige Grothendiecksche
Modulraum. Man hat einen kanonischen Funktormorphismus F — Q. Sei

Fo—9

der universelle Quotient von %, und % der Kern von #,—%. Dann ist
S": =Q\fo(Supp(x')) ein offener Unterraum von Q. Offenbar wird F durch §’
dargestellt ! Ferner ist S’ — S ein bijektiver Monomorphismus, also eine bijektive lokale
Immersion.
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8. Deformationen von Kohomologieklassen

S
Seien X — S eine separierte holomorphe Abbildung und % ein S-flacher kohdrenter

0x-Modul, dessen Tréger eigentlich iiber S liegt, und pe N.  Fiir einen komplexen Raum T
tiber S sei

F(T):=T(T, R fy 4 (F).

Hierbei haben wir wie iiblich X; =X x4 T und f; = f x4 T gesetzt und das Urbild von &
unter der Projektion X; — X mit % bezeichnet. Dann ist F ein kontravarianter Funktor
auf der Kategorie der komplexen Rdume iiber S mit Werten in der Kategorie der
C-Vektorrdume. Die folgende Aussage beantwortet eine Frage aus [27].

(8.1) Satz. — Mit den obigen Bezeichnungen und Voraussetzungen gilt :

(1) Ist seS, so besitzt jedes Element ayeF (k(s))=H?(X,, F,) eine konvergente
semiuniverselle Deformation;

(2) Sei T — S ein komplexer Raum iiber S und ac F (T). Dann ist die Menge der Punkte
teT, in denen a versell ist, Zariski-offen in T;

(3) Ist R?™! f, (F),—» HP 1 (X,, F,) surjektiv fiir jeden Punkt s€S, so wird F durch
einen linearen Faserraum tiber S dargestellt.

Beweis. — Weil die Behauptungen lokal beziiglich S sind, diirfen wir annehmen, daf es
einen Komplex %" aus endlichen freien ¢5-Moduln gibt, so daB

R fi 4 (1 ®pp M)=H' (L7 Q¢ M), ieN,

gilt fiir jeden komplexen Raum T tiber S und jeden kohdrenten Modul .# auf T, vgl. hierzu
[11],[20]. Man sieht leicht, daP F die Bedingung (S1) (@) erfillt. Essei nun T < T’ eine
infinitesimale Erweiterung von Steinschen Ridumen iiber S durch einen kohirenten
0;-Modul #. Aus der exakten Garbensequenz

0> F 1 Qpp M—>Fr —Fr—0

erhalten wir die exakte Kohomologiesequenz

H?” (X;, ?@.///)—»F(T’)—»F(T);HP”(XT, FRM).
Setzen wir fir ae F(T) :
O, (M):=H""" (X;, F1 ® M),
O, (T') :=0(a)eO,(A4),

so ist O offenbar eine Obstruktionstheorie fiir F.  Wenden wir die obige Sequenz speziell auf
den Fall an, daf} T' =T [.#] die triviale Erweiterung durch .# ist, so erhalten wir, daf

Dy (M)=F,(T[A)=H"X;, F1 ® M)

als Moduln iiber I' (T, 0r) gilt. Dies zeigt, dap (S1), (S2), (S3) fir F gilt, und dap O die
Bedingungen (O1) und (02) aus [6] erfillt.
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Seien nun s ein Punkt aus S und A®, iel, ein induktives System von konvergenten
analytischen ()5 -Algebren derart, daf A=1im A® eine komplette analytische Algebra
g —_—
ist. Wegen

F(A)=lim H (£} @ , A/mi™)=H? (£} ®¢5, A)

und
F(A)=H? (£ @, AD)

ist dann der kanonische Homomorphismus

lim F (A®) - F (A)

el
bijektiv. Nach (2.4) besitzt jedes Element a,eF (k(s) eine konvergente formal
semiuniverselle Deformation. Aus [6], (3.5), folgt ferner, dap jede konvergente formal
verselle Deformation bereits versell ist. Dies beweist (1). Die Behauptung (2) ergibt sich
aus [6], (4.1).

Unter der Voraussetzung von (3) gibt es nach (5.1), (5.3) und (5.4) einen kohérenten
Os-Modul 2 derart, dap RPf;, (@ M)=Hom, (2, # ) gilt fir jeden Basis-
wechsel T— S und jeden kohdrenten ¢-Modul 4. Dann wird F offenbar durch den
linearen Faserraum V (2) — S représentiert.

9. Deformationen kohirenter Moduln

Wir wollen uns hier zunichst iiberlegen, dafj der Satz von Siu-Trautmann iiber
Deformationen von Moduln mit kompakten Trager ([26], Theorem 1) auch im relativen Fall
richtig bleibt.

Sei X L S eine separierte holomorphe Abbildung. Wir definieren wie folgt ein Gruppoid
F, iiber (An/S). Die Objekte von F (T) sind T-flache koharente Moduln auf Xp=X x 4T,
deren Tréger eigentlich iiber T liegt. Ist # bzw. # ' ein Objekt aus F , (T) bzw. F ;(T’), so
ist ein Morphismus &' — # eine holomorphe S-Abbildung T’ — T zusammen mit einem
Ox.-Isomorphismus von %" auf # ..

(9.1) Satz. — Ist seS, so besitzt jedes Element F ¢ aus F ,(k(s)) eine konvergente
semiuniverselle Deformation.

Beweis. — Es sei f' die Komposition von f mit dem Strukturmorphismus
S — Spec (C). Nach [26], Theorem 1, besitzt # , aufgefaBt als Element von F,. (C), eine
konvergente formal semiuniverselle Deformation. Diese werde gegeben durch einen
Raum T’, einen T'-flachen kohérenten Modul & " auf X x T', dessen Trager eigentlich liber
T’ liegt, einen Punkt t'e€ T’ und einen Isomorphismus &' /m, '3 F .

Seien T:=T' xS und & das Urbild von & ' unter der Projektion von X x T auf X x T’
sowie 4 die zu der kanonischen Einbettung X x¢T — X xT gehorige Idealgarbe von
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Ox,.r- Wenden wir (7.2) auf die Surjektion & — % /FF an, so erhalten wir einen
abgeschlossenen analytischen Unterraum Z von T derart, dap &, - #, /#F, bijektiv
ist. Dannist #, sogarein Modulauf X xZ. Offenbar ist #, eine formal semiuniverselle
Deformation von & o€ F ; (k(s)). Dap diese Deformation semiuniversell ist, folgt aus [6],
(3.2) (2), und der anschliefenden Aussage (9.2).

(9.2) AussaGe. — Seien X — S eine separierte holomorphe Abbildung und F, F' zwei
S-flache kohdrente Oy-Moduln, deren Trdger eigentlich tiber S liegt. Fiir einen komplexen
Raum T iiber S sei

Hom (#, #') (T):=Hom@XT (Fr, F1).

Dann wird der so definierte Funktor Hom (%, % ') durch einen linearen Faserraum Z iiber S
reprdsentiert.

Beweis. — Sei Q der komplexe Raum iiber S, der den Grothendieckschen Funktor
Qs . 5 x5 darstellt, und 9 =(F w F '), /A der universelle Quotient. Dann liegt £ flach
und eigentlich iber Q. Sei Z= Q der grofte analytische Unterraum, fiir den der
Homomorphismus ", — %, bijektiv ist, vgl. (7.2). 'z ist Graph eines Homomorphis-
mus u von &, in & ;. -

Wir behaupten, dap das Paar (u, Z) den Funktor Hom (¥, % ') reprisentiert. Sei dazu
T ein komplexer Raum iber S und v ein Homomorphismus von & ; in % mit Graph I,
sowie 9 :=(F v F '), /T,. Weil I', » % ein Isomorphismus ist, folgt, daB % flach iiber T
ist. Somit gibt es genau einen S-Morphismus ¢ : T — Qmit #';=T,. Dieser faktorisiert
sich offensichtlich iiber Z. Dap Zein linearer Faserraum ist, folgt daraus,dap Hom (%, % ')
ein modulwertiger Funktor ist.

(9.3) KoroLLAR. — Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien wie in(9.2). Dann ist
der Funktor M — Hom,, (¥, F' ®,s M) auf der Kategorie der kohdrenten Moduln auf S
darstellbar, d.h. es existiert ein kohdrenter (g-Modul 2 und ein in M funktorieller
Isomorphismus

Hom,, (¥, #' ®,¢ M)~ Hom, (2, M).
Fermer ist der Modul 2 mit beliebigem Basiswechsel vertrdglich.

Beweis. — Es gibt einen eindeutig bestimmten kohdrenten Og-Modul 2 mit V (2)=2Z, vgl.
[9], p. 51. Fir jeden komplexen Raum T iber S ist dann

Homy (T, Z)=Hom, (2, Or).

Speziell fur T=S [.#] folgt Homg (T, Z)=Hom, (2, O5)+Hom, (2, .#). Weil Z den
Funktor Hom (&, &) darstellt, ist andererseits

Homg (S [.4], Z)=Hom(9XSm (F s> Fsia)
) =Hom,, (¥, #')+Hom,, (¥, F' @5 M).
Hieraus folgt die Behéuptung.
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10. Gekoppelte Deformationen

(10.1) ‘'Wir beginnen mit einer Voriiberlegung allgemeiner Art. Seien S ein komplexer
Raum und u:F — G ein Funktor von Gruppoiden iiber (An/S). Ist T ein komplexer
Raum uber S und be G(T), so ist die Faser F, von u in b das in folgender Weise definierte
Gruppoid iiber (An/T). Die Objekte dieses Gruppoids iiber einem komplexen Raum Z
iiber T sind Paare (a, ¢) bestehend aus einem Element a€ F(Z) und einem Isomorphismus
@ :b, S u(a) in G(Z). Ist (a’,0’) ein weiteres Objekt von F, iiber Z’, so ist ein
Morphismus von (a’,¢’) in (a,¢) ein Pfeil a:a’ — a in F, dessen zugrunde liegende
holomorphe Abbildung Z’' — Z ein T-Morphismus ist, und fiir den das Diagramm

2 —ula’)

s

z u(a)

lG

kommutiert. Die folgende Aussage ist leicht zu verifizieren.

(10.2) Sei be G (T) und (a, @)€F,(Z). Es sei zeZ ein Punkt mit Bild teT. Istdannb
versell in t und (a, @) versell in z, so ist auch a versell in z.

(10.3) KoroLLar. — Folgende Bedingungen seien erfiillt :

(1) In G und allen Fasern F,, be G (T), existieren stets verselle Deformationen, und die
Versalitit ist in G und F, eine offene Eigenschaft;

(2) F erfiillt die Schlessinger-Bedingung (S1) fiir einpunktige Raume.

Dann existieren in F stets semiuniverselle Deformationen, und die Versalitit ist eine offene
Eigenschaft in F.

Beweis. — Aus (10.2) folgt, dap es zu jedem Element ay e F (k (s)), s€ S, ein ae F (Z) und
einen Punkt ze Z mit a (z) =a, gibt derart, dap a in jedem Punkt von Z versell ist. Die erste
Behauptung folgt nun aus [10], (8.1), wihrend die zweite aus [6], (4.3) (4), resultiert.

Wir bemerken noch :

(10.4) Erfiillt G die Bedingung (S1') und erfiillen die Fasern F,, be G (T), die Bedingung
(S1), so gilt auch (S1) fiir F.

(10.5) Sei peN. Mit F wollen wir nun das Gruppoid iiber (An) bezeichnen, dessen
Objekte Uber einem komplexen Raum S gerade die Tripel (X, #, a) bestehend aus einer
eigentlichen flachen holomorphen Abbildung f: X — S, einem S-flachen koharenten
Modul # auf X und einer Kohomologieklasse a aus I'(S,R?f, (%)) sind. Die
Morphismen in F sind dabei in naheliegender Weise erklart.

(10.6) Satz. — Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen von (10.5) gilt :

(1) Jedes Tripel (Xqo, Fo,a,) aus F (C) besitzt eine konvergente semiuniverselle
Deformation;

(2) In F ist die Versalitdt eine offene Eigenschaft.
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Beweis. — Es sei G das Gruppoid der -eigentlichen flachen holomorphen
Abbildungen. Man hat einen kanonischen Funktor F— G. In G existieren stets
semiuniverselle Deformationen ([8], [12], [14], [22]), und die Versalitit ist in G eine (Zariski-)
offene Eigenschaft, vgl. [6],(7.1). Wegen (10.2),(10.3) und (10.4) geniigt es zu zeigen, daf
das Entsprechende auch fir die Fasern Fj,, be G (S), gilt. Hierbei sei b gegeben durch eine
eigentliche flache holomorphe Abbildung f:Y —S. Die Faser F, identifiziert sich
offenbar mit dem Gruppoid H iiber (An/S), dessen Objekte iiber T gerade die Paare (%, a)
bestehend aus einem T-flachen kohdrenten Modul % auf Y=Y x T und einer
Klasse a aus I' (T,R? f1+ (%)) sind.

Fiir einen Raum T iiber S sei I(T) das Gruppoid der T-flachen kohdrenten Moduln
auf Yr. Man hat einen kanonischen Morphismus H — 1 von Gruppoiden iiber (An/S).
In 1 existieren stets semiuniverselle konvergente Deformation, und die Versalitit
ist eine (Zariski-) offene Eigenschaft, vgl. (9.1) und [6], (8.1). Wieder geniigt es wegen
(10.2),(10.3) und (10.4) zu zeigen, dap in den Fasern H,, beI(T), analoges gilt. Das ist
aber gerade der Inhalt von (8.1), (1) und (2).

11. Der Grothendiecksche Existenzsatz

Sei X > S eine holomorphe Abbildung separierter komplexer Riume. Fiir einen
komplexen Raumkeim T iber S setzen wir X; : =X x T und bezeichnen die Kategorie der
Keime von kohdrenten Moduln auf X, deren Tréger eigentlich iiber T liegt, mit
Coh, (X;). Essei Coh, ,(X;) die volle Unterkategorie, die aus allen T-flachen Moduln
besteht. Ist R die zu T gehorige analytische Algebra, so schreiben wir auch Coh, (X ) bzw.
Coh,, . (Xy) anstelle von Coh,(X;) bzw. Coh, ,(X;). Ist T'— T ein Morphismus von
Raumkeimen, so hat man einen kanonischen Funktor von Coh, (X;)in Coh, (X;.), welcher
Coh, . (X;)in Coh, ,(X; ) iiberfiihrt.

Sei nun se S ein Punkt, A eine komplette analytische (O ,-Algebra und A=EIEA“" eine

Darstellung von A als induktiver Limes eines Systems A", ie I, konvergenter analytischer
O ,-Algebren. Wir haben dann kanonische Funktoren

(I1.1) li_erOh(. (Xy) ——>(l_im COhe(XA/...'K-)
iel neN
und
(11.2) 11_12 Cohp, e (Xan) —>(l‘im Cohl,, e (XA/m;‘+l ).
iel neN
Es gilt :

(11.3) Satz. — Der Funktor (11.2) ist eine Aquivalenz von Kategorien.

Beweis. — Wir zeigen zundchst, daf der betrachtete Funktor volltreuist. Dazu haben wir
nachzuweisen, daf fiir ioel und fir je zwei Moduln #, ¢ aus Coh, ,(X,.) der
kanonische Homomorphismus

lim Hom (# ® A, 4 ® AY) — lim Hom (# ®A/MI*L, G@A/mIt)

iZig neN

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



346 J. BINGENER

bijektiv ist. Indem wir (S, s) durch den zu A% gehorigen Raumkeim ersetzen, kénnen wir
annehmen, dap & und ¢ Moduln aus Coh, ,(X) sind. Nach (9.2) ist der Funktor

T HOIl’l@XT (97 ®(os (9‘1‘ B £4 ®@S @T)

durch einen komplexen Raum iiber S darstellbar. Hieraus ergibt sich aber unmittelbar, daf
obige Abbildung bijektiv ist.

“Der Funktor (11.2) ist auch im wesentlichen surjektiv. Sei dazu (£ ,),.y ein Objekt
aus EE Coh, (X, jmazr).  Dann ist (#,) eine formale Deformation des kohirenten

Moduls # , auf X ky =Xs. Nach (9.1) gibt es eine konvergente analytische 05 ,-Algebra
R und einen Modul % aus Coh , , (X)mit %/my ¥ =% ,, welcher eine verselle Deformation
von #, ist. Somit findet man einen (5 ,-Homomorphismus ¢ : R — A derart, daf
(#®g A/mitl)zu (& ,)isomorphist. Offenbar gibt es ein i und einen Homomorphismus
¢; : R - AY, welcher ¢ liftet. Dann ist ¥ ® A?) ein Modul aus Coh,, ,(X,«), der (£ ,)
induziert. ‘

Ist die Abbildung X — S relativ algebraisch, so ist sogar (11.1) eine Aquivalenz von
Kategorien, vgl. [16], (II1 5.1.4),und [5], (4.5). Ob dies ganz allgemein der Fall ist, ist dem
Verfasser nicht bekannt.
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