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STABILITE LOCALE
DES SYSTEMES QUADRATIQUES

Par Paur CURTZ

Exaugant Coppel [5], on présente le début d’une étude concernant I’analyse qualitative des
systémes quadratiques en fonction des coefficients supposés réels..

On rappelle le premier théoréme de Berlinski [5] :

Quand ses quatre points singuliers sont réels distincts, un systéme quadratique posséde un,
deux ou trois cols; les autres points sont des anticols. Le quadrilatére dont les sommets sont les
points singuliers est convexe lorsqu’il y a deux cols (lesquels se situent a des sommets opposés),
concave quand il y a un ou trois cols.

On va écrire :

(1) les équations résolvantes générales des points singuliers;

(2) quand un point singulier est a ’origine des coordonnées :

(a) le discriminant.

On peut alors dire si on a deux points singuliers réels ou quatre;

(b) sion est dans le second cas, les conditions pour lesquelles on a un, deux ou trois cols;

(3) dans le cas général, toujours pour quatre points singuliers réels simples, les conditions
pour lesquelles on a soit deux cols, soit un ou trois.

1. Equations résolvantes générales des points singuliers

Soit le systéme différentiel quadratique a coefficients réels

d

1 d—):="o+r1x+r2J’+"3X2+2r4xJ’+r5y2=P2(X, »)
dy 2 2

(2 ’E=So+51x+52J’+53x +2s4xy+s5y*=Q;(x, y).

Les coordonnées des points singuliers ont des valeurs x;, y;,i=1a 4 qui annulent (1) et (2).
On a

(3) rax?+2raxy+rsy’+rix+r,y+r,=0,

N S3X24+2s,xy+55y2 45, Xx+5,y+5,=0.
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On pose
(5) A=r3S,—r4S3,
(6) b=ryss—rssy,
(7) C=ry18,—r;8;,
(®) d=r,ss—rss,,
) e=T,5,—T45;,
(10) O=r4S5—"s5S4,
(11) B=rys3—r3s,,
(12) Y=T3S5—TIs5S3,
(13) d=rys3—ris,,
(14) E=r,S4—"451,
(15) U=ros;—"1Sp,
(16) B=ry5,—7,50,
(17) C=rys3—r33g,
(18) D=rySs—r4Sg,
(19)  E=ross—rsso.

Entre ces quinze quantités existent les quinze relations :

(20) ab+ad =vye,
(21) af+ad=vye,
(22) ds—bB=cy,
(23) de—be=ac,
(24) de—Be=ac,
(25) bD—aA=¢C,
(26) BD+aB=eC,
27) dD—aB=el,
(28) 0D+aU=¢cC,
(29) eB—eUA=cD,
(30) aC+aC=yD,
(31) dC—pBCE=y B,
(32) bE-5C=yY,
(33) bB—dA=cC,
(34) SB—-BA=cC.
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Des six combinaisons possibles entre (3) et (4) on retient :

(35) ' yx2+2axy+bx+dy+E=0,
(36) —2axy—yy?+8x+By+€=0.

On note b < B 'interversion de b et B. Alors :

(37 ae —a,
(38) b8,
(39) ce —c,
(40) Ye =,
41) de3d,
(42) e>g,
(43) N —B,
44) DD,
(45) CoC

permettent d’associer deux a deux les formules (20)-(21),(23) 4 (28) et (31) 2 (34); chacune des
formules (22), (29) et (30) est sa propre transformée.

Avec, en plus :
(46) xey,

on associe (35) et (36).
De (35) on tire y que 1’on reporte dans (36).
En posant

(47) S=y%*—4aa,
on aboutit aux équations résolvantes de (1) et (2) :

(48) Sx*+2[y(b—e)+2a(B—¢e)]x?
+[b(b—e)+d(B—e)—a(3c+4D)+27E]x? »
—[cd+4aB—-2(b—e)E]x+E2—-dB=0
et, a 'aide de (37) a (46),
(49) Sy*-2[2a(b—e)+y(B—e)]y’
+[8(b—e)+B(B—e)—a(B3c—4D)—27C]y?
+[cd+4aA+2(B—e)C]y+E2—-5A=0.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



296 P. CURTZ

2. Systémes quadratiques sans termes constants

(@) BQUATIONS RESOLVANTES DES POINTS SINGULIERS ET CALCUL DE LEUR DISCRIMINANT. — Le
transfert a I’origine du point singulier de coordonnées x,, y; conduit (1)-(2) & un nouveau
systéme qui n’a plus de termes constants. On surmonte d’une barre les lettres relatives a ce
systéme qui s’écrit :

dx _ — _ _ _ _ e —
(50) %= (X+T Y+ XP 21, xy+rsy?=P,(x, y),
d)7____.._2 -
(51) E=51x+szy+s3x +25,xy+s5y°=Q,(x, y).

Les coordonnées des points singuliers sont les solutions de
(52) rax2+2ryaxy+rsy>+ryx+r,y=0,
(53) S3X2425,xy+Ssy>+s1x+5,y=0
qui admet la solution triviale
(54) x,=0,

(55) Y11=V

Entre les dix expressions :

(56) E='T3 41483,
(57) b=r,5s—Ts51,
(58) C=T1S,—T251,
(59) d=r,55—755,,
(60) e=r,54—T452,
(61) A=T455—T554,
(62) B:_z—s—?3§2,
(63) Y=r3ss—Tss3,
(64) 8=r,53—"r351,
(65) E=T7184—T"451,

existent les cinq relations :

(66) ' ab+ad=ye,
(67) aB+ad=ye,
(68) ds—bB=cy,
(69) de—be=ac,
(70) Se—Be=ac.
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Comme, seuls, a, a et y sont respectivement égaux a a, o et y :
(71) S=y2—4aa=y2—4aa=S.
Cette fois, on indice certaines relations :
(72) yx?+20x;y;+bx;+dy.=0
—— -ri=1a4
(73) —2ax;y;—yyi+3x;+py;=0

De méme, avec ces deux équations,

(74) ae —a,
(75) b B,
(76) ce —c,
(77) Y =,
(78) d 3,
(79) g,
et

(80) Xy

conduisent a

(81) Sx;yi+Qad—Py)x;—Q2ad—by)y;i+cy=0, i=2,3,4

et aux équations résolvantes de (50)-(51) :

(82  Sx3+2[y(b—e)+2a(B—¢)lx2+[b(b—e)+d(B—e)—3ac]x—cd=0,
®3)  Sy*-2Ra(b—e)+y(B—¢)]y2+[6(b—e)+PB(B—€)—3acly+cd=0.

De ces équations on déduit :

(84) S ii?; —2[y(b—e)+2a(B—¢)],
(85) sii},:z[22(3—2)+§(E—€)],
(86) sii§i§j=5(_—2)+E(E—E)—3EZ, i#],
(87) si},.},.=§(E—E)+E(E—E)—3EZ, i#]),
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(88) Sx,x3xs=cd,

(89) Sy2y2ya=—c3,

(90) si xix;y=—c(b+2e), i#j, j#Ek, k#i,
l=24

(91) si;;i;,.iﬁang), i#j, j#k, k#i,

4 _ -— J— _ (R — — —_— —
92) S Y xi(y;ty)=3cy—2[e(b—e)+e(B—e)l, i#j, j#k, k#i.
i=2

Les équations caractéristiques relatives a x;, y;, i=1 a 4 s’écrivent :

93) A—uh+v,=0, i=1a4,

ou

_ [oP,(x,)) , 0Q1(x, ¥)
(94) ui - [ ax + ay _i» ;i
o — - _ = _ i=1a4,

©3) 5_=[0Pz(x, ) 8Q2(6. )  dP,(%, y) 3Q.(5, y)]

' ox oy oy ox 55
(96) l;,=2(;3+s_4)§1+2(F4+S_5))7,+;1+§2 . }

—_— —— —_—— —_— p— —_— — f— —_—— -_— v=1‘4'
©7) vi=4(ax2+yx ity —2(B—e)xi+2(b-e)yite)

Pour le point singulier a ’origine :

(98) Up=ri+s,,
99) v, =c.

Pour les trois autres points, comme d’apres (72)-(73) et (81) :
(100) ax? +§;i;i+a;% =(E’E);i_(z_;);i—2,
(101) vi=2B-¢)x;—2(b—e€)y;—3c, i=2,3,4.

De cette relation et de (84) a (92) on déduit, en posant
(102) D=27c¢*S+36c[a(b—e)*+7(b—e)(B—e)+a(B—e)?

+4[8(b—e)3+3e(B—c)(b—e)?+2(b—e)?*(B—e)*+3e(b—e)(p—c)+d(B—¢)3],
(103) S (0 D3 + D3 Dy + 0y 0,)=D.
(104) S 172 173 1}—4= —171 b—
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De (103) et (104) on déduit
(105) V102034 0,0304403040;+0,0,0,=0.
Si A,y et Ay, i=14 4 sont les racines de (93) : |
(106) Ui=hgi_1Ahqy, i=124

et

v;<0correspondant & un col et v; > 04 un anticol, on retrouve ainsi la premiére partie du
théoréme de Berlinski pour (50).(51). Ceci est aussi valable pour (1).(2) puisque les formules
(105) a (107) peuvent s’écrire sans les barres.

On va maintenant calculer le discriminant de (82).
A un facteur prés le discriminant de

(108) kx3+Ix2+mx+n=0

est

(109) A=27k*n2—18 kimn—1>m*+4(13n+m>k),
(109 bis) =27 k*n2+21nQ212—=9km)+m?(dkm—12).

On examine d’abord le cas particulier de (50)-(51), ou
(110) ra=54,=0.
D’aprés (102) :
(111) D=27¢c2y2+36bBcy+4(b38+2b%B2+p34d).

Comme

4k1;1_ %=4 ?23,

~|
™|

et
2129k, my=—y2(b2+9P d),
on obtient le discriminant A ; de I’équation en x

(112) Ay=v%d*D.

On va généraliser cette formule. Avec D défini par (102), en ordonnant dans le discriminant
A, de (82) les termes en 27¢2 S, on obtient :

(113) A;=Qab—vd)?D.
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Pour (83) :
(114) A,=(2aB—v8)2D.
" Hormis certains cas particuliers (S=0, 2 ab —~?:1 = 2E§ —?5 =0,c¢ =0,d=8 =0), D peut
étre considéré comme le discriminant des équations (82) et (83). D’ou :

THEOREME 1. — Pour le systéme (50)-(51), avecﬁdéﬁni par (56) a(65),(71) et (102), la réalité
des points singuliers est, en général,

(115) D <0, quatre points réels distincts,

(116) D=0, quatre points réels non distincts,

(117) B>O, deux points réels distincts et deux points imaginaires distincts.
(b) CoNDITIONS POUR LESQUELLES ON A UN, DEUX OU TROIS coLs. — En posant

(118) 1=8[a(b—e)?+y(b—e)(B—e)+a(B—e)*]+9cS,

(119) S(0,+0s+0v4g)=—1.

L’équation aux cols et aux anticols s’écrit :
(120) Sv3+T102+Dv+cD=0.

En tenant compte du signe de ¢ (col ou anticol a I’origine) et en appliquant le théoréme de
Descartes aux seuls cas possibles, on obtient :

THEOREME 2. — Quand le systéme (50)-(51) a ses quatre points singuliers simples réels, avec
(56), (61) et (63), S et1 définis par (71) et (118), on a les conditions nécessaires et suffisantes :

(121) S>0, deux cols,
(122) } S<0 { £>0, un col,
(123) I <0, trois cols.

Ainsi, par exemple, dans le cas des conditions (110) lorsque D défini par (111) est négatif,
que c_y;EO,_d;éO etgaéO, on a deux cols.

3. Systémes quadratiques complets

Les termes de degré deux étant inchangés on peut déja améliorer le premier théoréme de
Berlinski :

THEOREME 3. — Lorsque le systéme (1)-(2) a ses quatre points singuliers distincts et réels (ce
qui implique une ou des conditions non encore établies), avec S défini par (56),(61),(63) et (71), on
a les conditions nécessaires et suffisantes :

(124) S>0, deux cols,

(125) S <0, un ou trois cols.
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Le texte ci-dessus résume les quatre notes déposées sous les numéros 582 (premicre partie),
583 (deux premiéres parties) et 584 en archives originales de mon employeur principal,
le Centre National de la Recherche Scientifique, 15, quai Anatole-France, 75007 Paris.
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