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FONCTIONS HARMONIQUES
ET SPECTRE SINGULIER

Par GiLLes LEBEAU

Introduction

On se propose d’étudier I’application qui & f distribution ou hyperfonction sur la sphére
unité de R"*! associe g= f |, ou f est le prolongement harmonique de f :

7o 1=x? )
f(X)= (Dn L [(x_y)Z](n+1)/2

do (y)

et ou 0Q désigne le bord du cone complexe strictement pseudoconvexe :

Q= {ze@"“, z22=0, |z|2<—;}

a I'intérieur duquel f est holomorphe.
On montre qu’inversement f s’exprime au moyen de g par une formule intégrale :

f(x)= fK (x, »g(y)dy,

ou le noyau K jouit de propriétés assez analogues a celles du noyau de Poisson et s’exprime de
fagon suffisamment explicite pour qu’on ait des renseignements trés précis sur ses
singularités.

Ceci permet de montrer 1’équivalence

al _21 2 € Suppsing g

(%, &)= eSS(f) <=
sans avoir recours a la puissante théorie cohomologique de S.K.K. [6].
Ce résultat peut donc étre utilisé (avec le théoréme B de Cartan) pour donner une définition

assez €lémentaire du spectre singulier et du faisceau des microfonctions.
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270 G. LEBEAU

L’article est organisé comme suit :

les parties 1, 2, 3, donnent des résultats assez faciles sur les SS et la décomposition des
hyperfonctions en valeur au bord de fonctions holomorphes. Les parties 4, 5, 6, étudient les
transformations f —g et g — f. Enfin les deux appendices donnent les résultats qui
permettent d’étudier les singularités du noyau inverse K.

(Notons que I'appendice 2 donne un résultat plus fort que ce dont on a besoin.)
Pour ce qui est des hyperfonctions, on référe a [4] et [5].

1. Décomposition de

Nous partons de la formule usuelle sur R" :
(1.1 8=(2n)‘"j et dE.
-

En considérant l'intégrant comme une fonction holomorphe de &, on modifie le cycle
d’intégration dans le complexe en choisissant comme nouveau cycle :

{neC",n=E+iex|E|, ou EeR"et >0}.

Comme
& )
dn= (1+lex. — )d§g,
1€l
ceci raméne formellement le deuxiéme membre de (1) & I'expression
1.2 (2n)'"fe‘z'§‘“z"5'(1+isz.T%)d&’;,

ou ’on a remplacé x par z. L’expression (2) n’a pas de sens d priori; néanmoins, soit I" une
partie mesurable, conique, propre (ou saillante) de R"; on posera

r={yeR" y.&>aly|.|E,VEeT}  pour 1>a>0

qui est toujours non vide si I' est propre. Alors :

gt el (1 +iz. i)dé

(1.3) Hr(2)=(2n)_”j %]

r

est une fonction holomorphe de ze C" pour ze Dy ou :

D, = {z=x+iye@", VEeT, x2—y2+yl—2T >0}.

On a en particulier :
(1.4) { {z=x+iyeC", yel'2, |y| <a|CDy,
| {z=x+i0,x#0}CD,.
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FONCTIONS HARMONIQUES ET SPECTRE SINGULIER 271

11 en résulte que la fonction Hy. (z) définit une hyperfonction sur R”, analytique en dehors de
lorigine, qu’on notera toujours Hr; Hy. est défini comme suit :
pour @ €4y (R"), analytique au voisinage de 0, on a

(1.5) <Hr,¢>=JHr(z)¢(2)dZ,
z
ou X est le cycle

T={z=x+i0(x)yo€C", xeR", yoel'?, |yo| <a},

oux — 0(x)=0est dans ¢ (R")a support contenu dans les points d’analyticité de ¢, 6 (0) >0
et assez petite pour que (5) ait un sens.

[0 1 est alors naturel d’avoir la proposition suivante [1] :

ProposiTiON 1.1. — Soit T',, a€ A fini un recouvrement de R" par des cones mesurables
propres 2 a 2 disjoints. On a
=Y H .
o

2. Spectre singulier d’une hyperfonction
Soit u une fonctionnelle analytique a support compact K sur R". Pour tout £ >0 posons
Q(K, e)={z=x+iyeC", d(x, K)<g, |y| <e}.
11 existe alors une mesure p, a support compact E, dans Q(K, ¢) telle que
VieOQ(K,¢), (u, f)= ffdua~

Soit (x4, £°)e T* R™0.

DerINITION 2.1, — On dit que (x,, £°) n’est pas dans le spectre singulier de u si il existe
a>0, 11>0 tels que pour tout £>0 petit on puisse choisir p, de support E, vérifiant :

z=x+iyeE, et Ix—=xol <n = y.E°<—aly|.|E°]

On note SS(u) le spectre singulier de u; c’est une partie conique et fermée de T* R™\ 0.

La définition donnée est manifestement locale [i. e. si x ¢ K pour tout &, (x, &) ¢ SS (u)] ce qui
permet de définir SS (u) pour une hyperfonction quelconque et on vérifie facilement qu’elle ne
dépend pas du choix du systéme de coordonnées, ce qui permet de la transporter sur une
variété analytique réelle.

3. Décomposition spectrale
Soit u une fonctionnelle analytique a support compact dans R”. On pose
3.1 Hp xu(z)= jHr(Z~7»)u(7»)d7»=<ux,Hr(z—l)%

ou I' est une partie conique propre.
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272 G. LEBEAU

La fonction H, % ¢st alors holomorphe dans le domaine de C" :

(3.2) {z:)ﬁ—iy, viel,Vaek, (x—k)z—y2+y% >0}= ﬂ (Dr+2).
reK

Il en résulte, comme précédemment, que H % u définit une hyperfonction sur R”, analytique
en dehors de K, par la formule

(3.3) <Hr*u,<P>=L(Hr*u)(2)¢(2)dz

pour @ e €Y, analytique au voisinage de K, X étant le cycle :

Z={x+i9(x)y0, XGRn, yOer::), |y0| <a}a

ol x 0 (x)=0est dans €, a support dans le domaine d’analycité de ¢, assez petite et 6>0
sur K. L’hyperfonction Hy x u est la convolée usuelle de Hy et de u et est donc ainsi
directement définie comme « valeur au bord » d’une fonction holomorphe dans le tube,

(3.4 {z=x+iyeC", yel'), |yl <a} pour tout ael0, I[.
Lorsque les I'y, pe A forment une partition, on a

3.5) u=Y Hy, xu,
B

d’aprés la proposition 1.1.
De plus, il résulte aisément de (3.3) et (3.4) qu'on a

3.6) SS(Hy *w)={(x, ), £e(T)°},

ou (I'%)° désigne ’enveloppe convexe fermée de T.

PrROPOSITION 3.1. — On suppose que (xq, £°) ¢ SS(u) et on pose

& &
r‘{é’lw B éy}

Alors pour vy assez petit, Hp % u(z) se prolonge en fonction holomorphe au voisinage de z=x,,.

Preuve. — On reprend les notations de la définition 2.1 du spectre, en particulier, n et o
sont choisis. On a

H, *u(z)= J‘Hr (z— ) dpe ().

On pose A=u+iv. Pour que H; x u se prolonge au voisinage de x,, il suffit qu’on ait

g

A=(xg—u)?—v*—v.——>0  pour Eel

1E1

et u+iv dans le support (compact) de p,. Or pour |[xo—u| =1 on a
Azn’—(e*+e)

4° SERIE — TOME 13 — 1980 — N°2



FONCTIONS HARMONIQUES ET SPECTRE SINGULIER 273

et pour |x,—u| <mona

2 &0 E.\O _i _ 2 _
Az —|v| U'I&o|+v'[léo| m]z o] +alv| —v]vl,

soit A= |v|[a—(y+¢)).
11 suffit donc de choisir € et y assez petits.

C.QF.D.

On déduit donc de la proposition (3.1) et de (3.5) et (3.6) que (au voisinage de x,) u est
« valeur au bord » de fonctions holomorphes dans des tubes contenus dans y.£° <0, i.¢. la
définition de Sato du spectre singulier.

4. Notations et géométrie sur les sphéres
On désigne par S la sphére unité de R"*!, i.e.
4.1 S={yeR"!, y*=1}
et par Y sa complexifiée naturelle :
4.2) Y={yeC";1,y2=1}.
On désignera aussi par Y, le voisinage d’ordre € de S :
4.3 Y.={yeY,|Imy| <e}.
On désigne par C le cone complexe isotrope dans C"*! :
4.4 C={zeC""'!, 22=0}={z=u+iv, > —v*=0, u.v=0}.
Soit p la fonction sur C définie par
4.5) p(z)=z.z=u*+0v?
et Q I'ouvert strictement pseudo-convexe de C :
4.6) Q={zeC, p(z)<1/2}.

On a
T |
6Q={Z€C,p(z)=1/2}= u+iv, u*=v =z,u.v=0 s

de sorte que 0Q s’identifie & S*S, le fibré en cosphéres sur S.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE




274 G. LEBEAU

On désigne par o la 1 forme canonique sur S*S i.e.

. =
4.7 o= E(op—op) ls+s
et par X :
4.8) T={(x, ha(x)), A>0} CT*(S*S)\O,

le cone positif engendré par o.
On complexifie S* S par X de la maniére suivante :

1
4.9) X= {(zl, z,)eC" T x C"*1, 22=0, 23=0, z, .zz=—2}
de sorte que les points réels de X, i.e. S* S, sont donnés par = , =z,. On considérera aussi le
voisinage d'ordre & :
(4.10) X.={(zy, 22)eX, |z, -2, | <e}.
Sur \ Y, on considérera les deux fonctions suivantes :
0(zy, 22, ¥)=22,.Y,
0'(z1, 72, Y)=22,. Y.

On munira toujours S et S* S des mesures héritées de celles de R"* ! et R"*! x R"* ! de sorte

que :
Wy oWy
Jl_mm J 1= Han—1 >
S S

ou w, désigne le volume de la sphére unité dans R"**. Le groupe SO (n) opére transitivement

sur S et S*S. Le groupe U (1) opére également sur S*S par
(€™, z) > e 2.

Les mesures considérées sont invariantes par les actions de ces groupes.
de sorte que les points réels de X, i.e. S* S, sont donnés par z, =z, . On considérera aussi le

5. L’action de SO (n) sur S

L’action de SO (n) sur S induit une représentation unitaire de SO (1) dans L2 (S). Soit

(5.1) L*(S)= 5 E,,

d=0

la décomposition en sous-espaces irréductibles (de dimension fini v,). Les éléments de E ; sont
les fonctions propres du laplacien sphérique associées a la valeur propre

(5.2) pa=d?+(n—1)d

etils s’identifient aux traces sur la sphére des polyndmes harmoniques homogeénes de degré d
dans R"*'. On notera e}(x) une base orthonormée de E,, pour 1 <j<v,.
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FONCTIONS HARMONIQUES ET SPECTRE SINGULIER 275

Une fonction utile a considérer dans E, est :
(5.3) Ja(¥)=(x; +ix,).

On a alors, d’aprés ’appendice 2, corollaire 2.6,
(5.4) I fall?= J(X?er%)“:cd—«n—wa
S

puisque la fonction x — (x? +x2) est maximale (=1) sur S pour x}+x3=1 qui est de
codimension n—1.

Soit a présent h une fonction harmonique dans la boule ouverte y*> <1 de R"*!. Posons

. 1 -
(5.5) x#=57z¢;[h%, S,={yeR"1, y2=r2},
n S,

ou l'intégrale est normalisée par J l=w,r".
S

11 résulte de I’harmonicité de / et e} que AJ est indépendant de r et on a donc d’aprés 5.4,
1 1/2
(5.6) |X{;|§\/—_e”"+"/2)<J |h|2> pour £>0
o, S,

et aussi pour —g >0 petit si h se prolonge au voisinage de S. Comme v, est un polyndmeend,
il résulte de (5.6) que h définit une hyperfonction u sur S, qu’on note u=B (h) par

(5.7 B(h), a)= j h(xe ®a(xe®)  pour g>0 petit,

S

a désignant le prolongement harmonique de a. Dans un sens évident, on a

(5.7) By= Y Mel
I1sjsv,
dz0

Les polynomes e} (z) induisent par restriction des fonctions sur S$* S, qu’on notera e} (z). On
notera Ej le sous-espace de L2 (S* S) engendré par les e (z) pour 1 < j < v,. Les sous-espaces
E;sont alors deux a deux orthogonaux; en effet, par invariance de la mesure par action de U,
on a

R . —— i(dy —
f %@%w=femw@%wm=w'wf e, ()¢, (2).
S*S S*S S*S

(5.8) Onnotera E'= @ Ejet E” le supplémentaire orthogonal de E' dans L2(S*S)et ntle
d
projecteur orthogonal (projecteur de Szégo) de L2(S*S) sur E'.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



276 G. LEBEAU

On choisira la base ej(x) de E, telle que la base correspondante ej(z) de Ej soit
orthogonale (ce qui est toujours possible). On a alors :

. 2 1
(5.9) He{i(Z)HLZ(S*S)=m,
ou A(z) est la fonction holomorphe pour Re(z)>0 :
f (xt +x3)*
S

j (124 +iz; |?)
s*s

Lafonction A (z) est alors un symbole analytique (au sens de [2 a]) de degré (n — 1)/2. Il suffit en
effet pour voir cela de calculer la codimension du lieu (lisse) de S* S sur lequel |z, + iz, |* est
maximal. Posons z;=u;+iv; (j=1, ..., n+1). Alors sur S*S on a

(5.9 Az)=

1
Zuf=2v%=—4, 2ujv;=0

et
|z, +iz, P=ud +ud +vi4+03—2u,0,+20,.u,.

Comme on a

1
) —2u102+201U2§—2,

vl =

wWHui+oi+oi

le lieu cherché est celui pour lequel on a des égalités soit : zz3=...=z,,,=0, v,=—uy,
vy =u, qui est de codimension 2n—2 (i.e. de dimension 1). Par suite, le degré de A(z) est

(n—1) + 2n—-2 n-—1
2 2 27
(Pour cela, ¢f. Appendice 2.6.)

Les fonctions suivantes seront utiles : pour yeS, ze S*S, on pose pour d=0 :

(5.10) Kiy,2)= Y ei(@)el).

1=,
La fonction K, est la composante homogéne de degré d du noyau de Poisson; on a la
proposition suivante :
ProposITION 5.1. — K (v, 2)=A3(2z.y)¢, ou
(=

0_
ha= w,d!

a(a—1).(o—d+1)  avec o= —<#>
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FONCTIONS HARMONIQUES ET SPECTRE SINGULIER 277
Preuve. — Par la formule de Poisson, on a

1—-z2 1 P o
o, [(z_y)z]m«»wz=;jea(2)ed(y),

égalité valable pour y?=1 et | z| assez petit. En faisant z2=0 et en comparant les termes
homogenes de degré d, on obtient le résultat souhaité.

Remarquons que

1 I'd+mn+1)/2)

M T o, T(n+r))/2) T@+))

de sorte que A est un symbole analytique de degré (n—1)/2.
On a aussi ’égalité :

(5.11) el(2)el(y)=1g(2z.y)".

1

A

JSVa

Définissons enfin "application bord qui associe a toute fonction holomorphe dans Q une
hyperfonction sur 6Q=S*S. Rappelons que le complexifi¢ X de S*S est

Soit alors f (z) holomorphe dans Q. Elle définit de fagon évidente une fonction holomorphe
dans louvert |z, |><1/2 de X, soit f(z,) et donc une hyperfonction u sur S*S par

(5.12) (u, a)=J f.a, a analytique sur S*S,
%,

ou X, est le cycle
T, ={(z1,2;)eX, zy=e 7"z, z,=€"2,1>0, 26 S*S },

ce qui a un sens pour A assez petit.
On notera u=>b(f).

[L’hyperfonction u apparait directement comme valeur au bord d’une fonction
holomorphe dans un ouvert associé a un demi-espace imaginaire; de fagcon précise, on a
alors :

SSh(f)CzZ,

ou X est celui de (6.8)].
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278 G. LEBEAU

6. Opérateurs de Poisson et inverses
0
Soit f= ) a,z" une fonction holomorphe dans le disque unité de C, |z|<1; on
n=0
supposera toujours que la seule singularité de fsurle cercle | z|=1est le point z=1,1. e. quef
se prolonge holomorphiquement au voisinage des points z=e®, 8#0. On montrera en
appendice 1 qu’il en est toujours ainsi lorsque a,=g(n) ou g est un symbole analytique.

On va associer a f les deux opérateurs suivants :

(6.a) OPERATEUR DE POISSON K (1) : Z(S) — #(S*S). — Soit u une hyperfonction sur la
sphére S. Alors :

(6.a.1) v h(z)=Jf(2z.y)u(y)dy
est holomorphe pour |z|2<1/2 sur le cone z2=0. En effet :

122.y12=4[(u.y)*+(.y)*]<1

compte tenu de u.v=0 et u?>=v2<1/4. Par définition, on pose donc :

(6.a.2) K(f)u=b[Jf(22.y)u(y)dy:|.

On a I’égalité évidente (compte tenu de la proposition 5.1) :

(6.a.3) K(/)leh(9)=55e4(2)

ou a, est le d-iéme coefficient de la série de Taylor de fet AJ est introduit en proposition 5.1.

(6.b) OPERATEUR INVERSE K'(f): # (S*S)—->B(S). — La fonction f(2z,.y) est
holomorphe sur X, pour ye R"*!, y2<1/(1+2¢); en effet sur X, on a

_2=21-22=|22|2+22-(21_Z_2)
d’ou
, 1 1
|z2| §—2+|22|8§—2 +¢,
d’ou
122,912 <21y 12z, P S(1+28) y2.
C.Q.F.D.
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FONCTIONS HARMONIQUES ET SPECTRE SINGULIER 279

Par suite, si u est une hyperfonction sur S* 8,
(6.b.1) h(y)=<u,f2z,.y)>
est défini pour y2<1 et h est harmonique puisque
A, f(2z,.)=4z3f"(22,.y)=0  (puisque z3=0 sur X).
On posera donc :
(6.5.2) K'(f)w)=Bm)=B(u, f(22,.y)).
On a alors, puisque z, |s.s =z et d’aprés (5.11) :
K'(f) e =0,

K/ (€@ =50,

(6.5.3)

el(y).

Exemples. — En choisissant

1 1
0)—" (1 _x)(n+ 1)/2°

f)=YAix=
on note K=K (f).On a

1 u(y)
ce qui est le noyau de Poisson usuel.

En choisissant f (x)=) A A,x¢ onnotera K'=K'(f), ¢ A, étant un symbole analytique;
K" est alors inverse de K dans le sens ou I’on a

(6.E.2)

K'.K=Id,
K.K'=m.

Compte tenu de || e}(2) [l 2g+5>Cd " V'*, on a pour les espaces de Sobolev :

K : HS(S)—>HS+((n_1)/4)(§*S),
(6E3) {KII HS(S*S)—)HS_((n-l)/4)(S)-

PropoSITION 6.1. — Si (yo, £°)¢SS(u), K(f)u est analytique au voisinage du point
zo=uo+ivg de S*S, ug=yo/2, vo=(=1/2)(E°/|E°]).

Preuve. — 1l s’agit de montrer que la fonction h(z) : h(z)=<{u, f(2z.y)) se prolonge
holomorphiquement au voisinage de z,. Soit Y le voisinage complexe d’ordre ¢ de la sphére

et p la projection naturelle de Y, sur S :si y+ifeY, p (y+i0)=y//1+62.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



280 G. LEBEAU

Par hypothése, il existe n >0 et o> 0 tels que pour tout € assez petit, u soit défini par une
mesure |, a support compact dans Y, et telle que

y+i0eSupp(p,),  Ip(M—yol<n = 0.8°<—a|6].|E°,
o étant donné, on peut choisir alors 1 aussi petit que I’on veut; on le prendra tel que
WeES|Oo—yol<n = AdUuyg.0—0y.02C>0[vy.y,=0].

Il s’agit alors de montrer que pour ¢ assez petit, 2 z,.(y +i0) est dans le domaine de f pour
tout y+i0 dans le support de p,. Or :

(@) si|p(y+i®)—yolzn/2ona
lim[sup{|2z,.(y+i0)[, |6]<e}=1,

-0

Re(2zo.(y+i0)=2(uo.y—0.0) <cosn/2./1+e>+e—cosm/2<1;

(ii) si|p(y+i0)—yol<m on a
12z0.(y+i0)[>?=4[(ug.y—10.0)2+(vo.y +1o.0)?]
=4[(uo.y)?*+(o.y)* +(vo.0)*
+(uy.0)2=2(g—y)(vy.0)+2(vg.y)uo.6]
<(14+6%)+202-4C|0| /1+0%<1

pour |0 petit, #0, ce qui assure le résultat.

On note o I'application de T*S\ 0 dans S*S qui & (x,, £°) associe zo=uy+iv,,
Uo=x/2, vo=(—1/2)(§°/I§°]).

ProposiTION 6.2. — Soit meT*(S)\ 0 et U une hyperfonction sur S*S; si U est
analytique au voisinage de o (m), on a m¢SS(K'(f) U).

Preuve. — Montrons tout d’abord un lemme intermédiaire :
LEMME 6.1. — Si support (U) CF, alors SS (K’ (f)U) Co ~*(F).

Preuve. — Soit D(f) un voisinagede { ze C,|z|<1,z+# 1 } sur lequel fest bien défini. Soit Q
louvert de Y :

6.L.1) Q={yeY,VzeF,2z.yeD(f)}
(Q peut étre vide). Pour yeQ posons
(6.L.2) G =u,f(2z,.y).

Alors G est holomorphe sur Q.
Soit yoeSet ug=y,/2.
(I) Si pour tout v, (uy, v)¢F,ona y,eQ.
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FONCTIONS HARMONIQUES ET SPECTRE SINGULIER 281

(I1) S’il existe v tel que (uq, v)€F et O tel que
|8]=1, 0.y,=0 et vérifiant :
(6.L.3) 3y>0, 3,>0, tq(u, v)eF, lu—ugl<n = 0.v<—vy,
alors en posant y=y, \/1+€20% +i€0, on a yeQ pour ¢ assez petit, £>0.

(I) est évident et (II) résulte du développement a ’ordre 1 en € de la fonction 2z.y.
Supposons en particulier que F' < VT ou

V={u,|u——u0|§oc}, r={U,lU—Uo|§ﬁ}

o, B petits et u,.v,=0 et soit 0 tel que pour tout vel’, 8.v<0. Soit X(y) dans €§ (S), a
support dans un voisinage de V.1=X(y)=0 et X(y)>0 sur V. Posons

(6.L.4) L={yJ1+e*X}ny(®)+ieX(y)ny(®), yeS}

ouny(0)=0—(y.0)y. On a alors X, = Q pour ¢ petit et il résulte de la définition de B (en
déformant d’abord I'intégrale dans le complexe puis en faisant tendre r vers 1) [cf. (5.5),
(5.6),(5.7)]. qu'on a

6.5 KU = - Gwav)

€

pour a holomorphe dans Y,, .
11 résulte alors de la définition et de (6.L.3) que 'on a

SSK'(f)Uc Vx —T

ce qui, compte tenu du fait qu’on peut décomposer toute hyperfonction en somme de termes
de support aussi petit qu’on le désire, prouve le lemme.

Soit alors F = { (u, v), lu—up|+|v—2o|=Za } ; il suffit de montrer la proposition lorsque U
est tracé sur F’ d’une fonction analytique g, et nulle en dehors de F. Alors :

G(y)=ff(2y'5)g(u, v).
F

Soit A e €& (S*S),L=20,A=1 au voisinage de u,, v,, a support strictement dans F, et F,le
cycle dans X :

F.={(zy,2,)eX, z,=¢%z,z,=¢ %z, zeF}.

Pour ¢ petit, on a

G(y)=f fRy.z2)g(zy, 22)=1o(»)+ ) L.(Y),

acA
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ou I, est I'intégrale sur les points F , de F, paramétrés par des z voisins de (u,, v,),oul’on a
A=n>0et I, 'intégrale sur les points paramétrés par des F,,, qui recouvrent le reste et sont
contenus dans des fermés de type V x I', ne contenant pas u,, v,y. Les I, (y) ne contribuent
donc pas au spectre en (2u,, —v,) (méme preuve que le lemme) et I, (y) est analytique sur S
puisque |2y.z,|<e ™ sur Fy.

C.Q.F.D.
APPENDICE 1
+ oo
Soith(z)= ). a,z"oua,est unsymbole analytique au sens de [2 a], c’est-a-dire qu’il existe
n=0

Ny tel que pour n =N, on ait a,= f (n) ot la fonction f (z) est holomorphe dans un voisinage
de 0 dans C et dans I, :

(1.A.1) I,={zeC,Re(2)>0, [Imz|<n[Re(z)]}
pour un certain n>0 et y vérifie :

(1.A.2) Ve>0, 3C, telle que |f(z)|£C,e*! pour zeT,

On a alors |a,|=C, e® d’ou lim sup ’{/ la,| £1, ce qui assure que h(z) est holomorphe pour
|z|<1. En fait, on a :

PropPoSITION. — h(z) se prolonge holomorphiquement au voisinage des points z,
|z|=1, z#1.
+ o0
Preuve. — On peut toujours supposer h(z)= Y f(n)z" et, quitte a retrancher a f son
n=0

développement de Taylor a ’ordre 2 en 0, supposer f (0)= f'(0)= f"'(0)=0, puisque

+
8
—_

pid z Pl _z(1+2)

. n_____“ . 2,n_
; Y nz'= % Y n?z =2

n=0 1-z n=0 ( n=0

On introduit alors la fonction g sur R :

gx)=f(x), x=20;
(1.A.3) {g(x)=0, <0,

qui est de classe C?, et pour 0<p<1 les fonctions
(1.A.3") gp(x)=p*g(x)=€"* g (x)

qui sont %2, & décroissance exponentielle, de transformée de Fourier inverse :

. 1 + o .
(1A4) gp(&)zﬁjv etxiexLong(x)dx
0
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qui sont analytiques et vérifient les majorations :

' ~ CP .
(1.A.5) 195©)1= 75 ‘dggo@’— re

On a donc I'identité de Poisson :

(1.A.6) Y g,(x+2km= Y g,(me™= Z a,p"e.

keZ neZ
En remarquant que

1

gp(§)=m

+ )
f et[Log,,+:E_] g"(t) dt,
0

n

283

on interpréte 1’égalité (A . 6) de la maniére suivante : soit U — C* le revétement universel de

C* et 0(z) la fonction holomorphe sur {zeU, |n(z)| <1} :

1 + o
00 SyTegE ], <0
ona
(1.A.7) h(z)= Y 6(z,)  avec {z}=n"'(2).

Alors soit z,eU, |n(z,)|=1, notation prise telle que pour z voisin de z,, on ait :

Logz=Log|n(z)|+iArgn(z)+2ikm, 0<Arg<2m,

avec Argm(z,)€]0,2n[. Alors puisque f” est un symbole analytique, pour | € | assez petit,on a

au voisinage de z,, pour |n(z)|<1 :

1

0= oz

ce qui, puisque

Re((1+ig)Logz)= —¢[Argn(z)+2kn]+Log|n(z)|

+ o
J (1+ig)e' 98z £ (¢(1 +ig))dt,
0

montre que 0 (z) se prolonge dans un voisinage de z, (uniforme en k) et que, sur ce voisinage,

ona
C
Ie(Zk)léH-—k?

[e>0 pour k positif, e <0 pour k négatif] ce qui montre le résultat.
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APPENDICE 2

(2.0) NOTATIONS :
I, .={zeC,Rez>a20,|Imz|<nRez}.

Soient M et M’ deux variétés analytiques réelles, xe M, ye M’. On note SR*(M, M’)
I’espace des fonctions analytiques f (x, y, A)de M x M’ x R, a valeurs complexes, telles que
pour tous compacts K = M, K’ = M’, il existe un voisinage complexe K, de K, un voisinage
réel U de K’ dans M’, des constantes 1, a, C, A et des fonctions analytiques a, (x, y) définies
sur K/ x U tels que :

(1) fse prolonge a K, xUxTI', ,;

N-1

2) VNeN, |f(x,y, M= ) ap(x, Yri* <CANNI|A N
k=0
pour (x, y, JeK, xUxTI, ,.
+
On notera DA (f)= Y a,(x, y)A*"* le développement asymptotique de f,
k=0

o (f)=a,(x, y) son terme principal.

2. Remarques. — (1.a) On a |a,(x, y)|<CA*k! sur K, x U.
(1 b) Il y a équivalence entre (cf. [2 a]) :
() feVSRIM, M);
(i) | f(x, y, M)|=Ce®™.
Dans ce cas, on a DA(f)=0 et on note f ~O0.
(1 ¢) Si du(y) est une mesure a support compact dans M’ et f e SR*(M, M’), alors

ff(x, ¥, 1) du(y)eSR? (M, {pt})

et son DA s’obtient par intégration.
Lorsque X est une variété complexe, on définit de maniére analogue SR*(X, M).
Dans la proposition suivante, on utilise la méthode de [7].

ProposiTiON 2.2. — Soit U un voisinage de 0 dans R? et @ une fonction analytique de
UxM' dans C telle que

(0, y)=do(0, y)=0,  detei (0, »)#0, Ime(x, y)>0x#0.

Pour a(x, y, ) eSR4(U, M) et r>0 tel que {|x|<r}CU, posons

I,(a)= e xNg(x, y, \) dx.

lIxll<r

Alors 1@ (a)eSR*™92({ pt }, M").
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Preuve. — 11 suffit de le montrer pour y voisin de 0 dans R” et r peut &tre choisi aussi petit
qu’on le désire compte tenu de Im ¢ (x, y)>0 pour x#0. On écrira :

Iq,(a)=j o,

I={xeC% xeRY |x|<r}.

ou o est la g-forme e™* adx et

D’apres le lemme de Morse (cf. [7]) il existe un changement de variable (y, x) — (y, z(x, y))
pour y voisin de 0 dans R", x voisin de 0 dans C" tel que I’on ait

z(0,»)=0,  o@(x,y)=(i/2).z*

etsiz=u+iv,u, v réels, les points réels sont décrits par v="(y, u), et donc u?>vy?(y, u) pour
u#0. On peut aussi supposer que x — u(x, 0) préserve I'orientation de R% On note

D(y)={u(x, y), xeRY, |x|<r].

On a alors :
—az2/2 . dx
a=e b(Z> Y> 7“) dZ ou b(Z,y> k):a[x(z, y), y, )"]E
et donc beSRY (U, V), U voisinage de 0 dans C4, V voisinage de 0 dans R" et pour r petit.
Z={zeC% z=u+iy(y, u), ueD(y)}<=U.
Comme Re (z%)=u?—7v2 (y, u)>0 pour u#0, on peut remplacer X par :
T={zeCh z=u+i0W)y(y, u), |u|<e}

pourepetitou0eéy (|u|<e),0<0=1,0=1auvoisinage de 0. En déformant alors X" en X,
pour 0<s=<1:

Ti={zeC% z=u+isOW)y(y, u), |u|<e}

on se ramene a étudier :
j e M2 bu, y, \) du.
|lul<e
2.3. Remarque. — D’apres [7], on a
1 -1/2
c(b)(0, y)=c(a)(0, y) [det [—i 05 (0, y)] ]
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ou la détermination est choisie telle qu’elle se transforme en 1 par I’lhomotopie
1 !
sr——»; (I—5) 0, (0, y)+sId.

La proposition sera donc conséquence du lemme suivant :

LEMME 2.4 (Phase stationnaire). — Soit U un voisinage de 0 dans C4, p>0 tel que
{zeC4 |z|;Sp} CU et  &€]0, p[.
Posons pour ae SR4(U, M) :
Iazj e M2 q(x, y, \) dx.
lxli<e

Alors 1,e SR4™92({ pt }, M) et de plus

27 \9? 4 9?
DA(Ia):<_> [*DA@)]l=0 o A=) .
A i=1 0X;j

Preuve. — On s’intéresse d’abord au cas ou a= f(x, y), c’est-a-dire ne dépend pas de A.
Remarquons que si f(x, y) est polynomial en x, on a '

2 2n sz A2
(2.4.a) j e 2 £ (x, y) dx=<7> [ f (x, Ylx=o-
Rq
Pour simplifier, on ne notera pas y, qui sera supposé parcourir un compact fixe de M.
On note
Ifle=sup{|f @] 1z;1<p.j=1,....qa}, lIxll=yxi+ ... +x]
et

1 0°
PN0= T e L0,

lal=n x

Enfin, on pose

~ 21\92 N1 A% (0)
On a
Ry (i V)= e L f (%)= pyney (X)] dx—f e 2 p,\y xdx.
IIxll<e lixl|ze
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D’aprés la formule de Taylor, on a

1 (2N) otf
2N-1)! MEN ! (1 P

fX)=pyno ()=
d’ou, en utilisant la formule de Cauchy et I'inégalité

Z | x* |<Cn+q RIR

|aj=n
24.5) 1100 pon s OIS o L1, Gl IXIPY pour e,
On a aussi
I = VN e Y B

“X” 2N 2N-1
_|f|p< > Z Ck+q 1 pour

11 résulte donc de (2.4.b) et ¢ qu’on a

q 1 ;
@.4.4) |RN(ﬁX)|§|f|pSUP[_EW+;,W]P(N) [ e
(p—¢) € -

ou P (N) est un polynéme fixe de N de degré =gq.
Or, on a d’apres (2.4.4a) :

: 2m\92 11
j A2 PN dx=2N N1 [] [q+2(k—1)]( ") —
R? N

d’ou il résulte
(2.4.¢) IRy (fs MIZ|f1,ABY N!(Re )27,
ou les constantes A et B ne dépendent que de p et €.

Passons au cas général. On a alors pour Ael’, ,:
N-1

=% S

k=0

<CDNN! AN,

p

D’ou il résulte

N-1

(2.4.1) IL—Y I Ak
k=0

q/2
<<27n> CDNN! A [4-N,
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Or, d’aprés la majoration précédente (2.4.¢), il vient
(2.4.9) IRN_i (fis WIS fil JABYF (N— k) (Re ) 79/27 N+,

d’ou, puisque | f, |, SCD*k! et (N—k)! k!<N! :
N-1 _1

(2.4.h) Y |RN_k(fk,x)|.|>»|d"‘éC’N!C D"BN_k>|?»I““”2‘N.
k=0 k=0

En combinant (2.4.f) et (2.4.h) on obtient le résultat cherché. Nous pouvons a présent
démontrer le théoréme qui fait 'objet de cet appendice.

Soit M une variété analytique riemanienne compacte; on la supposera orientée par une
forme volume dx. Rappelons la définition suivante :

DeriniTioN. — Une fonction @ est dite transversalement elliptique sur une sous-variété N
si dp=0 sur —N et rg[Hess ¢]=codim N aux points de N.

THEOREME 2.5. — Soit ¢ une fonction analytique sur M, d valeurs complexes, telle que
Im @ =0. On suppose que

{xeM, do,=0,Ime(x)=0}=N

est une sous-variété lisse connexe de codimension q et que ¢ est transversalement elliptique
sur N. Pour tout ae SR?(M), posons

I(p(a)=j ™™ g(x, A) dx
M

alors 1, (a)=e'*° b (L) ot be SR*™%? et CeR est la valeur critique de @ sur N.
Preuve. — Quitte a remplacer ¢ par ¢ —c, on peut supposer ¢=0.

1 étape. — On se raméne a supposer Im ¢ >0 en dehors de N. Soit X un voisinage
complexe de M sur lequel @ et a sont bien définis. Sur X considérons le champ de vecteur
analytique

x> V(x)=igrad, ¢
X muni de sa structure hermitienne.
Soit 0 (x, s) le flot associé pour s petit, au voisinage de M :

0(x, 0)=x, % (x, s)=V[0(x, s)].

On a par la formule de Taylor :

Ime[0(x, s)]=Im(p(x)+J | grad @0 (x, t)|*dt.
0
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Soit M,={0(x, s), xeM}. Pour s>0 petit on a alors M= X et

I(p(u)=f ei*@q(z, A) dz=J e™®@p(x, \) dx,
M,

M

avec
do
V(x)=0[B(x,s), bx,M)=alb(x,s), A] s s).

On a alors | (x)=0, d{f (x)=0 sur N, Im {/(x)>0 en dehors de N, et b(x, )e SR*(M).
De plus, si on choisit un systéme de coordonnées locales au voisinage d’un point de N,
zeR", ye R4, tel que N soit défini par y=0 on a, dans ce systéme :

1 0[]0
Hess— = —— ),
s @ <O‘H>

ouHeGL,(C), ReH=0, det H=A, ;¢ ¢tant le déterminant hessien transverse de (1/i) ¢
sur N. Or pour xe N :

0 Id | B ‘
g(x,s)=<——0 o ) ou DeGL,(0)
et
‘00 0
= — H —_—
Hess = — (x, s) Hess ¢~ (x. 3),

d’ou il résulte

0

1 0
H — = T
ess— \} (

‘DHD

) avec Re'DHD >0

et par suite, avec la convention (2.3), on a
c(@Ayi9)” V2= c(b)(Ayi) “12 sur N,

ce qui d’ailleurs, résultera de la démonstration du théoreme.

2° étape. — Par troncature, on se rameéne alors a étudier :
1 ’-——j e™ bdx,
F

ou F est un voisinage tubulaire de N dans M; F — N est alors un fibré de rang g. Soit alors Q;,
une (presque) partition de N par des ouverts de carte Q; tels que

Q) =Q;x R, ou jelJ fini.
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=y J e™ bdx.
jel Jn Q)

11 suffit donc d’étudier les intégrales du type
J dy j eMENh(x, y, 1) O(x, y) dx,
Qy xlisr

ou dx (resp. dy) est la mesure de Lebesgue sur R4 (resp. R") et 0 'expression dans cette carte de
la forme volume initiale, et ou b0eSR?(R% U) ou U est un voisinage de Q ; dans R".
Le résultat est donc la conséquence des propositions 2.2 et 2.1.c.

Remarques. — (1) o (a)[A ), ] ~'/*| dx | définit par restriction a N une densité o (a) |y | dy |,
sur N et on a

cy(e—ilc I¢(a))=(2n)q/zf c(a) |N |dy|q)
N

(2) La connexité de N est sans importance. Si N=UN; ou N; est de codimension g ;, on
aura

Lo@=Y e™b;(n),  b;(M)eSR 2
J

COROLLAIRE 2.6. — (1) Soit f: M — [0, 1] analytique tel que f (x)=1 si xe N et f elliptique

transverse sur N. Alors T ; ()= J ftdx est exactement dans SR 92
M

COROLLAIRE 2.6. — (2) Soit V un voisinage de 0 dans R" et ¢ : MxV — C, telle que
Im@=0, Ime(x, 0)=0 et @’ (x, 0)=0 si et seulement si x=x,€M, et det @, (x,, 0)#0.
Alors siaeSRY(VxM, ...)ona

J e ENa(x, y, A) dx=e™b(y),
M

ou s () est la valeur critique de ¢ au point yeU et be SR*"U™M2 (U, . ) ou U est un
voisinage de 0 dans RN
En effet, par déformation de M, on se raméne & supposer qu’on a

1
Imoe(x, 0)>0 pour x#x, et Re-i 91 < (xq, 0)>0.

En suivant [7], on a alors :
z2/2

o(x, )=y () =i

pour x et y voisins de x, et 0 et on applique la méthode de la proposition 2.2.
Notons que d’apres [7], on a Im ¥ ()= 0.
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