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FAMILLES A UN PARAMÈTRE
DE PSEUDO-ISOTOPIES DE PLONGEMENTS

EN CODIMENSION DEUX

PAR BERNARD PERRON
(Université de Dijon)

INTRODUCTION

Dans cet article on ne considère que des variétés C°° compactes, connexes, orientées.
Soit/o : V" —^ Q^ un plongement fixé dans toute la suite tel que fo1 (ÔQ) = 3V. On note
jF(F", Q^/o) l'espace (muni de la topologie C00) des pseudo-isotopies, c'est-à-dire des
plongements F : V x 1 —^ Q x 1 coïncidant avec /o x idi sur V x { 0 } u ô V x I , telles que
le complémentaire de l'image de F soit un cylindre (condition automatiquement véri-
fiée si q—n ^ 3). On désigne par ^ (Q, ô) l'espace des pseudo-isotopies de difféomor-
phismes de Q.

Dans [8], par une « méthode élémentaire » inspirée de la démonstration du théorème
du ^-cobordisme on a calculé KQ (^_ (V, Qn+2; fo)) sous les hypothèses (^) suivantes :
- dim Q = dim V+2 ^ 7;
— fo est à fibre normal trivial et n^ (Q—/o (V)) —>n^ (Q) est un isomorphisme.

Plus précisément on a une bijection

^oCW", (T^/o)) ̂  z[^i(Q)]/[^-^; z],
où \_ag—ga\ Z] est le sous-groupe additif de Z [n^ (Q)] engendré par les éléments du type
ag-ga, a ef^ Z [_n, (V)], g e Z [̂  (Q)] et Z = Z [0] c Z [n, (Q)].

Remarque. - Z |>i (Q)']/[_ag-ga; Z] n'est autre que Ho (^ (V),Z [n^ (Q)]/Z [0])
l'action de n^ (V) sur Z [n^ (Q)]/Z [0] étant donnée par a.g =/o* (û)^/o* (à)~1 où
^e^(V) e t ^ e Z [̂  (Q)]/Z [0].

On peut se poser la question de savoir si l'homologie de n^ (V) à coefficients dans le
groupe Z [îii (Q)]/Z [0] intervient dans le calcul des groupes d'homotopie supérieurs
de ^(V", Q^./o).

Le but de cet article est de donner une réponse affirmative à cette question tout au moins
pour le premier groupe d'homotopie.
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568 B. PERRON

Plus précisément on a la :

PROPOSITION 1. — Sous les hypothèses (iç) précédentes on a un homomorphisme surjectif

^(^(V", Q^./o^H^OO; Z[7Ti(Q)]/Z).

COROLLAIRE. — Soit V" (n ^ 5) une variété telle que n^ (V) soit abélien et agisse
trivialement sur n^ (V). Alors il existe un homomorphisme surjectif

n, (^ (S2 x V)) -̂  (V) ® Z [Tti (V)]/Z [0].
z

Démonstration. — Considérons les premiers termes de la suite exacte de la fibration
y(D2xV,8)->^(S2x^^^^(y^xS2;fo) :

(1) . . . ^ n, (^ (S2 x V)) -. n, (̂  (V1*, V x S2, /o))

-^ 7io(^(D2 x V, ô)) -^ îto(^(S2 x V)) ̂  0

Les calculs de Hatcher-Wagoner [4] montrent que sous les hypothèses du corollaire
l'application induite par l'inclusion UQ (^ (D2 x V)) —> KO (^ (S2 x V)) est injective
De la suite exacte (1) et de la proposition 1, il résulte que la composition

K, y (S, X V)) -^ n, (^ V, V x S2 ;/o) -. H, (n, (V), Z [7^ (V)]/Z)

est surjective. D'après les hypothèses du corollaire, n^ (V) opérant trivialement sur
Z [TTi (V)]/Z [O], on a H^ (n, (V), Z [T^ (V)]/Z) ^ îi, (V) ® Z [71, (V)]/Z [0].

z
Remarque. — A ma connaissance les seuls autres renseignements de nature algébrique

concernant le calcul des groupes d'homotopie supérieurs de ^ (M, 8) sont ceux obtenus
par Hatcher [3] et Volodin [9] :

PROPOSITION 2. — Si M^ est 2-connexe et p ^ 7 alors on a un isomorphisme

7Ci(^(M,3))^Z,©W/Î3(0),

où W^3 (0) est un groupe (défini algébriquement) qu'ion ne sait pas calculer.
Le plan et les méthodes de ce travail sont inspirées de [2]. Dans [8] on a considéré

une pseudo-isotopie de plongements comme un .y-cobordisme plongé. L'étude des familles
à un paramètre de pseudo-isotopies de plongements peut alors être mise en parallèle avec
l'étude des familles à un paramètre de fonctions réelles sur une variété du type Vxl,
c'est-à-dire avec le travail de Hatcher [2] (voir aussi [4]). L'obstruction dans Hi (n^ (V),
^ [n! (Q)]/^ [0]) qu'on fait apparaître correspond à la partie W^ (ïti (V)) du calcul
de Hatcher.

Après quelques préliminaires (chap. I) on rappelle (chap. II) comment, dans [8], on
associe à toute pseudo-isotopie vérifiant les hypothèses ̂  précédentes un couple de matrices
(jouant un rôle analogue à la matrice d'intersection dans le théorème du ^-cobordisme).

4e SÉRIE — TOME 9 — 1976 — N° 4



PSEUDO-ISOTOPIES DE PLONGEMENTS 569

Au chapitre III on exhibe un représentant « générique » dans chaque classe cThomo-
topie de n^ (^ (V, Q,/o), ^ (V, Q,/o))- Au chapitre IV on associe à un tel représentant
générique une classe d'homologie dans H^ (n^ (V), Z [71:1 (Q)]/Z).

Au chapitre V on montre que cette classe d'homologie ne dépend que de la classe d'homo-
topie du chemin générique.

CHAPITRE 1

Préliminaires

I. PRÉLIMINAIRES ALGÉBRIQUES. — 1. Le groupe GLÇn-^K'). — Soit n un groupe,
Z [71] son anneau de groupe à coefficients entiers. On note GL^ (Z [71]) le groupe des
matrices inversibles d'ordre n à coefficients dans Z [71]. Notons e^ (a e Z [71]) la matrice
ne différant de la matrice nulle que par son terme à la place (î,j) (i indice de ligne, y celui
de colonne) qui vaut a et soit E .̂ = I+^. (i ̂ j) la matrice élémentaire correspondante.

On désigne par Fj[ (y e ± 71) la matrice diagonale ne différant de la matrice identité
que par son terme à la place (fc, k) qui est égal à y.

Soit 7i' un second groupe et i^ : n —> n' un homomorphisme.

DÉFINITION 1.1:

(ûf) On note M^ (TI ̂  TI') l'ensemble des couples de matrices ( A, ( -*—— , ] )
\ \ B ?* (A)//

où A (resp. B) est une matrice carrée d'ordre n à coefficients dans Z [71] (resp. Z [71']). Cet
ensemble a une structure de monoïde pour la loi

4 (A)
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0 \

4 (A)/

o y
t*(A'V.
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(b) On note GL^TI-^TI') le sous-monoîde de ^(TT-^TI;') constitué des couples

(A, ( * ^ ) —0—^ tels que A appartient au sous-groupe de GL^ (Z [71]) engendré par
\ \ B i^W))
les matrices élémentaires et les matrices F^ (y e ± 71). GL^ (n -> n') est clairement un groupe.

DÉFINITION 1.2. - On note M (n -^ TI') \resp. GL (71-^ TïQ] te iïmftë inductive des
M^ (n -^ TI;') [resp. GL^ (TT -l^ TI;')] définie par
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/
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570 B. PERRON

On a une deuxième interprétation, évidente, des groupes ̂  (n -^ 71'), M (n -^ 71')...
donnée par le :

LEMME 1.3. — Le monoîde M (n —> TT') (resp. le groupe GL (n —> TC')) s^îdentifie naturel-
lement avec l'ensemble des couples (A, B) muni de la loi

(A, B) x (A', B') = (AA', 4 (A) B' + B ̂  (A'))

A, B satisfaisant aux propriétés des définitions 1.1 et 1.2.
Remarque. — La première définition des ensembles ̂ ^, GL^, plus lourde que la seconde?

se justifie par le fait qu'elle intervient naturellement, comme on le verra au chapitre suivant,
dans le calcul de l'obstruction à l'isotopie.

DÉFINITION 1.4. — On note \_ag—ga\ le sous-groupe additif de Z [71'] engendré par les
éléments du type 4 (a) g—g i^ (a) où a e Z [71], g e Z [TC'].

LEMME 1 . 5 . — Soit A (resp. B) une matrice à n (resp. m) lignes et m (resp. n) colonnes
à coefficients dans Z [71] (resp. Z [îr']). Alors trace (4 (A)) B — B ̂  (A) appartient à \ag—ga~\.

COROLLAIRE 1.6. — L'application tr : GL (n —> 71') —> Z \^'~}l[ag—ga\ donnée par

tr (A, B) = trace B 4 (A)~1

est bien définie et est un Szomomorphisme de groupes.
On aura besoin du lemme suivant dont la démonstration est analogue à celle de la

proposition 5.1 de [2].

LEMME 1 . 7 . — Soit (A, B) un élément de GL (TT -^ TC'). On note a^' (resp. b^) P élément
à la place (i,j) de A (resp. B). Si a^ = b^i = 0 on a :

1° pour tout À, e Z [71] ;

(A, B) = PI W'\ 0)(^ ̂ ^(A, B) n (E^, 0)(I, e\^V
q^h p^l

2° pour tout y e Z [71'] ;

(A, B) = n (I, ̂ 'XA, B) n (I. e]^).
q^h p^l

2. Homologie de groupes. — Soit €„ (71) le groupe abélien libre engendré par les
(n + l)-uplets (ûo, ... û^), Oien. C'est un Z [7i;]-module à droite pour la loi

(I>i(û̂  ...,^)).0=^^(0^, ...,^a).
i i

Le groupe n opère à galuche sur le groupe Z [TI']/Z [0] par a. g = ^ (a)gi^ (a)~1 et
en fait un Z [7r]-module à gauche. Par définition les groupes d'homologie de K à coeffi-
cients dans Z [7t']/Z, notés H^ (n, Z [7i']/Z [0]) sont ceux du complexe de chaînes :
C^ (n) ® Z [7r']/Z [O], les homomorphismes bords étant classiquement définis par

Zn

ô(a^ ..., ̂ ) = ̂ (-^(flo» • • -, ̂  • • • » )̂.
i
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DÉFINITION 1 . 8 . — Soit a e Z [71] s'écrivant sous la forme a = ̂  n^ CT,, n^ e Z, CT; e TT.
i

5/w^ a,, bi des éléments de TT, g, g ' des éléments de Z [71']. On pose

(ao a bo, ..., ̂  a &„) ® g4 (a) g' = ̂  n, (âo a, &o, .. •, ̂  ̂  &n) ® g4 (a) g'.
i

Les règles de calcul du symbole ® sont analogues à celle du produit tensoriel. Le lemme
suivant donne quelques formules utiles pour la suite :

LEMME 1.9. - On a pour tout a, e n, a e Z [71], g, g ' e Z [71;'] les égalités suivantes :

1° (ao, ..., û0 ® ̂  (a) g = (ao a, ..., ̂  a) ® g ^ (a);
2° (ûo, . . . , 0 0 g^ (a) = (ûro a, . . . , ̂  a) ® ̂  (a) g;

3° 3(ûoafro» •••^«a^)®g4(a)g'

^(-ly^oafco» . . . , ^ , ab , , . . . , ^a^)®g^(a)g'.
i

II. LES ESPACES DE PLONGEMENTS. — On se place dans la catégorie des variétés diffé-
rentiables, connexes, compactes orientées et des applications C°°.

DÉFINITION 1.10. - Soitfo : (V", c'V) -^ (Q^, 8Q) unpiongement tel que f~1 (3Q) = ôV.
On note ^ (V, Q, fo) [resp. ^ (V)] l'espace des pseudo-isotopies de plongements
F : (V, aV) x I -> (Q, ÔQ) x I (resp. des applications f : V x I -> I) telles que

F | V x { 0 } u a V x I =foXidi {resp.f-1 (i) = Vx { i } pour i = 0,1],

muni de la topologie C00.

DÉFINITION 1.11. - On note ^_ (V, Q, /o) le sous-espace de ^ (V, Q,/o) constitué des
pseudo-isotopîes telles que (Q x I - N, Q x { 0 } - No, Q x { 1 } - Ni u 8 N) est un cylindre,
où N désigne un voisinage tubulaire de F, N, (i = 0,1) les voisinages induits de F | V x { i}
et 5N le bord latéral de N.

Remarque, - ^ (V", QVo) = ^ (V", Q^, /o) dès que q-n ^ 3 et q ̂  5 d'après le
théorème du ^-cobordisme.

On a une application naturelle, continue pour les topologies C°°,

P# :^(V,Q,/o)^jF(V)

définie par p ̂  (F) = p o F où p : Qxl —> ï désigne la projection.

DÉFINITION 1.12. - On note <T (V, Q, /o) \resp, ^ (V)] le sous-espace de ^_ (V, Q; /o)
[resp. ^ (V)] formé des pseudo-isotopies F (resp. des applications) sans point critique,
(On dira qu'une pseudo-isotopie est sans point critique s'il en est ainsi pour sa fonction
cote p o F.)

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



572 B. PERRON

LEMME 1.13 [7]. — 5'; le fibre normal àfo admet une section non nulle, alors Inapplication
induite par l'inclusion

îro(W Q,/o))-^oCW, Q,/o))
est nulle.

LEMME 1.14. — L'application canonique p n : S (V, Q,/o) = p ~ 1 (^ (V)) —> ̂  (V) est
unefibration localement triviale (surjective), la fibre au-dessus de chaque composante connexe
étant contractile.

Démonstration. — p n est une fibration d'après le lemme 1 de l'appendice de [1]. On peut
montrer que la fibre au-dessus de chaque composante connexe est haméomorphe à l'espace
des isotopies de plongements de V dans Q (donc contractile). La surjectivité résulte de
la commutativité du diagramme

^ (V, 8) ——> <f (V, Q, /o) <= ̂  (V, Q, /o)

'1 / p ^
<T(V)

l'application À- étant définie par : À, (F) = (/o xid;) o F.

CHAPITRE II

Rappels sur les pseudo-isotopies de plongements en codimension deux

Les résultats de ce chapitre, à l'exception du paragraphe 6, ont été démontrés dans [8].

1. Un lemme de Whitney relatif. — Soit T" une sous-variété, connexe, compacte, orientée,
d'une variété Qn+2 (connexe, compacte, orientée), à fibre normal trivial, telle que
îti (Q—T)-^ 7i i (Q) est un isomorphisme.

Soient M^, M^ deux sous-variétés de Q à bord non vide, de dimension complémentaire,
ne rencontrant T que transversalement le long de leur bord.

On associe à cette situation un couple d'intersection appartenant à

Z[Zx7ii(T)]xZ[^(Q)].

Pour cela on se fixe une trivialisation T du fibre normal àT, un point de base ̂  dans T.
Hi et ^2 des chemins dans T joignant ̂  à des points Ai, A^ de ÔM^ et 8M^ Soient v^,
V2 des champs de vecteurs normaux à T définis le long de ^i et ^2 donnant en ̂  des vecteurs
indépendants et coïncidant aux autres extrémités avec les champs rentrant dans M^ et M^,

On associe à tout point P de 8M^ n 8M^ (on suppose 8M^ et 8M^ transverses) un
triple (Gp, Up, ap)e { ± 1 }xZxî i i (T). Le couple (£p, âp) est le nombre d'intersection
classique de 8M^ et 8M^ dans T. Pour définir l'entier Up, on considère le champs v,' rentrant
dans M; et coïncidant avec v, en A;; soit v'[ un champ normal à T le long de ̂  coïncidant
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PSEUDO-ISOTOPIES DE PLONGEMENTS 573

en ̂  avec v^ et en A^ avec v^ tel que le champ v^ u v'i u v'̂  u v'i soit trivial (par rapport
à la trivialisation T du fibre normal à T) le long du lacet ^ u y^ u y^ u j^ °ù Y» est ̂
chemin sur ÔM Joignant A( à P. Alors rip désigne le « nombre de tours » du champ y'i par
rapport au champ v^.

Ô M ^

Fig. 2.1

DÉFINITION 2.1. — On pose

oc(Mi, M^) = E £p(np, ^)eZ[Zx7ii(T)]
p e ôMm QMz

et on note P (Mi, M^) e Z [71:1 (Q)] le nombre d'intersection classique de l'intérieur de
MI et M 2 dans Q.

On démontre dans [8] les résultats suivants :

LEMME 2.2. - Si (a = E e, (^,, à,), P) ^ (a', ?') sont des couples d'intersection associés
i

à des choix différents de chemins, d'orientations et de champs on û,

a' =s^8,(n,+n, va.v-1), P' = s4(v)P4(v)~1,

où ne T., v e Tii (T), e = ± 1 et où î^ désigne l'homomorphîsme n^ (T) —> 71:1 (Q).

LEMME 2.3. — Pour des choix fixés d'orientations, de chemins et de champs, une isotopie
de Q laissant T globalement invariante transforme le couple d'intersection

(a (Mi, M^) = £ s. (72., û?,), P (Mi, M^))
e/î

(a' = ̂  s. (^+m,, â )̂, ?' == ?+(- lY' S ̂  m3 ̂  (aJ)) ^ m«e z-
» j

COROLLAIRE 2.4. — Po^r û?^ choix fixés, on peut associer à la donnée de Q, T, Mi, M2
M/2 COM/?/^ d'intersection unique du type : (a = ^ c; (0, à,), P) appelé couple d'intersection

i
réduit, qu'on considéra comme élément de Z [71:1 (T)] xZ [71:1 (Q)].

Le principal résultat de ce paragraphe est donné par la :

PROPOSITION 2.5. - On se place dans les hypothèses du début du paragraphe. On suppose
en outre que p, p ' ^ 3 et dans le cas p = 3 que n^ (T-âMi) -> TCi (T) est un isomorphisme.
Alors il existe une isotopie (h^) de Q laissant T invariante telle que h^ (M^) n M^ = ^ si
et seulement si le couple d'intersection réduit est nul.
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574 B. PERRON

2. Pseudo-isotopies de Morse. Membranes

DÉFINITION 2.6 :

(a) On note ^° (V, Q,/o) [resp. O0 (V, Q,/o)] fe sous-espace des pseudo-isotopies F
âf<? '̂ (V, Q;/o) <^w/ la fonction cote p o F : V xi —> 1 est une fonction de Morse avec
valeurs critiques simples (resp. et en plus ordonnée).

Fig. 2.2

(&) On note (9 (V, Q,/o) Ie sous-espace des pseudo-isotopies de ^ (V, Q,/o) rayant
que des points critiques de type Morse, ou naissance, ordonnées, possédant éventuellement
des points critiques de même indice au même niveau.

On note D^1 le disque de rayon 1 de R1^1 et on pose

D1^ = {xeD^ 1 ; x,+i ^ 0}, 5+ D^1 = SD^1 n D+.

MEMBRANES. — DÉFINITION ET EXISTENCE. — Soient F e ̂ ° (V", Q^ ; /o), c un point
critique de Morse de /? o F et Q^ un niveau au-dessous de F (c). On suppose que les points
critiques de p o F compris entre le niveau de F (c) et Q{ sont tous d'indice supérieur ou
égal à celui de c. Alors il existe un plongement

G: (D^1, ^.D1^, D^CQx^, l], F(VxI)nQx[f , l], Q,)

vérifiant :

1° Im G rencontre F(VxI) transversalement le long de G (ô+ D);
2° G(0, . . . , 0 , l )=F(c ) ;
S^oGlD1^1 est sans point critique, ainsi que p o G | D^-^O ... 0,1);
4° G(D,)c=Q,.

L'image Im (G) est appelée une membrane descendante de c jusqu'à Q( et G (D,) est
la projection de cette membrane sur Q(.

F~1 (G (3+D^1)) est une nappe descendante (au sens de [1]) du point critique c dep o F.
On a de même la notion de membrane ascendante (voir fig. 2.2.).
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575PSEUDO-ISOTOPIES DE PLONGEMENTS

3. Classification des membranes descendantes d'un point critique d'indice p ne rencontrant
que des niveaux critiques de même indice dans le cas q = 72+2. — Soit F : V " x I — ^ Q " + 2 x I
une pseudo-isotopie de Morse n'admettant sur Qx[?o ,^] ^^ ^es points critiques
d'indice p, notés CQ, . . . , c^ tels que p o F (<^) > p o F (c^.+i) et équipés d'un système
disjoint de bimembranes allant de Q x { ?o } à Q x { ^ }.

D'après [8], chapitre III, toute membrane descendante de CQ jusqu'à Q x { ^ o } se
déduit (à isotopie près) de la membrane initiale par des opérations de l'un des deux types
suivants :

TYPE A. — On fait passer la membrane de CQ « par-dessus » celle de c, (f^ 1) (donc situé
en dessous de Co) suivant la figure 2.3 :

Fig 2.3

TYPE B. — On fait passer la membrane de CQ « par-dessus » la coupole ([8], chap. III)
de c^ La coupole d'un point critique est définie par la figure 2.4 :

c. \ Membrane de ci Membrane initiale

Fig. 2.4 Fig. 2.5

Le changement de membranes de type (B) est alors décrit par la figure 2.5.
L'existence et la classification des membranes permet de démontrer le :

LEMME 2.7 (prop. 3 A de [8]). - Soit Fe^'(V", Q^2,^) où fo est un plongement
à fibre normal trivial tel que n^ (Q—/o (V)) —> n^ (Q) est un isomorphisme. Alors F est
isotope à une pseudo-isotopie n'ayant que des points critiques d'indice p et p+\ pour
l^p^n-3.

4. Couple de suites associé à une pseudo-isotopie ordonnée. — On fait choix de niveaux
intermédiaires Q( et V, = F(VxI) n Q^ entre les points critiques d'indicé i—\ et i, de
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576 B. PERRON

bimembranes orientées pour chaque point critique, d'un point de base ̂  dans F (V x I)
et de chemins dans F (V x I) joignant ce point de base aux points critiques de F. On prend
le long de ces chemins des champs normaux à F induisant à l'une des extrémités le vecteur
tangent rentrant dans la membrane descendante.

On note E, (resp. C,) le Z [7^ (V)] (resp. Z [n^ (Q)])-module libre ayant autant de
générateurs que de points critiques d'indice i, et on définit des homomorphismes (iden-
tifiés à des matrices) :

8,: E.-^E,_i, b,: Ci->C,-i.

Si ô, = (û^p) et é, = (è^p) alors (û^p, b^) est le couple d'intersection réduit dans Q, de la
membrane descendante du point critique d'indice i, c\ avec la membrane ascendante
du point critique d'indice ï—1, ^p~1.

Remarque. — La suite ( . . . -^E,—»E,_i ...) est le complexe de chaînes acyclique
associé à la fonction de Morse p o F : V x I —^ L

On a le :

LEMME 2.8. — A toute pseudo-isotopie de O0 (V, Q,/o) équipée de membranes, de chemins
et de champs, on associe un couple de suites :

(1) O^E^. . .E ,^E,_ i . . .Eo^O,

(2) 0 -> €„ +1 ... -> C, ̂  C, -1 ̂  ... Co -> 0

vérifiant les propriétés suivantes :

(a) la suite (1) est un Z [n^ (V)]-complexe de chaînes, libre, basé, acyclique, de torsion
nulle;

(é) la suite (2) est une suite de Z [n^ (Q)]-modules, libre et basée telle que
dim E, = dim C»;

(c) pour tout j on a èy+i/o* (ôy)-/o* (3,-i)éy = 0 (après identification des bases
de E; jet C,).

On note ^ l'ensemble des couples de suites satisfaisant aux propriétés du lemme 2.8.

5. L'obstruction à Fisotopie

DÉFINITION 2.9. - On note [ag-ga-, Z] le sous-groupe du groupe additif Z [n^ (Q)]
engendré par les éléments du type ag—ga, a e/o^ (Z [n^ (V)]), ^eZ[7ii(Q)] et par
Z==Z[0]ŒZ[7i i (Q)] .

Soit S = ((E,-^ E^ i), (C^C^i)) un couple de suites de ^. Le complexe
(.. E,-^E,_i ...) étant acyclique, on peut trouver une homotopie T| , :E,-^E,+i
de l'identité à zéro, telle que r[2 = 0. On montre que l'application

^Z[^(Q)]/[^-^;Z]

donnée par (p (S) = ̂  trace ét/o* Oh-i) est bien définie.
i
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On montre dans [8] la :

PROPOSITION 2.10. - Soîtfo : V" --> Q^2 (n ^ 5) un plongement à fibre normal trivial
tel que n^ (Q—/o (V))^71! (Q) est un isomorphisme :

(a) l'application induite par l'inclusion HQ (G (V, Q,/o)) —> HO CÇ (V» Q»/o)) ̂  bijective;
(b) l'application Q :no(0 (V, Q;/o)) -> Z [711 (Q)]/[^-gûr; Z] âfow^é? par

9 (F) = (p (S) = Ç trace bj^ (r\^,)
i

est bien définie et est bijective, où S est un couple associé à F.

6. Une interprétation matricielle de l'obstruction. — Par définition un couple de suites
de ^ vérifie pour tout i la relation : è;+i/o^ (^—/o^ (3»-i) 6» = 0.

LEMME 2.11. — Lu condition 6,+1/04; (ô,) —/o* (3,_ i) &, = 0 équivaut à dire que la suite :

...c.ec^c._i©c,_i...
définie par

A»
//o^) 0 \
V-i)1^ fo^ô,))

est un complexe de chaînes.

LEMME 2.12. -- Le complexe défini dans le lemme précédent est acyclique et possède
une homotopie de l'identité à zéro

^Jf.M o \
J \ ^ f^W\ ^ |/o*W

ayant les propriétés suivantes :

1° {r\j } est une homotopie de l'identité à 0 du complexe

(...E^Ef.i-^0) telle que TI^O;
2° A2 = 0;

3° ^ trace (^i 821+1) = E trace (r|2^2j+i) (mod [ag-ga\).
i J

DÉMONSTRATION. — L'existence de r\j est bien connue. Prenons ^j = (—l)]r\jbj+^ T|y
II est alors facile de voir que A est une homotopie possédant la propriété 2°.

La propriété 3° découle des relations suivantes :

Ztr(À,2fÔ2i+l)=+S t r( î^2^&2.+l<^2^2.+l)
f i

=+Etr(T^2.&2.+l)-Zt^(^^2^2f+l32i -^2I+l)•
*• i

Le dernier terme est nul mod \_ag—ga\ du fait que ri2 = 0, compte tenu du lemme 1.5.
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DÉFINITION 2.13. - On pose (P pour pair)

Qp =@ô^ :©Ep^-.©E^p,
f f

T|p = © i ,̂ : © Ep,i, -> © E^p,
i i

fcp == © b^, r|p = © r|2, : © Cp,i, -^ © C^p.

O/î définit de même <?i, r|i, ^i, ^ ainsi que Ap, Ap, iA, Ai.

LEMME 2.14 :

(a) La matrice Ap+Ap est inversible, d'inverse Ai+Aj;

(b) le couple {ôp+r |p , bp+'kp ] associé à la pseudo-isotopie F définit un élément de
GL(7T,(V)^(Q)) (chap. I);

(ç) l'obstruction à Visotopie est donnée par

tr(âp+r|p, bp+'kp)
où

tr : GL (n, (V) -> n, (Q)) -. Z [n, (Q)]/[^-ga; Z]

est défini au chapitre I.

Démonstration :

(a) est immédiat du fait que A2 = A2 = 0 et que { A .̂ } est une homotopie du
complexe { A, };

(b) la torsion de la matrice 3p+r|p est nulle, étant égale à celle du complexe {3;};
(c) par définition de l'homomorphisme tr on a

(1) tr(^p+r|p, bp+^p) = trace(^p+^p)/o*(^p+r|p)~1

= trace ((bp+À<p)/o*(^i+r|i)) = trace (^p/o*Oh)+Wo* Ol»))

du fait que ^pf^o (r|i) et bpf^o (^i) ont des blocs diagonaux nuls. On a donc

(1) = ̂  trace b^fo^^j-i) + trace ̂ jfo^^zj+i) = Z trace (Vo*0h-i))

compte tenu du lemme 2.12 (c).
£^^ ûf^ cAo^ sur le couple (ôp+rip, bp+Kp)

DÉFINITION 2.15. :

1° Soit e^ : Cj —> Cj la matrice ne différait de la matrice nulle que par Vêlement à la
place (h, k) (h indice de ligne, k indice de colonne) qui vaut g e Z [711 (Q)];

2° si j est pair {resp. impair) on note J^ ;

© Cp,,, -. © Cp^(resp. © C^p ̂  © C^p)

la matrice égale à e^ dans le bloc (7,7) et 0 ailleurs.
On pose ̂  = ï+je^ On définit de même -T^, F^ étant défini au chapitre 1.
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La définition du couple (8p, bp) dépend des choix suivants :
— choix du point de base ^ de F(VxI), des chemins et des champs;
— choix des membranes.
Le lemme 4.8. de [8] est équivalent au :

LEMME 2.16 :
1° Un changement de chemins et de champs pour un point critique d'indice j pair (resp.

impair) transforme le couple (8p, bp) en

(8p, bp) x e'F,", 0) x (1,7^) [resp. (I, je,n) x W : 0) x (8p, bp)] où u e ± n, (V);

2° un changement de membranes de type (A) pour un point critique j pair (resp. impair
transforme (8p, bp) en (8p, bp)x(^, 0)x(I, ̂ ) [resp. (I, ̂ ^x^, 0)x(âp, bp)])
où aeZ[n^ (V)];

3° un changement de membranes de type B pour un point critique j pair (resp. impair)
transforme (8p, bp) en (8p, bp) x (I, J^) [resp. (I, ^7) (8p, bp)'] où g eZ\_n^ (Q)].

Remarque 1. — r|p et Ap sont transformés par les opérations 1°, 2°, 3° du lemme pré-
cédent en des homotopies de l'identité à zéro conservant toutes les propriétés du
lemme 2.12.

Remarque 2. — La trace de (6p+À-p) /o^ (3p+r|p)~1 est invariante (mod \ag—ga\)
par les modifications 1°, 2°, 3° de ce dernier lemme.

CHAPITRE III

Familles génériques à un paramètre de pseudo-isotopies

1. Familles génériques à un paramètre. — Soit 1 = J = [0,1] et posons W"'1'1 = V"xJ.
Soit ¥^ :y^n+l—> ( y x î une famille à un paramètre de pseudo-isotopies. On pose
¥ ( x , t ) = ( F , ( x ) , t).

Soit Si = {(x,t))eWxï\ rangée F ^ 1 }etS2 = { (x, t) e S^ [ rangO ° F | Si) = 0}.
Génériquement Si est une sous-variété de W x 1 de dimension 1 et S^ c: Si est un ensemble
fini de points (points où la tangente à Si est parallèle au facteur J).

Pour n = 0 et q = 1, l'allure de l'image d'une famille à un paramètre générique au
voisinage d'un point de S^ est donnée par la figure :

Fig. 3.1
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2. Couple de champs de vecteurs adaptés

LEMME 3.1. [7]. — Soit F : V" x 1 —> (y x ï une pseudo-îsotopie de Morse. Alors il existe
des champs de vecteurs E; sur Vxï, T| sur Qxl tels que :

1° î^p^ = ^F(^) pour tout j c e V x L
2° Ç ̂  M/Z champ « gradient-like » [6] de p o F.
3° 'H 00 > 0 (/? : Q x 1 —^ I) ^2 dehors des points critiques de F.
4° Les trajectoires de T| aboutissant à (resp. partant de) un point critique de F engendre

la membrane descendante (resp. ascendante) de ce point (voir^. 3.2).

Un tel couple est dit adapté à F.

Fig. 3.2

LEMME 3.2 (coexistence d^un couple de champs adapté à une famille à un paramètre
générique). — Soit F( : V x 1 -^ Q x 1 une famille à un paramètre générique. Alors il existe
une famille à un paramètre de couples de champs (Ç(, T|() adapté à F( en dehors des points
de S^ et dont l''allure des trajectoires au voisinage d^un point P de S\ est donnée par la
figure 3.3

P étant un point naissance de S^ d'indice i, les points de F( (V x I) dans un niveau en
dessous (resp. au-dessus) de P, joints à P par une trajectoire de ^ forment un disque
S1 (resp. T""1). Ces disques jouent le rôle des sphères d'attachement (respectivement
transverses) des points critiques de Morse.

Tn-î A"^1-'

/ \ .

/ •
' i ,'' Â

t

h D i+1

Fig. 3.3
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Les points d'un niveau en-dessous de (resp. au-dessus de) P joints à P par des trajec-
toires de T|( forment un disque D14'1 (resp. A"'1'1"1) qui joue le rôle de la projection de la
membrane d'un point critique de Morse.

Fig. 3.4

3. Réordonnement d'une famille à un paramètre générique. — Soient a et P deux points
;ritiques de Morse consécutifs d'une pseudo-isotopie de Morse F équipée d'un couple
de champs adaptés en position générale, d'indice respectif 7 et i tels que/? o F (a) > p o F (P).

DÉFINITION 3.3. — On dira que le couple (a, P) définit une j / i intersection des nappes
(resp. membranes) si la projection sur un niveau intermédiaire de la nappe (resp. membrane)
descendante de a coupe la projection de la nappe (resp. membrane) ascendante de P.

Remarque. — La dimension d'une j / i intersection des nappes (resp. membranes) est
(j-l)+(n-i)-n=j-i-l [resp. j-}-(n+l-i)-q = (w-^+y-î+lj.

Par transversalité on démontre la :

PROPOSITION 3.4 (réordonnement). - Soit F : W"'1"1 x l — ^ (Q^x^xl une famille
générique à un paramètre. Si q ^ w+2, on peut déformer F en une pseudo-isotopie G telle
que Jx l soit divisé en n+2 bandes (parallèles au facteur I) de façon que dans l'intérieur
de la i-ième bande figurent les arcs de valeurs critiques d'indice i— 1 et que les S^-singularités
soient sur les bords des bandes (voir fig. 3.4).

4. Indépendance des S^ singularités

DÉFINITION 3.5 [2]. - Une S\ singularité P d'indice i de F^ est dite indépendante (pour
un couple de champs adapté) s'il n'existe pas de trajectoire joignant P à un point critique
d'indice f-1, f, f+1, i+2.

LEMME 3.6 [2]. — Le couple de champs adapté peut être déformé (en introduisant au
besoin des iji intersections) de façon que les ^{-singularités soient indépendantes, sauf éven-
tuellement pour les S\ singularités d'indices extrêmes 0,1, n, n+1, lesquelles peuvent être
rendues «algébriquement» indépendantes (au sens de [2] proposition 2.6).

On a ainsi démontré la :

PROPOSITION 3.7. - Tout élément de n^ (^ (V, Q,/o), ̂  (V, Q,/o)) (dim Q ^ dim V+2)
est représenté par une famille à un paramètre F( : V x I —^ Q x I telle que :

1° les singularités de F( consistent en des arcs de points critiques de Morse et des singu-
larités de type S^ isolées;
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2° la famille F( est ordonnée;

3° il existe une famille à un paramètre de champs adaptés ÇÏ,T|(, en position générale,
c'est-à-dire que les i / i intersections sont isolées et correspondent à des valeurs distinctes
du paramètre. Quand q = w+2, ces i / i intersections correspondent au passage de la mem-
brane d'un point critique par dessus la membrane (type A) ou la coupole (type B) d'un point
critique de même indice;

4° les S^ singularités sont indépendantes;

5° les S^ singularités de type naissance (resp. mort) arrivent avant (resp. après) les i/i
intersections.

CHAPITRE IV

Invariant algébrique attaché à un chemin générique

Dans toute la suite on se place dans les hypothèses ̂  de l'introduction et on considère
une famille à un paramètre générique satisfaisant aux propriétés de la proposition 3.7.

Le graphique d'un tel chemin a l'allure suivante :

(Les flèches verticales correspondent aux différentes ifi intersections et indiquent quels
points critiques sont en cause.)

1. Effet sur le couple de matrices et la trace d'une iji intersection. — Soient
F( : V x I — > Q x I une famille à un paramètre comme ci-dessus, (Ç(, T|() une famille de
couples de champs adaptés, { ^ } une partition de [0,1] telle que chaque intervalle
[^» ^+1] (0 ^ ^ ^ m— 1) ne contienne qu'une seule i\i intersection. Après avoir ordonné
les points critiques de F^ et fait choix de chemins et de champs (chap. III), on peut définir
le couple d'intersection (8^,b^) associé à F^. Soient

A°

une homotopie associée a.u couple (^, b^) (lemme 2.12) et (ô^+n^, é^+^?) l'élément
de GL(n,(y)^K,(Q)).
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On posera dans toute suite

(Ap^B^ap+Tip0,^^).

Le lemme 2.16 permet de calculer le couple (Ap, Bp) associé à F^ à l'aide du couple
(Ap-S Bp-1) de F^_^ suivant la nature de la fe-ième i / i intersection. On en rappelle le
résultat :

Si la fc-ième î / i intersection :
Premier cas : est une intersection au sens (A) avec i pair alors :

(Ap, B?) = (A p̂- \ Bp-1) x C'E^, ̂ (a)) (a e ± n, (V)).

Deuxième cas : est une intersection au sens (A) avec i impair alors :
/\k Tsk\_/i-r{-a i^-nfo*(a)\/Ak-l rsk-l\(Ap, Dp) — ( Jt^,j , e^i ) (Ap , Dp ;.

Troisième cas : est une intersection au sens (B) avec i pair alors :

(Ap, Bp) = (A^1, B'p-1) (I, W où g e ± n, (Q).

Quatrième cas : est une intersection au sens (B) avec ; impair alors :

(Akp,Bp)=(I,iy)(Ap-l,Bkp-l).

Le lemme suivant décrit l'effet du passage par une i / i intersection du type ci-dessus
sur la trace de Bp/o^ (Ap)-1 notée tr (Ap, Bp).

LEMME 4.1. — On a les résultats suivants correspondant aux quatre cas ci-dessus :
Premier cas :

tr(Ap, Bp)-tr(Ap-1, Bp-1) = Sn/o*(o^P,,)
i

où v.^(resp. Pjy) est l'élément à la place (7, h) [resp. (/,/)] de la matrice A^-1 [resp,
(A^p-1)-1].

Deuxième cas :
tr(Ap, B?)-^-1, B^-t) = g,J^(a)-f^(a)g^

où g^ est l'élément à la place (/, h) de la matrice B^-i/o^ (A^"1)-1.

Troisième cas :
t̂ p, B?)-^-1, BÏ-1) = Z/o*(oc,,)g/-o*(P^)

j

où o^, P,y sont définis au premier cas,

Quatrième cas :
t^ApJB^-t^Ap-t.Bp-^O.

Démonstration. — Elle est évidente.
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2. La suite y : Soit { F^ } la famille à un paramètre du paragraphe 1.

DÉFINITION 4.2. - On note y la suite associée à F, obtenue en rangeant (de gauche à
droite) les couples de matrices correspondant aux i / i intersections dans l'ordre où elles se
présentent sur le graphique de { F( } : ̂ Mi ... ^M^. Le couple ^Mj, est égal à (^E^,
jk^) ou (I,Jk^) suivant que la k-ième intersection est unej\/j\ intersection au sens (A) ou (B).

DÉFINITION 4.3. - On note V\ (resp. V\) le produit (défini au chapitre I) des couples
•^M, i ^ k figurant dans y (dans l'ordre où ils se présentent) affectés d'un indice j\ pair
(resp. impair).

D'après le début de ce chapitre on a le :

LEMME 4.4. - (A^, Bî) = (^)-1 (^+11?, è?+^) (^).

3. \-chaîne de Ci (n^ (V)) ® Z [7^ (Q)]/Z [0] associée à une famille à un para-
Z[»ti(V)]

mètre générique. - On rappelle (chap. I) que Ci (n^ (V)) désigne le groupe abélien libre
engendré par les couples (^, Ç') où Ç, Ç' e Tii (V). Il est naturellement muni d'une structure
de Z [7^1 (V)]-module à droite. D'autre part l'homomorphisme /o^ : K^ (V) -^ n^ (Q)
fait de Z [711 (Q)]/Z [0] un Z [71:1 (V)]-module à gauche en posant

û.(E^g.)=^n,/o*(û)g./o*(û)"1 où ae7Ti(V), g,eZ[7ti(Q)].

Alors Ci (Tii (V)) ® Z [îii (Q)]/Z [0] est le groupe des 1-chaînes servant à définir
Z[îii(V)]

Hi (TCi (V), Z [Tii (Q)]/Z).

DÉFINITION 4.5. - Soit y = ^Mi ... ^M^ fc wo^ a^octé a la famille { F, } (^?/z-
Tîf^o^ 4.3). ^4 chaque couple ^M^ ûfe <^ on associe la \-chaîne c^ de

Ci (Tti (V)) ® Z [Tii (Q)]/Z [0]
Z[ni(V)]

de la façon suivante, chacun des cas ci-dessous correspondant aux différents cas du lemme 4.1:

Premier cas : j\ est pair et ^Mj, = (^E^, ^f*^ (a) :

Ck = - n Y (1, a^) ®/o* Wij a^)

((S a été défini au chapitre I) OM ay^ ^r P^. ̂ ^r respectivement éléments de AJT1 ^^ (A^~1) ~1

Deuxième cas : j\ est impair, ^M^ = (-^E^, ^^f*0 (a)) :

Cfc=(l,a)®g^/o*(û),

où g^ est l'élément à la place (/, h) de BiT1/^ (A^1)"1.

Troisième cas : j\ pair et ^M^ = (I, •/k^) ;

^ = -£ (1» a^) ® g/o» (Py a^).

Quatrième cas : j\ impair, ^M^ = (I, ̂ ,) : c^ = 0.
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REMARQUE FONDAMENTALE. — Par construction, dans chacun des cas, le bord Scj, de la
1-chaîne ̂  est égal à la différence des traces : tr (A^, B^)~tr (A{T1, B{T1) (voir lemme 4.1)
C'est clair dans les deuxième et quatrième cas. Pour le premier cas on a d'après les règles
de calcul pour ® du chapitre 1 :

ôc^ i = - n ̂ /o* (a P,, aj + n S/o* (a,̂  a P,,)

compte tenu de la définition de l'action de n^ (V) sur Z [7^ (Q)]. Le premier terme est
nul du fait que ^ P^ a,/, est le terme à la place (/, h) (l + h) de (A{T1) (AJT1)"1.

j
DÉFINITION 4.6 (de la 1-chaîne associée à une famille générique). — Soit Fy une famille

à un paramètre satisfaisant aux hypothèses de la proposition 3.7. Soit y le mot donné par
la définition 4.2. On associe à F( la 1-chaîne de c^ (n^ (V)) ® Z [n^ (Q)]/Z [0] définie

m Z[ni(V)]
par : c = ̂  ̂ .

i
Remarque. - Le bord de la 1-chaîne est égal à tr (A;?, B?)-tr(A^, B^) où (A?, B^)

[resp. (A^, B^)] est le couple de matrices associé à F^ (resp. F^) défini dans le lemme 2.14.

4. La 1-chaîne associée à une famille générique est un 1-cycle. — La 1-chaîne définie
au paragraphe précédent dépend d'un certain nombre de choix :

(a) choix d'un ordre sur les points critiques;
(b) choix de l'homotopie A^ du couple initial (ô^, b^);
(c) choix des chemins et des champs.
Dans toute la suite on choisit un ordre sur les points critiques, des chemins des champs

et une homotopie de sorte que le couple initial (A^, B^) = (5p+r|^, 6^+À^) soit égal
au couple (I, 0).

Le but de ce paragraphe est de démontrer le :

LEMME 4.7. — La 1-chaîne associée à une famille générique et aux choix ci-dessus est
un cycle.

Démonstration. - Compte-tenu de la définition 4.6 et du fait que (A^, B^) = (I, 0)
il suffit de montrer que tr (A^, Bj?) = 0. Rappelons que A^ = 8^+rff et B^ = 6^+^
où ((Ç, b^) est le couple de matrices d'intersection de F^. Comme F( est équipé de mem-
branes en position de destruction mutuelle (d'après le graphique) il en résulte que le couple
(5;?, b^) ne diffère de (8^, b^) que par l'ordre des points critiques, le choix des chemins
et des champs.

Il en résulte que

(1) (% W = ((P1 D1) - S 0) (8Ï, bï) (I, Diag )(n,) (P1* D^ 0),
où

— P1, Pp sont des matrices de permutations;
— D1, D1* sont des matrices diagonales à coefficients dans ± îii (V);
— Diag (n^ est une matrice diagonale à coefficients entiers.
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On en déduit (les notations étant celles du paragraphe 6 du chapitre II) :

(2) A^=
^D-

-°-Y^(-P'D7 ^DiDiag(n,) | \) \ 0
0\ / '̂•D1'0( -"-Y

PW

Le complexe servant à définir Ap' est donc muni de deux homotopies de l'identité à zéro
^p | 0

;)•satisfaisant aux propriétés du lemme 2.12, la première Ap1 : la seconde, notée Ap

étant donnée par

îlp | 0^ ^ / P ^ ^ - ^ o /
\Kp ^) \ 0 P'D'/ ^Di;

P'D'
0

0
P^

0\ /pPD1'Ap=|(3)
<Diag(n,) I/ \ 0 P^PJ

Par hypothèse A^+A^ = ^_—] . Il résulte donc de (2) et (3) que :

^P'D' 0\ /PPDP, -i 0( -°-vAp+A? =(4)
P'D7 \Diag(n,) [ 1̂

Le lien entre les deux homotopies Ap1 et Ap est fourni par la relation (c/'Maumary [5]) :

p^1'/

(5) (I+Ap'Ai)(A;+Ap) = (Ap '̂+Ap'-XI+A'î' Ap)

(I pour impair).
En terme de couples (5) est équivalent à :

(6) (I + Up" ni, Xp- r|i + n? Xi) x (();"+ r|p, bp'+ Xp)

=(3p'+np-, bp" +^)(I+r\'!lr}p, >îr\p+^^f)-

Posons
Ti=I+îip'ni,

Tp=I+ni-i1p,
^I=Xp'11(+T1p'Xi,

STy = X^np+Ti^Xp. /

Remarque. — Les applications X, X", T|, T|'" étant de degré 1 (C(—»C;+i), les
matrices Ti, Tp (resp. ̂ 'i, ;^p) sont des matrices blocs dont les blocs diagonaux sont l'iden-
tité (resp. nuls) et dont les blocs en-dessous de la diagonale sont nuls.

Compte tenu de (7) et (4) l'égalité (6) s'écrit :

(8) (A ,̂ Bp") = (<3p-+ iip" fcp+ ̂ p") = (T,, ̂ i) (A, B) (Tp, ̂ p)-1

où on a posé

A = (P' D';r1 P11 D1' et B = (P1 D')"1 Diag (n,) P1' Dp.

4e SÉRIE — TOME 9 — 1976 — ?4



PSEUDO-ISOTOPIES DE PLONGEMENTS 5g7

D'après la définition du produit des couples (chap. I) on a

(9) (A?, B?) = (TI ATp- \ ̂ i ATp-1 + T, BTp-1 - T, ATp-1 ̂ p Tp-1).

De (9) on déduit

tr(Ap1, B?)= trace (Bp'/o^Ap")-1)

= trace (^ Ti-1 + T, BA-1 Ti-1 - Ti ATp 1 ̂ p A-1 Ti-1).

Compte tenu de la remarque suivant (7) on a trace (^ T,'1) = 0. La matrice
B A~1 = (P1 D1)"1 Diag (n,) (P1 D1)'1 est diagonale à coefficients entiers. Du fait que T,
est triangulaire avec des blocs diagonaux égaux à l'identité il résulte que : trace
(T^BA^Ti-^eZ.

Il reste à étudier la trace de Ti A Tp1 ^~p A"1 Ti~1. Tp1 ̂  est une matrice triangu-
laire bloc dont les blocs diagonaux sont nuls. La matrice A étant égale à P^ ... P^ D
où D est diagonale et P^ une matrice de permutation opérant sur C^ , il en résulte que
les blocs diagonaux de A Tp1 ^"p A"1 sont nuls, ainsi que ceux de T, A Tp1 ̂ p A"1 T,~1.

Donc tr (Ap1, Bp1) = 8c = 0.
On a vu au début du paragraphe 4 que la classe d'homologie du 1-cycle c dépend des

choix suivants :

1° choix des bases des modules C,, des chemins et des champs de sorte que le couple
initial soit (I, 0);

2° choix de la famille générique représentant un élément donné de n^ (^"(V, Q,/o),
<^(V,Q,/o)).

La fin de ce chapitre est consacrée à la démonstration de l'invariance de la classe c sous
l'effet du choix 1°.

LEMME 4.8. — La classe d'homologie de c ne dépend pas de F ordre des éléments de base
des C,, ni du choix des chemins et des champs.

Démonstration. — II suffit de démontrer l'invariance de c dans les trois cas suivants :
1° permutation de deux points critiques de même indice;
2° changement de chemin pour un point critique, d'indicée pair par exemple, de rang/?

dans la base ordonnée de ® Cpair;
3° changement de champ pour un point critique.
On montre facilement que c est invariante par les changements 1° et 3°.
Soit y = ̂ Mi . . . ^M^ et y == ^Mi ... ^M^ les mots correspondant au chan-

gement (2). On a ^M;. = D?"1 (^M.) D? où D[ est la matrice diagonale

1

0
0
0

P
0

b
0
0

0

0
1
0

0

0
0
1

, b e iti ± (V).
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Soit ^ (resp. c^) la 1-chaîne associée au couple ^Mj, (resp. ^M^) de y (resp. ^')
et c = ̂  ̂  (resp. c' = ̂  c^) le 1-cycle défini plus haut.

L'invariance de c par le changement 2° sera une conséquence du :

LEMME 4.9. - Pour tout k, c^-c^ = (b~1, 1) ® À^ (woûf fey AorA) où ̂  6?^ fe /-téw^
élément diagonal de la matrice Bp/o^ (A^-^B^-^o* (A^~1)"1.

Ce lemme étant démontré, on a c' — c = (6~1, 1) ® ̂  (mod les bords) où ̂  est le l'îème
élément diagonal de Bp'/c^ (A^)~1. On a vu au cours de la démonstration du lemme 4.7
que ces éléments diagonaux sont entiers. Donc c et c' représentent la même classe d'homo-
logie dans H, (n, (V), 2 [n, (Q)]/Z [0]).

Démonstration du lemme 4.9. — On va la faire dans le cas j\ pair, ^M^ du type
(E^, e^) etp = h. Soit (A^"1, B^~1) le produit ^Mi x ... x^M^i.

Dans la nouvelle suite y on a

^M, = (D^1, 0)(E^ ^^(D^, 0) == (E^-10^0*^-1^)
(1) et

(Ar1. Br^DrAr1^ ̂ r^-^
Par définition on a

^ = -Z yî (1, a,/,) ®/o* (û P» o )̂,
i

^=-Z"(1. a^)®/o^(&-lap„cx^),
i

où a, P (resp. a', ?') sont éléments de Ajr1, (A{T1)-1 [resp. Ap^S (A;?-1)-1].
Compte tenu de (1) on a |3,, = (î^ pour f + A, P^ = P^ 6, a,'/, == a,^ 6 pour i + h

et a^ =è- la^6.
On a donc

(2) c, = - n Z (1, a,, &) ®/o* (b~1 P« a,, b)
i^h

-n(l, b-^^b^f^b^a^bb-1^).

Des propriétés de ® on déduit

(3) c, = - n S (b- \ a.,) ®/o* (a ?,, a,,)
i^h

-n(b~\ &~ la^)®/o»(ûP^a^).

On a donc

(4) c,-c, == -n S [(^"1. a^-(l, a^] ®/o^ P« )̂.
Ï^/ï

(5) +(fc-1, b-1^,)-^!, a^)®/o*(ûP^a^).
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De la formule 8 (a, b, c) = (6, c)—(a, c)-}-(a, b) on déduit

(4) = - E (1, b~1) ®fo^(a P^)(mod les bords)
i^h _

^-(i^-^/o^E/o^M,,,)
_ i^h

^fc"1)®^^)?^

[puisque P et a sont éléments de A^~1 et (A^~1)"1 et que / 7^ A].
Il reste donc

4-Cfc=-n[(&-1 , b-'a^-O, a,,,)+(l, fc-1)] ®/o*(^P^).

Module les bords on a donc
c,-c,=-n[(fc-1, fo-1^^-^-1, a,,)]®/o*(aP^^)

= - n (b~1 a^, a )̂ ®/o* (û P^ a/,/.)

=n(fc-Sl)®/o*(o^PJ.

Il est facile de constater que À-^ == ^/o^ (a^^ û Pj/,) est le A-ième élément diagonal de
B^A1,)-1^-1^-1)-1.

CHAPITRE V

Invariance de la classe (Thomologie associée à une famille générique

I. FAMILLES A DEUX PARAMÈTRES. — 1. Familles génériques à deux paramètres. —
Soient F^o, F^i deux familles génériques à un paramètre (au sens de la proposition 3.7)
représentant le même élément de n-^ (.^(V, Q,/o), ^(V, Q,/o)) et F^ une homotopie
entre F^o et F^i. Notons F^xIxI -^Q^xÇxIxI le plongement défini par

Fig. 5.1

P(x, t, u) = (F^ (x), r, u). On sait que génériquement l'ensemble Si des points critiques
de F est une sous-variété de dimension 2. Génériquement l'ensemble

Sî= {^eSjrang^(F|Si)^l}
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est une sous-variété de dimension 1 et S^ = [ p e S^ [ dp (F [ S^) = 0 } est un ensemble
fini de points. Au voisinage d'un point de S\ l'allure de Si est indiquée par la figure 5.1.

2. Couples de champs adaptés à une famille à deux paramètres.

PROPOSITION 5 . 1 . — Soient F^y une homotopie générique entre deux familles à un para-
mètre génériques F,,o et F^i et (Ç,,o, r|r,o), fér,i, îh,i) des couples de champs adaptés à F^o
et F^i. Alors il existe une famille à deux paramètres de couples de champs (Ç^ „, T|( y)
étendant (Ç^., T|^,) (i = 0,1) telle que:

1° (^y, r|^y) est adapté à F^ en dehors des S^ singularités;

2° au voisinage d'une Sf singularité l'allure des trajectoires des champs est donnée
par la figure 5.2 :

Fig. 5.2

Plus précisément, soit Pô un^ S^ singularité correspondant à (to, Uo), donnant naissance
à trois points critiques o^, p, o^. Les trajectoires des champs au voisinage de Pô satisfont
aux propriétés suivantes :

(a) il existe une trajectoire unique de Ç^y joignant o^, 03, P;

(b) dans un niveau en dessous de P l'ensemble des points qui peuvent être joints
à 04 (resp. o^) par une trajectoire de Ç^y forment un disque D^ (resp. D^). Ces disques
se raccordent le long de la sphère d'attachement de P;

^

Fig. 5.3

(c) les points d'un niveau en-dessous de P joints à 04 (resp. o^) par une trajectoire
de T|,̂  forment un disque D^ (resp. D^) s'appuyant sur D^ (resp. D^) et la membrane
de P (fig. 5.3);
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(d) les points d'un niveau au-dessus de 04 et o^ joints à P par une trajectoire de Ç^ y
forment un anneau (w S n~ l - lxI) limité par les sphères transverses de 04 et a^;

(e) les points d'un niveau au-dessus de 04 et o^ joints à p par une trajectoire de T|^ y
forment une sous-variété difféomorphe à D^'xl limitée par les membranes de 04 et o^
et l'anneau S""1"^! (fig 5.4).

3. Réordonnement d'une famille à deux paramètres

PROPOSITION 5 .2 .— On peut réordonner F^ de sorte que J x 1 x 1 [de point courant (s, t, u)~\
soit partitionné en n+2 bandes horizontales ^parallèles au plan (t, u)~\ telles que la i-ième
bande contienne les valeurs critiques d''indice i — 1, sauf dans de petites boules isolées, au
voisinage des frontières, où une plaque de valeurs critiques d'indice ipeut être située au-dessus
d'une plaque d'indice f+1 dans les cas suivants :

i+1

i+1

i+1

i+1
i+1,̂.i+1

i+1
i+1

^i+1 i+1><:

i+1

La démonstration de la proposition 4.6 de [2] s'applique directement en tenant compte
de la nature des trajectoires arrivant en une S^ singularité décrites au-dessus.

4. Indépendance des S^ singularités. — (a) Indépendance des S^ singularités au voisi-
nage d'une S\ singularité : une S[ singularité correspond à une modification du graphique
du type :

oc
i+1

LEMME 5.3 (voir [2], lemme 4.4). — On peut rendre les S^ singularités indépendantes
au voisinage d'une Sf singularité en introduisant les :

1° î+ l / f+1 intersections des nappes correspondant au passage au sens (A) de la mem-
brane de 04 par dessus celle de o^ et au passage de la membrane de ̂  P^ dessus celle de 04 ;
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2° î / i intersections au sens (A) (resp. B) correspondant au passage de la membrane de P
par dessus les membranes (resp. Coupoles) de 3a (resp. b a), 9 et b désignant les homomor-
phismes d'intersection des bords et des intérieurs des membranes,

Par transversalité on peut rendre les S^ singularités indépendantes loin des Sf singula-
rités. Finalement on a la :

PROPOSITION 5.4. — Deux familles génériques F^o, F^i représentant le même élément
de TCI (^ (V, Q,/o), ^ (V, Q,/o)) peuvent être jointes par une famille àdeuxparamètres¥^^,
telle que les familles à un paramètre pour u fixé sont génériques, sauf pour un nombre fin
de valeurs de u où on a les catastrophes suivantes :

I. CHANGEMENTS DANS LE GRAPHIQUE :

(a) Introduction ou suppression de

i + 1

i + 1i+1
(b) Passage d'un graphique

i+1
à un graphique (splitting).

(c) Passage par une S\ singularité c'est-à-dire qu'on a un changement de graphique
du type :

i+1

.i+1

II. CHANGEMENT DANS LES i/J INTERSECTIONS :

(a) introduction ou suppression d'une paire de i/i intersections;
(b) croisement de i/i intersections;
(c) passage par une i/i-}-! intersections.

Démonstration. — Elle est analogue à celle de la proposition 4.6 de [2].
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II. INVARIANCE DU 1-CYCLE ATTACHÉ A UNE FAMILLE GÉNÉRIQUE. — 1. Invariance par
introduction ou suppression d'une paire de j/j intersections (changement II a) de la propo-
sition 5.4) :

Cette opération revient à ajouter ou à supprimer dans le mot y associé à une famille
générique un mot du type ^M (^M)"1.

Soient

y = ^Mi . . . ^Mfc . . . ̂ M, et y ' = ^Mi .. . ̂ M, [^M W1] ... ̂ M^,

c et c' les 1-cycles associés à y et y et d^ d^ les 1-chaînes correspondant aux couples ^M
et (^M)"1 dans <9^. Plaçons-nous dans le cas j pair et ^M du type (E^, ^/o* (fl))-

Par définition d^ = --^^(1, a^) 0/04: (a Çij a^) où a et P désignent des éléments
{ _

de A^ et (A^)~1 et d^ = -^ w (1, o^) ®/o^ (-a) P .̂ a^ où a' et ?' sont des éléments
i

de A^ E^ et (A^ E^)~1. On a donc, A étant différent de /, a}^ = a^ et ̂  = P^.. Donc
^1+^2 = 0. De plus les 1-chaînes Cp(p > k) sont inchangées. Donc c = c'.

2. Invariance par permutation des i / i intersections (changement II b dans la proposi-
tion 5.4). — II s'agit de comparer les cycles associés aux deux graphes :

ft'!
ûts

0rrTph
^

a)

i

a!
tts
Pr
Ph

;1

(2)

(î indique la valeur du paramètre où la membrane de (Xj (resp. a,) passe par dessus celle
de P/, [resp. P,.) au sens (A) ou (B)].

Soit p (resp. q) l'indice des points critiques o^, P^ (resp. a,, ?,.).

Premier cas. — Les quatre arcs de points critiques a;, a,, P,., ?/, sont distincts.

Alors les mots y^ et ^2 associés aux graphiques (1) et (2) s'écrivent :

^= J l Ml. . . ( J k M, J k + l M^O.. .

y^jlM,...(jk+iM^,jkM,)...

On vérifie alors facilement que les classes d'homologie associées à ^\ et ^2 sont égales.
Dans le cas où p et q ont même parité l'un des éléments permettant de conclure est que
les deux couples ^M^, •^^Mfc.n commutent (pour le produit défini au chapitre I) : dans
le cas p ^ q c'est évident car ^M^ (resp. -^^M^i) est un couple de matrices bloc nul
ou égal à l'identité en dehors du bloc (p, p) [resp. (q, q)~\. Dans le cas^ = q, c'est l'analogue
des relations de Steinberg [4] sur les matrices élémentaires.

Deuxième cas. — p = q et supposons que les arcs ^ et a, soient confondus.
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On a donc le changement suivant dans les i / i intersections :

tt!
Ph

^
TO ^1 ^2

(1)

0.1

Qhr"

Pr
'

to
(

J

t1
[2)

,

t^

(a) Cû?^ de deux p / p intersections du sens (A) : la contribution dans le mot associé au
graphique (1) est alors ̂  ^M,^ où ̂  = (^, ̂ Ao (û)) et ^M,^ = (E^, ^/°*(fc)).

Dans le graphique (2) le passage de TQ à T^ a pour effet de remplacer la membrane D (?,,)
descendante de P,, par sa somme connexe au sens (A) avec la membrane descendante D (?,.)
de P,.. Le passage de TI à T^ a pour effet de remplacer la membrane de o^ par sa somme

A
connexe au sens (A) avec la nouvelle membrane de P/, : D (P/,) # b. D (P,.).

O,TI
Tout se passe comme si la membrane de a; passe par dessus celle de P/, [au sens (A)]

puis par dessus celle de P,. avec nombre d'intersections —ba. La contribution dans le
mot associé à (2) est alors M^+i ^Mj^ (E^^, é^014'"1^). On doit comparer les 1-cycles c
et c ' associés aux mots

et
.9?= J lMl... J k- lM,.l(PM, JM^O...

y ' = ̂ Mi . . . ^^Mfc.i^M^^MfcM)...,

où M = (E;̂ , ^n(n+^l). Soient ^, c^^ les 1-chaînes de rang k etfe+1 de ^etrf,rf', fT
les 1-chaînes de rang k, A:-h 1, A;+2 de ^/, On va montrer que ^+^+1 = d + d ' + d " (mod.
les bords).

On a par définition

(1)

Cfc = -Z " (1, ^ih) ®/0* (^ P« 0^).
»

^ 1 = -Z ^1 (1, 0 )̂ ®/0* (& P -̂ 0 )̂

où a, ? (resp. a', ?') sont éléments de A^-1 et (A^-1)-1 [resp. A^ = A'p-1 E^ et (A^)-1].
Donc

(2)

De même on a

(3)

a,r = o^ et PL-=P^-aP^-

^=-Em(l, a,,)®/o*(&P^ajr),
j

à' = -1>(1, y^)®/o*(^^y./,)

où Y et ô sont respectivement éléments de A^~1 E^ et (A^~1 E^)~1.
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Donc

(4)

Par définition on a aussi

Vin =^ih+^irb, 8»= P«.

d" =-£(n+m)(l, Y;r)®/o*(-^8;,Y?

où y' et 8' sont respectivement éléments de Ajp~1 E^ E^ et (A^~1 E ,̂ E^)~1.
Donc

(5) Vjr = Yyr == ayr, 8;, = 8y = P,,.
On a donc

^+^+i-(rf+^'+rf")=E"(l,oc,^)®/o*(û^oc,,fc)
i
-^ n (1, a,,) ®/o* (ba ̂  a^)

=£^[(1. a,rfc)-(^ oc,,fc)]®/o*(^P,a,,)
./

= £ " (1, b) ®/o* (û P^- a,,) (mod B)

= n (1 - fc) ®/o* (^)/o* (£ P^- ayr) = 0
j

du fait que ^ Py a^ = 0.
j

De plus les 1-chaînes Cj et c^ ^ de ^ et ̂ ' pour^ > k-\-1 sont égales en vertu de l'égalité
(E^, ^)x(E?,, e^) = (E?,, ^)(E^, ̂ )x(E^, ^<n+w)fcfl).

La vérification de cette égalité est facile. Cette relation est analogue aux relations de
Steinberg entre matrices élémentaires. ^

(b) Cas de deux p / p intersections de membranes. — On reprend les mêmes diagrammes
que précédemment :

<tl
ph
Pr

—^L f

j [^
-̂L-;—i—— i

(4)

Mot associé au graphique (3). - Soit y = ^Mi . . . (^M^M^i . . . le mot associé
au graphique (3), les p / p intersections concernées correspondant à ^Mj^ et ^Mj^+i
où ^Mfc = (I, ^) et ^M,^ = (I, ,̂) avec ?L, n e Z [71^ (Q)].

Afo? ûr^^^ au graphique (4). - Le passage de TQ à T^ a pour effet de remplacer la mem-
brane descendante D (P^) de P/, par sa somme connexe avec le bord d'un disque normal
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à la membrane ascendante A (P,.) de ?,. (c'est aussi le bord de la coupole de ?,.). Le pas-
sage de TI à T^ a pour effet de remplacer D (aj) par sa somme connexe avec la nouvelle
coupole de P^. Cette nouvelle coupole n'introduit pas d'enlacement supplémentaire entre
la membrane descendante de o^ et celle montante de Py (voir fig. 5.5); plus précisément

Fig. 5.5

il s'introduit deux enlacements géométriques qui se détruisent. La contribution dans
le mot y est alors ^Mj^+i PM^ = (I, e^) (I, e\i). On montre alors facilement que les
1-cycles associés à y et y sont égaux, tenant compte du fait que PMk et ^M^i commutent
pour le produit des couples.

(c) Cas d'une p / p intersection d'une nappe et d'une membrane. — Supposons que dans
les graphiques (3), (4) précédents la/?//? intersection (a,, P^) [resp. (P/,, P,.)] soit une inter-
section de nappes (resp. membranes).

Mot associé au graphique (3). — Le passage de TQ à T^ a pour effet de remplacer la mem-
brane descendante D (a,) par sa somme connexe au sens (A) avec la membrane descen-
dante D (P^). Le passage de TI à T^ a pour effet de remplacer D (P/,) par sa somme connexe
avec la coupole C (?,.)„ La contribution dans le mot y est alors PMkp^k+l où
?M, == (E;/, 0 et ̂ .i = (I, ^) (a e ± n, (V), g en, (Q)).

Mot associé au graphique (4). — Le passage de TQ à TI a pour effet de remplacer D (P/,)
B

par D (P^) # C (P,.). Le passage de TI à T^ a P0111' effet de remplacer D (a,) par
9

A B
D (a,) # D (p^) # (C P,.). Donc tout se passe comme si la membrane de a, passe par

a g
dessus celle de P^ au sens (A) et par dessus celle de P,. au sens (B). La contribution dans
le mot Y est alors PM^+I PM^ M où M = (I, e^).

Une démonstration analogue à celle du cas (a) montre que les 1-cycles associés à Y et Y
sont homologues compte tenu de l'égalité

(tî, ^)x(I, ̂  = (I, eî,)(Et 0(1, <n.

3. Invariance par passage par une f /f+1 intersection. — Supposons qu'on fait une f /f+1
intersection (des nappes ou des membranes) du point critique a d'indice f+1 avec le
point critique P d'indice i, intervenant pour la valeur (t,, u,) du paramètre. On peut sup-
poser que a et P sont les seuls points de F^^ à ne pas être dans le bon ordre.
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Soit S^ (P) [resp. D^ (p)] la sphère (resp. membrane) d'attachement de P dans un niveau
intermédiaire entre P et a et T^ (a) [resp. A^ (a)] la sphère (resp. membrane) trans-
verse de a. Par hypothèse, les familles à deux paramètres S^ (?) et T^ (ûc) [resp. D^ (p),
A-ru (a)] se coupent en seul point pour la valeur (^, u^) du paramètre.

SJI)̂  /^
/ f \___'___

Fig. 5.6

DÉFINITION 5.5. - Soit m^(P) [resp. M^(P)] ? ensemble des points du niveau inter-
médiaire entre P et a qui sont joints à P par une trajectoire de Çyy (resp. T|^) OM û des points
critiques à'indice f+1 a^ dessus de P.

LEMME 5.6 :

1° ^îu (P) ̂  une i-variété avec singularités le long de S^ (P). La structure locale de
m^ (?) au voisinage de S^ (?) est donnée par S^ (?) x { cône sur un ensemble fini E} où
car d (E) est égal au nombre de points d'intersection de T^ (?) avec les nappes descendantes
des points critiques d'indice i+1 au-dessus de ?;

2° M^ (?) est une (i+\)-variété avec singularités le long de D^ (?). La structure locale
au voisinage de D^ (?) est donnée par les deux modèles suivants :

(a) D^ (?) x { cône sur E } (E étant défini en 1);

(b) S,x [0,1]/̂  où ^ est la relation d'équivalence sur S1 x { 0 } identifiant deux points
symétriques par rapport à un hyperplan de symétrie de S'x { 0 }. Il y a autant de telles
variétés que de points d'intersection de A^ (?) avec les membranes des points critiques
d'indice f+1 situés au-dessus de P.

Démonstration :

1° Soit y un point critique d'indice i-\-1 au-dessus de ? dont la sphère d'attachement S (y)
rencontre en un point P la sphère transverse T (P). Dans un niveau en dessous de ?, les
points joints par une trajectoire de Ç (resp. îQ à un point de S (y) [resp. D (y)], autre
que P, forment une variété diffëomorphe à S (y)- { P } [resp. D (y)- { P }] dont l'adhé-
rence contient S (?) [resp. D (?)] (\oh fig. 5.6).

2° Soit y comme dans 1° dont la membrane descendante D (y) coupe la membrane
ascendante de P, A (?) en un point P de son intérieur. Dans un niveau en dessous de ?,
les points joints à S (y) [resp. D (y)-{ P }] par une trajectoire de Ç (resp. î^) forment
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une variété C (resp. C') difféomorphe à S (y) [resp. M (y)- { P }]. De plus C' contient
dans son adhérence la membrane descendante de P, D (P). L'allure d'une telle sous-variété
avec singularités est donnée par la figure 5.7.

Fig. 5.7

Finalement au voisinage de D (P), M^ (?) à l'allure suivante

Fig. 5.8

Dans un niveau intermédiaire entre P et a on définit de même n^ (a), N^ (a), ensemble
des points joints à a ou à des points critiques d'indice i en dessous de a par des
trajectoires de Ç (resp. T|).

LEMME 5.7. :

(A) Cas d'une f /f+1 intersection de nappes :

- les familles à deux paramètres T^ (a) et m^ (P) \_resp. S^ (P), n^ (a)] se coupent
au voisinage de (t^ u^) suivant une famille finie de cônes de dimension 1 ayant pour sommet
le point de //f+1 intersection. Ces arcs d'intersection correspondent aux f+ l/f+1 {resp. i / i )
intersections [au sens (A)] de ô avec a (resp. P avec ôa), 8 étant l'homomorphisme bord
E,+i—^E, et 5 le dual;

- les familles à deux paramètres A^ (a) et M^ (?) [resp. D^ (P), N^ (a)] se coupent
au voisinage de (t^ u^) suivant une famille finie d'arcs aboutissant au point de i/i+1 inter-
section, chaque arc correspondant aux i +1/^+1 (resp. i l Ï ) intersections au sens (B) de b P
avec a (resp. P avec b a) où b désigne l'homomorphisme d'intersection des membranes
b : C<+i -> C, et b son dual.

(B) Cas d'une i/i+1 intersection des membranes :

- les familles à deux paramètres T^ (a) et m^ (P) [_resp. S^ (P), n^ (a)] sont disjointes
au voisinage de (t^ u^);
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— les familles à deux paramètres A^ (a), M^ (?) [resp. D^ (P), N^y (a)] ^ coupent
suivant une famille d'arcs aboutissant au point de i/i+1 intersection. Ces arcs sont de deux
types :

(a) le premier type correspond au f+ l / f+1 (resp. i/i) intersection au sens (B) de 8p
avec a (resp. P et ôa);

(b) les arcs du second type peuvent être groupés par couples et correspondent
aux i+ I/i+1 (resp. i / i ) intersection de b P avec a (resp. P et b a), avec nombre d'intersection
opposés.

Stiu/P)

mt u ̂  Arcs de i+l/i+1 intersections

Fig. 5.9

Démonstration.

(A) D^, A^y, Mfu . . . ne dépendent pas (à isotopie près) de (t, u) au voisinage de (t^ u^)
II suffit donc de se placer dans un niveau de F^ ^ entre a et P et de regarder l'intersection
de m\^ (?) [resp. M^\ (P)] avec une famille à deux paramètres T^~1"1 (a) [resp. A^~* (a)]
telle que T^-1 (a) n m,^ (?) se réduit à un point de S,̂  (P) c w;^ (P).

La « démonstration » de la partie (A) est indiquée par la figure 5.9.

Démonstration de (B). — Soit Do une composante de type (a) du lemme 5.7 de M^ ̂  (P)
correspondant à un point d'intersection de la nappe descendante d'un point critique y
d'indice f+1 au-dessus de P avec la nappe ascendante de P. L'intersection de la famille
à deux paramètres A^ (a) avec Do est alors un arc aboutissant au point de i/i+1 inter-
section (voir fig. 5.10).

Do

A t u W

Fig. 5.10

Ce chemin esft un arc de i+l/i+1 intersection au sens (B) de y avec a.
L'intersection de la famille A^ (a) avec une composante de M^ ̂  (a) de type (b) du

lemme 5.7 se composent de deux arcs aboutissant au point de i/i+1 intersection. Ces deux
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chemins correspondent à une f+ l/f+1 intersection au sens (B) d'un point y d'indice /+1
au dessus de P avec a (voir fig. 5.11).

Composante decomposante ac ^\
"type b)de Mt.u.^

Fig. 5.11

On est alors en mesure de prouver le :

LEMME 5.8. — Le 1-cycle associé à une famille générique à un paramètre est invariant
(mod les bords) par passage par une ifi+1 intersection.

Démonstration. — Considérons en projection sur le plan (/, u) les arcs de k / k inter-
sections et soit F un lacet autour du point (^, u^) :

ti

UQ ui U2

Soit UQ (resp. u^) une valeur immédiatement avant (resp. après) u^ Soit L la famille
à un paramètre obtenue par composition de F^ (0 ^ t ^ to), Y et de F^ (ÏQ ^ t ^ 1).
L est homotope, parmi les familles génériques à F,^; les 1-cycles associés sont donc les
mêmes.

Soient ^o» ^r» ^i les mots respectivement associés aux familles F(^ (0 ^ t ^ to)
F, F^ (to ^ t ^ 1). Alors le mot associé à F^ (resp. L) est ^=^0^1 (^esP•
y = °y^ y^ y,).

Soit (A^, B^ le couple de matrices associé au mot ^o, d'éléments génériques ûy, 6y.
Le point critique P (de rang h dans la base ordonnée de © C.) étant au-dessus de a
(de rang / dans C,+i), il en résulte que a^ = b^i == 0.

(A) Cas d'une ifi +1 intersection de nappes : le mot ̂ r, d'après la partie (A) du lemme 3.7
est la suite

n (l+l^ e") n a i+l^hp) n w, w n (i, w ou ^e ± n, (Y);
p^l p^l q^h q^h

- les termes ^E^ (resp. ^E^) correspondent aux i+l/i+l (resp. f/0 intersections
au sens (A) de ôp avec a (resp. P avec 5a);
- les termes l+l^ (resp. l^) correspondent aux f + l / î + 1 (resp. ifi) intersections

au sens (B) de b P avec a (resp. P avec b a).

4e SÉRIE — TOME 9 — 1976 — N° 4



PSEUDO-ISOTOPIES DE PLONGEMENTS 601

Supposons î+1 pair et soient CQ, rf, c^ (resp. c'̂ ) les 1-chaînes associées aux parties
^o, y T. ̂ i O'esp. ^i) des mots .^o, <^o ^r» «^o «^1 (resp. ^o ̂ r ^i). Il s'agit de
prouver que CQ+C^ = Co+rf+c'i (mod les bords). On va montrer que d = 0 et c^ = c'i.

Compte-tenu de l'écriture de ^r» on a ^= ^0+^1+^2 °ù

(1) ^o = - Z " E (1. ̂ ) ®/o* (^ ̂  Pp. 01.,)],
p^l i

(2) di = - E [Z (1, o^)® ?i fc^/o* (Ppi oc«)],
p ^ l i

(3) ^2== Z(l,^^)®g^^5i,
q^h

où ûy = a,y, Py, 6^., ^y sont respectivement éléments des matrices A^, (A^)~1, B^,
B^A^p)-1.

On a donc
do = - n E (1, a«) ® ̂  ( Z a^ Pp.) a.̂

i p^i
où

Z a^Pp» = E^pPp» == 8^ (symbole de Kronecker)
p^i p

du fait que a/,; = 0.
Donc rfo = 0.
Les propriétés de ® permettent d'écrire d^ sous la forme

On a

^--E^o^ME^Pp^.
i p^l

Z fr/ip Pp» = S ̂ p Ppi »
p^f p

puisque b^i = 0. b^ et Pp, étant respectivement éléments de Bp et (A^)~1 il en résulte
que ^ bf,p Pp, = ^,. D'où finalement

p^i _
di =•- - E ( ,̂ a», X) ® g^ a« À-.

On a alors
^i + ̂ 2 = E (1> a»^) - (^ a,, X) ® g/,; a,j À, (puisque a^ = a, •).

i^J

Donc, module les bords

^1+^2 = E(l, ̂  ®^a^ = (1, K) ®(Eg,.a^)?i,
i i

Z^< an est l'élément à la place (A, /) de la matrice [Bp (A^)"1] Ap. C'est donc b^i = 0
i

par hypothèse. Donc d = û?o+^i+^2 = 0- Ainsi le 1-cycle associé au mot ^o ^r ^i

(resp. <$^o ^i) est égal à Co+c'i (resp. Co+Ci). Tenant compte du lemme 1.7 on a c^ == c'i,
d'où CQ+CI = Co+c'i.
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(B) Cas d'une i\i-\-\ intersection des membranes : Le mot ^r» d'après la partie B du
lemme 5.7 est la suite f[ (I» ^flhp) 11 (I» ̂ ) où v eZ^ i (Q)]. Une démonstration

p^l q^h

analogue au cas précédent montre que les 1-cycles associés à <9^o ^r ^i et ^o ^i sont

homologues.

} <
Ftu^

(3)

4. Invariance du \-cy clé par passage par une singularité du type «splitting». — Soit a
(resp. P) le point critique d'indice f+1 (resp. i) intervenant dans le « splitting », de rang h
(resp. /) dans les bases ordonnées. Soit ^o (resp. <^\) la suite de ;/; intersections inter-
venant avant (resp. après) le splitting. Le couple de matrices (A^, B^) associé à <^o est
du type :

A^=H O . . . C T . . . O B^; O . . . n o r . . . O

où a e ± TTi (V), n e Z, du fait que a/, et Pj sont en position de destruction mutuelle.
Soit c (resp. c ' ) le 1-cycle associé au graphique (1) [resp. (3)]. On va montrer que c = c

(mod les bords) dans le cas particulier où F,y n'a que des points critiques d'indice f+1 et
i(i+l pair) et où n = 0.

Notons 04, . . . , ( X N - I (resp. Pi . . . PN-I) l68 arcs de points critiques d'indice res"
/"i

pectif f+1 et f de sorte que a,, P, proviennent d'une même S^ singularité / munis de
\Pi

membranes telles que au départ le couple d'intersection soit (1,0).
Au chapitre IV, on a défini un 1-cycle pour une famille générique ordonnée dont les

naissances (resp. : morts) interviennent avant (resp. après) toutes les j/j intersections.
On homotope F^ à un tel chemin à travers les déformations suivantes :

M
(1) (2)
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Le graphique de F, devient alors :

(4)

Ce chemin diffère de la famille F,^ pour la valeur TQ du paramètre par l'introduction
de la paire de points critiques ON, p^, les y// intersections étant lesmêmes que pour F^
mais affectant des points critiques indexés différemment à partir du « splitting » [r^ sur le
graphique (2)]. La définition du 1 "cycle c' associé au graphique (4) nécessite le choix
d'un système de bimembranes pour ON, PN de sorte que le couple d'intersection soit (1,0),
alors que les bimembranes héritées du graphique (3) de F^ ont un couple d'intersection
égal à (a, 0). Il suffit (par exemple) de changer le chemin joignant ^ à ON.

Soit y (resp. y ' ) le mot associé à F,^ (resp. F,^). D'après ce qui précède Y = y ^ y ^
Y ' = ^o y\ avec Y, = ̂ M^, . .. ^M,, Y, = ̂ M^, ... ^M^Up = ion f+1).
Le lien entre ^Mp et ^Mp est le suivant :

— si jp = f+1 (pair) on a

(1) ' ( ° "^VPTU/Y 0 °\
^-1 O/M+a-1 • • • 0/"'<-«,

(o provenant du changement de chemins évoqué plus haut)
— si jp = i (impair) on a

(2) ^ M ' = f ° • • • ^ - M f 0 1>!p \+i o7 ^^+1 o;-
Soit Cp (resp. Cp) la 1-chaîne associée à jpMp (resp. ^M'p) de ^ (resp. '̂).

CAS I : jp pair :
(A) ^Mp = (^, ^w;) û^c r,^ ^ A.

On a alors

(3) ^Mp = ^M^ et (AiT1, Bp^-1) = ̂

Par définition on a

sr1)^ 1 ) / A ^-^ ^"^f ^^(Ap ,Bp )\^-i

cp=-T.m (1. ̂ r) ® û P,, a.,,
»

^=-^^(1,^)00?:,^.
ï.
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D'après (3) on a

a.',=a,, pour i ̂  (l, N), a;, = a^ = 0, a^=+a^

Ps. = Psi Pour ^aN),P^=p^=0 et P:N=+Psz.

Donc

^=- S w(l,a,,)®ap^a.,-m(l,0)®0-m(l,a^)®ûp,a^
W,N

Donc Cp = Cp du fait que a^r = 0.
(B)^M^=(^, J^). On a

JPM' - f ° " ' ^^M f ° a) - rp00 ^mû^Mp ~ Va-1 O/ Mp \CT-1 0/ ~ (ErNÎ ^N )-

Avec les notations précédentes on a

^=-£^(l^r)®ûCTpN.<
i

où a' et P' sont éléments de

ÇM.0-^'-"^'
Donc

(4 = a., pour f + l, N, a;, = a^ = 0, a^ = a,,,

PN—^"1?^ Pour f^î ,N, PN^^P/.N et PNN=^~1PM.

La 1-chaîne Cp est alors égale à

- ^ m(l,a,,)®aCT(o-lP,.a„)-m(l,0)®0-m(l,a^®û(o^-lP„)a^
» ^ J , N

II est alors immédiat que Cp = c'y :
(C) ̂  = (E^, C). Alors

^M,, = (E '̂10, ̂ -lfl) et 4 = -E m(l, (x^)® a-1 a P,a.N.
i

On vérifie que a^ = a^ o- pour î ^ /, N, a^ = a^ a = 0, a^ = a^ ^ et P,; = P,,
pour i ^ /, N, P; = P,N == 0 et y^ = ̂

La 1-chaîne Cp est donc égale à

- ^ m(l, a^a)®CT~ lap^a^CT-m(l, 0)®0-m(l, a^)®CT~ lûp^a^.
i ^ f .N

On a alors

Cp- Cp = - m ̂  (1, a,̂  a) ® a" t û P,.a^<y+ m ̂  (1, a )̂ ® û ?„ a .̂
i »
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Modulo les bords Cp—c? est égal à

^(l,^-1)®^?^,)^
i

car SP^a;/, représente l'élément à la place (s, h) (s ^ h) de (A?-1)-1 (A?-1) = I.

Le cas où ^Mp est du type (I, e9^) se traite de façon analogue.

CAS II : jp impair :

(A) ^Mp = (E^, C), r, j ^ /.

Alors

=f° ^-Mf0 1^\:i o7 ^i oy..M'= 0 1 -Mf° n-^Mp \:i o7 ^v i 07 p-

Les 1-chaînes Cp et Cp s'écrivent alors :

Cp = (1, a) ® g,, a, Cp = (1, a) ® g;, a

où gsr (resp. g^) est l'élément à la place

(s,r) de (B?-1) (A^p-1)-1

[resp. B^-1 (A,?-1)-1 = S-1 Bp-1 (Ap-1)-1 S] où S est la matrice de permu-

tation ( ]. Comme r, s ^ l il en résulte que g^ = g^.

(B) ^Mp = (E^, ^û). Alors ^Mp = (E^0, 0. Donc Cp = (l,û) ® g^a. On montre
que g^ = Ssi- Donc c; = Cy

(C) •'^'Mp = (E^, e^). La démonstration est analogue à la précédente.
(D) ^Mp = (I, ^). Alors par définition Cp = c? i=. 0.

5. Invariance du \-cy clé par passage par une S^ singularité. — Soient F,y une famille
à deux paramètres ayant une S^ singularité pour la valeur (t^ u^) des paramètres et UQ
(resp. u-i) une valeur de u immédiatement avant (resp. après) u^ La déformation du gra-
phique est du type :

<x i + î

^t Un

(1)
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y^' ^

<"- >^0 ^Q
On a vu (lemme 5.3) que les S^ singularités S. ®t ^>

Np ^p
deviennent indépendantes si on passe a' « par dessus » a" au sens (A), p par dessus 3a
(au sens (A), ? par dessus b a [au sens (B)] puis a" par dessus a' au sens (A).

On va faire la démonstration de l'invariance dans le cas /+1 pair et où F^ n'a que des
points critiques d'indice i+1 et L

Comme dans le cas du splitting en homotope le chemin F,^ de graphique

en un chemin générique de graphique :

Le graphique (4) diffère du graphique (2) pour la valeur to du paramètre par l'introduc-
tion de la paire a^, PN-

Soit y (resp. y ' ) le mot associé au graphique (î) [resp. (4)]. y se décompose en VQ <9\,
^Q (<^i) correspondant aux k / k intersections intervenant avant (resp. après) la S^ singu-
larité. Alors y s'écrit :

W'Ei,, 0) fi (I, l^) II (W, OH1 ,̂ 0)^,
fc^N fc^N

où a^j et b^' sont respectivement éléments de Ap, Bp, couple de matrices associé à <9^o-
L'introduction de (^E^j, 0) [resp. (^E^O)] correspond au passage de a' par dessus a"

(resp. a" par dessus a').
L'introduction de Y[ (I, 'e^3) [resp. ]~\ CE^^, 0)] correspond au passage de PN

k ^ N k ^ N
par dessus b a (resp. ôa) au sens (B) [resp. (A)].

De plus on a
<y — A + n ^ / r ^M y — ^ + i M ' ^M'^ l — J v l f c + l • • • Jvlm» ^ l — J v l k + l • • • ^m

avec
Nv

^M'=Y° • • • ^Mf0 ^" M o/ "v ^
car les i+l/i'+l intersections concernant a, dans F(^ concernent <XN dans F(^.
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Notons Co, rfi, d^, ̂ 3, ^4, c\ les 1-chaînes associées à ^o, C'^EN^O), f] (I, '̂ O»
k^N

]~[ CEj^, 0), C^E^N, 0), y\ considérés comme éléments du mot y et c^ la 1-chaîne
k^N
associée à y^ dans <^.

Le 1-cycle c (resp. c') associé à y (resp. ^') s'écrit alors CQ+C^)
(resp. Co+^l+^2+^3+^4+ci)•

Par définition ^ = ̂  = ̂  = 0 (ï+1 étant supposé pair). Par définition on a

^3= Z (1, -ûjy)®gNk(-%-)
k^N

où ^k est l'élément à la place (N, k) de B'A'~1, où A' et B' sont définis par

(A', B') = (I, n ̂ Q x (A^, B^) x (E^, 0)
k^N

[(A^, B^) étant le couple associé à Vo}.
Un calcul rapide montre que

(A', B') = (A^EA,, B^Ei,+ ^ -̂̂ A^pEi,).
k ^ N

D'où
B'A'-^B^A^-^E1^^

k^N

II en résulte que g^ = ^^ où g^ est l'élément à la place (N, A;) de B{S (A^)~1, B^ et A
s'écrivant respectivement

( x | (A / x | 0"\
Yolo/' \ô |î/

Donc ^k = 0- D'où ^3 = 0.
Il reste à voir que c[ = Ci. Les mots de y\ se déduisant par une permutation de ceux

de y'i, il est facile de le vérifier.
On a ainsi démontré la :

PROPOSITION 5 . 9 . — Sous les hypothèses (^) de F introduction il existe unea pplication

0 : 7Ti(^(V, Q,/o), <T(V, Q,/o))^H^(V), Z[7t,(Q)]/Z[0]).

PROPOSITION 5.10. — ^application 9 ûfe la proposition précédente est un homomorphisme
surjectif.

Démonstration. — 9 est clairement un homomorphisme. Montrons qu'il est surjectif.
Soit c une classe d'homologie de H^ (n^ (V), Z [7^ (Q)]/Z [0]) représentée par un cycle

m
Z O» ûp)®ipûp (ûfpeTTi (V), ^ (= Z [jci (Q)]/Z [0]). On va faire la démonstration

p=i
dans le cas m = 1, c'est-à-dire quand c == (1, a) ® g a , la démonstration dans le cas
général étant analogue, c étant cycle, on a 8c == 0 = ga—ag dans Z [7^1 (Q)]/Z. Soit g
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un relèvement de g dans Z [7^ (Q)]; il vérifie donc ga-ag = n e Z c Z Tii (Q). Il est
facile de voir (Z [7^ (Q)] étant le groupe abélien libre engendré par n^ (Q)) que
ga-ag =72=OeZ[7t i (Q)] .

Soit f un entier, impair par exemple, tel que 2 ̂  i ̂  n-3. On considère alors le mot
(avec les notations du chapitre IV, § 2) y = l+l (I, e^) ̂ i, 0) ^(E^, 0) U^F0)
U ^2)- O11 l111 associe le chemin a d'origine /o x id^ parmi les pseudo-isotopies,
de graphique :

foxidi

II est facile de voir que le 1-cycle associé à un tel chemin est c = (1, a) ® ga et
que le couple de matrices associé à l'extrémité F^ du chemin est

^-i x^ -ri (ga ° M^ImpX^-^I,^ ^JJ

(ga-ag = 0).

La proposition 5.10 sera une conséquence du :

LEMME 5.11. — On peut joindre F^ a une pseudo-isotopie ¥^ sans point critique par un
chemin P tel que Vinvanant du chemin a ^ P est c.

Démonstration, — Posons ^ = ga = ag. Soit y le mot

^/ == U ̂ ^'(E^, OÎ^^E^, O)̂ !, ̂ ^U e-^)

et soit P le chemin de pseudo-isotopies d'origine F^ d'extrémité F3 correspondant à ce mot.
On peut vérifier que la 1-chaîne associée au mot y u y est c = (1, a) ® ga et que

le couple de matrices associé à l'extrémité F3 est

î'mp1 X^p X^pah X^pair = (I, 0).

Il résulte de [8] que F3 peut être jointe à une isotopie F4 par un chemin ne comportant
pas de j/j intersection.

PROPOSITION 5.12. — L'application composée
^^^ - — l*^i(^(V, Q,/o))^^i(^:(V, Q,/o), W Q,/o))^Hi(îii(V); Z[îCi(Q)]/Z)

^^ ^TZ homomorphisme surjectif (sous les hypothèses ^ de l'introduction).

Démonstration. — Co'mpte tenu de la proposition 5.10, il suffit de montrer que toute
pseudo-isotopie G sans point critique peut être jointe à/o x idi par un chemin dont l'inva-
riant est nul. D'après [2], / ? o G e t / ? : V x I - + I peuvent être jointes par un chemin
hf : V x I — ^ I n'ayant que des points critiques d'indice f+1 et i (i impair) et que des
i+l/i+1 intersections de nappes.
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Soit Fo : V x 1 —> Q un plongement obtenu en « poussant »/o le long d'un champ normal
non nul. La famille à un paramètre de pseudo-isotopies définie par

G,(x,s)=(Fo(x,s),h,(x,s))

a pour graphique celui de h^ :

GO fo^id,

Son invariant est nul, du fait qu'on a que des i+ l /f+1 de nappes avec i-\-1 pair. De plus
son extrémité est /o xid et son origine Go est telle que p o Go = ho = p ° G. D'après
le lemme 1.14 Go et G peuvent être joints par un chemin sans point critique. Il existe
donc un chemin joignant /o x idi à G d'invariant nul.

Index des principales notations

lî. E0/. F,
GL (n -. 0
(A.B)
[ag-gà\
®
^'(V.Q./o). ^:(V,Q,/o)
<^(V,Q,/o)
^o(V,Q,/o(, ^°(V,Q,/o)
<P(V,Q,/o)
Type A, Type B

p. 569
p. 569
p. 570
p. 570
p. 571
p. 571
p. 571
p. 574
p. 574
p. 575

E,, C,
Si, bt
r\i
©Epai,, eCpair

Ap, A^

^ j^
(A?, B»

y, y^, y\
Q
^Mk

p. 576
p. 576
p. 576
p. 578
p. 578
p. 578
p. 583
p. 584
p. 584
p. 584
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